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ADVERTENCIA.

A lo dicho en el prélogo de la primera parte golo
afiadiré que los ejercicios practicos de esta segunda no
versan como alli sobre construcciones graficas sino so-
bre problemas numéricos relativos 4 toda la Geome-
trfa, y 4 la teorfa de las ecuaciones, y han sido toma-
dos de una obra muy prictica compuesta por F _Hoft-
mann. .

Para que desde luego se puedan aplicar estos pro-
blemas conviene omitir en el primer paso:
del Cap. I, la esplicacion 7 del § 8,y los teoremas 27 y 28,
del Cap. 11, los teoremas 3 y 20 y ademas todo el § 13,
del Cap. IV todo el § 17 y ademas los teoremas 19 y 20.

Todo lo cual puede tratarse en el segundo paso.
A estos ejercicios pueden los profesores anadir otros mu-
chos trigonométricos, por ejemplo, en el probl 77 se
puede preguntar jqué 4ngulo forma la altura con la
arista, jqué inclinacion tiene una cara relativamente
4 la base? -

Las citas 4 la Geometrfa plana se indican asf: Pl
11, 3, lo que significa: Geomt. plana Cap. 1I, teor. 3.

EL AUTOR.



PARTE SEGUNDA.

GEOMETRIA DEL ESPACIO:

—— - - -

CAPITULO L

Rectas y planos en el espacio, angulos sélidos:

§ 1° CUNSECUENCIAS DE LA DEFINICION
DEL PLAXO.

DEFINICION DEL PLANO. Il plane es una superficie con la cual
una recta que une dos cualesquiera de sus puntos coincide total-
nrénte.

CONSECUENCIA 1% Si una recta tiene dos puntof eomunes con
un plano estard situada toda en él, y por tanto puede cortarbe solo
en un punto, ademas i un plano se puede aplicar una recta en
todos sentidos.

CONSECUENCIA 27 Los planos ilimitados sen congruentes, pues
Ia extension de un plano es la mas sencilla de todas las superficies
posibles, y la misma en todas sus partes.

CONSECUENCIA 3% Por una recta puéden ponerse infinitos pla-
nos, pues el plano no estd ligado 4 4 una sola y determinada exten—
slon,

CONSEEUENCIA 4* Tres puntos que no estin en una recta deter-
minan solo un plano.

Expl. 1* Dos cualesquiera de los tres puntos estarin en linew
reets §& la cual se podrd adaptar un plano; y como este es ilimita-
do, sile hacemos givar sobre dicha recta pasard necesariamente
por el tercer punto y solo de una manera,
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Lzpl, 2% [fig. 1]. Siendo. posibles dos planos por los tres puui-
fos A, B, C sesigue que las tres rectas determinadas por A, By ¢
estdn situadas en estos dos planos, luego tambicen cada recta (ue une
dos puntos de ellas [definicion].

Esto supuesto demostraremos que cada punto de uno de los
planos pertenece tambien al otro, y por tanto no tenemos dos pla-
nos distintos sino uno solo.

Siendo P un punto cualquiera de un plano tracemos por esto
una recta cualquiera, sea MN. Ahora bien, esta recta MN debe ¢or-
tar al ménos 4 dos de estas rectas que estin determinadas por los
tres puntos A, B y C pues solo puede ser paralela & una de estas.
Pero asf tendrd dos puntes comunes con los dos planos, luego es-
tard toda en ambos y por tanto tambien su punto P,

CONSECUENCIA 5% Una recta y un punto fuera de esta deterni-
nan un solo plano. [eonsec. 3%)

CoSECUENCIA 6* Dos rectas que se cortan determinan un solo
plano [consec. 4%]

; CONSECUENCIA 7% Dos rectas paralelas determinan un solo
plano.

Ezxpl. Una de estas rectas y un punto de la otra determinan un
solo plano [consec. 4%], pero sabemos [Pl. § 2°, expl. 1* cor. 1 ¥ 2]
que la paralela trazada 4 lareeta por dicho punto serd una sola y
estard en el mismo plano en donde estdn la recta ¥ el punto, luego
como la recta y el punto de otra determina un solo plano, asf las
dos rectas paralelas. . :

CONSECUENOCIA 8" La interseccion de dos planos es una recta.

Ezpl, Si hubieren tres puntos comunes no situados en una
reeta, no serian dos planos secantes sino un solo.

+ § 2. LINEAS PARALELAS A UN PLANO.

Lxpl. Una recta se llama paralela 4 un plano si no} puede
cortarle.

Teor. 1, |fig. 2]. Toda recta paralela & otra situada’en un pla-
no fuera de la primeia, es paralela & este plano. i

Hip. AB+CD,
Tes. AB+4NM.

Dem. El plano que determinan las paralelas CD y AB tendrd
comun con el NM solo la recta CD, luego si la recta AB cortase
al plano NM, lo haria en la recta CD [§ 1. consec. 1]. Pero esto
es imposible, pues ABy CD son paralelas entre sf, luego la recta
AB 1o puede cortar al plano NM y por tanto es paralela & 6l.

. Cor. 1. Side dos paralelas nna corta 4 un piano, lo hard tam-
bien la otra; pues haciendo pasar por las dos paralelas un plano,
este cortard al otro en una recta que estd cortada por una de las
paralelas, luego tambien por la otra [PL T, 7],

Cor. 2. Si una de dos paralelas lo s & un plano lo serd tambien
la otra [cor 1],

B
Teor..2. Sipor una recta paralela & un plano ge traza otro
enalquier, la interseccion serd paralela & la recta primera.

Dem. Ta primera reeta estando con la interseccion en el mismo
plano, no puede cortarle pues en esta suposicion No seria paralela
al primer plano.

Teor. 8. [fig.3]. Si por cada nna de dos rectas paralelas pasan
dos planos secantes, la interseccioncorun serd paralela & las dos rectas,

Hip. AB+CD.
Tes. EF+AB y EF+CD.

Dem. parte 18 ABFCEFD [Teor. 17] y EF esla intf:rscccion
comun entre los dos planos CF y AT luego seri EF 3 AB |Teor. 2.
Parte 2 CD4 AEFD [Teor. 1] y EF esla Interseccion co-
mun entrelos dos planos AF y CF, luego serd CD £ EF [Teor. 2].

Teor. 4. [fig. 3). Dos rectas paralelas & una tercera son pa-
ralelas entre sf.

Hip. AB£EF, CD+ET,
Tes. AB % EF.

Dem. No estando las tres rectas en um mismo plano las parflelas
AB y EF ademas las CD y EF determinarin dos planos se‘nantes
cuya interseccion es BI; haciendo pasar por CD y e} punto G de I:}
AB un nuevo plano, la interseceiou de este con el EB serd paralela 4
las paralelas OD y EF [Teor. 3); pero por el punto G solo la AD
puede ser paralela 4 la EF, luego mecesariamente la AB serd la
interseccion y por tanto paralela & CD.

Cor. Si por dos rectas que se corfan cn un plano se hacen pa-
sar. otros dos secantes, la interseccion de estos pasard pbr el punto
comun de lag dos rectas.

DPem. La interseccion de los dos plamos no puede ser paralela
al primer plano, pues seria paralela 4 las dos rectas [Teor, 2], ¥
por tanto estas serian paralelas entre sf, lo que es contra el teor. luego
1a mterseccion cortar4 al plano primero solo en un punto; pero este punto
debe estar en cadaunade las rectas dadas, luego es el punto comun.

Teor. 5. [fig. 4.]. Una recta paralela & dos planos secantes, es
tambien paralela 4 la intersecion de estos.

Dem. Haciendo pasar por un punto G de la interseccion AB y
la recta dada CD un nuevo plano, tendremos en cada uno de los
planos primeros una interseccion paralela 4 la recta dada [Teor. 2|,
pero estas intersecciones ne son 8100 la recta ADB, pues en otra su-
posicion serian al mismo tiempo entre si paralelas [Teor. 4] y se-
cantes por ser G un punto comun.
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Caso 1° Los lados son”paralelos dos & dos en un mnismo sentido,

Hip. AM+ A'M y AN 4 AN, .
Tos. <{MAN=M'A'N.

Dem. Tomando ‘AB=A’B’ y AC=A/C" serfn ABB/A’

ACC'A’ dos paralelogramos, ¥

Inego - BB'FAALCC ¢ ignales
_ ¥: . '3 entre sf
de donde BCC/B’ un pmnlelé!?;rmuo a9
lnego BO=B'(¢" °
. BACB/A/(Y [Pl
por tanto Aq'BAU:B’A'C[’PI 8]
6 < MAN=M’/A'N".

Caso2? Los lados pa}'a]elns:tienen "sentidos opuestos,

Hip. AM+A'Q y AN+A'D,
Tes. qnim,:qfam. ¥

Dem. MAN—M’A'NT o
ademas es §Mr Afﬁ:_lb‘k}?"‘cnso,l']
luego <TQA’P=MAN.

Caso 3° Dos lados ienen el mi i
0 8 1o paralelos tienen’el mismo sentido v 9y
dos sentido contrario. W i

Hip. AM4$ AN y AN+AD,
Tes, 5<IMAN-LMA'P =91,

Dem. MAN=M'A'N’ o
ademas es SK[M’AI&T-?,[}‘EIX'EPE;% =
luego <IMAN+MA'P=2R.

-

§3. RECTAS PERPENDICULARES Y OBLICUAS A UN
PLANQ,
.E.-rgblicaa-imws._ :
1% Se llama pié de una reeta] relativame
e intcrseccig::: e una reeta] relativamente

2% Una recta se dice perpendicular 4 i
. . un pl
las rectas tiradas por su piéq:;: este plano. R

3* Upa rec ; i i
B a recta que corta 4 un plano es oblicua si 0. le.e3 perpen-

4 un plano el

Teor. 7.[fig. 6].Si nna” i
. 7.[fig. 6]., a_recta es perpendicular 4 otras dos, que
Cruzan por su pié en un plano, es perpendicular 4 este plano. R

~

Hip. OP | OA, OP | OB, OA y OD estin en el plane P,
Tes. PO T NQ.

Dem. Dasta demostrar que OP es perpendicular & una recta
enalquiera OC, que pasa por el pié O [Expl. 2].

Trazada la recta AB que corte 4la OC en D, ¥ prolongada PO
gobre O hasta OP’=O0P, tracemos las rectas AP, ALY, BP, B,
DP y DP’ y serdn:

AP=AT" y BP=BP' [PIL1I,14]

luego AAPB=AP'B [PL 11, 9]
de donde < DAP=DAP’
ademas es AP=AP' y AD=AD
luego DAP==DATP

- )P=DT’ 6 APDP’ es isisecles
ypor tanto < (P’'OD=POD=R [Pl II, 13]
6 0| OC.

Cor, 1. Desde un punto fuera de un plano no se puede trazar
mas que una perpendicular; pues en otra supesicion tendrinmos;
uniendo los pies, un tridngulo de dos dngulos rectos.

Cor. 2. [fig. 7). Desde un punto situado en un plano no’se pue-
de Yevantar mas que una perpendienlar 4 este plano.

Dem. Supuesto que PA y PB fuesen perpendienlares al plano
MN en el punto T, seria la interseccion del plano determinado por
<TAPB en el MN perpendicular & AP y BP_y ademas con estas
en el mismo plano, es decir :

<ICPB=R y CPA=R
6 <LOPB=CPA, lo que es absurdo, pues siendo
cn el mismo plano el uno serd siempre mayor que el otro.

Cor, 3. La distancia desde un punto hasta un plano se deter-
mina por la perpendicular bajada desde dicho punto & este plano.

Dem. Toda otra recla tirada desde este punto al plano serd
hipotenusa de un triingulo rectingulo y por tavfo mas larga que
la perpendicular.

Cor. 4 |fig. 8]. Si se deseribe desde el pi¢ de unaTperpendi-
cular 4 un plano tina eireunferencia de un radio cualquera, todas
las oblfcuas trazadas desde un mismo punto de la perpendicular &
los de la circunferencia serin iguales.

Dem. Unido P con By € serdh ABPACPA por ser tridn-
galos rectingulos y ademas PB=PC, luego serd AB=AC.

Teor. 8. [fig. 9). Sitres rectas, que se cortan en un mismo
punto, tienen una perpendienlar comun, estardn en un mismo plano.

Hip., AO, CG, BO son perpendiculares & OP.
Tes. AO, CO 5y BQ estin situados en un mismo plano.
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Dem. 8iOC no estuviera en el plano determinado por AO y
OB, podriamos hacer pasar por OP y OC un nuevo plano, cuya in-
terseceion con el primero fuese OC/ ¥ por tanto tendriamc,ns i

oc’' | or y OC | OP
luego <ICOP=R=COP To que es ahsurdo, :
pues 0C, OC" y OP estin ¢n el mismo plano.™|Consir.)

1

Cor, 1. Por un punto de una recta es posible golo unpla-
no perpendicular, pues en otra suposicion se tendrd una contradic-
cion oon el teor, demostrado.

5 > :
% C?Ir. e IHaciendo girar un dngulo recto al rededor de uno de sus
(i 8, el otro deseribird un plano perpendicular al primero; pues el la-
o generador serd siempre perpendicular al otro.

Teor. 9. [fiz. 10]. Si una de dos paralel: sendi G
S e c!réglu o}t-ra.. de dos paralelas es perpendicular 4

Hip. AB+CD y AB | MN.
Tes. CD | MX, ¥ -

Dem. Unidos los pies By D ‘

3 S 8 By D tracemos por B una rect: -

quiera, ademas DT 4 BE, de donde tenemos . T
<TABE=<[CDF [teor. 6]

pero: <CABE=R [hip.]
lduego oty <I{CDF =R

‘D | CD, yaes BD | CD por’ser CD £ AB [hip.
luego CD | MN [teor. 7]., T g s

Cor. 1. [fig. 10]. Dosrectas ABy C i

. 1. [fig. 10]. tas AB y CD perpendieulares 4 un pla-
{:og{;}seazmn par:}lelz;s e]&t.rglﬁfl;_ pues trazandopor D una- ]mm{)eia,
§ rd perpendicular N [teor. 9] y la Gnica [te 01, £
luego es cabalmente la CD, [ Anln g ol d

Expl. [fig.11]. La proyeccion de la recta limitada AB
I _ yece ; sobro
el plano MN es la recta CD), que resulta bajando desde los pun-
:?fej:i ¥yB ]perpe?dn;]t]ares 4 dicho plano; luego para la recta LT
ene el punte E cemun con el pl ! iG oy eccion
sobre &, sionds BG | M. plano serf EG la proyeccion

Cor. Luego ABy CD estin cu ¢l mismo .l : ‘i
por las paralelas AC y BD. - el

Teor. 10. [fig. 12]. El fngulo, que forman entre sf una recta
oblicua y su proyeccion sobre el plano es menor que el que dicha
recta forma con lag demas que salen de su pié,

Hip. BC | MN 6 AC es la proyeccion de AB.
Tes. < BAC<BAM. e i

Dem. Siendo AM una recta cualquiera id
] a T g que sale del pié¢ de la
recta oblieua AB, firmese AD=AC y unido D con Btegt'mos

= o

BD>>BC |[teor. 7, cor. 3|
luego 4BA])>BAC [PL 11, 12].

Cor. 1. La recta de un plano que forma ¢l menor éngulo con
una oblfcua, es la proyeccion de esta, pues si no fuese asf no podria

formar el menor dngulo. =7
Cor. 2. Dicho dngulo se llama la inclinacion de la oblicus al

plano.

Teor. 11. [fig. 13] Si una recta de un plano s perpendicu-
lar & otra oblfcua al plano, es tambien perpendicular & la proyeccion
de la oblicua sobre él.

Hip. BD | AB y BC la proyeccion de AB.
Tes. DB | CB.

Dem. Trazando BE+CA serf EB | MN [teor. 9] Inego es BI)
perpendicular al plano EBCAE per ser perpen icular 4 AB y BE
[hip. y constr.] de donde BD | CB por ser OB una recta de dicho

plano, ;
§ 4 PROBLEMAS.

] 4

Exzpl. Los postulados que se suponen en Ia geometria del
espacio son los siguientes:

1° Por un punto 6 una recta hacer pasar un plano cualquier.

90 Por trés puntos que no estin en una recta 6 por sus equi-
valentes hacer pasar un plano determinado.

Probl, 1° Tirar por un punto fuera de un plano una recta pa-
ralela & él.

Constr. Tricese por dicho punto un plano que corte al dado y
trécese por el punto dado & la interseccion de los planos una paralela
i esta, y esta serd la pedida.

Dem. Teor. 1.

Probl. 2° Hacer pasar por un punto de una recta un plano que
le sea perpendicular.

Constr. Tricense [fig. 14] por AB dos planos cualesquiera, des-
pues levéntese desde el puntof’ en cada plano uua perpendicular 4 la
recta dada y serdiel plano CPD el pedido.

Dem. Teor. 7.

Probl. 3° Hacer pasar por un punto fuera de una recta un pla-
no perpendicular 4 esta.

Constr. Tricese por la recta y el punto un plano, despues bijese
desde el punto dado, una perpendicular &la recta y estard el pro-
blema reducido al 2°?

Probl. 4° Desde un punto dado fuera de un plano bajar & este

una recta que le sea perpendicular,
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Constr. [fig. 15]. Siendo A 'cl F MON
) g «wotendo A el punto y MN el plano iresd
mll el plano una recfu cualquiera B, y he}cho pasa}' ;r;;] I(lg”;' X‘.?ai:
plano bajese AE | BO, despues levantando EF | BC, tréecse A G
perpendicular & BF y serd AG | MN, S

Dem. Trazada GE paralela 4 EC tencmos
EC | al plano AEG
lnego GE Y al plano AEG A
de donde GK | AG

Inego AG perpendieular 4 GIC a
M (ico ; !‘31) rpendisular 4 GI y 4 GE (constr.) y por tanto al pland

Probl. 5. desde un punto dado y
pcrpecndicu!nré.cstv. D do de un plano levantar una reety
onstr. Trazada desde un punto fuera d
: bl ) a del plax H OT} i-
ealar 4 ¢l tirese porel punto dado una paralela pi lrlsoﬂlaléltl F{:I'l-e&%dl
serd la perpendicular pedida. & AR
Dem. Teor. 9.

Probl. 6. [1ig. 16] Desde un ]
. [1ig. *un punto A faera de MN tarz
por e(.j'tc utnu {‘ecta ellue torme el &ngulo & con el ph:;xzp]anu Hgor
onstr. Trazada AB | MN tirese por B una recta cialanior:
BC, despues formese en el plano OBA ylcu elusiﬂ’;: (E; tllul’ q”::j.h
BAD=R—a y stré <{ADB=a. 5 g
Dem. Bs fheil. .

§ 5. PLANOS PARALELOS.

Eepl. Dos plano o (i
L 8 son paralelog s e e .
e se prolonguen, : SL10 8¢ encuentran por mas

Teor 12. Dosrectas secan ' leternii
PR L1 o e g tes y paralelas & un plano deternii-

munf))*ff;ielfl .E'Ic:ls:l ;103 p]:m(;s se cortasen seria la inferseceion co-
b H 08 rect: i &
s : a8 secantes [teor. 2], lo que es contra
Cor. Dos 4nzulos ‘0 ]
5 ng cuyos lados son respectivamie ‘
g0 g e spectivamente paralelos
stdn situados en un mismo plano d forman planos paralc!o?.

T (o par {llE[DS esta 3¢
Cem, ]a.s 1ﬂterseclonﬁs son pal'i.ﬁlelas. t o Ggrtados pur L te 3

Demost. Lasint i ism
tersecciones estin en el mismo plano, ademas no

pueden encontrarse pue
e pues no lo pueden los planos, luego estas son

il

Cor.1. L recta cque se encuentra conuno de dos planos para-
lelos, se encontrard tambien con el otro.

Dem. Por dicha reeta y un punto enalquiera del otro plano s@
puede hacer pasar un plano, que formard dos interseciones paralelas
con los dos planos; ahora bien, la recta cortard & una de estas inter-
seciones paralelas, luego tambien 4 la otra y por tanto se encontrard

con los dos planos paralelos.

Cor 2. Tl plano que vorta duno de dos parilelos cortard fam-
bien al otro:

Dem. En dicho plano puede trazarse una recta que corte A ung
de los planos paralelos, luego cortard al otro [1001-. 1]; pero esto solo es

posible si su plano encuentra los dos paralelos.
Cor. 3. Dos planos M y N paralelos & un tercero Q son para-
lelos entre &f; puessi M encontrase & N debena encontrar 4 Q

[eor. 2] lo que es contra la hipGtesis.

Teor. 14. [fig. 18]. Rectas paralelas limitadas por dos planos
paralelos son iguales. |

Hip. MN+PQ y AB#CD.
Tes. AB=CD.

Dem. Uniendo A con C y Beon D serin las rectas AC y BD
ias intersecciones del plano detsrminado per las paralel:s, y por
tanto

AG%BD [teor. 134 ademas es ABFCD
luego ABCD un paralelégramo y por tanto AB=CD.

o
Teor. 15. .(fig 19). La recta perpendicular & uno de dos pla‘
nos paralelos lo serd al otro. '

Hip. PQ+MN y A’A | MX:
Tes. AA’ | PQ.

Dem. Siendo A y A’los piés en los planos respectivos hagansd
pasar por AA’ dos planos distintos euyas intersecciones respectivas

en los planos PQ y MN sean
ABy A'B, AC y A'C/,de donde tenemos

ABA'B y ACHAC
pero e§ A/AAB y A'A|AC
Irego A’ATAB y A’/ATAC

C AA | PQ [teor. T].

Cor. 1. Dos planos perpendiculares 4 una recta son paralejos
entre sf.

Dem. Siendo en la fiz. 19 AA’ perpendicular & MN y PQ
ademas, A y A’ los piés de la recta, se podria, si los planos no
fuesen paralelos, imaginar por A’ un plano paralelo 4 MN, el cual
seria perpendicular & AA’ [teor. 15], luego habrian dos planos per-
pendiculares & AA’ en el punto A’ lo que es contra el teor. 8, cor. kv



=10=

Cor, 2. Dos planos paralelos equidistan c¢n todas sus partes
pues l‘as p.erpendlmﬂa.res serdn paralelas é iguales, ¢

Cor. 3. Tuego la perpendicular entre dos planos paralelos mide
su distancia, pues toda otra recta es mayor,

Teor. 16. (fig. 20). Tres planos paralelos que cortan a dos
rectas cualesquiera, las cortan en paites proporciomales. '

Hip. MN £+ PQ +RS.
Tes, AR:EC=BG;GD.

Dem. Siendo C,E, A y D, G, B los piés en los planos s
pectivos un%na)s éi)puntFoGB COE C; siendo I' es el punto de inter
seccion eon y serdn las intersecciones del plano CDB
AB y EF las del ABC; de donde se sigue I 1

AB+EF y CD+FG (teor. 13)

lnego CE:LA=CF:FB=DG:GB
» CE:EA=DG:GB
6 AL EC=BG:GD.

Teor.17. (fig. 21). Una recta oblicua que corta & dos planos
paralelos, tendrd la misma inclinacion eon respecto 4 estos,

Dem. Siendo AD la recta y O y D los piés, bajemos desde
A una perpendicular 4 los planos paralelos, cuyos piés sean F y F;
uniendo B cen D y F con C serdn ED y FC las intersecciones del
plano DEA con los paralelos, de donde se sigue

DE$CF [teor. 13] luego "< ACI'=ADE,

¥a sabemos que dichos &ngulos determinan las inclinaciones & los
Planos paralelos (teor, 10, cor. 2), luego las inclinaciones son las
mismas.

§ 6. PLANOS SECANTES O ANGULOS DIEDROS.

lﬂwplimc-ionea.
‘1" Si dos planos se cortan forman un dngulo que se llama da-
gulo diedro, los planos se dicen caras y la interseccion arista; |fisr
22] ;HA'BI\,T esun dngulo diedro. 4 ot

2% Los éngulos diedros son adyacentes si tienen una cara co-
mun y las otras en el mismo plano; [fig. 22] MABN y MABQ son
dngulos diedros adyacentes.

3t Son ingulos diedros opuestos por la arista los que tienen
la arista comun y sus caras respectivas opuestas pero en el mismo
}ga;g;t[ﬁg. 22] MABN y PBAQ son 4ngulos diedros opuestos per

rista,

4E Los 4ngulos diedros son iguales si pueden coincidir.

5% Se llama 4ngulo rectilineo de un diedro el formado por
d_tf);s plerpendllculzuies trazadas desde un mismo punto de la arista y
situadas en las dos caras; [fig. 22] el dngulo COD es el fugul
rectilineo del diedro MAI*’}I\' " el % e
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Cor. 1. El plano que estd determinado por el dngulo rectilineo
de un diedro es perpendicular 4 la arista [teor. T].

Cor. 2. Todos los 4ngulos rectilineos del mismo diedro son igua-
les, pues sus lados son respectivamente paralelos y dirigidos en el
mismo sentido.

Cor. 3. Angulos diedros iguales tienen los dngulos reetilineos
iguales, pues coineidiendo los primeros lo hardn los segundos.

Teor. 18- [fig. 23]. Dos 4ngulos diedros son igunales si lo son
sus rectilineos.

Hip. <ICOD=C'O'TY,
Tes. < TMABP=M'A"BT".,

Dem. Colocando O/ sobre O de manera que O/C’ esté en la
direccion de OC y O'D’ en la de OD seguird O’A’ la direccion de
OA, pues A’ es perpendieular 4 C'O’D’ y lo mismo es OA re-
lativamente 4 COD; alora bien, el plano C'O’A’ esta sitnado en el
COA, es decir el plano M/IYA" estd sitnado en el MBA, ademas
el plano 1/Q'A’ esté situado en el DOA, 4 saber, el plano P/B’A’
estd situado en el PBA y por tanto el <{P/B/A’M’ coincide con
PBAM, luego dichos 4ngulos son ignales.

Cor.1. Si dos dngulos adyacentes sou iguales, lo son sus rec-
tilineos, ¢ inversamente si dos angulos diedros adyacentes tienen sus
rectilineos iguales, son tambien iguales dichos dicdros.

La parte 1* se sigue de cor. 3 de la expl. 5t

La parte 2* es una eonsecuencia del teor. demostrado.

Erpl. Un dngulo diedro se llama recto si su dngplo rectilineo
lo es; luego por la misma analogfa la suma de dos dngulos diedros
adyacentes es igual & dos rectos 6 son suplementarios.

Cor. 2. Dos dngulos diedros opuestos por la «rista son iguales,
pues lo son sus dngulos rectilineos. |

Cor. 3. Si dos 4ngulos diedros exteriores uno & ofro tienen
la arista y una eara comun y forman juntos dos rectos, las otras dos
caras estin en el mismo plano,

Dem. Trazados en el mismo punto de la arista los &ngulos
rectilineos, estos serfn por hipétesis suplementarios, luego los lados
estremos estin en la misma recta y por tanto en el mismo plane
con la arista; pero sabemos que la arista y el lado del éngulo rec-
tilfneo determinan el plano de la cara correspondiente y por tanto si
los dos lados exteriores de los 4ngulos rectilineos estdn en el mismo pla-
no con la arista, lo estarin tambien las earas correspondientes; en el
caso propuesto los lados exteriores de los 4ngulos reetilineos estfn en
el mismo plano con la arista, luego valdrd lo mismo de las caras ex-
teriores.

Cor. 4. Dividiendo un 4ngulo rectilineo en partes iguales y ha-
viendo pasar por la arista y cada lado de los dngulos iguales planos,
quedard dividido el dngulo diedro en partes iguales.
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Dem. Los dngulog planos gon los rectilineos para los di
( 7 diedros,
pues todos los lados son perpendiculares & la n-ristg; peroe estos ;gi

ﬁ?:nlizg:ﬁtem iguales, luego lo serdn tambien los diedros COTTesPOL-

Teor. 19. [fig. 24 7 25]. Dos dngulos di i
Jes & sus rectilincos, ] gu.'os fedros son proporciona-

Iip. <CDAC esel rectilineo de DABC
<[ D'A’C’ es el rectilineo de D’/AB/CY,
Tes. <[ DABC:D'A'B'C'=<DAC:D'A'CY,

Caso 1° [fig. 24]. Sean los rectilineos conmensurables.

Dem. Siendo <TCAE=C'A'G medid {
los DAGy DA 0 mands. ahs a comun de los dos dngu-
<{DAC=n [3] CAE y S D’'A'C’=n’ [5] C'A'G
sera la razon: <{DAC:D/A(/= P?(=§
n 5/

Ahora hagamos pasar planes por las rectas divisorias d
{tpgnlus rectilineos y por las aristas correspondientes, y an{:g?lré.ﬁ hﬂls
vididos igualmente los dngulos diedros [teor. 18 cor. 4j, de donde te-
nenos

<[DABC=n [3] EABC y < IA'B'C'=n’ [3] GA'B'C!
luegodela razon: < DABC;D/A'B/C/'=2, (,—.;)
comparada conla encontrada arriba se sigue 0t

<DABC:D/AB'C'= <{DAC:D'AC!

G:lso’E"._{ﬁg. 5] <[DAC y D’A’C’ son inconmensurables;

_1° Estando el dngilo DAC dividido en partes igualestan pe-
quenas colls se quiera, pongamos una de estas partes como medi-
da sobre el dngulo O/A’D’ y'no pedri la Gltima recta de la divi-
sien. AP’ coincidir. con A’DY; por ser inconmensurables los Angulos
DAC y D'A’C’; haciendo pasar ahora por A’P y la arista A’B’ un

plane serd
<JIDAC:P'A/C'=DABC; PABR'C

2* Podemos hacer que Ia recta AP se aproxime mas i
A’DY tomando las partes iguales del {DA(? suceesivamejlr]t?f;ga;
pequedias, por eso el lhmite del <TAP/CY serf D'ACY 6 bien:

el lim. de la razon [@DAU:PA'C'!E‘S[DAC:])"A’C’ y
por consiguiente se aproximard mas y mas el plano PA‘L al plano
DYA'B? 6 el lim. del <TPA'B/C’ serd D*A’B(Y 6 bien

el lim. de la razon’ [DABC:PA'B/(/]- -DABC: D'A'B'C".

Ahora bien, aplicando el teorema de los limites | Pl § 24, 3] ten-
dremos  <{ DAC:IVA'C'=DABC: D/ A/B/C, ’

?eor, 2() [ﬁg. 26]. Siun plano corta & dos planos paralelog
los dngulos diedros correspondientes son ignales,

N |

Hip. MNZRP ademas
QCDYN y QABP gon fngulos correspondientes.
Tes. < QUDN=QADB. A _

Dem. Levantemos EJ | AB que’corte & la interseccion CI en
F y seri FJ | CD por sef CD£AB [teor. 13], ademas trazada
EG | AB hagamos pasar por EG y EJ un plano que corte MN
en [ recta FH, que serd paralela 4 13G [teor, 13] de donde se si-
gue que HI' | DC [teor. 6].

Ahora bien <{GEJ es el rectilinco del diedro QABP

y ", 8% P N Y QUDN

})ero sabemos que < GEJ=HFJ por ser EG 1L
uego el diedro QABP=QCDN

Cor. En la misma suposicion serdn iguales log diedros alternos
y la suma de los opuestos es igual 4 2R, pues lo son los dngulos
rectilineos correspondientes.

Nota. El teorema reciproco serd cierto con tal que las intersce-
ciones sean paralelas.

§ 7. PLANOS PERPENDICULARES.

Faxpl. Dos planos son perpendiculares entre si si forman un
dngulo diedro igual & un recto.

Meor. 21, [fig. 27]. Siuna reeta es perpendicular 4 n plano,
todo plano que pasa por dicha recta es perpendicular al primero.

Hip. BA | MN.
Tes. SP [ MN,

Dem. Siendo CD la interseccion de P8 y MN, tracemos en
el plano MN la recta AL | CD y serd
<[EAB=R [ter. 7]

pdemas es EAB el rectiliuco de PSCDN
Inego <[ PSCDN=I
6 PS | MN,

Cor. 1. Si los dos planos [fig. 27] MN y SP son perpendien-
lares entre si, ¥ la recta BA del plano PSlo es & la interseegion
comun CD), esta serd perpendicular al plano MN.

Dem. Siendo la recta AE del plano MN perpendiculard CD te-
nemos <{ BAE=1% (hip.) Inego es BA perpendicular AAEy vaes
per hip. 4 CD y por tanto lo es al plano MN (teer. 7).

De donde se ve que la recta levantada en el punto A perpen-
dicular & MN ez eabalmente In reeta AB [toor. 7, cor. 72,
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Cor. 2. Si doa pl i
: . 2. anos son pe i
PO 200 Ul perpendiculares entre 81, la recta ha-
ol Ao quier de un plano perpendicularmente ‘al
i }2) e & toda en el primer plano; pues en otra suposiriin
g nldriumt :&gar desde el ln)u?mo' punto una perpendicular 4 la arista ;'
b seguu cor. 1) dos rectas sccant i s
1 . ‘cantes ] )
mlsm({; pl.l}}m, S]‘O que es contra el teor. 7 cor. 1y R S o
or. 3. SI nna recta y un plano erpend
: Tecta y son perpendicnlares™i un”
son paralclas entre si, pues sise cortasen lg :{aria con!tra.ﬂﬁ Triid

L ] cor. 2,
Cor. 4. Dadaen uvn plane una recta no puede pasar por esta

sino un plano perpendicular al primero; 7)j si
Pl d 5 pues (fig. 27); sie SP
I{;{\Eenduéu[‘u 4 MN, todo otro plano que pase 1201sl Oﬁ)if:;ﬁiﬁ'q T
M2 El‘ll. ;1gulo rectilinee mayor 6 menor que un recto. i
dicu]a}UIJi Jl'- El plm.m de un dngulo rectilfneo de un diedro es perpen-
i as caras; pueslo es 4 la arista: de donde se saca®que® |
yeccion de un lado del rectilineo sobre la otra cara eoin e
el otro lado del mismo &ngulo, e

Teor. 22. [fig. 28] Si dos
.22. [fig. planos son perpendi
tercero, 1a interseccion de los primeros es pel'ﬁelﬂlicagfkbgﬁtsoﬁ i

Hip. SR MN y PQ | MX.
Tes. BATMN. AL

Dem. La perpendicular en A :

om. ) ) al plano MN debe

]luls;l:o RS y PQ (teor. 21, cor. 1), luego esta es la recta cm(:stn.r&on El-
iterseccion, Sl
Cor. 1. Tres planos i : i

ol dinu!a.reg. perpendieulares entre’ s forman interseecio-
Dem. [fig. 29a].

. .

QyRson | 4P luego DA | 4 '
1L &P lueg | 4ABy AC
Qy 1: son | 4R luego BAT;i{)?yi(é
RyPson | 4Q Iuego CA T 4 ABy AD.

Cor.72. Si tres reclas son- perpendi

; s rect: perpendiculares :

que tgﬂtergmm lo serfin tambien. S[:)s demugt(':a %%?eefféeﬁs Tplngclws

2l e:;;.. ) ]{a}ando [fig. 200], desde un punto C fuera lle'dosy la-

k- ntes M y N1 dos perpendiculares 4 ellos OE y CD, el l{‘mr;

e p-la;!;ll?:dga EBIJFD es 1:pm'pmulicular 4 la arista A_B’pue[; di
: o8 secantes [teor,21]; 5 1

que < EI'D es el rectilineo del[ diedre ]ﬁ%ﬂ?‘s e

Teor. 23. [fig. 30]. Tod i i {
planos paralelos ][o g;:eré ]taml?iu(x)l ];lln:tgol.)erpemhcular sty

Y Hip. MN+PQ y R
Tes. RS_| MN. T LR

Dem. En el punto B de la interseccion CI) tracemos EF

perpendicular 4 esta ] 3 L
cular & PQ [teor, 21 :rr}:'.(i]blano RS, que serd tambien perpendi-

~15—

luego EF | MN [teor. 15]
y por tanto RSTMN [teor. 21].

Nota. El teor. 23 es una consecuencia inmediata del teor. 20,

§ 8. ANGULOS SOLIDOS, BN ESPECIAL DE LOS
TRIEDROS.

Euxplicaciones.

1° i tres 6 mas planos concurren en un iuismo punto y cada
dos tienen una arista comun, forman un 4ngulo sélido o poliedro;
si los planos concurrentes son tres, el dngulo se llama triedro,

El punto comun A [fig. 31| es el vértice, Jos planes BAC,
OAD &a. se llaman caras y son siempre dngulos planos, las in-
terseceiones de los planos aristes. Un plano que pase por dos aris-
tas esun plano diagonal, y por tanto todo dngulo poliedro con 2 ca-
ras puede descomponerse en [n—2] triedros.

on Tratamos solo de poliedros convexos, es decir, tal que las
interseceiones de todas sus caras con un plano secante forman un
poligono convexo.

3% TLos elementos de un éngulo poliedro son los diedros y an-
gulos planos.

4% Cuando en dos dngulog poliedros los elementos son iguales
y ademas la coerdenacion de estos es la misma, estos son congiruci-
tes ¢ idénticos; sila coordenacion es eabalnente inversa, se llaman
simétrieos.

Si sobre un mismo plano colocamos [fig. 32] dos caras andlogas
ABCy A’B'C y los poliedros en la posicion que indica la figura, los
elementos todos del 1° estin cabalmente colocados en Orden inverso
de los del 2 luego serin simétncos.

5° Para formar, por ejemplo, un dngulo triedro simétrico &
otro dado, basta prolongar las aristas sobre el vértice y resultard
un triedro simétrice al primero, que es al mismo tiempo el opuesto
por el vértice al 1°

|fig. 32] Los dos 4ngulos triedros ABCD y AB/C/DY tienen
todas sus partes iguales, sinembargo no pueden coincidir; colocan-
do el 4ngulo B/AC’ sobre BAC eaerd la arista A1) al lado opues-
to de AD 6 si al mismo lado no puede coincidir con ella, como lo
manifiesta la figura.

6° Dos éngulos sélidos que tienen el mismo nfimero (e caras-
son suplementarios si los fngulos planos del uno son suplementa-
rios de los 4ngulos diedros correspondientes del otro; estos se llaman
tambien 4ngulos solidos polares.

70 Para construir un éngulo s6lido suplementario de otro por ef.
un triedro sirve el método siguicente.

Siendo |fig. 33] O el vértice del triedro dado, tomemos un
punto I dentro de ¢l y bajemos las tres perpendiculares D | BOA,
Il’E_(I)BOU' y PI' | AOC y tendremos un triedro P suplementario
de O,
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Dem. Trazando por EPD un plano que corte & la eara COB
en EG yla AOB ea DG tendrenios '

PEGD | GOCE por ser PE | COB
PEGD T GOAD por ser PDTAOB

luego OG | PEGD |teor. 22]

de donde Eu [0G vy DG | OG

6 el <LEGD es el réctilineo de AQGC
pero <[PEG=R y < PDG—R

luego <LEGD4+DPE—2R

6 < AOGCAHDPE—2R

luego un dngulo plano cn P es el suplementario de un dngulo die-
dro en Q.

De la misma manera se demuestra de los otros dngulos.

Ademas hemos visto que la arista OB del dngulo O ey perpendi-
cular 4 la cara EPD del <1 P, lo que tiene lugar tamibien relativa-
mente 4 las otras partes, y por tanto las caras ¥ las aristas en los
dos angulos triedros O y I* son reciprocamente perpendiculares en-
tre sf; de donde se signe que los fingulos diedros y planos en dichos
triedros son reciprocamente suplementarios, y por tanto los Angulos
s6lidos O y P son suplementarios,

Teor. 24, [fig. 34]. En todo dngulo triedro la suma de dos
dngulos planos es mayor que el tercero.

Tes. <LAOB--BOC>><IAOC. .

Dem. Formando en el plano COA un < FOD=<T'OB témese
OE=0Dy higase pasar por 1 Y D un plano secante 4 las tres
cara8 del dngulo triedro y tendrd lugar

EOF2DOF [PL I17]

Inego GF=DF de donde EG>>GD
7 <IBOG>DOG [PL II12]
» <LEOGH+EOF >DOG +DOF
6 <[AOB+-BOC>A0C.

Cor. La diferencia entre dos dingulos planos es menor que el ter-
eer dngulo.

Dem. Siendo a, B, y los tres dngulos planos, tenemos: a4-f>y
¥ por [eonsiguiente a”>y—g.

Teor. 25. |fig. 35]. Ta suma de todos los finigulos planos de
un poliedro s menor que cuatro rectos,

Dem. Haciendo pasar por las earas un plano secante resnltari
un poligono que tiene tantos lados cuantas caras tiene el poliedro.
]"‘m los vértices A, B, C &a. tenemos dngulos triedros, en los cnales dos
angulos planos pertenccen 4 las caras del dngulo poliedro, y el tereero

oSl - e
il poligono secante, luego serd <[BAP—]—I*].-\P>d]l3AII?, o&;:. e
4 r‘Dh otando por S la suma de los dngulos % po gA S
S la ;‘n“m de los otros 4ngulos al rededor de los vértices A, B, &a.
jcue que S’ >S.
5 mﬁllimrg bien, uniendo un punto

tos tri
nemos en el poligono tan :
:‘medel poliedro, luego tenemos siendo & la suma

plancs al vértice P S‘—EB=S+ 3
8>
s< 4R

O del poligeno con los vértices
suantos forman las ca-
s W de los éngulos

luego

ma de los Angulos diedros de un poliedro con

ook, B0 e on.R y mayor que 2nR—4R.

% ecaras es umenor que

.]9{]"- ;5l!p()'ﬂgdu108 }a fOﬂllado Ei Pnhedro Sllplelnﬂltm 10 , ek
| w ] 13. suma ¢ 08 ﬂn},uloh d.]. 8 d dado y 8 la l] 108 p e 1] d(.‘l'r
ma ll‘ l Y ed[ﬂ e]. l e l ol |

suplementario y tendremos:

S4s=2n ?I'i

: S<2nl e :

lueg:r ser S=2n.R—s §1 donde s< 4R [teor. 25|
ierlé}. \ S>2nR—4Rk

) triedro
Cor, Luego en un 5 <e oy SSIR.

.36], Eu un triedro se eponen.

Telgr.’; 1?s7§ngﬁm Iglauos iguales diedros ggna{ej,‘

29 4 los diedros iguales dngulos planos iguales,
30 & mayor éngulo plano mayor diedro,
44 mayor diedro mayor dngulo plano.

j de un punto énal-

7 las cuatro partes. Bajemos des( : _

‘ Cn‘;-‘!tl(i]faxa perpendicular DG al plano COA; g.tle;;lilgsi 'guA
2:35;:1)1«: | OC y DF | OA y uniendo E y ¥ con G serdn GF |

fue(joEJ'Gg(‘}tI?E i: Jel fngulo rectilineo del diedro CFOD
. 3 )
Para la parte 1°

Hip. <{BOA=BOC
Tg EDEOA_—:DFOO

Dem. A\DFO2DEO [PLTI, § cor.|

' DF=DE 7
e ADGF2=DGE [PL I, 9 cot.]
y per tanto DFG—DEG

FCFOD=ALOD

6



Para la parte 2*
Hip. <{DCOA=DAOC
Tes. <{BOA=BOC.

Dem. ADGF=DGE por ser <IDFG=DEG (hi
luego DreD e
de donde A\DFO==DEO por ser <{DFO=DEQ=R

y por tanto <{BOA=BOC.

Nota. Para las otras dos partes se requi
ieren 1 'ema
cuya verdad se manifiesta ficilmente. ! g v

1° Si dos tridngulos rectingulos tienen solo la hipotenusa co-

mun, el cateto se opone mayor al mayor dngul i
inenie. [Por medio de PL I%T 19]. - i i

2° Si dos tridngulos rectingulos tienen un ecate
’ ! ) to comw
desiguales las hipotenusas, serd la mayor la que forme con el oltri
cateto menor #ngulo € inversaniente. [Por medio de construc. |

Para la parte 3*

Hip. XBOA>SBOC.
Tes. <CDOCA>DOAC

Dem. DF>DE por ser <TDOF>DOE [h
}'uego g:DEG>DF(‘? tp

DOCA
Para la parte 4° = e &

Hip. DOCA>>DOAQ.
Tes. BOA>BOC,

Dem. <{DEG >DFG [hip.]
DF>DE

luego
» < DOF>DOE
5 <(BOA>>BOC.

__Teor. 28. [fig. 37]. Dos tridngulos triedros
si tienen respectivamente iguales y gc:ln el mismo ::l;lﬁdc;ngruenbes
12 dos &ngulos planos y el diedro compreadido,

22 dos 4ngulos diedros y el plano :
8° tres dngulos plaugs,y ! comprendido,

4° tres éngulos diedros,

Dem. E11° y 2°

— caso se demuestran como en la geometria

Para 3°

.g:;g. 6&;3:::&0’3‘, BOO=B'0'C’, COA=C'Q'A%

—1f

Dem. Formando
OD:OE.—:OF:O’D’:O’E’:O'F'
ademas trazando la OG- perpendicular al plano DEF yla oG’
perpendicular al plano D'E'F’ y uniendo los puntos respectivos,

tendremos
AOGD%OGE';OGFELPI. 11]
luego GD=GE=G
y per tanto serd G el centro del circulo circunserito al ADEF.

Por la misma razon serd G el centro del cfrculo circunserito al
IAD'EF".

Ademas sabemos que

DOE=D'O'E!, EOF=E'0O'F, FODX=F!O'D/

luego DE=D'E/, EF=E'T", FD=F'D’
de donde ADEF=D'ETF

luego serd DG=DG, pues los dos triangulos congruentes tienen

igual la circunferencia que pasa por sus vertices; de donde se sigue
ADGO=D'G'0’ [PLII|

0 GO=ti'0".

Eso supuesto, pongamos D'E/F/ en'DEKR de modo que D' caiga
en D &a. luego caeré el punto G’ en G, pues es posible un solo centro,
y por tanto coineidird G'O’ con GO por ser perpendiculares al mismo
plano é iguales entre sf; ahora tenemos el punto O’ en O, D’ caiga
en D, E'en E y F' en F, luego los dos triedros coineiden

4 saber Ox=ty.

Dem. Para el 4° puede reducirse por medio del triedro suple-
mentario al 3%

Imaginémonds respectivamente 4 O y O’ los suplementarios
respectivos I’ y P, estos tendrdn los dngulos planos respectivamen-
te ignales por ser dngulos suplementarios 4 los respectives diedros
de O y O’ que son por hipétesis ignales. De donde se sigue que
Py P’ tambien tienen respectivamente iguales los diedros y por
tanto los triedros O y O tienen respectivamente iguales los 4ngulos
planos, luego serdn congruentes |caso 3°]

Tdemostracion mas especificada:

Siendo A, B3, C los 4ngulos diedros de O respectivamente igua-
les & A/, BY, C'los de O, se necesita de demostrar que a, b, ¢ los
fingulos planos de O son igualesd a’, VY, ¢’ los de O'. Denotando
por D, B, F los dngulos diedros de P, y sus planos por d,e,f,
ademas por I, I/, I los diedros de P y sus planos por &'y ¢/, f ten-
dremos:

A4 d=A'4@'=2R, de donde por ser A=A’ ge sigue
d=d’ y por la misma razon e=e’'y t=f
luego serd P=2P’ y por tanto
D=D’', E=FE, F=F¢
pero es
a+D=a-}-D'=2R luego a=a’ y por la mitma razon b=L" y e=¢".
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CAPITULO IL

Poliedros.

§ 9. NOCIONES PBELIMINARES.

1" Poliedro es un cuerpo totalmente terminado por poligonos; los
poligonos se llaman caras, sus lados aristas, y el punto de concurse
de estas vértices; diagonal es la recta que une dos vértices no situados
en la misma cara.

Cor 1. Hay en un poliedro 4ngulos solidos, diedros y planos.

Cor. 2. En cadavértice se forma un dngulo sdlide, pues en oira
suposicion no tendriamos un ecuerpo limitado; luego en wun vértice

concurren al ménos tres caras; y por tauto un poliedro tendrd al mé-
nos euatro caras.

2" Hay poliedros convexos y céncavos, convexos son aquellog
cuya superficie no puede ser cortada por una recta mas que en dos
puntos, cdncavos cuyas superficies pueden serlo en dos ¥ mas puntos,

Nota. Tratamos solo de los convexos,

Cor. Todo plano secante de la superficie de un policdro convexo
forma un poligono convexo; pues si formase un poligono edneavo, es-
te podria ser cortado por una reeta en mas que dos puntos, y por tan-
to lo mismo tendria lugar en la superficie del poliedro, lo que es con-
tra la hipétesis,

3! Se llama tetraedro, hexaedro, octaedro, decaedro, dodecaedro,
icosaedro los poliedros de 4, 6, 8, 10, 12, 20 caras.

4" Dos poliedros son congruentes si tienen todas las arristas, caras,
éingulos diedros y sdlidos respectiva ¥ ordenadamente iguales; pero
son semejantes si tienen iguales los misos dngulos y solo semejan-
tes las caras respectivas,

Nota. No se tratan especialmente los casos de congruencia y de se-
mejanza; sinembargo para la congruencia tenemos el fundamento

en el cap. F teor. 28.

5" Un poliedro se llama regular, si tiene respectivamente
iguales todas las aristas y todos los dngulos planos y diedros; luego en
un poligono regular serin todas las caras poligonos regulares é igua-
les entre si, ademas son iguales los dngulos diedros y sélidos.

De donde se ve que el cubo es un poliedro reg

! gular, cuyas carag
son cuadrados de igual lado y los dngulos diedros rectos,

6" Volumen de un cuerpo s el espacio que ocupa. Para medir
los volimenes se toma ordinariamente por unidad un cubo cuya arista
es la unidad de longitud.

7" Especialmente tratamos de los poliedros particulares como son
lps prismas, las pirdmides, poliedros regulares. '

S —

e
§ 10. PRISMAS.

Jzpl. 1* Se llama prisma un poliedro cuyas dos cams1 '[llg-
madas bases] son poligonos paralelos é idénticos, y todas las demi
son paraleldgramos. i e

1}1&. distancia entre las dos bases essu alture, y plano diagoni
: ristas paralelas.
el secante (ue pasa por dos aristas par = ol

9% Segun que la base es un friingulo cuadrilitero, Pf“ulr‘é;‘?wb

&a, sollmma el prnisma triangular, cuadrangunlar, pentagonald 11.
'3¢ Un prisma es recto si las aristas laterales son perpendicu-
lares 4 las Dases. : ' .

4* Cortando un prisma por un plane oblicno & las bases, se
tendrd un prisma troncado. ! » N

52 Un prisma recto cuyas bases son poligonos regulares &1(“ lla
ma regular. La recta que une los centros de las bases se Liama
ge. 3 X
; 6* Se llama paralelepfpedo el prisma ecuya base ¢s un p({u;]ss
l6gramo. El paralelepipedo es rectdngulo, si es recto ¥ a.t :fn ;
sus bases son rectangulos, Iuego todas sus seis earas son rectangi
log; pero siendo todas sus caras cuadradas serd T:}II-CTII)O- i, cpu

4 Nota. Il drea de un priema ge determina fdcilmente por los
teoremas de la Geometria plana.

Teor. 1, [fig. 35]. Toda section paralela & la base de un pris-
ma es congruente con la base.

Hip A’B'C/D'E £ ABCDE,
Tes. A/B/C'D/E/22ABCDE.

Y lnego AB=A'D,
Dem. AA'B'B es un paralelégramo [I, 13], Iuc =ah
y por igual razon BC=B'C’, CD=C'D), DE=D'E'y EAﬁ-‘]T. ;};
ademas los 4ngulos E'A’B’ y EAB son iguales por ser sus atlo.
paralelos y dirigidos en el mismo sentido; io mismo vale de todos
os otros dngulos respectivos. f ' y
: De donde tenemos dos poligonos que tienen respcctwamcyte
iguales todos los lados y dngulos comprendidos, luego son cou-
gruentes.

MTeor. 2, [fiz 39], Las caras laterales opuestas de un paralele-
pipedo son paralelas y congruentes.

Tes, 1° ARFD + BHGC, 20 AEFDBHGC.

. parte 1*
T HB+EADT pues es HB+EA
BO+EADF pues es BOLAD
lnego HBCG+LEADFEF [1,12]

arte 2* BA=TIB ¥ AD:]?‘G _
E(&mes é[EAD:HBQ [L. Geaso 1%]
luego EADF>~HBGC.
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Cor. Toda cara lateral puede considerarse eomo bage.

Teor. 8. [fig. 39). Los cuatro diagonales de un paralalepipedo
8€ encuentruu vu Un wismo punto.

Dem. Uniendo A con G, B con F,Ceon Ey D con H ge
ve ficilmente que las cuatro rectas son dos & dos diagonales
de un mismo paralelégramo, luego dos 4 dos se encuentran en 8q
mitad y por tanto todos en un mismo punto,

Cor. Las diagonales de un paralelepipedo rectingulo son igna-

les, pues todos los paraleldgramos mencionados en la demostracion
del teor. son rectidngulos.

Teor. 4. [fig. 40]. Si las tres arstas de un paralelepipedo rec-
tingulo que concurren en un vértice, estin espresadas por niime-
ros que tienen relaeion con la unidad de longitud, el producto de
ostos tres espresard cuantas veces la unidad de volGmen estd conte-
nida en el paralelepipedo rectingulo; 6 en ménos palabras: el vo-

lamen de un paralelepfpedo rectingulo es igual al producto de la
base por la altura.

Tres easos pueden ocurrir.

1° Bilas tres aristas se espresan por niimeros enteros,
2° 8i todas 4 algunas por nfimeros fraccionarios,

3% Si todas 6 algunas por nfimeros inconmensurables,

Dem. para el caso 1.° Siendo M el cubo tomado por unidad
de volimen, esté la longitnd contenida 2 veces en BC, 3en BA
¥ 4 en BF; trazando por los puntos de division en BF planos pa-
ralelos 4 la base queda el paralelepipedo primero dividido en cuatro
congruentes. Se ve ficilmente que el cubo de unidad esté conte-

nide en cada uno de estos 6{=3.2] veces y por tanto en el {odo
6.4 veces 6 3.2.4 veces.

Dem. para el caso 2.° Siendo a, b, ¢ las tres aristas de un
paralelepfpedo recténgulo; ademas 11la longitud de la avista del cu-

bo de unidad, sea a=;_n_l5 b::-gl y c=£l y tenemos

n
n nys

1,

I =mqs. aqs?

d: Dl:.—_. -pEil=plls. —1717
q ngs naqs

= I 1=m= I'Rq —':l--I.
B ngs nqs

Luego el cubo cuya arista os ignal —El_s 1 estard contenido en P

mqs.pns.rnq veces [caso 1°); ademas sabemos por el caso 1° que
dicho enbo pequefio esti eontenido en el cubo de unidad M
[ngs]? veces y por tanto el cubo de la unidad esté contenido en P

—23—

mgs. pns.rng
(ngs)?

__JOPE
P‘nqe M

veces 0

‘ago 3° : Wigh
fi)::;. 1* es la misma que en la geom. pl. § 20, basts adadir otro
hfl i ensurable. )
numelr)oe;{z c??‘.f"giendo a, b, ¢ los nfumeros inconmensurables de las aris-
tas del paralelepipedo recténgulo I’y y a’,1’, ¢’ nisueros comensu-
iables, de modo que
S e lim., ,u‘_—_a, lim.q b/=b, lim. ¢’=c¢
lim. a’'b/e’=ube ) .
Eflet‘t]x:gd:iendo a/b'e'M=P’, so aproximari P’ masy mas ‘.’L P si
lo hacen a/,b’, ¢’ respectivamente & las aristas @, b, ¢, & bien
lim. P'=P.
ra fenemos: . )
o lim [a'b'e’. M]=abe. M y lim P'=F
emas es siempre  abe’. M=P"
?Eego abe.M=P |PL § 24.]

i de denotar

Vota. La forma algébrica a)bXec 6 a.b.c pue
al ml;smo tiempo un paralelepipedo cuyas d:menm_on:sla ;on afﬁ?l’l y
¢ 6 unproducto gne denota cuantas veces la unidad de volimen
esté contenido en el volimen de dicho I_)aralel’epipedo. : o
" Por lo mismo un cubo cuyo lado sea igual 4 ¢ se denota por ¢

5

. 5. (fig. 41]. Dos paralelepipedos son igua]eq i tienen
la ba'ls‘g oil;afe?rio[r g(:omt%n y sus bases superiores entre las mismas pa-
ralelas. .

Hip. EK+HL.
T:£ I’arav.l;tlepipedo A G=DParalelepipedo AL

Dem. Los dos prismas triangulares AJEHMD y BEFGLC

n congruentes, pues tienen todos sus elementos iguales y dispues-

!tgs de la misma manera y en el mismo sentido; ahora restando de

todo cuerpo alternativamente uno de estos prismas se tendra una
vez AL y otravez AG, luego AG=AL.

' iguales si tienext
. [fig.42). Dos paralelepipedos son ,Ioug}us si
la bgg oilx.llfeerior[ ogmm} y sus bases superiores en el misino plano.

G ademas LM y KJ
em. Prolongadas las rectas EH y T

hn.st.aune se corten, estd formado tin paralelégranio oongruelntebc(:::
la base, ahora unidos sus puntos cou los respeetivos de la ba
tenemos, un nuevo paralelepipedo AP, del cual sabemos

AP=AG, AP=AL [Teor 5]
uego AG=AL.
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Cor. Todo paralelepfpedo oblfcuo se puede transformar en otro
fecto de ignal volumen, pues basta levantar desde las vértices de
la base inferior perpendiculares & ella hasta que corten al pleno de
la base superior.

Teor. 7. |fig. 43]. Todo paralelepipedo recto puede transfor-
marse en un paralelepipedo rectingulo.

Dem. Sea AT el paralelepfpeds recto y AG, DH, OF, BB
sus ‘aristas perpendiculares, luego seri AGHD un rectingulo,
Ahora_bien, tomemos dicho rectingulo por base ¥ levantemos des-
de A, D, H, G perpendiculares & esta hasta cortar al plano de la
base opuesta y tendremos en este plano el rectingulo LNPM, des-
pues uniendo sus puntos con los respectivos de AGHD tendremos
el paralelepipedo rectingulo AT igual al recto AT, pues tienen
una base comun y la otra entre las mismas paralelas,

Teor. 8. [fig. 43]. El volfmen de todo paralelepipedo es igual
al producto de la base por la altura.

Dem. Imaginémonos sobre el paraleligramo ABOD eomo base un
paralelepipedo cualquier Q de alturaigual 4 la A G del paralelepipedo
recto AT, de donde tenemos siendo AP el paralelepfpedo rectangulo
correspondiente

Q=AT=AP
sabemos que AP=ALMDAG [teor. 4]
pero ALMD=ABED
luego AP=ABCDXAG
6 Q=ABUD XAG.

. Cor. Todos los paralelepfpedos de ignal base 6 igual altura son:
iguales, pues tienen el mismo voltmen,

Teor. 9. [ﬁg 44]. Todo paralelepipedo recto se descompone
en dos prismas triangulares iguales por medio de un plane diagonak
que es perpendicular 4 la base.

Hip. FHDB el plano diagonal y { ABCD.
Tes. ABDEFH=CDBGHF, ~ —

Dem. Péngase BOD sobre DAB de modo que caigan Ben D,
CenA yD enBy estain CG en AE, DH en BF y BE en
DH, por ser todas las rectas perpendiculares al plano ABD é iguna-
les entre &i (hip.), luego coinciden todos los puntos de un prisma
con los respectivos del otre, y por tanto los prismas triangulares’
son congruentes entre si.

Teor. 10. (fig. 55). Todo paralelepfpedo oblicuo se descompone
en dos prismas triangulares iguales por medio de un plano diagonal:

25—

Hip. ACGT es ol plano dingonal del pa slelepipedo oblicuo AG.
Tes. ADCGHE=ABCGEF.

Dem. Tricense por los dos vértices A y E planes pci?)entll}ic}uﬁ
fares 4 la arista AH, y tendremos un paralelepipedo recto Abcdl: g]
que resulta prolongando las caras del prisina oblicuo; i%*ﬁi}t; gﬂ
paralelepipedo n\l)lim;o e?t igual al N\(;m[gllpu‘fﬁcf:r ]base
iy i Althd v la altura es comu g s
lnunl;{lh]:r; consideraxdo los cuerpos AcdCD y EghGH vemos que
som congruentes, puesto que poaiendo Aed sobre Egh en sus px‘u;:
tes corvespondientes caerdn ¢C en gG y dD en hH‘ pulc;s ﬁ??;:»et;
pectivamente ignales y perpendiculares al mismo plano Egh; lueg
coinciden todos los puntes correspondientes de los dos cuerpos y por
tanto son congruentes. De donde se sigue

ACDEgh1 EghIG—=ACDEgh}-AcdDC

6 ACDEGH—AclEgh
va sabemos que AcdEgh=AcbEgf=}Ag [II 9]
Tuego I A CDEGH—=3Ag=4AG [IL 8 cor.]
le dotide por ser  ACDHEG +ACBFEG=AG
P CDHEG=ACBFEG.

Cor. 1. El volGmen de un prisma triangalar es igual al prqc_iuc-
to de su base por su altura, pues el prisina triangular es la mitad
de un pafalelepipedo de doble base y de la misma altura _[teo.r.' | ,

Cor. 2. Bl voltmen de un prisma triangular 9s.tamblen igual
4 la mitad del producto de una cara por Su distanein ‘ﬁl *Ilﬂ' fam%n.
opuesta; pues completando el prisma triangular 4 un paralelepipedo,

esto serd el doble del prisnia.

Teor. 11. [fig. 46.] El voltimen de un prisna cualquiera o8 igual
al producto de su base por su altura.

Dem. Trazando desde I arista BG planos diagoualeg. ge dos-
compone el prisima principal en  tres prlsmn:;’trnmgnlal‘es que tll_,e‘.leli
con ¢l total la altara b comun; luego serd, denotando per Pie

i totals
- Pt=BAEXh-+BEDXh+ BDCxh
d Pt=[BAE-LBED4-BDC]h
luego Pt=ABODE K.

Cor. El volimen de un prisma es tambien ig-nﬁ_l al producto
de la arista per uua seccion perpendieular; pues esto tiene lugar pa-
ra un prisma triangular. [Dem. del teor. 10.]

Nota. Il drea lateral da un prisma es la suma dfa los pt‘m\le-
l6gramos laterales, y por consiguiente es ignal al predueto del pe-
rimetro de la base por la altura de lns'par:ll(-!égranms, pues tm}_os
estos tienen igual altura; de donde se sigue que el drea de un prig-



i S | I
A
; = Hip. ABCD 4abed y PE I altura.
3:} ;‘:?;?ng regular es igual al producto del perfmetro por Ia altara Tes. ABCD:abed=PE?:Pe?.
” Dem. Uuiendo B con E y b con e las rectas BE y be son pa-
§ 11. PIRAMIDES. ralelas entre si [I, 13]; de donde tenemos
o g PE:Pe—PB:Pb—AB:ab
* Be llama pirdmide el poliedro cuya base es t v o PE?:Pe2=AB* ab?
cuyas caras son triingulos que cum-.urrerf en un misr:;:; Sﬁif;}?,ﬂo z Paro, ABCD:ahcd:AI‘{z;abn [PL VI, 29|
El punto comun se lama cispide. lnego ABCD :abed=PE?: Pe?.

Altura es la perpendicular bajada desde la clispide husta la Cor. Si dos pirémides de igual altura s cortan por plancs 4

base.
Cor. El nfimero de las caras triangulares es ig (i1 | distancia del vértice y paralelos & sus bases, las secciones y las
log lados de la base. SIS T A4 s d . es son proporcionales éntrupsfi y si las bases son iguales las see
los ;:;Jttli& ?1; Ssst:: n(;eutznglﬂt:nﬂl?iﬁé dg:Iplat'zo do 1 poligéne cot mne.%;;:llbll)‘afn(:&iflgmi.a altura igual y la distancia i Pl B
[k} . Ut s 3 a piramide. 1 z 3 =
2% La’ pirimide es triangular, cuadra ‘ ; ademas las bases por B y B/, y las seccipnes respmf s
1 MIMIBLAL,. ngular, penfagenal &a, JAsCs 1 J b, ¥l Y DI M 2 i
seg‘ué QUO{? bage es un tridngulo, cuadrilétero, 1},(!Iltég(mn &a. ‘ tenemos v _,:§,“ ‘ 7
S ?r. na piramida cuya base es un poligono de n lado se pue- 3 1%;1;:}1_2 3df=B b (3= 7 !
3:(-mnpon_ef gn [n—2] pirdmides triangulares [fig. 47). luego si B=D' serd b=U" o P,
Ia 'é'hl'{{"l purdmide os regular sisu base esun poligono regular N PiEwal
gent.ro ‘:131;8 Phq:sfetaé :;f:ade en la perpendicular levantada desde el Wiaor: 1L T A1, D plaiths  Glsngalins ;&; U?gggiﬁ
Cor. 1. Todas las aristas de una pirdmide regular son igua- - tienen la base j[a altura igual. e

les y tienen la misma inelinacion
\ ; respecto de labase, pues pertence
fitridngulos rectingulos congrnentes si } pintos diidemon B SESRAEC 2D Iy sl

.3 . in. yo= % a altura comun.
t o kol grn e unen sus puntos extremos Tci P—1>. e

Cor.2. Todos los trifmgiloes latetales son congruentes entre si,

pues tienen respectivamente ignales todos los lados. Dem. Estando las dos pirdmides sobre el mismo plano, divi-

Cor. 3. Dichos tridngulos tienen la misma inclinacion respecto damos la altara comun DB en n'partes iguales, y por los puntos
dla bar.w,: lo gque se nianifiesta trazando los apotemas de }iqu'elllg de division hagamos pasar planos paralelos 4 las bases, de modo
.. 4% Se llama tronco de una pirdmide la porcion de esti compren. que formen secciones iguales en las pirdmides |IL, 13 cor.|. For-
dida entre la base y una seccion paralela 4 ella, i mando ahora sobre estas secciones como buses prismas internos, es-

ML - . o 'R 3 £ - . ‘
5t El drea lateral de una pirdmide regular es igual 4 la mi- tos seran iguales, pues tienen igual base y altura; luego las sumas

tad del producto del perfmetro de la base de los prismas de | irdmido y de la otra son iguales, y per-
s ) or la altura de \ e los prismas de la una pirémide y de la otra son ig YD
tridngulos, pues todos estos son congruentlés entre si. it ot manecerin iguales dividiendo DE en mas partes, iguales y repitien-
T 12. [6 do la misma construccion. Pero siendo las partes de DI smmprz
_Teor.12. [fig. 48]. Toda seccion paralela® la base de una pi. mas pequefias, la suma de los prismas se aproximard mas y mas
rémide es semejante 4 esta, & i la pirdmide, de modo que la diferencia entre estos puede ser menor
que toda cantidad asignable, y por tanto denotando por S la suma

T ABOD o de los prismas de P> y por §"lade I, tenemos
Tes. ABCD~ abed,
Dem. AB:ab “:’:d 3 A = : lim. S=P,S lim. 8'=1"
em. :ab=BP:bP=BC:be=CP: cP==&u ademas es siempré S—g
luego . AB!ab—BC:be—OD:cd——DA - da o L luego P—p [Pl § 24].

ademas es <{ABC=abe, BCD=bed, &a |I, 6]

e ABCD~abed. Teor. 15. [fig. 50]. Todo prisma triangular se puede descom-

; R ) y poner en tres pirimides triangulares iguales.
Teor. 13. [fig. 48]. La base y Ia scecion paralela, de una pi-

ramid i Y Sl G ®
n‘lﬂpidz. estan cnire sf como los cuadrados de sus distancias 4 la

Dem, Haciendo pasar por ACE un plano, se divide el prisma

»
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en la pirfmide triangnlar ACBE y en la enadrangular ACFDI Va=gh [b4bH/0 V]
la {iltima se descompone por un plano que pase por DCE en los dog -
friangulares ADCE y FDCE. - Dem. Siende x=De tenemos

Ahora bien, las dos fltimas pirdmides son ignales, pues tienen V=1 b {h4x]—3b'x.
las bases ADC y FDOC iguales y la etspide B comun; ademas la : tendvanson
pirdinide FDOE es la misma que DFEC, pero DFEC es igual & Para detorminar x apliquemos el teor. 13, ¥ tenarenies:
ACBE, pues las bases ACB y DIE son iguales y tienen comun la p
altura del prisma. Luego las tres piramides en las enales hemos des- [b4x]2:x*=bb
compuesto el prisma gon iguales entre si. v A
Cor. 1. Una pirimide es la tercera parte de un prisma que 6 h-Hxix=4/DIyb
tiene la misma Dbase y altura, 5 N
Dem. [fg. 50]. Teniendo la pirimide ACBE siempre se pue de donde hix=y/b—y/biyD
completar un prisma; pues trazando EF' paralela ¢ ignal 4 BC N o
ED paralela é igual & BA y uniendo los puntos respectivos se ten- — hy/b
dré un privma de igual base y altura, y ademas la pirdmide es la luego v h—y/
tercera parte del prisma, v
Cor.4. El volimen de la pirAmide triangular es la tercera V[V p P+ v bb/
parte del producto de la base por la altura; pues el volimen de la de donde x=h - B b—b’
pirimide es la tereera parte del voltunen de un prisma que tiene o
la misma base y altura; ya sabemos que el volimen de este prisma b 44/ 1 S35 b—b/-+b'4/bb
ed el producto de la base por la altura |IL, 11). luego h-+x=h}h e Tl
Teor, 18. El volimen de "una pirimide es igual al tereio del V--/ B
producte de la base por la altura. 7 b-x=h — 57—
Dem. Descomponiendo 1a base por diagonales en trifingulos y Poniendo aliora los valores de x ¥ [h-4-x] en la ecuacion pri-

por tanto la pirdmide en pirimides triangulares [fig. 47] aue tie- .

nen la alturz igual, el volimen detoda pirdmide es igual al ter. mera tendremos

cio del producto de la suma de los tridngulos [que esla base total | "1 o ABE . b'4-4/D1Y
por la altura, V=% bhll%_—‘ib,'—)——ébh—ﬁ‘;b'
Cor. 1. Dos pirémides son proporcionales 4 los productos de las wo
bases por las alturas. = D' —b/ *—b/4/ D
LDem. Biendo b, b’ las bases y h, b’ las altnras de los pirdmi- r— Y__._%_h}’;-l-b\/ hbb—b‘ v
des P y P/ i &
tenemos P=bh y Pr—4bh’ I b (b—b'
lnego P:P’/=4bh 4b/h'—bh: bk, . Vg RIS f{;”’ 1
Qor, 2, Siendo las bases iguales tememos e
y lo queda  V=%h [b4+Db'+ /bb']
P:P’:h,‘h'
Cor. 3. Siendo las alturas iguales tenemos § 12. POLIEDROS REGULARES.
P;Pr=b:b
- ; i lares, y som:
Cor, 4, Siendo al mismo tiempo iguales las bases y las alturas Teor, 19, No hay mas que cinco poliedros regulaxes, y
S P=P" | 2 tetraedro terminado por 4 tridngulos regulares,
= £ 920 0ctaedro. ... .oenne.. 30 .........
Teor. 18. [fiz. 48]. Denotando en el tronco de pirdmide 3: 1cosslmiedrc ............. - cuadn““fr"s regulares,
ABCDabed la base inferior ABCD por b, la base superior abed por g? %‘t}"&‘; cl;?e.d—ro-..--.-----.: ____ 12 pentégonos regulares.

by la altura Ee por h se espresa el voltmen por la férmula siguiente:
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Dem. Bl fundamento de la demostrac:

Ac:01 0T,
Qap. I, 4 maber: la suma de todos los dneulos 1 L
sdlido_es menor que 4R § S 4R, i

2p del,
planos de un dngnlo

1° Reuniendo tres tridingnlos ildter ]
Sl e szs.y{.:g”ﬁo equildteros para formar;un éngulo
laego S<4R y resulta el tetraedro.

2° Reuniendo 4 tridngulos equiliteros tenemos
8=4.3R=4R )
B<4.R ¥ resulta el octacdro

5% Reuniendo 5 trifngulos equiliteros tenemos
B=50.3R=4R"
S<T41¥ y resulta el tcosaedro.

Pero reuniendo 6 griﬁngu]os cquildteros, tenemos.
3=0.31
s SSAR: o Qa0 s
‘ >1R; de donde’ se si : i
gulo regular solo se puneden fu’rmar 3 cuerpo: 11';5.{;112:0% A

lnego
fila

luego

4° Reuniendo 3 cuadrades para formar un &ngulo s6lido, tene-

mos
- . 8S=3.1R
uego S<4R y resulta el cubo 6 exaedro,
Pero tomando mas cuadrados no se eumple la condicion
S<4R.

5 T -
sblido tenemon N N8 roguiares para formar un, éngylo
S=3 {R=1R,

lnego B<4R y resulta ei dodecaedro,

Pero tomando m i
ot B as pentagonos regulares no se cumple la condi-~

Alora bien, podemos ficilmente ver ]

od 3 T _que no se i
:giiz_ dﬁngulos de los ' otros poligonos regu]are;] para foml:::: [33:1 /::u:llr
ido de 3 caras y mucho‘ménos para formarlo con mas car:;s e

Un dngulo de un poliedro regtlar es igual 4 '
Bty ;5 sp_tg
luego serd ) "
S=3.[2R—1R]—6r— 1%}
=1 .

pero siendo n_>5 serd l2<2R
n=—.

T por fanto nunca se cumpge<lai i{ondiciou

Ly [

Teor. 20. [fig. 52]. Todo poliedro regular tiene un punto (ue
equidista de las caras y vértices.

Nota. Aunquella construceion seafaplicable 4 todo poliedro la
haremos para mas facilidad en un triedro.
B ‘ = J . .
Dem. T1° Unidos los centros 13y 13 de dos caras adyacentes
con el punto medio I' de la arista comun, el dngulo que forman las

dos apotemas es la medida del dngulo diedro, y su plans serd per-
pendicular & los dos planos por ser perpendicular & la seccien co-

mun; Juego las perpendiculares levantadas en los puntos Ey 1 de
las dos earas estardn en dicho plano [1, 21 cor. 2], ¥ por tanto se
cortardn de manera que OE=0F’ por ser A EOF2=[VOF.

Ahora bien, levantando en el centro B7de la cara adyacents
4 ODA una perpendicular, esta pasard por el punto O y es igual 4
OE', pues la cara CDB esla misma que ADDB, solo estd opuesto
4 otro lado igual, pero con la wisma inclinacion que fntes, y por
tauto rvesultarin Ias mismas relaciones.

Ya se ve que de esta manera se puede extender succesivamen-
te la demostracion 4 todas las caras, y por consiguiente O equidista
de todas las caras. )

2° Por ser A\OE'C=~0EB [Pl TI, 7| se sigue que CO=BO,
lo que fiele lugar con todos los vértices, luego el punto O equidista
de todos los vértices,

Nota. Bl punto Q. se llama centro del poliedro regnlar, la
‘distancia de O 4 los vértices vadio y la distancia de O de las ca-
ras apotema.

. . Teor. 21. Fl vollimen de un polie'dro fégular es 1gua.1 al
“ercio del producto de la superficie de este por su apotema.

Dem. Unidos todos los vértices con el centro, el poliedro estf
descompuesto en tantas pirimides cuantas son sus caras, ¥ Ja altu-
ra de todas estas es el apotema.

§13. APTINCIOE AL CAPITULO IL
1. Obelisco.

1° Obelisco es un poliedro_convexo terminado por dos bases pa-
ralelas de ignal nimero de lados que son ordenadamente de dos
en dos paralelos, ademas por solas caras laterales cuadrilateras,
cuyos dos lados son los dos paralelos de las bases.

ABCDEabede [fig. 53] es un obelisco.

Cor. 1. Las caras laterales solo pueden ser frapecios 6 para-
lelGgramaos. 3

Cor. 2. Fl tronco de pirdmide pnede considerarse como un obe-
lisco cuyas aristas prolongadas se emcuentran en un mismo punto.

Cor. 3. Hadiendo pasar por el punto medio de una arista la-
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teral un plano paralelo 4 la base, el perfinetro de Ta scecion pasard por
todos los puntos medios de las otras aristas laterales [L, 16], ¥ por
tanto se llama seccion Inedia.

Cor, 4. Un obelisco cuyas bases son tridngulos es al mismo
tiempo un tronco de pirdmide, pues sus aristas prolongadas pasan

por el mismo punto [I, 4 cor. |

22 Prolongando dos caras epuestas de wn obelisco de cuatro
earag se tendrdn dos troneos de pirdmides cuya diferencia es el
obelisco,

Dem. [fig. §4] Prolongando las caras ABab v DCie hasta que se
corten por la arista eld tendremos los troncos de pirdmide BCEbee y
ADEade, ademas la diferencip entre estos es cabalmente el obelis-
co como manifiesta la figara.

3 Prolongando dos caras opuestas de un obeliseo de einco earas
[fig. 53] se tendrin un obelisco de euatro caras y un tronco de pird-
mide cuya diferencia es el obelisco de einco caras [fig. ng]; en ge-
nreral se puede prolongar dos caras de un obelisco de n earas late-
rales, de manera que se tendrin un tronco de pirdmide y un obe-
lisco de [n—1] caras, enya diferenciaes igual al primer obelisco.

Nota, La diferencia de 1as bases respectivas serd tambien igual
& la del primer obelisco. [Vdanse las fignras. | %

4° Para espresar el volamen de un troneo de pirdmide por
sus bases 'b, V' y la seccion media m, apliquemos la formula encon-
trada en la demostracion del teor, 18.

B x=y/D—y/ 0/

luego i hiz=y/m—y/ U y/b
6 hix=2[y/In—y/V}: 4/
luego 2{:’1?—2\/ V=vbh—y/1"
6 : 2y/im=yTF Vi
Iuego 4m=b-b"24/bv"
& e b-+-b’

p Y bb'=2m — e

Poniendo el valor encontrado de 4/1b en la V=11 [b+1/~/Lb/ |
tendremos una otra que espresa el volGmen del tronco de pirdmide

V=3 [{(b+)-{-2m]

5° Denotando las dos bases de un obelisco cualquier por B y
B’y la seceion media por M tendremos para ¢l volimen la mis-

ma formula del n® 4°
V=4[3(B+4+B)+2M].

_Dem. 1* para un obélisco de cuatro caras. Sabemos que su vo=
Himen es la diferencia entre dos troncos de pirdmide [fig. 54

e
Ahota bien, denctemos por O, €, I las bases y la seccion media
del uno y por D, D, § laa del otro y tendremos
T—ih Qo N LN I 3--28
a) V=$h[3(C4-C)+2N]—$h[1(D4D)4-28]

o V=41[§C—D4-C~D)42(XN—3)]
£) pero sabernos que C—D=B, ¢'—D =B, N—3=M

luego V=1h[}(B+B/)4-2M]

Dem. 2° para un obelisco cualguier. :

Si tenemos un obelisco de cineo caras denotemos por C, C/, N

las bases y la seccion medin del obelisco de cuatro caras y por

D, DY, 8 las del tronco E‘}e pirdmide, y tendremos las mismas formulaa
ay or tanto la Gltima, .

: geyd{";m‘m ge vo gue de manera semejante pedemos proceder
hasta el infinito v siempre fendremos la misma férmula final y por
consiguiente se ver ¢n g B

A +  V=1h|3(B 4B +2M]

Nota. Lia definicion mas general del obelisco es la sigaiente:
Obelisco es un poliedro econveso terminado por dos bases pa-ra-[el;bs
y ademas por solas caras laterales, cuyas aristas pasan por dos vér-
tices de las 1

e hemos puesto en el n®
as laterales pueden ser
en en eeta definicion el cor. 2,
to la férmula que espresa el

1#, sinembargo o
tridngulos. Ademas se
L
cor. 3, cor, 4 y n° 2

voltmen. - rgs’
Podemos deeir mag, gue dicha definicion como comprende la

del prisma asf_la de la pirdmide, con tal que so quiera c-onslde-
rar la efispide como plano indefinidamente pequeio y paralelod la
base. De donde se sigue gue la formala

miiin 1 Dy | ONM
==Jh[}(B4-B')-+-2M
es ceneral relativamente 4 los poliedros considerados,
L=
IL. Prisme recto triangular truncado.

1> Expl. Se tiene un prisma truneado cuando se hace pasat
is n pl blicuo 4 la base.
or el prisma un plano obll e. tafa
2 90 K| voliumen de un prismarecto triangular froneado [fig 56.] es
joual 4 un tercio del producto de la base por la suma de las tres aris
=}

tas; esto es, siendo b la base y p, q, 8 lag aristes
V={b[p--a-|-8]

Dem. Tagamos pasar por el punto estremio D do la arista me-
nor AD un planc paralelo & la base, que divids el tronco en un
prisma recto_y uwna pirdmide.
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Ahora bien, denotemos AT por p, BE por q, CE por 8. CB
porn y por 11' la distancia del punto 1) del plano EFCB, ademas
por V” el voltimen del prisma’ y por V¥ el de la pirdmide, y ten-

dremos: ‘
V=V'4¥"

¥ V'=§h [BFGH|={h.n I+=2
yajsabemos que ipnh=b.p
¥ por consiguiente serd nh==2p
luego V"'=4b[q+s—2p]

" V=Dbp+4b[q-s—2p]=3b[3p-}-q-}-s—2p}
6 V=3b[p +q-}s].

CAPRITULO 111,
Cilindro y egno-

§ 14. CILINDRO.

Ezxpl. Se llama cilindro el ecuerpo engendrado por un rectdngu-
lo que gira al sededor de uno de sus lados llamado eje.

La fig. 57 representa un cilindro ecuyo recténgulo generador es
O00'BA y 00’ el eje.

Cor.1. Las bases de un eilindro son efrculos iguales, pues to-
dos los puntos determinados por A y B tienen igual distancia de
Oy O, ademas OA y /B estaran girando siempre en el mismo
plano perpendicular al eje GO’ [T, 8 cor. 2].

Cor. 2. TLas bases de un cilindro son paralelas entre sf, pues
son perpendiculares 4 OO’ y portante el eje es al mismo tiempo
la altura,

Cor. 3. Levantando en un punto P de la cireunferencia de la
base una perpendicular 4 ella hasta cortar la otra, esta estars
toda en la superficie del cilindro, pues dicha perpendicular es cabal-
mente la posicien del lado generador AB en este punto.

Cor. 4. Haciendo pasar por un punto P de la cireunferencia de
la base de un cilindro un plano perpendicular 4 ella, este formars
en la_superficie lateral una recta paralela é igual al eje.

Pem. La perpendicnlar PQ estard toda en el plano perpendi-
eular [I, 21 cor. 2| y al mismo tiempo en la superficie lateral segun el
cor. 3, luego es recta comun y ademas paralela é igual al eje [cor, 3].

Cor. 5, 8i corta dicho plano 4 la circunferencia de la base, la
seccion del cilindro serf un rectingulo, pues formars en la superfi-
cle lateral dos rectas paralelas ¢ iguales entre si [cor, 4], ademas

—2n

1 & OT 4

estas son perpendicnlares & la base [cor. 4] y por tanto 4 la - recta
ue las une en la base. ) )

¥ De donde se signe que si el plano porpend{c'ular pasa por el
eje formara un recténgulo cuyos lados sou el didmetro de la base
la altura del cilindro. b

b Cor. 6. La superficie lateral de wn eilindro puede desarrollarse
en un plano; pues lo pueden al mismo tiempo las dos circunferenciag
de las bases, y por tanto todas las Tectas ue unen dos puntos cor-
respondientes de ellag; an el supuesto estardn todos los puntos de la
superficie lateral en el mismo plano, pues todos los de esm’estﬁn
sitnados en la recta que une dos puntos correspondientes PP’ de la
circunferencia de la base.

Teor. 1. [fiz. 58]. Toda seccion paralela & la base de un ci-
lindro es un circulo ignal & la base.

Dem. Haciendo pasar por un punto cualquier P/ del perfmetro
i por el eje un plano, seré
Coimr %”P” 4:1%1‘ [1, 15] y’ PP”£00" [cor. b de la expl.]
luego POOP” es un paralelograino
OPEU”_I_J” X . 1
"bor tanto todes Tos puntes del perfmetro de la seccion tienen igua
gisaoifrim de Q~, luego la seccion es un circulo, ademas su ra-
IR b D % 5 - ‘
dio esel de la base, luego la gecciom es igual & la base.

. 9. [fig. 59]. El drea de la superficie la.‘cera.l_ de un cilin-
dro ?s%gﬁalzul %rgductlo de 1a altura por la civeunferencia de la base.

Tormande en la base inferior un poligono regular y le-
vantalgf{: 'enr (ig: vértices perpendiculares hasta eortar la base supe-
rior, tendremos un prisma reeto regular que duplicando succesiva-
mente los lados se aprmii’ma,ri mas y mas al cilindro tanfo en su

i su volimen. )
supmj.ﬁl‘ﬂsrzmlgg::l denotemos por S y &' las superficies laterales del
cilindro y del prisma por p el perimetro de la base Qel pn%nﬂ., po:
C la circunferencia del cilindro, ademas por r el radio de C y po
h la altura comun, y tenemos:

lim. §'=S y lim. hp=
huego S0 h—2r.rh

Teor. 8. |fig. 59). El voliumen de un cilindro es igual al produe-
to de la base por la altura.

i temos
Dem. Hecha la constraceion como en el teor. 2, demo
por V, V' los volimenes del cilindro y prisma y por b, b’ las ba-
i dremos:
ses respectivas, y tenV’e:ﬁ'h’
lim. V=V y lim. hb/'==hb
Inego V=hb=anr"h.
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§15. CONO.

Expl. Sellama cons el cuerpo engendrado por un triingulo
rectingulo que gira al rededor de nno de sus eatetos llamado eje.

La fig. 60 ABC esun cono, COB 6 COA es el tridngulo ge-
nerador, CO ol eje, lacurva descritapor B es la base, ¢l vértice ¢
del tridngulo se Hama etepide del cono.

Cor. 1. La base de un cono es un cirenlo cuyo radio es el ea-
toto mdvil; pues todos los puntos determinados por B tienenigual
distancia de O, ademas OB estard siempre en el mismo plano per-
pendicular al eje [I, 8 cor. 2]. De donde se gigue tambien que el ejo
es la altura del cono.

Cor. 2. La recta que une la efispide con un punto cualquier P
de la circunferencia de la base, estd toda en la superficie lateral del

cono y su longitud es constante, pues la recta CP es la posicion de
CBen el punto P,

Dicha recta se llama lado del cono.

Cor. 3. La seccion de un plano que pasa por el eje de un cono
es un tridngulo istsceles, pues

- CP=CB=CP’ [cor. 2].

Cor. 4. La superficie Iatera] de un cono puede desarrollarse en
un plano; pues lo puede [estando la clispide € fija en el plano] la
circunferencia de la base, y por tanto todas las reetas que unen el
vértice con los puntos de ella; en este supuesto estardn todos los
puntos de la superficie lateral en el plano, porque ne hay ningun
punto fuera de dichas rectas.

.

Teor. 4. [fig. 61]. Toda seccion paralela & la base de un
cono esun circulo,

Dem. IMaciendo pasar por un punto cualquior P del perfmetro
de la seccion y por el ¢je un plano que forma en la superficie la recta
CPQ, unimos O’ con P y O con Q y serd siendo COA el tridngulo

generador
OD+0A 3y 0P+0Q
luego DO': A0=00":CO=P0": QO
0 DO PO'=A0:Q0
pero es AO=QO luego DO'=P0O".

De donde se sigue que ¢l perfmetro de la seccion tiene en todos
sus puntos la distancia DO’ del punto O/ y por tanto esta es un efreulo.

Cor. 1. Las circunferencias de la base ¥ de la seccion son pro-
porcionales 4 las distancias del vértice; pues son entre si como sus
radios y estos como dichas distancias.

Cor. 2. La seccion y Iz huse son preporcionales & los enadra-
dos de las distancias respectivas del vértice; pues los dos circulos
estén entre s como los enadrados de sus radios ¥ estos como los de
las distancias respectivag,

R
Teor. £. Fl frca de la superficie lateral de un conp cal 1%;1;3
4 la mitad del producto de la circunferencia de la base por e
del cono, RN oA l et
Dem. Formando en la base u? polig ﬂ.llf)“}}(fjg:}'"}lrme ook
i fispide del co endremos nna pird !
cértices con la chispide del cono, te : . ;
‘61‘:;1‘ la que sise ‘nlupiiv.m gueeesivamente log lados seaproximars
giué y mas al cono tanto en superficic como eu vollimen, .
‘Ahora bien, stendo § v &' las superficies latelralels ttle co:lxo g{
irimide D y Terfmetros respectivos de la base
de la piramide py p° los 1,\1‘[.11untﬁ:a'rs1.‘}c“¢ Fll o 28 irémide’ wa
lado del cono y I’ la aitura de la cara lateral e lap )

radio de la bage, tendremos .
Sf::.]}".l’ : .

pero lim §'=5 y lim }pl'=3pl

luego S=ipl=n1l

~

Teor. €. Tl wolfimen de uncono es ignal al tercio del produc-
to de la base por la altora.

Dem. Haciendo la misma construecion (ue en f} tleor 1!)3;3 aga!a.;le SV_
¥ V' los voliimenes del cono y de la pirdinide, by as
pectivas, h la altura comun, tendremos:

Vi—3hb
pero lim V/=V y lim 3hb'=3hb
luego V=4ub=3nr’h.

i troncado es

" Tl frea de la superficie lateral del con? ridhig

ignallrgﬁg u'{ita{] del producto de su lado por la suma de las cir
cunferencias de sus bases.

C por x, las eir-
. Denotando en In fig. 61 AD per 1, D :
cunfgg:;ias por Oy o, el firea lateral del cono mayor por S, y por

tenemos
§,la del menor, e g ) O]

b} 8=3 (1.CH=x(C—c}|
g C:e=1}x:x [teor. 4 cor.|
luego C—cie=lix

d C—elx—o0.1 L .
l‘tfiﬂf: s‘; g pone 01[: la firmula de arriba dard

8=} [1C-}1e]
6 S—11[C}-c]=mI[R+1].

‘ 10 frunca o inferior por
Teor. 8. Denctando en un eono lrz.?<?ﬂ? ]a]h‘:':smman porpm

B, la superior por b y su altura por h, se expresa e
formula siguiente

V=1h(B
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BHem. Haciendo la misma construccion’que en el teor. 5 tendremos
un tronco de pirdmide regular y denotando por B y b’ las bases res—

pectivas serd
V'=4h[B'+ b4/ B 1]

pero lim V=YV, lim B’=B y lim l/=b
luego V=1h[B-4b+4/B.T)
[/

V=4nh|RB24r* 4 R.r]

CAPITULO 1V.

Esfera.

§ 16. PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

Ezplicacion. Esfera es un cuerpo totalmente cerrado de una
superficie ecurva cuyos puntos todos equidistan de otro interior lla-
mado centro. [fig. 62] O es el centro.

La distancia igual se llama radio y didmetro la recta que pa-
8a por el centro y termina en ambos lados de la superficie, luego
eldifmetro es el duplo del radio. Los dos puntos estremos de un
didmetro son puntos opuestos de la esfera P y P

La esfera se puede considerar engendrada por Ia rotacion de
un semicfreulo PBP al rvededor de su difmetro PP/, pues todos

los puntos de la superficie curva engendrada equidistan del centro
del semicfreulo generador.

Cor. 1. Nohay mas que un centro en una esfera, porque jun-
tando en otra su

posicion estos dos centros por medio de un didme-
tro comun se seguiria que los radios no serian iguales en la esfera
relativamente al mismo centro,

Cor. 2. Todas las esferas de igual radio son congruentes, pues-
to que poniendo un centro sobre otro coineidirin una superficie
con la otra, pues tienen. en todos sus puntos igual distancia del een-
tro eomun,

Cor. 3. Laseccion de un plano que pase por el centro de una
esfera es un circulo cuyo radio es el de la esfera, pues la curva for-
mada en la superficie esti situada en un plano con el centro y to-,
dos sus puntos equidistan del ceutro de la esfera, por ser puntos de
Su superficie; luego la seccion es jun cfreulo enyo radio es el
de la esfera.

Cor. 4. Dicha seccion divide la esfera en dos partes iguales,
pues doblando la parte superior por el efrculo comun, necesariamen-
te coincidird con la parte inferior, porque en otra suposieion los ra-

—30 =

i i : ian igunles.

en una misma esfera no serian 1g )
. Cor+5. Una secante no tiene mas que dos puntos comu

n la superficie de la esfera. ‘

A c_lgem Ilacgendo pasar por la recta y el centro dela e;fer:feun
lano. es menester que los puntos comunes de la rectay la em:
Estén’ situados en la circunfrrencia formada, pero estos no ]soneafera.
que dos [Pl IV 15]; luego la recia tendrd tambien con la
solo dos puntos comunes.

MTeor. 1. [fig: 62]. Toda seccion de la esfers, por un plano es
un efrculo.

. i la esfera to-
om. Taciendo pasar un plano cualquiera por la
memﬁbggs puntos cualgaquiera. DyE en lacurva descrita, dg}ges
bajemos desde el centro O una perpendicular 4 dieho plano, sea y
juntemos los puntos respectivos ¥ serd:

ACDO=CEQ

r ser OC comun, OE=0D, <TOCE=00D=R [const.], 2e.doni
130 tenemos CE=CD 6 todos los puntos de la curva estan & 1gua
d?itancia de O, por ser Dy E puntos cualesquiera; luego la curva es

i mneia cuyo centro es C.
= (cﬁf'm{fe%ﬂbrectayque une el centro de la esfera con f’l de la
seccion es i;erpcndicular 4 ella y por tum;u la perpendicular 4 la sec-
i agsara por el do la esfera. _
e 821‘81; Ceggzd?) d la.precm que une los dos centros, T el radio
de la seccion v R el del circulo, siempre tendrd lugar la relacion si-

guiente: Sorin fe
sigue ;

1)03 g:)l:.d:e::io;g; de igual distancia del centro dela esfera son

ignale.;, é inversamente; puessiendo d=d’ serdr=r'y siende r=r
=d’, -
ok %e Do dos sesciones es la mayor la que Mmas 8o acerca al cen
tro 6 inversamente; pues tiendo dgtrl; SL‘T? flzr(,l )
sl T serh :
5 SltggoL&s gecciones mayores son las que pasan por el centro df’ :i
esfera! pues en el caso en (ue no pasan serd siempre r<_R, pero en
—R [d=ol. -

segut})g (rlonda Esl ci.l}culo cluyo centro es f:l_da la esfora sellama cif-
culo méximo; y que todos les efrculos méximos son iguales entre si.

de la seccion

5 longando la reeta aue une los centros de

yde ﬁmf:feftmhasg que corte en dos punt(l)ls i la su;inlarﬁc;i %?)ll(?s ?;;
' pstos de ella que se llam

fera, se tendrin dos puntos opues e

ion; or tanto dos polos de un eirculo, 8

ia;f:?gfigstjég ell,l la misma recta que es perpendicular al plano del

dmu](c}';r 3. Todos los puntes de la circunferencia de la secc&:{s

equidistan de los polos. Siendo ey ¢ las distancias de un punto cual-
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quiera de dicha civcunferencia serd
:}1;‘.1 Vez P=[R—d|? -2
lue‘-lr VB:I.' : e *==[R-L4]* frs
g0 donde sean los puntos log val i
neg L I 28 los valores raspectiy lee y
N ¥ 03 valores regpectivos dee y e gonm

mﬁtu’.&‘gg;.te.‘a’énl)ﬁs(:ircu]os miximos de una misma esfora se cortan
i P € antes opuestos de la es i i
SEEEOE ik I opuestos de la esfera, ademas son bi-

Dem. Los planos de d

; : og circulos mizimos p
Inego tienen el diimetr i1} : u“""-‘T::-'-' "‘1"" N“‘l::m POI';-‘(} o
ing S SEHD an, ¥ por tanto tambien los puntos extre-
5 s.d? el 91105 opuestos de In esfera, ademas el difmetro eomun }it ’?
e cada eirculo en dus partes iguales, & saber, los cire axim bon
il guales, & sabier, los circulos m 03
Cor1. Por 4
Cor. 1. os puntos epuestos pueden pasar infini
méximos, pues lo puvi!c-n por 2'1 d ﬂ'i-‘f}cj‘m AT, YRR S
Cor. 2. Por dos puntos do la_esfors
puede pagar un c:':cf‘);gtffi"di;i]n;} ;I&Ma ;1119 MI s b b ot
B revlo miximo, pues estos y el centro d £
determinan solo un plano secante, J e

"

Teor. 8. [fig. 631, La dis

s s A ta entre 9
sobre la superficie esférica la mide e entey, s, Hpnbos

arce del eirenlv maximo,
<

& 1A COI

!

Dem. Siendo Dy K
: ndo Dy B los puntos de Ia esferan y DME
y g = ! L 3 = SATA ¢ al e
;lf!llézrﬁ'u:[o 11;].13, or, demos, al ofro arco cuglor N Eyy & sn "1'1::311?32
: ; 2 FAN o Sl il ’
0 enp una vuelta al rededor de la cuert nn hasta que los d
Ialrcus esten en el mismo plano, Con e > O el circulo e
]aar gnednm dentro de DMEQ, pues lio 3 menor Lull-ﬂ elmcfe
esfera [teor. 1 cor. 2|, ademas Jor la Mis 4700 estari cll c0 cor
respondiente DNE fuera ¢ ‘ avor uiea
% = 2L a5
Cor. 1. La distancia et
esfera es una gemicireun forenci:
to'ioscim.' 2. Bl polo de un cirenlo tiene’
elkpﬂht.:::h?.tlfftf)‘s de l:} cireunferencia n-.’élu,\:!i\':x; pues poniendo por
s efreules méximos- cualesquiera, serin iguales las cu
trazadas desde el polo hast ' P O ] s
e poio hasta su cireunferencia [teor, 1, cor. 3, luego
siruLu losl ]]L-f‘!}.i'um-l{ los areos correspondiertes, pero estos son los de f)s
b ;L;I:Inua, Y por tanto lo son las distancias esféricas
A .‘[.";1 polo de un cirenlo méximo dista de su circunferen-
Cngt‘(i 1\‘; 111; cuadrante del eirenlo miximo 6 902
-‘- rl{3[(}- l_.' o . e ; '_ "_ »
en la esfera por mu:1 l:txfli]:‘:lbti(}a Ly u;‘:.z . o Shetites
: plts una distancia esférica al rede
ool S e 151 sierica al rededor de
Asilnn tljs; ﬁgé IE};'}»‘nItO se u;l polo de la circunferencia engendrada
. 62 la eireunferencia coyo centro es ' :
; ! ou A Co7 troes O e B
da por ‘],fl distancia esférica PF y Ia circunferencia cu(rff ﬁceu;;gendrg
por I%GISI_MW'IF— esférica PG 6 por un arco de 909, © N
i e donde ez que el pols de vne circunferenciade la esf
amp su contro esférico, et - S

e |
Teor. 4. |fig. 64]. Cuatro puntos que uo estan en un pland de-
terminau la posicion de una esfera. ) ;
Dem. Siendo A, B, D, E los puntos, formemos dos triangulos
ABD y ABC cuyos eentros Oy (' se determinan trazardo desde
los puntos medios de los lados respectivos perpendiculares [Pl § 18,
probl. 3] Ahora levantando en los puntos C y € las rectas CNy
C'M perpendiculares 4 los trifngulos respectivos digo, fue estas se
cortan; pues el plano CFC’ es perpendicular & la arista AB, por
ser <] CFU’ el rectilineo del diedro DABE |1, 21 cor. 5], y por tan-
to la ON esti en el plano CFC’ y lo mismo C'M I, 21 cor. 2],
luego estas dos rectas estdn en ¢l mismo plano y por cousiguiente
se cortardn.
Ya sabeinos que todas las superficies esféricas que pasan por
ABD ticuen su centro en la perpendicular ON [teor, 1, cor. 1], del
mismo modo todas las que pasan por ABC tienen su centro en
C/M.
Luego si una superficie esférica pasa al mismo tiempo por
{os cuatro puntos, tendrd su centro sold en el punto comun O de las
dos porpendiculares. *
£n efecto, pasard una por los cuatro puntos, pucs
OA=0B=0E [I, 7 cor 4]
OA=0B=0D \
OA=0B=0C=0D.

Linego los cuatro puntos determinan una esfera, pues solo es po-

sible un centro.
Cor. 1a construceion hecha resnelve el problema, encontrar el

centro de una esfera dada.

(=N 3

Teor. 5. Siun plano es perpendicular 4 un radio de una es-
fera en su punto estremo, Mo tendrd mas puntos comunes con la

gsfera y por tanto es tangente.

Dem. La distaneia entre todus los otros puntos del plano y el cen-
tro de la estera es mayor que el radio [, teor. Teor. 3], luego es-
tin fuera de la esfera, y por tanto tiene el plano solo un punto co-

mun con la esfera.
Cor. Lo mismo vale de una recta bajo Ja misma condicion, pues

la razon no es diferente.

Teor. 8. La interseccion de dos ésforas es un efreulo:

Dem. Hagamos pasar por los dos centros un plano y tendremos
la seccion dela fig, 63; dando ahora & los dos circulos secantes
una vuelta al rededor de la central, los dos cireulos describen ca-
balmente las dos esferas, y la perpendicular AP una circunferen-

cia comun # estas.
Cor. Fl circulo comun es perpendicular & la central por serlo

' "Nota. La fig. 65 manifiesta que las relaciones entre dos esferas
son las mismas que entre dos circulos. [Véase Pl § 17].
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§ 17. HUSO ESFERICO; Y TRIANGULO ESFERICO,

I_E.-zspl-icae-iones.
. 1* Se llama huso esférico la porcion de i iri '
dido ﬁt‘;—esdgs simgcircu%_ferencigs mﬁximaasg:pcfxiﬂs gzﬁggaﬁ (},;}]EJ]!E‘(R
ados de un huso esférico son los arcos, v dne a8 aperturas en.
tre doﬁ arcos de efrculos méximos, y se 11&:&%3@552“@?33&? -
H 2" El 4ngulo que forman entre sf dos curvas se enticnde ser
(-i mismo que el rectilineo que forman entre sf los dos tangentes en
el punto de seccion, y por tanto para delerminar un dngnlo oﬁféﬁ—
ce se necesita trazar las tangentes 4 los arcos respectivos. Siendo
[fig. 66] ACy AD las tangentes 4 los arcos AERB hi AFB serd
401%]) el dquehfurman entre sf dichos arcos. =T
razando ahora en el plano AEBOA la recta OE | AB
elplano AFBOA Ia recta OF | AB sabemos que 3)111&!_(;}*‘1,03; eri
igtlzfﬂmeo del ingulo plano EABF [§ 6 expl. 5]. Ademas se ve lfe
AI; ¥ AD estin en el mismo plano del semicirculo AFB p‘llms
es la tangente al arco BFA en el punto A segun Ia’ cons
truccion; por la misma razon ACy ORE estdn en el mismo lns-
del semicfreulo BEA; por consiguiente tenemos: R

AC+OE y en el mismo sentido

AD+OF
luego g{UADzE’OF. §

Ya sabemos que <{CAD es el 4n i
emos } gulo reetilineo del esféri
IEDAI'; y]e_(hOB el del diedro FABE, luego podemos tomzt:nlfg
éng\‘;lg ‘;s}g(:iro por ]S‘l‘lﬁ c;nespon;hente esférico, 6 podemos deeir el
1 co es el diedro que forman I c
méxlil)madconespondientes. q an los planos de los efrculos
e donde tenemos una importante consecuencia, 4 . i
de 1053 éngulos die]dros se aplica 4 los esféricos.n’ gy
) * Para medir un 4ngulo esférico basta medir el dngul -
%1311(;0 hgcli&e]r?dg mejor el <[D];;0 I!‘,l pero_tenemos la medida deig li-l?grl:ﬁ')
. pasar por ¥y F un efreulo maximo or tant
el argp EF esla medida del <{EOF 6 del dngulo esl"éryio% EADF(:
EOI pues podemos construir “el arco EF sin la construceion del
F tenemos una medida mas inmediata. Vamos 4 ver:

JAOF=R y <[AOE—=R
Inego aie. AF—909 quE=90° s it

Por consiguiente basta para formar el arco EF tom,
g Y ar de
%vértlce A un arc. AE=90° y AF=90° y la distancia esférica eilatgﬁ
a y I serd lamedida del &ngulo esférico A. De donde en general:

ara medir un dngulo esférico se deseribe desde el wertice como
polo con un radio igual é 90° un arco que una los dos lados del
dngug e.siféri)co, yfestd serd su medida,

, Lor, 1. Dos circulos méximos secantes forman en log

de interseccion fngulos iguales, 4 saber: |fig. 66] %:Fmioélil‘lﬁtﬁs
pues tionen por medida el mismo arc, EF, ’

i

PSS -

Cor. 2. El cireulo méximo que pasa por el polo del otro for-
ma con él un fdngulo recto esférico, & saber:
fig. 66 <CAFE=R, pues el plano IO es perpendicular al plano
ALFB [1, 21}

B* Por ser iguales segun su medida los dngulos esféricos y
gus respectivos diedros, podemos inmediatamente aplicar 4 los éu-
gulos esféricos las propiedades de los diedros, & saber:

a. Los éngulos rectos esféricos son iguales.

b. La suma de los 4ngulos adyacentes esféricos es ignal 4 dos rectos.

e. La suma de todos los Angulos esféricos al rededor de un
punto es iguul 4 cuatro rectos. ;

d. Si dos éngulos esféricos son iguales lo serdn tambien sus
dngulos respectivamente adyacentes.

e. Los éngulos esféricos opuestos por el vértice son iguales.

f, En un punto de un arco solose puede levantar un arco
perpendicular al otro.

8" Se llana tridngulo esférico la.porcion de superficie esféri-
ca totalmente limitada por tres arcos del efreulo miximo, ABOC [fig.
67]. Como se ve en la figura, tres circulos miximos forman ocho
trigngnlos esféricos

ABC
ABF | DCE
ACE | DBF
BCD | EAF

DER

Los tridngulos ABC y DET se llaman opuestos, pues los vér-
tices respectivos son puntos opuestos de la esfera.

Los lados de un frifngulo esférico ¥ sus dngulos se pueden es-
presar por grados.

ma Uniendo en la fig. 67 los vértices A, B, C del tridngulo es-
férico con el centro de la esfera tendremos un éngulo sélido, que es-
ti representado separadamente porla fig. 63.

El ingulo B tiene la misma medida que el diedro COBA, Io
que vale tambien de los otros, ademas la medida de los dngulos
planos BOC, BOA, COA son los artos respectivos BC, BA, CA

por ser BO=CO=AO0 y por tanto todo el d4ngulo triedro estd re-
presentado por un trifingulo esférico; y como tenemos éngulos trie-
dros congruentes y simdtricos, por la misma razen tendremos tridn-
gulos esféricos congruentes y simétricos. Kn la fig. 66 los tridngn-
los opuestos ABC y DEF son simétricos, pues tienen todos sus partes
iguales pero en érden inverso. )

Cor. Los dos planos que pasan [ﬁg.ﬁ?] por los puntos A, B, Cy
D, E, F son paralelos, pues lo son las rectas BC y EF, BA y ED.

8" Esta correspondencia entre los dngulos driedros y tridngu-
los esféricos es la razon porque las propiedades de los triedros pue-
den inmediatamente aplicarse & los tridngulos esféricos, 4 saber:

a. En todo tridngnlo esférico la suma de dos lados es mayor
que el tercero, y la diferencia menor.

b. Lasuma de todos los lados de un trifngulo esférico es me-

nor que cuatro rectos.
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¢. La suma de todos los 4ng i
7 ulos esféricos de un trig o esfi
. 4 : = :
f1c0 e menor (ue seis, pero mayor que dos Tectos oty o
d. I:‘:n un tridngulo esférico se opomen -
1‘., 4 lados iguales dngulos iguales,
_2‘.] 4 dngulos iguales lados ignales,
32 4 mayor lado mayor 4ngulo,
41‘.’):.4, mayor 4ngulo mayor lado.
e. Dos tridngulos esidricos son O simét
i wie congrue CEri it
fien respectivamente iguales i o
é: déas lzdos] y el dugulo comprendido,
o8 dngulos y el ladoe comprendido
39.tres lados, i '
4" tres dngulos.

. .

triﬁnsl iloscsz(’f _hlay finguilos iriedros suplementarios 6 polares, asf Lay

pulargs - 102 ](‘:-:;.‘.)(;s 3)901141‘1;%; ¥y por tanto dos trifngulos esf(-l:icos son
1 1o e i i

corre;yondiente; ey $on arcos suplementarios do los -dngulos

ara formar el dngulo estérico A
: ! i polar 4 otro dado ABC [fig. 69

;}agc:f::;t:e (I l]:ﬂl;fﬁgg nd:i.‘:d? A, B, € como polos por un mrfioi igiu?f i
; 0 corten en log 4, I de )

laral dado ¢ inversamente. P T - ke o

Demost. Prolongand ! )
é]osldel o ﬂeuiost%'en; (1; los lados del AAB(, hasta que corten
® que D, F, I\ son los polos e los lados i
d del trid
2 poi’g:rsg 31 )::ll p:l)h}) del arco DE, el punto 1D dint&nl.g:::o j];d‘:iom
] T ] o det arco DF el punto D & d !
90°, luego el punto D es el & ok e e i
s el polo del arco AR, d i
M se.,od ?}lﬂesﬂf que I8 es el polodel arco AC v Fee:at;:: ]SE‘II!; .
2* Demostremos que, & supl i -
Y s 1‘11(‘51:;0;{}11 tridngulos suplementrries,
JA+DE=JHL-DE=D D
"DH=000 y Bimgoe TV

<A+ DE=180°,

De la misma manera se denmmuestra que

Por sen

]_101' ser

se sigue (ue

B+DF=180°, ¥ €+ EF=180°.

o ]:Jl] ﬁmdgmonto de esta demostracion es que o vértices de u
dngulo son los polos de los lados del otro, Iuego pode s
it Yaibilen y luego podemos conclyir

<[4 BC=180°, T4 AC==1800°, D-AB=180°.

Teor. 7. D ir . I
henicn: 7. Dos huses esféricos de igual dngulo esférico son con-
Dem. Por ser los lados semicircunferencias méximas de la mis-

ma esfera y los dngulos i i
puestos deben coifi‘cidir-.por R e

I

— 45—

Teor. 8. El firea de un huso esférico es 4 la de la esfera, co-
mo los grados del dngulo esférico son & 360°.

Dem. Dividiendo el cfreulo maximo cnyo polo es el vértice del
Luso en 360 grados principiando del punto de interseccion de wn lado
del huso, y trazando por dicho yértiee y demas puntos de division
cirenlos méaximos, la superficie de 1a esfera queda dividida en 360° pay-
tes iguales (teor, T), luego el huso es faula parte de la superficie
de 1a esfera euantos grados tiene, § por tanio la superficie del huso
es 4 1a de la esfera come los grades de aquello son & 2609,

Nota. Si el dngulo del huso estd espresado en partes mas pe-
queiias, se puede tambien dividir toda ia esfera segun estas parves.

Teor. 9 |fig. 70]. Siunarco es perpendicular & otro en su pun-
to medio, los puntos estrempos de aquello equidistan de cualquier
punto de la perpendicular.

Hip. AC=BC y MC| AR,
Tes, AP=DD.

Dem. Los tridngulos esféricos PCA y PORB tienen respectiva:
mente iguales dos Jados y el éngulo comprendido, luego tambien

todas las otras partes, &saber, <{A=<(D Yy AP=BP.

Teor. 10 [fie. 71]. El punfo en donde sc cortan dos perpen-
dieulares levantadas desde los puntos medios de dos lados de un
triéngulo esférico, equidistan de los tres vértices.

Hip. BO | OB, DO AC, AD=DC, BE=EC.
Tes. OA=0C=0B.

Dem. CO=0DB [teor. 9].
CO=0A
Tuego CO=0B=0A.

Cor.1. Desde ¢l punto O como centro esférico se puede cir-
cupscribir un circulo al tridngulo, de donde el punto O es el polo
ds dicho cirenlo.

Cor. 2. fig. 67. El tridngulo esférico ABC y ¢l trifingulo plano
ABC tienen el mismo efrculo cireunserito, ¥ por tanto la recta
que une los dos centros pasa por ¢l centro y es perpendicular al pla-
no ABC [Teor. 1, Expl.| ‘

Lo mismo se verifica relativamente al tridngulo esférico opues-
to DEF, ademas por ser simétricos los dos tridngulos esféricos log
planos serin congruentes y por tanto sus circulos circunscritos se-
Tan iguales.

Sabemos que los planos ABC y DET son paralelos [§ 15. Expl.
7 Cor.J; por consiguiente los centros esféricos de los triangulos es-
féricos opuestos estdn con ¢l centro de la esfera en la misma recta,
0 los dos son puntos opuestos de la esfera.
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Alora bien, cualquier punto dentro del trif i
h g ngulo esférico ABC
fiene un punto opuesto dentro del tridngulo e?mesto; porque un
fmnto dentro del trisngulo esférico ABC debe temer su opuesto &
'rr;?in!;g?s opuest&s (ge Io? cfreulos méximos, cuyos arcos forman el
rid 0, ¥ por tanto selo resta para el punto opuesto | ici
triangulo esférico opuesio DEF, E N - R

Con todo lo dicho tenemos la conclusion:
Los radios de los cirealos cirennseritos 4 dos tridngulos esféri-

€08 opuestos son iguales, y si el centr interi
; entro del uno es
tambien el del otro. , i

o Ijo que vale de los tridngulos opuestos valdra de los simétricos
1 general, pues el simétrico 4 uno es congruente eon su opuesto.

Teor. 11 [fig. 72]. Dos tridngulos simétricos tienen ignal 4rea.

Hip. ANABC y A'B/(Y e,
Tef. %ABC_——{AfB'(J(’), son simétricos y OO’ sus centros,

Dem. Unidos los centros con los vértices tenem
S ¢ ! MEmos
AAOB2A'OB! [§ 15, expl. 8]
ABOC22BO/Cr
ACOAZCO/AY
luego AAOB—}—BOC—I—COA:A’O’B’+I.¥’()’U’+U’O"A’
6 NABC=A'B'(.
Teor. 12 |fig. 67]. Ll érea de un tridngulo esféri
la esfera como su exceso esférico4 8 rectas.gu S TRy e

x }\Iota_. E_xcqso esférico de un tridingulo se llama la suma de tres
angulos disminuida en dos rectas y se denota por L.

Dem. Siendo S el drea de la esfera, tenemos:

AABCH-BOD:S=<y A :4R [teor. 8

AABCHABF:S—=<7C:4R : ]

AABCH-FBD :8=<B:4R [por ser ABC=DEF]
luego 3ABC-{—B(}.D+ ABF+FBD:S=A4 B-}-C:4R

peroes  ABC{-BCD4DBF--AB F=1S

luego 2ABC+1S:1S=A4+BJ-C:21
" 2ABO:§8=A +BL-C—2R:2R
¥ por tanio ABC:S=E:8R.

—i7
§ 18, AREAS Y VOLUMENES DE LA ESFERA Y SUS
PARTES.

Explicaciones.

1* Se llama zona esférica la porcion de superficie esférica
comprendida entre dos cireulos paralelos, JKLM [fig. 62].

98 Qe llama casquete esférico la porcion de superficie esférica
originada por una seccion cualquiera, LMI” [fig. 62 .

3% Las bases de una zona sou las dos secciones paralelas, y al-
tura la distancia entre estos 6 la recta que une los centros, C'C”
[fig. 62).

4* ‘Ta base de un casquete es la seecion y la perpendicular en
€l centro limitado por la superficie esférica, CP’ [fig. 62].

Nota P’ es el punto medio.

5* Segmento esférico es la parte de la esfera limitada por un
casquete y su baze, J KQNC'P.

6* Secter esférico es la parte de la esfera limitada por un cas.
quete y la superficie cénica, cuya base es la del casquete y el vérti.
ce el centro de la esfera.

7% Corte esférico es la parte de la esfera comprendida entre
una zona y sus bases.

Teor. 18 [fig. 73]. El drea de la esfera es ignal al producte
de su didmetro por la cireunferencia de un circulo miximo, & saber

B=2rC_.——_.4rrr3

Dem. Siendo AC, CD &a. los lados de un polfgono regular
de n fimero par de lados y CE | AB, DF | AB &a, hagamos girar
el circulo al rededor gel didmetro AB y fendremos una esfera, é
inscrita en esta un cuerpo compuesto de dos conos y muchos conos
truncados.

El 4rea lateral de un cono truncado euyo lado es CD se es-
presa siendo CG=GD y GH$DF.
s=2xCD.GH [IIL, 7].
Trazando CK | DF serd

JIDOR=0GH por ser OG_| DC

Tuego /ADCE~OGH

de donde 0G:GH=DC:CK=DC.EF

lnego OG.EF=GH.DC 5
¥y por tanto s=270G.EF.

Por la misma razon tenemos para el cono cuyo lado es CA

§'=270G'. AL
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La teeta OG==0G' ¢s el apotema [ o] del poligono regular ¥
por tanto la wisma para todos los conos truncados, ademas EF es
la altura (L], lnegy la formula

s==2mpli

expresa ol drea lateral de eada uup de los trcicos y conos,
Abora bien anadiendo todas las dreas parciales tendremos el
drea lateral del cuerpo inscrito:

S'=2xpth (Lhy+h,4-....)
pero es AB=h -}h,}h,+

de donde S'=2xp.AD.

Esta espresion se verifica siempre cualquiera que sea el ndiiiero
de los lados, luego lo serd tmmbien indefinidamente duplicando los
lados, pero eso supuesto el drea del enerpo inserito se aproximamas y
mas & la esfera, y por tanto podemos aplicar el teorema de los Hinites:

lim. §'=8§
lim. 27pAB=27rAB
¥ siempre cs S'=2xpAB
luego S=27TAB=2%r . C=4 712

~ Cor: 1. Eldrea de la esfera es el cuddruplo de la del cireulo
mdximo,

Cor. 2. El drea de la esfera_es igual al drea lateral de un
cilindro cuya base es el circulo mdximo y la altura igual al did-
metro.

Cor. 3. Las dreas de dos esfera$ son proporcionales & los cua-
drados de sus radios 4

8:8,=dnridnr =112

Teor. 14. E! drea de una zona 6 casquete esférica es igual
al producto del efreulo méximo por la altura respectiva, 4 saber

S=0.h=277h

Dem. Duplicando indefinidamente los lados, la suma de las 4feas
laterales de los conos truncados entre EC y FD [fig. 73] tiene por li-
wito el area lateral de la zona descrita por el arco CD, y por lo mismo
la suma de las dreas laterales entre A y CE tiene por limite el drea
lateral del casquete descrito por el arco AC; por consiguiente aplican-
do_el teorema de los lfmites, tendremos

S=0C.h=2x1h.

Teor. 15.El volmen de la esfera es igual al producto de s
drea por el tercio del radio, & saber

V=4r.8=4imr3.

el 1 B

Dem. Tomando cn la guperficie de la esfera muchos puntos y

muy contiguos, y haciendo pasar por estos, planos tangentes, vere-

ue los planos inmediatos pronto se cortan, pues sus respectivos
;.::%e%diculares estin muy proximos. De donde se ve que todos es-
tos planos forman un poliedro mo muy distante de la esfera.

Para, determinar el volfimen del poliedro, Dasta umr todos sus
vértices con el centro, y quedard descompuesto en pirfmides, que tie-
nen por altura el radio de la esfera, por ser todos los planos tan-
gentes, Siendo V' el voltmen, 5’ el area del poliedro tendremcs

VeirS!

. Doblando indefinidamiente el niimero de puntos se sigue que
¢l volimen del poliedro se aproximard masy mas al de la es-

* fera, y por tanto podemos aplicar el teorema de los limites.

*lim V/=V, lim jr.8'=418
 pot sér siempre Vi=hs
sera V=418=4n1*.

Cor.1. Una esfera es igual 4 la pirfmide que tiene por base
el érea de la esfera y por altura el radio. i .
Cor. 2, Los volamenes de dos esferas son proporeionales & los

cubos de sus radios
V:V, =43 4ar,3=13r,3

Cor. 3. Si un cilindro y cono tienen por ba.se{s_gﬁculos .rnﬁ.xi;nos
de unaoresfera y por altura el difimetro de esta, estin el cilindro, la
‘esfera y cono entre sf como 3:2:1 [de Arquimedes|.

Ve : Vo :Vp =2mr3:4nrd:§ar*=3:2:1.
: érico es igual al produc-
, Teor. 16. El volimen de un sector esférico es igu
to de su base por el tercio del radio; & saber
V=S8ir=3ar?h.

Dem. La suma delas pirAmides cuya suma de bases tiene por
Kmite el casquete del sector, tendrd tambien por limite el volfimen
flel Bector correspondiente, y por tanto concluiremos como para la

esfera: V=§;Sr=§5i1=i1.
Teor. 17. [fig. T4). T voltitén de un segmento esférico siendo

h su altura |CP] y r el radio de la esfera se expresa por la firinula
V=4n[3r—hh*.
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Dem. El volimen del segmento ADBEP es ignal 4 Ia dife-
rencia entre el sector y cono correspondiente, y por tanto

V=f§ar?h—}r—h|CxB2
=4 m(2r*h—[r—h| [r*—[r—h |2
ﬁﬁn’[zr"h—[r—h] [r"—-—r’-}—th-h’
ﬁz[.‘ﬁr"hmf!r’h-]-zrh‘.{_rh i—h3|
=4x[3rh?—h?]
==dm|3r—h]h?,

rogm r
H =

Teor. 18 [fiz. 74]. El voldmen de un corte esférico siendd
ry ¢l radio de la basemayor, r, el de la menory d la distancia entre
estas, se expresa por la férmula g

2_]
Ve=nd Lr_}% +1d2)
-

El volfinen es igual 4 1a diferencia entre dos segmentos y por
tanto se punede aplicar la férmula del teor. 17,

Siendo a=0C, y b=0C, serdi O, P'=r—a y O,P'=r—b,ls
que siaplicamos 4 la  forula del teor, 17 tendremos

V=dn((2rd-a)(1—a)*—(2r-4b) (r—b)?)
iijecutando lag operaciones indicadas se gaca
V=}7[as—b3}-3r?(h—a)]
de donde sabiendo que 42—h3=[a—b] [a? Lab b y b—ned

tendremos V=4ad [3ri—(a? 4-h2 4 ah)]
Poniendo una vez ab==n|a-|-d
otra vez  ab==bjb—d
tendremos ,
=}md|3c 1—a?-—-b?—-a."-_adj
V=4md[3r?—a2—b*_b* 41d]
2V=}md[6r*—3a2—3b* 4 4?]
por ger ry=r?—a? y r,2=r?_|2
serd 2V=47d[3r,2 4 8ry 2447
T,2-4r,?
6 V=ra[ D" ) s

Cor. Considerando al segmento esférico como un corte duyoe
vadio de la base superior esignal a’cero,tendremos siendor,-oyd b

Ve=nh (1::;_{_ 1h? )

—

o Vs=}mh[r,*41h?]

Teor. 19. Elrca de un huso esférico cuyo < =a® se espresi

o
S=gp™"
Dem. S:4nri=a:4.90°
a® 2
Inego S=§fjom

" 4 a™: 3
Cor. El volGmen correspondiente es igual & 2755'1“ ;

Teor. 20. El frea de un trifingulo esférico cuyo exceso €8
E° se espsesa

ES .
A:.—mm‘
| ; 2_}°:8.90° (teor.12)
| Dm A -4”1- EO 1
luego, A=ﬂ;ﬁa' =

El volamen correcspondiente deuna pirfmide esférica ¢s ignal

=
3
‘l'.ni




CAPITULO V.
Ejercicios prédcticos

ADVERTENCIA.

1* En los problemas siguientes se denota
i metro por M, deci-
met centi ) i ,
z i.;, gl;o por Dm, centimetro por Otm, gramo por gr, kilégramo por
2% Los nfimeros que pertenecen al mismo problema se pueden

fécilmente distinguir, por ejemplo, en el probl. 9° 2y 15,3y 8 &a.

son ndmeros relativos del mismo problema numérico.

§19. CUBO.

12 Siendo la arista de un eubo igual & b se pregunta cuél es

su diagonal, éreay voliimen?
b=7,6 2,35 7,28 3,67 1,369 2,809

2° Siendo la diagonal de la base de i :
gunta’ cual es su éreaby su volimen? s Bk
d=3,5 4,67 2,8 43 53,75

3° Siendo la diagonal de un cubo igual 4 d
3 su arista, drea y volmen? % e

d=6 345 3,666 485 1,6

. 4° Siendo la suma de la arista y de la di 1
igual 4 s se preguuta cudl es su érea.yy volﬁmen:gon& hakas
8=6,79 6,83 7,25 79,76 68,25

5° Siendo el 4rea de un eubo igual 4 ¢ g8 pregunta cufl es su

arista, diagonal y volimen?
c=3174 100 189 2000 110,94

6° Siendo g el plano de un cubo se pre
‘ gunta cuél es su volimen?
q=2000 189 362,73 6137,75 b

7* Siendo el 4rea de un cubo # veees mayor que la del pl
diagonal de otro cube euya aris i Lpfs bl Linge
\'olﬁmeq o prilmerd? ya arista es igual 4 b se pregunta cual es el

; n=3 2,5 % 2
b=2,3 3,45 187 2,25 548

82 Siendo el volimen de un cubo igual 4 v se pregunta cnal

—52—
¢9 su arista, diagonal y drea.
v=108823 100 1500 1524 2500

g° Cual es la arista de un cubo cuyo velimen es 7 VeeeS ma-
yor que el de otro cuya arista esigual &b
- n—2 3 25 1,56 0,75
b=15 8 38,7 43 245

10. Cual es la arista de un cubo cuyo voliimen es igual 4 la
suma de otros tres cubos cuyas aristas son 4, b, ¢

=25 23 85 225 41 |
b=41 89 47 3,75 55
c=5 47 7,8 45633 92

11. Determinar la arista de un cubo cuyo volfimen sea igual &
la diferencia de otrog dos cuyas aristas son a y b

a=4,7 690 8,57 65 6,75 499
b=32 43 216 88 420 300

12. Descomponer un cubo de arista  en otros dos cuyos vold-
menes formen la razon m:n
b=3,2 47 1,65 38 55 209
‘m=2 3 b 2 3 &

13. Cual es el peso de un cubo cuya arista es b y cuya mate-

ria es de un peso especifico &
b=2,7 1,73 2,79 2845 3L
§=2,67 11,857 7,207 11,352 2,67

14. Determinar la arista de un cubo cuyo peso sea igual 4p de
yna materia de peso especifico 8
p=25gr  5600gr  100gr
8=8,395 8788 221

15. Determinar la arista de un cubo de una materia de peso.
especifico 8 tal que pesan veces mas quo otro cubo de una
materia de peso especificos y cuya aristd es a.

§'=7,203 8,788 2,63 0,797
n=3 6 2,5 8

a=>5,7Ctm 08 4,4Ctm 2,756
§=1132 0,567 7,21 2,743

16. Cuanto pesa un eubo vacio de una materia de peso especifico
s, 8i la arista exterior es fgual &4 b y el grueso de la cubierta ¢s

igaal 4 c.
B §=8788 839 17,736 0,637
. b=bCtm 5Ctm  10,8Ctm 384Ctm
¢ =2Mm 1Mm 1,26Mm  16Mm
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17 Cuanto pesa un eulio vacio de una materia de peso especifi

co 8, 8ila arista interior es igual 4 by el grueso de la cubierta e:

igugl & ¢,
§="7,783 8,21 0,5
b=12,5C 1 28 510
b=12,5( l&m 10,8Ctm  2,90tm  4.4Ctm

1,5Mm 1Mm 7,5M1mn
*18. Determinar la arista exteri

rmin; : rior de un i
de peso especifico & de modo que su t;gms?;’ :e?gt; Slf ];e;on;

8=6,861 7,763  Q.543 5

o= j ). 8,235
q:i,gégm 1,5Mm  15Mm 0,375 Mm
P=1000gr. 1Kilgr. 155kilgr 10 gr,

teria

§ 20, PARALELEPIPEDO.

19. Siendo las tres aristas d
b, ¢, se pregunta cual es su diet‘g'm;slll,mlml.J ﬁ‘;l; I;pjgeg:lé':ﬁingulo :
a=37 4 78 62 1083
=28 75 56 b4 234
=86 132 32 39 14

20. Siendo el volimen d
A vylas dos aristas de sgu b i
g Homb sy g u base iguales & b
b=8

fpedo rectingulo ignal

5.6 2.3 3.45
=9 1772 31 156 .;g
v=864 217,728 60 75 166365

. 21. Siendo las dos aristas i
téngulo iguales 6 by e y il.denm'f;e ]:u bgfgg:al@ipamlli]el;pedo o
gunta cual essp, él;rea. ¥ volamen, A 4
=24 48 288 2825
? il
=27 44 168 2075
=51 7,3 33,7 87,166.

22. Siendo lag dos aristas de la
P g b 'igtml A bagede un paralelepfpedo rectan.
: q 86 pregunta cual es
i b oy su volGmen.
b=>5,3 89 158
q=183,82 44422  84760.

23. Biendo dos aristas de un parale
lepi] i
f; g % 0, encontrar la tercera arista dg modol.)‘ijt‘:g oeln::g;ﬁingl‘io I;Ieg .
itas upidades, cyaptas de 4rea tiene la superficie total o
b=8 23 43 87
c=14 47 b3 141

% . .
El ssterisco puesto gntes de nn problema denota, que este so re-

suelve por uua ecuacion mista de 2. grado

Y ¢, Be pregunta cual es

1

—B55=

24. Siendo Ia latitud de un para]elep'ipedo ;ec’t:inguio m veces
mayor que su altura y su longitud n veces mayor que su latitud;,
se pregunta cuales son sus aristas, gi su volimen es .

m=3 1,56 1,5 2,25
n=>32 3 2,5 1,5
v =1700 100 100 60,438.

o5. Tas tres arista$ de un paralelepfpedo rectingulo son entre
f como m:n:p, se pregunta cual es su diagonal y firea, i el volimen

es igual d v

v=6012 110,25 12066300 100
m=8 12 3 1
n =9 21 4 2
p=12 28 5 8.

26. Las tres ca.ras'ﬂe_up paralelepfpedo recténgulo que coneur-
ren enun vértico, son igimles 4 ¢/, 7, ¢, se pregunta cual e8 el

volumen de aquel

q' =8,93 9,75 726,76 985,50
q"=1387 1425 81292 133136
g"=3431 30,50 148732 1138,46.

27. Siendo las tres diagonales de las caras de un paralelepipe-
do rectingulo iguales & a, b, ¢, se pregunta cual es su Area y vo-

Jimen
a=23 347 27 475
b=3,4 4,93 40 68,7
=39 574 45 708

98, Siendo el volimen de un paralelepfpedo reﬁté.ngulo igual
&v encontrar su &rea, si la basees un cuadrado igual 4 la suma dé

las dos caras que conmcurren con ella en el mismo vértice
v=100 1728 821,616  1556,068.

20. Sila base de un prisma recto es un cuadrado de lado &, se
pregunta cual es su dltura y diagonal gi el volGmen es?
a=>0,6 6,7 78 9
v=457,38 457 918684 915840.

80. La base de un prisma recto es un cuadrado de lado @, 8u
altura es b, se pregunta cual es su diagonal, irea y volimen
a=—1,8 2,67 383 44 88
=21 3,83 2567 82 89

31. Siendo el 4rea de un prisma cuadrangular y regular igual
4q y la arista de la base igual 4 D, se pregunta ciial es su volimen
q—64,86 100 15222 93,02

b=23 234 43 2,7

82, Siendo Ja diagonal de un prisma cttadrangular y regular



L

56—
;'Jguai & d yla arista de la base igual 4 b, se pregunta cual es su iréd

y volimen ,
d=178 99" 957 .93
b=8,8 12 120 1,1

33. Biendo la diagonal de un prisma cuadrangular y regular
igual & d y sualtura igual 4 ¢. se pregunta cual es su Area y vo-
ldmen

d=11,3 12. 321 11,25
c=49 b 257 4,75

*34. Siendo la altura de un prisma cuadrangular y regular igual
% ¢ y su drea igual 4 ¢, se pregunta cual es su voltmen

e=4,8 41 49 56.
q=00,44 62,16 8944 99,80

*35. Biendo el firea de un prisma cuadrangular ¥ regularigual
4 ¢y su altura de b unidades de longicud mayor que la arista de la
base, se pregunta cual es su volfimen.
q=03,62  2,8728 64 G000
b=2,4 0,17 6 10.

*36. Siendo la altura de un prisma cuadrangular y regular igual
4 ¢y sn diagonal de b unidades de longitud mayor que la arista do
la base, se pregunta cual es su frea y volfumen
e=271 161 21,7 3,73
b=2,06 1,11 157 2,93.

37. Siendo v el volimen de un paralelepfpedo rectdngulo, d
su diagonal y @ una arista, se pregunta cual es su 4rea.
v=23,936 60 425,25 67
a=1,7 29 6,7 2,75
d=5,7 S 13,25 7,25

*38. Siendo el 4rea de un paralelepfpedo rectdngulo ignal 4 g,
pu-wl)lﬁmenfv Y una arista igual 4 b, se pregunta cual es su dia-
gonal, _

q=49,68 50 147 1144
v=23,328 25 100,25 100
b=24 23 3 3

39. Siendo el 4rea de un paralelepipedo reetingulo igual 4 ¢
su altura @ y el perfmetro de la base igual 4 8, se preghuta cual es
b volimen,

C9=T65 22194 411,34 109,94
a=43 003 11,1 5,0
s=112 92 31,2 13,4

. *40. Siendo d 12 diagonal de un ﬁafaleiepipedo rectingu’¥, su
base g y su firea g, se pregunta cual os su volinen:

T

—

=17 19 11,75
g=082 117,33 35,194
q=3,6 432916  170,33.

etfngule, su

*41, Siendo v el volimen de un paralelepipedo rectingml 0, 8
érea ¢ y el perfmetro de su base igual & 8, se pregunia cual @s su
iagonal,
o v=>50,448 0,126 126
q=94,08 1,08 152 §
p=11,2 1,04 18,33

i i 1 igual 4 g&u
#42. Siendo el frea de un paralelepipedo rectingulo igua :
diagonal d y una arista igual & b, se pregunta cual es su volimen.

q=15 5 150 334_,42
d—38 25 9,5 5
b=2,9  0Al66 24332  0,4206

i i iores lalepipedo
43. Siendo a, b, e las aristas exteriores de un para
rectangulo vacfo, cuya cubierta tiene el grueso d, se pregunta cual es

1 voltunen de la cubierta.
¢ a=9,7 13,7 20 25,6

b=7,3 15,9 15 20,6
=59 17,3 9 16,5
d=0,1 0,85 0,666 1,5

i i 7 i de un para-
44, Siendo v el volimen y d el grueso de la cubierta :
lepfpedo recténgulo vacio, se pregunta cualjes la suma de sus tres avis-
tas si g es su Area.

d=1,5 0,25 1 2
v=1737 8,51 2022 7973
q==1443 18,04 0194 4642

45. Siendo a, D, ¢ las tres aristas de un ’para.lelepfpeulo rectzingulti
cuya materia tiene un peso especifico ignal 4 s, se pregunta cual es e
peso del todo.

a=3 Ctm, 23,5Ctm. 41 Ctm. 4,5 qm

b=3 Ctin. 10Ctm. 31 Ctm. 1,7 Ctm.

c=5Mm. 5,5 Ctm. 6,6 Mm 0,66 Mm,
8="17,207 1,961 8,788 7,207

46. Siendo @ la longitud de una barra, b su ancho y p su peso,
se pregunta cual es su grueso, si el peso especifico es .

=8,788 7,788 8,75 8,395
tiduh,  Shbws ! ShCtm - .30 0m.
b=13 Ctm. 132 Mm. 3,5 Mrll 1 M.
p=475 gr. 301 gr. 4,09375 klgr. 0,5 klgr.

itud ¢ cuya materia
47, Un paralelepipedo rectingulo de una longitu
tiene el pesg especifico s, ia de pesar p klgr, se pregunta cual debe
ser el lado de la base cuadrada.



=858 __

§=0,034 7,788 2,673
e=9,7T0Mt 1,44Mt 12,6Dm

P=3885,6Klgr  52Klgr 300 Kilgr.

48, Un paralelepipedo rectingulo, enyd materia ticne el peso
especifico 8, ha de pesar p Klar. con tal que sn ancho sea m  veces
mayor que la altura, y su largo n veces mayor que el ancho.

8 =837 7,207 7,207 11,345
m=>3 1 4 B
n=25 2 1.5 " 1,5

p==200gr. 200 kilgr. 1000 kilgr. 27,50, kilgr.

49. Siendo @, b, ¢ las aristas exteriores de Tun
rectdngulo vacfo y d el grueso de la cubierta,
su peso, sila materia tiene el peso especifico

paralelepipedo
se pregunta cual es
8.

a=07,875 Ctm 147,5 Ctm 19,42Ctm 18,41 Ctmn.
b=39,150 Ctm 46 % 6,50 ,, 13
¢==29,100 37

”»

E1) 4)92 M 7,5 1
d=1Ctm BBa- 5 125 G D s
8=0,555 " 0,653 0,355 0,547.

50. ;Un eubo euya arista es a v

1 : cuyo peso especifico es. 8, hasta
dénde se sumerje en un liquido de

peso especifico 87

8=65Ctm 543 Ctm 40Mm. 1,75 Ctm.
§ =0,83 7,206 0,55 7,783
§'=1 13,597 0,93 13,59,

51. Estando un lquido de
tico de base cuadrada euyo- lado ¢
levantard el liquido enando se h
ta es b y supeso especitico 877

peso especifieo ¢ en un vaso prismé-
8 d, se pregunta hasta ddnde se
aya metido en el un cubo cuya aris-

a=24 Ctm 16 Ctm 12 Ctm 6 Ctim.
=1 - 1 0,93 13,59
b=>5 Ctm 6,5Ctm 3,33 Ctm 1,75 Ctm
8'=0,92 0,83 0,55 7,183.

b2. Siendo @ Ta arista exterior de un enbo vacfo de peso espe-
ffico s y b el grueso de la cubierta, se pregmnta hasta dénde este se
sumerje en un liquido_de peso especifico g/,

5=8,77 21,73 7,603
a=>35 Mm 43 Mm £2:8 Ctm
b=0,TMm  0,25Mm 1,5 Mm
=1 1,806 1,039.

53. Un enbo vacio de peso especifico 8y cuya avista exterior es a
fe mete en un lquidoe de peso especifico s’ hasta la parte ™ de su al
tura, se pregunta qué es el grueso de su cubierta?

— 58—

$=8,763 7,603 21,73 19,74
a—0Ctm  8,25Ctm ;.5931111 40
e % : T o
s':% 1,039 187, .. . 18,50,

i ifie y - 1a arista inte-
54. Siendo s el peso especifico de un cubo vaefo y
rior igial é.l b, (1eteru£'inar la arista exterior, con tal quSlel cub'oltsci
meta en un liquido de peso especifico 8 hasta la parte w de sualtu
ra. ;

—8788 7,653 8,786 19,82

b—osMt 1Mt 0.75Mt 3150t
= % 5

b %,039 0875 13,59

i fo y el grueso

#55. Siendo s el peso especifico de un eubo vacio y e
de la élbiurta. ignal 4 b, determinar la arista exterior con tal que el
cubo se meta en un lquido de peso especifico &' hasta la altura c.

=7,207 8,487 7,398 19,723
.i} =2Mm 0:7M m 1;75}[1& 0,375Mm
¢=10Ctm 3,6Ctm 4,4 Ctm 3Ctm
§=1 1,039 13,587 1,89

5G. Siendo a, b, ¢ las aristas intt-r’iqm de una urf:a cm(\id‘raug‘u-
lar y abierta por arriba, cuyo peso especifico es 8y el grueso de B]ljl g‘lll
bierta es igual & d, e pregunta hasta du’n:lu ge meterd en u.n q s
do de peso especifico s, y ademas de eudnto peso ha de cargar pa
ir al fondo?
S §=0,547 0,743 0,555 0,7 071
a=105Ctm  65Ctm 221Ctm  18,4Ctm

=45 53 ,, 15,6 ,, 11,1¢,
c=39 ", 35, 90 ,, Tyt
d=35" 3 9Min L2
=l 1,027 1 1,023 G

§ 21. PRISMA.

57. Siendo hla altura de un prisma recto y su b?.sle un trﬁ:&
o rectingulo cuyos catefos son a y b, se pregunta cual es su
Eaultersl y total, ademas eual es su voliunen.

h—o57 567 286 1
3—1.93 2n3  RR 2
p=156 396 105 5

1120
&

G

-

B8, Siendo 1 la altura de un prisma reeto y su base un h’ilu:ﬂl;m‘ll-;
lo is6sceles cuyo lado es b y cuya base-es @, so pregunta cual es s
volimen, gu 4rea lateral y  fofal.

.



il -

h=9237 21,79 3 3,7
a=13 13,24 0,8 0,85
b=9)7 9,73 1,' 1,6

59. Biendo A Ia altura de un prisma recto ¥ su base un triin-
gulo cuyos lados son a,b y ¢, se pregunta cual es su voltmen ¥ su direa
laten] y {otal,

a=>5 17,53 4,9 1,43
b=T 284 68 1,54
=9 82,51 8,6 1,65
b=17,8 8749 223 2,88

60. Siendo & la altura de un prisma recto y su base un poli-
gono regular de » lados cuyo lado es a, se pregunta cual es su voli-
men, su firea lateral y total.

h=6 678 7 987 567 566 5,79

=6 6 3 3 10 5 5

a=4 431 6 543 234 234 357

61. Queriendo congtruir un dique de longitud a y de altituds,
8¢ pregunta cuéntos Metroselibicos de tierra se necesita si ¢l an-
cho superior es ¢ y el inferior d metros.

a=234 345 456 653
b=8 9 11 7
c=13 21 19 12
d=19 27 26 19

62. Biendo  la altura de un prisma recto y su base un trape
cio cuyos lados paralelos son @ yb y cada uno de log lados_no pa
ralelog igual 4 ¢, se pregunta cual es su voldmen, su firea latural
total,

h=235 347 2,06 06,33
a=73 113 27 87
- b=9,7 21,6 47 93
¢=3,7 149 1.7 63

63. Biendo h la altura de un prisma regular de_m_ladosYy v su
volimen, se pregunta cusl es su 4rea. b
n—3 6 8 10 5
h=7,1 5,9 4,37 579 543
v=109,15 - 249,67 15043 70215 103,3

64. Siendo % el volimen de un prisma regular, se™pregunta
cual es su fres, si la altura es m veces mayor que ellado de le base.

B -__=3 3 6 6 8
v~ 100 1728 100 1728 1000
m=>3 2% 2% 23 2%

*65 Biendo hla altura de ux prisma regular den lados y su
frea g, 8¢ yregunta ozal essu voldmen, i

=5 3 6 8
ho570 - 1234 697 2067
q—60,63 36,75 148,45 8674

i ral f, tiene por
§ risma recto de altura h y de 4rea lateral f,
base ?1?1 gilz]inig}ulo ig6sceles cuya base es @ so pregunta cual es su
voltunen y irea total.

= 1758 3 36,263
?;}4;’1403 420 9,375 1584
a=T2 746 1,222 15

i y i base un trién
. TUn prisma recto cuyo voliimen es v tiene por
lo (;i:ésce{le.? cuya basees @ y su lado b, se pregunta cual es su
rea lateral y total?

y=117,18 120 ng?;é% %157,042
5 6,42 7 ,
%2332 5,27 10,417 6,28

i lateral de un prisma recto igual 41 y su
firea Gst&tflie;dxl pﬁ;n; cual es su volGmen, si su base es un

tridngulo isdsceles cuya base es a1

—241,92 240 2891, 240
é;“éﬁ%:‘-?é 300 321183 300
a=1, 6,34 12,5 6,694

s T ’ I

. Siendo el 4rea lateral de un prisma’recto igual 4 /'y su vo
men 83 f:esreogznta cual es su 4rea total si la base es un tridngulv
recténg’u]o cuyos catetos forman la razon m:I.

£=361,2  861,3 170,83 171

v=05284  252,9 136,35 11307
5 6

) 11 15 14

i - 4rea tetal
* 70, Siendof el drea lateral de un prisma recto y su are
igual 6,7:: s%l;l;agot{nm cual es su volimen si su base es un triéngulo
is6sceles cuyo lado es b1

£=34176 3417 243,66 243
q=376,32 3764 363,66 288
=5, 595 625 6,263

m:n=

i pri to y su érea g, 8e
# 71, Siendo hla altura de un prisma recto a
pregun'{a. cual es su volfimen si su base es un tridngulo rectingulo
cuyos catetos forman la razon m:n

h=17,8 17,8 12,60 12,66
G—47248 37248 187,83 188
3 4  { 2
m = — i

i D 2% 3
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*52. Siendo A la altura dec una prima recto y su firea igual
# q, 8o pregunta cual es su vollunen si su base es un tridngulo *
sbaceles cuyn base y lado estdn en la razonm:n

=186 18,7 17,5 17

q=427,44 4275 515 576

S b 14 25
ni= G 75 e

*73. Siendo % la altura de un prisma recto y su érea igual 4 0y

Se pregunta cual es su_volimen, si su base es un tridngulo rectingu-
lo cnya hipotenusa es igual 4 c.

h=179 9,7 8,25 28,75
q=105,6 134,82 100,83 1440,83
o=51 53 426 1842

*74. Siendo v el volfimen de un prisma recto y J su drea late.
ral, se pregunta cudles son los catetos de la base, si su hipotenuss
cﬁ al

©=72,36 115596 163,034 253,75

JF=160,8 63,84 269,5 304,5
c=5,1 6,5 9,25 8,83

75, Cuantopesa una barra euya materia es de peso especifico s
Yy euya longitud igual 4 4, si su base es un poligono regular de # lados
de longitud a. -
s=7,788 .0,533 7,748 0,549
=7 8 3r 6
b=1Dm 2Dm 40,41 Ctm 35 Dm.
a=1,7Ctm. 2,5Ctm. 0,75 Ctm. 37,5 Ctm,

76. Construir un prisma regnlar de n lados de una materia
euyo peso especifico es s, de modo (ue su peso sea py su-altura m,
veces mayor que el lado de I Dase.

n—3 8, 6 8

8=7,207 0,789 7,207 0,793

p=">5u0gr 100gr 25kilgr,  20gr.
J8) A LS T g oo 2,2%

§ 22 PIRAMIDE.

77. Siendo % la altnra de una pirdmide regular y evadrilitera v
@ un lado de su base, se pregunta eunl essu drea lateral y total y
cual es su volfimen,
a=56 206 4, 104 7.2 5,6
h=45 8¢ 99 165 323 125

78. Siendo la base de una pirimide™ regular funYcuadrado de
lado a se pregunta cual es su drea lateral y total ¥ cual su voltunen,
8l laaltyra de la pivdmide es n veces mayer que la diagonal de la
base,

— 63—
w=9,8 5,67 11,9 79,9
u=1,5 § 1,25 3

9. Siendo aun lado de Ia basede una pi:'{unide,rugulnr ¥ frian:
gular y b la arista lateral, se pregunta cual es su érea lateral y to-
al y cual su voliunen, o
il a=S84 9.7 11,37 27,56

b=18 17,6 19,43 37,49

80. Siendo @ nn fado de la base de una pirimide regular de
% lados ¥ b la altora del tridgngulo lateral, se pregunta cual es st drek
aly total y cual su vollmens
A )n..t-24t X 4 3 3 6 G 8 5
a—43 5,63 7,3 1057 47 543 647 428
=72 6,7 82 13,4 748 9,67 1752 6,3

81. Siendo todas las aristas de una pirdinide regular de n lados
iguales 4 b, se pregunta cual es su drea lateral y total y cual e g
Wlmﬁiﬁi & .8 2 b=63 572 947 803

82, Sicndo v el voliunen de una pirdmide regular de » lados,
fle pregunta cual en su drea, sitodas lus aristasson iguales entre sk

n=4 3 v=216,3 56,743

83. Siendo v el voléunen de una pirdmide regular de enatro la-
dos, se pregunta cual es su dies, si la arista lateral es n veces ma-
jor que la de la base.

2 v=1000 3456 1738 23456
n=2 13 1,% 238

84. Siendo v el volimen de una pirdmide regilar y triangular
y h su altura, se pregunta cual es su drea lateral y total.

h=12 837 93,97 56,34
v—104 38,84 28241 908,37

*g5. Siendo h la altura de una pirdmide regular de n lades y
X ¢ ¥ - Y "
b su firea lateral, se pregunta cual es su drea total y su voltmen,

n—4 4 3 '3
=04 9,666 58 68 _
b=150 150 30,37 4357

*36 Siend> o la arista lateral de una pirdmide regular de # las
dos, ¥ b su érea lateral, se pregunta cual es su dreatotal y volimen:

n=4 4 -'_1 3
1="7,38 7,25 0,13 i
bh=>59 59 42,93 4290
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#87. Siendo v el volimen de una pirémide regular de » lados ¥
b su drea total, si preguuta.4cual cs la longitud de sus aristas,
== 3 3
v=167 89,396 108,97 17060
b=200,81 75,32 168,81 2274

88. Siendo la base de una pirdmide un rectingulo cuyos lades
son ayb, se pregunta cual es su 4rea lateral y total y cual su vo-
limen, si todas las aristas laterales son iguales 4 ¢

a=27 32 GG 26 24 42
b=18 126 112 168 70 440
c=38 425 97 157 685 229

*80. Siendo v el volimeide una pirimide cuya base es un
rectingulo de drea b, se pregunta cual es la longitud de todas las
aristas, si el firea lateral es ¢ y la clispide estd situada en la per-
pendicular levantada 4 la lase desde el centro de ella.

v=18 14 b=4 30 ¢=108 133

90. Siendo £ la altura do una pirdmide de peso especifico 8 cu-
¥& base es un cuadrado de lado @, se pregunta cual es su peso.

5=0,728 2,493 0x=563Ctm. 83,3Ctm h=8,47Ctm. 1,75M.

91 Siendo % la altura da una pirimide de peso especifico  cu-
ya basees un tridngulo equildtero de lado @, se pregunta cual es
8u peso,

=067 2,397 o=85Mm. 3,47M. h=102Mm. 2,33M.

92. Siendo p el peso de una pirfmide regular de peso especifi-
€0 8. se pregunta cual es su frea y de qué longitud son sus aristas,
si l;. _lzlasa es un cuadrado cuya diagonal es igual & la altura de la
pirimide, .

p=100gr. 467,71gr. =8,788 11,352

§ 23 TRONCO DE PIRAMIDI.

93. Siendo % la altura de un tronco de pirAmide regular de n lados,
ellado de la base inferior y b el de la superior, se pregunta cual
@ ep su drea lateral y total y cual su volfimen.

n=4 4 3 3 6 6
h=84 § 9,7 11,2 67 18,3 .
a=43 6,5 83 173 39 127
b=17 3,7 58 49 25 89

94. Se pregunta cual es el érea y volimen de una pirdmide re-
gular truncada de » lados, si @ es el lado de la base inferior ¥ bel de
la superior y ademase es la altura de un trapecio lateral,

e B

n=4 4 3 6
a=—41 101 7,3 b,
b=35 59 49 4,
e=17 19 11,2 3

=t

=1tv

o5, Siendo la base inferior de un tronco de pirfmide un ;‘({ect{m:
ulo cuyos lados son ay b, el drea de la base superior 1glguramu qy
la altura igual 4 I se pregunta cual es el frea total y el vollmen,
sila altura pasa por los ecentros de ‘lelt-s bases.

a=8 24 b 47

b=17 15 19 29
q=21,875 160 200 600
L=10 17 31 35

#06. Siendo 7 €l volimen de un tronco de pirdmide regular de
n ladcss' I su alties, se pregunta cual es su Area lateral y total,
&i la longitud del lado de la base superior es menor que la de la infe-

tior en @. _ 3 h=9,6 84

v=240,576 493,276 a=—1,3 8,4

i d tronco de piri-
97. Siendo a y b las fireas de lag hases de un :
mide y h sualtura, se quiere dividirle por un plano pu.r;ulelo 4 las ba-
ges de manera que los volimenes de log troncos que resultan estén
¢n la razon mun.
- a=171,61 173 361
b=118,51 119 315

h=13,7 153 2,75
m=3 5 b
n=> 3 8

98 Siendo p el peso de un tronco de pirfmide regular‘ dc' peig
especifico s y de altura h, se pregunta cual es el drea lateral y to A
&i el lido de la base inferior es m veces Imayor que el de la superior

n=4 6 §=0,67 - 7,206 d:?ﬂqtm- 5,47 Ctm.
p=1500gr. 21 kilg. m=25 1,25.

§ 24¢ CILINDRO. .

00. Siendo hla altura y » el radio de un cilindro, se pregunta
tual es su 4vea lateral y total y cual su volimen.

h=S8 34 47 G5 3,9 EG'_,‘TO_
. r=1,2 7,0 354 1345 T3 0,3125
100. Siendo @y b los lados de un rectingulo gencrador «lf un
cilindro, se pregunta cual es su drea lateral ¥ total y cual su voli-
mien si b es el cje fijo,
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a=3,7 467 43 9 11,6 27

=53 7,89 63 ° 27 115,6 165,66
101, Sicndo % la altura de un cilindro y b el perfmetro de su
bage,"se pregunta cudl es su drea lateral y total y cual su veltmen.

h=50 49 79 W7

10,8
b=62 T4 156 155

15,4

102. Siendod el drea lateral de un ecilindro ¥ el difimetro de su
base igual 4 ¢, se pregunta cual es su drea total ¥ su volimeu,

b=102 2500 2 67
=10 96 15 9,263

103. Siendo / la altura de wn cilindro y su drea lateral igual &
by se pregunta cual es su didmetro, drea total y volGmen.

h=8,27T 4,67 98416 45

8,25
b=103 1057 757

105,56 418

104. Siendo a el didmetro de un eilindro ¥y v su volimen, se
pregunta cual es su drea lateral y total,

a=10 2,49 2,416 16,2433
v=1223516 33 . 36 5787
105. Siendo @ el drea lateral de un cilindro y v
pregunta cual es su drea total,
a=257 160,47 25043 86,76
v=1234 601,53 319,955 62,538

su voliimen, se

106. Siendo » el voliimen de un cilindro

Y b el perimetro de
su base, se pregunta cual es su drea lateral y

total.
v=200 600 1234 52,399
b=12 47,1 24 8,9

107. Biendo b el 4rea do un cilindrs ¥y a el didmetro de su ba-
8e, se pregunta cual es su vollunen y drea lateral,

=31 9,596 19 37
b=6454 200 472,34 - 9270

168. Construir un cilindro cuyo difmetro sea d, de manerd (ug
tenga tantas unidades de volimen cuantas ticne su drea las de su-
perficie,

=456 887 9,572 17,624

109. Siendo ¢ la altura de un cilindro ¥ o su volime

7 n, §¢ pre-
gunta eual s su drea lateraly total.

[ ] Fe
—20,7 1.263 47 35
1317 120 188586 186478

110. Siendo @ el 4rea lateral de un cilindro y b su base, se
pregunta cual es su vollunen.

—234 43,93 144 6215
=125 67,47 80 9695

111, Siendo a el drea lateral de un cilindro, se pwgun"ill ::.nul
es sy voliunen, sila altura y el didmetro estin en o TazZon ML,

a—125 87,63 1 1\&‘3,91
m; 11=-t % Z g

112 Siendo @ el frea lateral de un cilindro, se 7pregunt:ccu:;
essu voliimen y drea total, si su altura es # veces magyor {
difetro. . = g

a=2400 2375 1 (_})aﬁ
n=j 4 1.5 %

113. Construir un cilindre de volimen » de modo que la altu-
s veees mayor que el didmetro.
bt ‘““-:’mu : 100 100 0,043
n=1 2 1 1,25

114 Siendo ¢ el voliunen de un c_ilindrq,lse prog't}n:‘::,nccn;;ﬂ 3::
su frea lateral v total si su altura es igual & la cireuntere
la Dbase.

v=100 156,7 75,271 270,268

115. Siendo v el voltmen de un cilindro, se prvguntalcm}r}z ;:
su frea si la cireunferencia de su base y su altura forman la razon
M y—t0 100 1300 1500 229,37

m:n=} i e i i’ 4

116. Siendo @ el Area-de un cilindro, se pregunta -ﬂ'.lﬂl og'slil

volfunen silaalturay el difmetro de la base forman la razon min.

a=200 123,47 1 177,12
a=20 ; -
m:n—z; 2

5

3 L [
#117. Siendo & la altura de un cilindro, q su areactotal, se pre-
gunta cual es X didmetro, drea lateral y voltinen.
h h=\10 16 3 15
q=\5H00 359 25,16 30398

#118, Cual es’el ‘voliimen de an cilindro cuya avea lateral es @
¥ cuya altura excede al didmetro en la cantidad b.

a=31,05 161,37 7349 232:?1‘
=4 3,9 —11,6 45 —15,8
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*119. Siendo a el drea de un cilindro se pregunta cual es su Yo-
Mimen, si b, es el perfinetro de la seccion diagonal que pasa por
el eje.

a=377,796 167,442 169,646 227,829
=35 27,8 26,6 27

120. Siendo A la altura de un tubo, d ¢l difmetro interior y &
¢l grueso de su pared, se pregunta cual es su 4res y volfmen.

=09,7 86,3 264 27
d==5,47 6,38 41 275
a=0,96 1,37 2,7 1,5

121. Biendo v el voltmen de un tubo, 7 su altura y a el grueso,
de la pared, se pregunta eual es su érea.

v=1253,7 546,75 1253
a=0,03 1,17 0,775
h=67,4 28,3 67,33

122. Cual es ¢l vol@unen de un tubo, si @ es su didmetro interior

b el grueso de su pared y ¢ su drea? A
a=501 6,37 3,2633
b=0,87 1,32 1,1666

e=2723 4100 992

123. Cual es el peso de un cilindro de una materia cuyo peso,
especifico es s, si su altura es @ y su'didmetro b?

a=6,70tm.  8,84Dm. 2Mm.  3224,5 Mum.
b=35 ,,  4Dm. 3Ctm. 2,7 Ctm.
s=11,34 2,7 7,207 7,788

124. Cuénto pesa un cilindro de una materia do peso especifi-
€0 8, si su altura es @ y la cireunferencia de la Lase es igual & b?

8=0,856 0,857 0,632 0,823

a=2,T6M. 3,56M. 103 Ctm. 14,7Ctm

b=1,18 ML L,6M. 45€tm. 53 ,,
125. Cuéntos litros.de agua dard una bomba por » elevaciones

de la maza, siel ancho de la maza es @ y la altura de su elevaciones

es h?

' n=250 a=12,6 Ctm. b=18,7 Ctm.

126. Qué longitud tiene un alambre de peso especifico s, 81 p.
8S SU Peso y @ su grueso?

5-—19,253 19,325 19,253 21,07
a=g Mm. & M, & O, 0,698 Ctm.
p=Xgr. 1 klg. 1 klg. 2,5 klg.

—69—

127. Una moneda estd compuesta de dos metales de peso‘_espe:
eifico &' y & en la razon m:n, se pregunta cual es su grueso 81 p €3
su peso y @ el didmetro de la base.

¢ =10474 10474 19,253 10,474
§'=8,878 8878  B8ST8 8,878
9

m="9 9 9 1
n=1 1 1 2
p=25 gr. 37,12 gr. 6462 gr. 2,6¢r.

a =37 Mm, 41 Mm. 21Mm. 20 Mn.

128. Siendo p el peso de un cilindro de peso especffico s y de
altura h, se pregunta cual es su didmetro.

—136 7,988 1788 2,831
h—120tm. 26M. 15M. 89,
p=50 gr, 6 klg. 10 klg. 1172,5 kilgr.

129 Construir un cilindro de una materia de peso eslpeciﬁco 8
do manera que Su peso sea p y su grueso igual 4 su altura

§=8, 295 p=100 Gr.

i «fico 8 se pro-
130. Siendo k la altura de un tubo de peso espec
gunta cual es su peso, si el didmetro interior es dy el grueso desu

postenn) 8=8,5 7,207 7,207 7.207
d=4Ctm.  15Ctm. 11,2Ctm. 5Ctm.
a=5Mm. 12Mm. 4Mm. 1,03Ctm.
h=5Dm. 1M. \25M. 1M.

i i i ! locada un
131. En un baso cilfndrico euyo diametro es & estd co o un
Mquido de peso espesifico s, se pregunta hasta 4 donde se le_vanhui.;
este sise introduce en élun cuerpo de p gramos cuya materia es ¢
peso especifico 8’ -
e Lﬂpn_58— ACtm. 12,8Ctm, 5,2Ctm. 15,8Ctm.

—13,587 1,037 13,583 1,034
. 87ar. 100gr. 87,493gr.
¥=20473 2,63 7,788 0,789

ilindri iametr lla un lquido,

32 Iin un haso cilindrico cuyo diametro esa seha -

se pf%egunta enal es su peso especifico, sl un cuerpo de peso
p sobrenadando levanta & este liguido por la altura ¢

a—4,8Ctm.  p=230Gr. 03'10,2}.11[1.
a—12,6Ctm. - p—=13,21CGr. ¢=3,4Mm

133. A un cilindro de altura &y de peso especifico 8 mfcle,rrril.
concentricamente otro eilindro  de  peso especifico ”Sb !t-
gunta cuanto pesa el todo siaes el didmetro de la primera mate
ria y b el grucso de la seguinda?
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5=21,042 §'=10474 L=5584Ctm. a=1,6M
4 0 J . — IR b: )
8=20,%31 §'=10,423 h:lUé‘)M. a,:—,,;-,,}l‘n?. 11:;§§S““:

L3 i
o o 1.3-4l A un cilindro de altura i y de peso especifico s encier-
a concentricawents otro cilindio  de peso especifico s’ cuyo

grileso es d, se pregunta cudl es ol difimetro de dicho cilindro si el;

wdo, tiene el peso p.
s—0780, a=05Mm, &'=T613, h=15Ctm, p=610gr.
$=7,613, a=L18 Ctm, '=0,789, h=16 Ctm, p=270,2 gr.
*135. A un eilindr Tur 37
$ors Entiorts oo s Itxo ge a,h}m h, de didmetro « y de peso espeei-
56 Frociak ¢ i cerfricamente etro eilindro de peso especiﬁco Sl’
o Il;us;pl a cual es el grueso de la segunda materia, si el todo tiene

5=0,783, a=6,70tm, #'=7,788, hL=15 j
Y185, , y B'=T,18 1=15,2Ctm, p=0G12Gr.
8=1,788, a=9Mm. 8 :0,791,, h:lﬁ’,s(}tmi g:éj{ 5Gr.

§ 35.CONO.

136 Siendo r el radio de Ja base’de
: ; ‘de un como y K la altu
pregunta cual €8 su frea lateral y total y cual es su v{rﬂﬁmen? W

r=8 5 8 8 16 36 104 13,8
h=15 10 30 83 5,4 7,7 158 27,3

137 Siendo r ¢l radie de la base d
. a base de un eono y k el lad
pregunta cual es su frea lateral y total y cual su volgmen‘? waln

r—9 8 37 33 23 253 306
k=41 30 7 65 02 538 565

138. Siendo / el lado de un conoy “su radio izual & n veces ¢l
lado, se pregunt ire e’ D
400, 8¢ pregunta cual es el drea y voltimen?

=% 1§ k=15 51

139, Siendo % el ladode un cono y ¢ la circunfevencia de la ba-.

S¢, Be preguuty cual essu dres y vol@men?

k=7 605 ¢=23,2525,027

140. Siendo ¢ el frea total'de un cono y @ su  didmetro, se pra--

s-unta cual es su drea lateral y voliimen?

q=1050 36,57 d=I15,8 1,53

141. Siendo I el lado de un conn y / su frea lateral, se pregnn- .

ta cual es suvolimen y érea total?

k=51,23 11,31 £=780,47 175,63.

fiy
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142 Siendo ¢ elvolimen de un cono s pregunta cual es si
drea, 81 la altura es igual & » veces el didgmetre?

y=1360 1728 2710  B7IGT
z
1

. n:;& J} & s

143, Siendo v ellvollmen de un cono, se pregunts cual es B
4rep, si su didmetro es igual & su lado?

=400 95 1728 5619

144. Siendo v el volimen de wn cono y b el 4rea desu base
se pregunta cual es su drea literal?

v=100 2160 346 34483
herBih - - 202 141 9857

145. Siendo s la suma de les voltimenes de dos eomos que
tienen iguales sus bases==b, se pregunta cual es el volamen y ¢!
4ren de eada uo si las alturas estdn en la razon m:n?

b=13,5 15,3 min=%} % s=1000 1670

146. Siendo b ¢l drea dela bese de un conoy fsu drea late-
ra), e pregunta cual es su volinen?

p=050 141 181,47 £=112 202 87143

147. Siendo v el volimen de un cono, sc pregunta cual es su
Yirca lateral ytotal, si @ es eldreadela seccion que pasa por el eje?

® . v—1000 2375 a=100 345

* 148 Siendo ¢ el frea total de un cono y k su lado se pregun-
ta cual es su drea lateral y su volimen.

q=3131 66,057 k=9, 578
* 149. Construir un cono de volamen v y de drea total g¢.
»—=100 347 2175 =200 343 1033
_* 150 Siendo g elérea total de un cono se pregunta cual es su
4rea lateral y su voltmen, sisu lado es mayor que el difmetro en la
cantidad a.
(=1047 36,375 a=18 243

151, Siendo r el radio de la Dbase de un como y k su lado, 56
pregunta cual es el dngulo central de la superficie desarrollada.

+=67 7,6 k=07 365
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152 Cual es el dngulo central de la superficie desarrollada de
un cono sila base y la superficie lateral forman la razen m:n?

m=3 4 5 5 n=4 7 12 8

153. Siendo la superficie desarrollada de un cono un®eua:
drante de firea f, se pregunta cual es el drea total y el voltumen?

f=97,75 64,63 186,01

154. Siendo p ¢l peso de un cono de peso especifico 8,788 se
pregunta cual es su drea total y lateral sila altura es igual 4 n ve:
ces el didmetro? .
p=500gr. 1,03175 kilgr. n=} 1

§ 26. CONO TRUNCADO.

155. Siendo @ y b lo§ radios de las bases de un cond
trancado y % la altura del cono eompleto, se pregunta  cual es el
drea lateral y total y el volimen del truncado?

a=6 15 35 53 47 103
b=5 1,3 29 38 27 77.
h=8 9 6 47 31 8875

156. Siendo A la altura de un cono truncado’e y ¢ las cireun-
ferencias de sus bases se pregunta cual es su 4rea ¥ volimen?

h=456 60 c=10,5 12,66 ¢=8,7 9,42

“
157. Siendok la altura’de wn cono truncado, % su lado, y d
el didmetro de la base mayor se pregunta cual es su 4rea ¥ voli-

men? ,
h=252 26 k=255 20,9 d=9,6 8,6

158, Se quiere construir un baso con liminas de estafio, de ma-
nera qué el diametro inferior sea igual 4 b y el superior igual 4 «,
se pregunte cuanto estafio senecesita para poder contener e litros.

[b=184,3908 Mm. a=66,4935Ctm. e=>56,605 litros

159. Siendo q el firea total de un cono truncado y los radios de
las basesr y » se pregunta cual es su voltunen?

=130 120 - =3 r=2,

160. Siendo & la altura de un cono truncado, su lado 7 v /osu
4irea lateral, se pregunta cual es su voliunen?

—=8.5 0,1 6.1 743
Iﬁ;g’,":' 0,9 6.7 831 -
£=139,521 294,51 113,08 219,7

161. Siendo % el lado de un cono truncado, ¢ su fivea total y /
1a lateral, se reginta cual es su voliimen.

=D 6,5 82 .
iTeese  dopn o 1133
—ULoit 1454 14885

162. Siendo v el voliumen de un eono ltnm{a,&r;, I su altura y
dc ac Area latera otal.
% su lado, se pregunta cual es su ared 1z y

545 703 151,57 100
vy gl 193 567
it 6,5 8,21 6,36

163. Siendo 2 el voliimen de un cono mm;mdlq,f he::;iilgl;r:;; 1:;
o 4 0t ateral, i ifer
pregunta cual es su area total y lateral, si @ eslac

adi » sns bases.
R O veia 9 117,13 151,67 100
h—4.8 6,3 7,97 5,37
a=1,4 1,6 1,8 1,3

#164. Siendo & la altura de un cono truneado, 1 su lado y g su

frea total, ge pregunta cual es su vulun!en; i
T =72 8 6,97 00
k=T,5 X 7,41 gufs

(172,368 = 216,205 180,

# 165. Siendo & Ja altura de wn cono truncado, fsu froa lateral y

i ual es su voldmen. =
QbR e R R Cog 0F gy 8,05
T 19554 14819

£=110,75 176,25, . . 1
G=172.87 265,03 18041  £16,28
* 166, Biendo » el volimen de un cono ftruncado, v su altura y

3 ! Ar tal.
fsu drea lateral, se pregunta cuales su dvea total. |

v=14400 1956 221 323
h=—7,2 7,03 804 0T
f—15546 1349  160,0 2843

f h sualfuray v
7. Si s ¢l volfimen de un cono truneado, y
e . es su Area lateral y total.

¢ pregunta cual

adi a base menor, e

el radio de ]a‘_)_d_ﬁsio e 118 152
h:—'(} 4,7 “731 S":—‘

| 1'5 1’52 .1,!.’1

2 = 3
168. Haciendo pasar por ui cono t[‘!}!‘l("adl), en pl' cual In::i J'i]l:lzl(;.‘:l ::;
las bases son R yr, un plano pa ralelo & ellas, drf ;nl'.m[:a'rasclg‘ inr‘ggum,a.
superior del lado sea igual & by la inferior igual & U, 8¢
cudles son los voliunenes de las partes.



Gelhaal  achsseia

=l
R=86 43 51 1b=28 31 48
r=1,5 1,9 12 b=47 43 41

169. Cudnto pesa un eono truncad : i
los radios de las bases son Ry r y la u](t‘u;l: }:;so Pl g, o

R=23 Ctm. 1,8 Mt. b5 Ctm,
r=1,7 ,, L3 , 4

h=52 , 25 | 12
8=17,207 1,929 15

§ 27. ESFERA.
el 1 ’
3 MI;O. (_mfl cs el drea y volGmen de una esfera cuyo difmetro
d=T7,6 1,506 6,7 244
171, Cual es el volimen de wna esfera cuyn frea es q?
q=5 1000 1234 0407
172, Qual v i
.mﬁximo- ‘é;‘; ‘es ol volimen de una esfera si ol 4rea del cfreulo
: ¢ =100 275 3349 9,802

178. Cual es el radio de una esf "
yor que la de otro de didmetro (2 ?m’ CIIYR 2% 65 1 Vot k-~
S a=175 416 92 5
N2 5 M : , 15

o (=t

174. Cual es ¢l 4rea de una esfera de volimen ?
1':.1’000 100 1728 945

176. Cual es ¢l radio de {
3 8 el 1 ¢ nna esfera cuyo voliimen es n v -
yor que el de otra de didmetro d? s < St

d=2347 67,639 n=2,5 1,75

" 12 ’
i 176. Siendo v el volimen de wuna esfera, se pregunta cual es el
ea de un circulo de déeha esfera que dista del centro la longitud @

v=179,6 = 14139  523,7 783
a=23 0,73 3,23 4,73
177, Siendo el drea de una esfera jgual 4 la suma de otras dog

14 -, q
;qes diimetros son @ y b, se pregunta cual es el volimen de In pri-
era.

a=09 16 b=48,79 131,256

* 178, Siendo la suma de lag dreas de tres esferasigual i Be

—5=
pregunta cudles son sus radios, siel difmetro de la segunda es de a
mayor que el de la primera’y el de la tercera de b mayor que el de la

primera,
s=196,13 a==0,6 bh=1,8

179. El voltmen de una esfera es ignal 4la suma de los de
otras dos cuyos difmetros sen @ y b, se pregunta cual es cl drea de
ia primera.
a=67,5 23,4 13,4 20,75
b=83,7 17,9 9,9 14,25

* 180. La diferencia entre los volimenes de dos esferas es «, ¥
la de sus didmetros es b, se pregunta cudles son los vol@uenes y

dreas de ellas.
a—609,6 9,020 b=18 028

181. Formando los volamenes de dos esferas la razon m:in;
se pregunta cudles son sus difmetros, sila suma de los volme-

nes, es igual & v?
¥=2000 467,970 m:n=3:4 4:3

189, Siendov la suma de los voliumenes de dos esferas, se pre-
gunta cuales son sus radios, si los didmetros fomlfaziif\\ﬂﬁﬁ:}u .’y,j
& % Ao i § 2

g

v=1000 257 1728  23%% )
m=>5 3 4 [ 0 4
n=>3 7 0 11\ S e

b ; ; '\,“. T '
183. Siendo a la suma de los didmetros de dos tfsfégg:ﬁg&pm—
gunta cudles son sus dreas, silos vollunenes forman la razon m:n

a=9,72 11,52 13,79 m:n—343:04 47:23 23:17

184, Formando los volimenes de dos esferas la razon m:m, se
pregunta cudles son sus radios, si el didmetro de la una es
mayor que el dela otra enla longitud a.

a=6,73 3,56 4,73 min=125:27 13:5 19:11

185. Cuénto pesa una esfera cuyo peso especifico es 8 y cuyo
didmetro es d?

5=.0,673 7,207 7,207 9,373
d=14,5Ctm. 11,76 Ctm. 0,8 Ctm. 1,25 Ctm.

186. Una esfera de didametro d pesa p gr. se pregunta cnanto
pesa otra esfera de la misma materia, si su didmetro es igual a o!

d=14,5Ctm, 11,76 Cim, = -
{‘.mg‘f() 1" _14,-,‘7 " PT-;[D‘S%T‘ 613" gt
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13_7: Qué razon forman los difmetros de dos esferas de igual
peso, sltienon sus materias respectivas los pesos especificos s y g

8=7207 0,627 2457 7,207
; ¥=2493 8,305 0,621 8,33

1£8. Qué razon form: i

; 0. (Jueé razon forman los pesos especificos de dos esferas de
[ .l q 3 1 4 e ¥ : :
igual Jeso, 81 & y b som sns radios? ; e

a=21,37 13,7 1873 9,154
p=9 19,52 18,8 14,398

189. Cual es el Area
. B el area H eI D v e
e o3 i le una esfera de peso p y de peso espeei-
S 5
P= g‘(}v_() ar. 560 ar, 25 gr. 24 klgr, 50 kigr.
§=8,788 7,207 8,395 = [ 7,207 7,207
A L z
= 1191? Cudinto pesa una esfera vaefa de peso especifico s, si d
¢l dizmetro total y el gruese de la cublerta esigual 4 &7 ’

d=10 Ctm. - 5 Ctm. 7,5 Ctmn, T
b=2 Mm. 2 Mm, 85Mm. S=%78 8§39 7,207

191. Cuinto pesa una esfera vacia de i
A9, to pess ssfera vacia de peso especifico 18
perimetro esterior es @ y el grueso de la Cllbigl'tib es pb? 2 B
8=T7,207 8,39 =25Ctm. 86,7 Ctm. b==2Ctm. 3Mm.

2 ¢ : :
- IE‘L Cual es el grueso. de la cubierta de wna esfera vacia de
peso espeeifico s, si d es el didmetro y p su peso?

57207 8788 8,728
d=T7,25 Ctm. 40 Ctm. 40 Ctin,
< p=>540 gr. 4 kilgr. 8 kilgr.

£ 5 ! s r .
3 ‘19_3 911:11 es el didmetro de una esfera vacia de peso especifico s
L su cubierta de grueso @ pesap gramos?

=1,207 7,207 7,207 8,787
“:2;’,4 Mm. 1,50tm. 4,5Mm. 3 Mm,
p=o00 gr. 5 kilgr. 500 gr. 1 kilgr,

94 (usl ex ol o % i pR TR { ¢
i ﬂi-linfe tﬁ;u‘:gt;f c('{] grueso de u_n.; e»imim vacia de peso espeeificos y
x : s1 se sumerje hasta la mitad e iqui ;
105 3 11tad en 3
et ] : ad en un liquido de peso

d=7 10 100 s=8$,30 8,345 8788

a5 P . 3
% . 185 "Una esfera vacfa de peso especifico s y de didmetro total d
se sumerje hasta In mitad en un Yquido de peso especifico &, si estd

llena de una materia de pes {
o materia de peso especifico 8%, se pregunta cual es su

e
§ =7,207 830 7,207 2,802
d=10 12 15 25
¢ —13,553 1,0244 13,598 1,846
§=—0,0013 0,0013 1,02 0,518

§ 28. PARTES DE LA ESFERA.

196. Cuil es ¢l volimen y el &rea total de wn sector de mna
osfera de difmetro d, s la altura del casquete correspondiente cs
igual & R?

d=12,5 13 425 305 26 11,13 647
h=0,4 4,9 6,4 49 8 3,2 1,37

197. Cual es el volfimen y el drea total de un sector esférico si
7 es la altura del casquete correspondiente y a el radio de su base?

H—36 16 493 407 a=42 68 11,27 1821

198. Cual es ¢l voltmen y la superficie curva de un segmento
esférico, si kb es su altura y d el didmetro de la esfera?

d=15 35 15,7 7,63 h=5 10 5,6 0547

1989. Cual es el volimen y la superficie de vn segmento esférico,
gi hes su altura y @ el radio de su base?

h=75 64 3 26 a=165 20,8 5 16

%900, Cuales el volmen y la superficie curva de un segmento
osférico, si d s el difmetro de Ia esfera y @ el radio de la base del
segmento?

a=12,6 252 21 =294 6,79 68

901. Siendo @ el volfimen detun sector esférico, se pregunta cual
¢s el voltunen del segmente correspoudiente si el irea de su casquete
e igual &4 D.

a=28,429 75,067 2125 17,59
h=29,28 77,35 400 15,5

» 909. Siendo ¢l volimen de un segmento esférico igual & »
veces el de su cono correspondiente, se pregunta eundles son log volt-
wmenes y 4reas de estos dos cuerpos, si d es el didmetro dela esfera.

n—} 2 % 3 d=456 7,89 13,7 16,9

203. Siendo d el difimetro de una esfera dividido en tres partes
que forman la razon m;n:p, se pregunta cual es el vollimen y drea
de la Zopa que tiene la parte media del didmetro por altura.

d=96 119 67 83 n=4 7 7 5
W=—=3 b 3 o ])25 9 9 9
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204. Cual es ¢l volten de un segmento de una esfer
des el difmetro total de la esfera, b la altura total de
@ el grueso de la cubierta.

d=327 45 63

a vacia, si
1 segmento y

h=11 28 17 a=2 3 4

*205. Siendo @ y b los radios de las bases de dos segmentos
de una misma, esfera, se pregunta cual es el voltanen de cada uno,
8l ¢ es la diferencia entre sus alturas.

a=33 2 4 =63 1 3 c=40 1 2

* 206, Siendo ¢ el drea de un cagfuete, se pregunta cual eg el
volimen del segmento correspondiente, si su altura es igual al dis-
metro de su base,

=3,7 95 83 2483 25003

207. Siendo % la altura de un corte esférico, a y b los radios
de las bases, se pregunta cual es su volfmen ¥ el drea de la zona,

a=33 2 4 b=63 1 3 h=40 1 2

209. Siendo b ¢l frea de una zona de altura h, se pregunta
cual es el volimen del corte silas bases son iguales.

L=8 12 36 15
b=427,256 139486 0613,27  1743,584

208. Siendo » el voltmen de un corte de altura h, se pregunta
cual es el dren de la zona, silas Pases son congruentes,

v=1682 . 1245 . « h=8 1,2

210 Siendo % la_altura de una zona y b su frea se pregunta
cual es el volfimen del corte, silas bases son congruentes?
a=8 12 3,6  1==T80,69 3319,1 189,27

* 211. Siendo % la altura de una zona ¥ b su frea, se pregun-
ta cudles son los radios de sus bages si v es el volimen de su corte

h=21 4 3,3 33,6
b=8246,7 163,363 316,202 4486,
v=103282 351,814 908742 37336

212. Siendo un efreulo méximo de didmetro d la hase mayor de
una zona, se pregunta cual es el dvea y el voltimen del corto si el
perfinetro de otra Dase es n veces ol de la primera?

d=2,9 7,23 1783 =% 3 2

213. Cual es el peso especifico de un liqguido, si una esfera do

didmetro d y de peso especifico s se sumerje en él hasta la altura 47

=

h=3 36 11 =1 13,59 0,817

d=10 13 17
014, Cufnto pesa una esfera de didmetro d,.’m 8l se 'sun::rj*e en
un 1‘i-qui'do de peso especifico s hasta ln parte 2™ del didmetro?
9 O 05 0 e
d—6,7 Ctm. 9,4 Ctm. 8=0973 13,593 n=2,22 3,5
S
i acf: weffico 8 de manera
2156 truir una esfera vacia de peso espect de ma
que T‘i}l‘;"& (310111?330 p yse sumerja hasta la parte #™* de didmetro en
eng: suine
ido de peso especifico &7,
i St 5;2,811 7,207
=25 gr. 125 gr.

n=225 85
s=—1,743 13,508.

§ 29. CUERPOS REGULARES.

916 Cual es el frea y ¢l voliunen de un cuerpo regular sicndo
o ll]-}%gsl'mdro a=3,73 5,67 4,732 ‘1,0,-.1?'7
Oetaedro  ,, 2,67 8,39 5,(1%2 .63‘;13?‘
Feosaedro  , 4,86 7,6;’; 8,:1) 12 ()’.-.[-f—) :;
Tixaedro n 6,37 9,-%-13 -E,.:%J > (') 5:;))7
Dodecaedro ,, 3,47 0,33 7,604 .

917. Siendo ¢ el 4rea de un cuerpo regular se pregunta, cual eg

ista y volfimen. 0 :
su Mlsgﬁet)razdrn (==43,302 3$l-ﬁl 1???)% gié.’ii(;g
: 86603 47,424 238,65 234
Ot~ a1bsl 145,58 s1484 678,91
Wxwdro ), 09126 52915 99846 5078
Dodecacdro ,, 330,34 670,78 31235 4567,

918 Cnal es el arista y el drea deun cucrpo regular siendo v el .

\-olmo%ztracdro v==85,914 fi ’,S?-:it :11'_’_,;’2‘)5{; ‘_;%45,6'3?
aedro 58,926 < ‘..1,11:_. . i(.|? 0 0
Tt " 17454 226,51 383,14 45,678

S4sadly 614,375 493,030 12,813 56,789
Lﬁ&‘aﬂ;ﬁaro . 0085 aT.040 32856 7800,1

919, Cual es el difmetro de una csfera circunserita & un cuer-

oular siende @ la avista? i _ :

o o hraectio a=13,881  3,4388 71,595 g‘i

Octacdro ,, 2L2L4 86408 17,061 3.4

Teosaedro 5 SAI1T 29809 83045 56

Ixae ' 14d3t 28105 13, T
72 " o§2060 14957 20691 T,

990. Cual es ¢l didmetro de una esfera civcunscrita & un cuerpo
regular cuya drea es ¢?
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Tetraedro ¢=73,901 34,046 11511 67,8
Octaedro  ,, 43,302 14,567 166,35 56,7
Tcosaedro ,, 957,45 18,118 48,758 123,4
Exaedro ,, 82258  6,0978 10,672 67,9
Icosaedro ,, 94,632 20,609 63,114 78,9

221. Cual es el didmetro de una esfera circunserita 6 un cuerpo
regular cuyo volfimen cs o?

Tetraedro v=1,7321 780,42 82494 9343
Octaedro ,, 5625 7,756 79,092 1234
Icosaedro ,, 20,2890 102,05 216,04 1728
Exaedro ,, 0,49282 68,88 11224 679
Dodecaedro,, 43,519 14,927 57,923 3456
222. Siendo d el didmetro de una esfera inserita en un cu erpo
regular, se pregunta cual es la arista, drea y.volimen de él.

Tetraedro d=2,449 68178 13432 5432

Octaedro ,, 4,809  6,4503 11,186 4,321

Icosaedro ,, 12,092 57,438 21,615 6,543

Exaedro 5, 1849 13,824  2:,389 7,654

Dodecaedro,, 11,135 19,153 34,965 8,760
223. Cual e la diferencia entre el volimen de un cuerpo regu-
lar y el de la esfera inscrita, si @ esla arista del cuerpo.

Tetraedro a=36 473 . 0,673 1,234
Octaedro ,, 48 5,17 0,563 2,345
Icosaedro ,, 24 6,71 0,495 3,456
Exaedro  ,, 72" 3,82 0,715 4,567
Dodecaedro,, 18 2,63 0,387 5,678

224, Cual es el didmetro de una esfera inscrita en un cuerpo
regular si @ es la arista de 6l

Tetraedro 2—=8,3283 32,334 66,872 12
Octaedro ,, 3,1843  8,2068 95531 24
Teosaedro 5 12,67 7,079 8,6668 36
Hxaedro |, 3,249 4,489 0,5927 288
Dodecacdro,, 10,777 3,2779 7,7682 48

225. Cual es la diferencia entre el voltmen de un cuerpo regu-
lar y el de la esfera circunserita siendo d ¢l didmetro de ella,

Tetraedro d=72 4,63 0,932 5,432
Octaedro ,, 48 . 3,72 0873 4,321
Tcosaedro ,, 36 527 0,628 2,109
Exaedro ,, 84 6,13 0567 7,654
Dodeeacdro,, 24 1,37 0,463 8,765

§29 INDICACIONES PARA RESOLVER LOS PROBLEMAS:

Probl. 1. Siendo d la diagonal del cubo seri: d=a4/Jlo que

ica tambien en el problema 4. _ i
% R)Bcfl?l. 7. Siendo x la arista del primer cubo se encontra

th: =V 0=by/ny2 : )
Probl: 12, Se necesita resolver las dos ecuaclignes.

e vt AT
x*:yf=min, x%4y2=Dh’,y se tendw x3= e

Probl. 16, 17, 18. Siendo ¢, la avista interior y ¥ la exterior

bo vacio, serd v=b’—a’ . £

O abl. 19, Siendo ln diagonal tenemos: de=a? 4 brbot

ests formula se apliea muchas veces, asl como la siguientey :‘1r o
do q el drea total de un paralelepipedo rectingulo, cuyas

tag sona,by ¢:
q=2(ab +ac+bc) She

Probl. 23. Siendo x la tercera arista Sera; X=— WW

Probl. 26. v=y/q'q"q"”" T
Probl. 27. Siendo a’ b’ ¢ las fres aristas sera: a’*:-T—-—-
- o
Probl. 28. Siendo x el lado del cua&rgdo, te:lle_n;l;)s’v—éx .
Probl. 31. Siendo x la tercer arista sera:x— .

1. 34. Siendo x el lado del cnadrado tenemos: 2x*{-dex=q.
]f’)iggl. 36. Sliendo x el lado de la base tenemos: (x-4b)*=c*+

e Probl. 37. Siendo x ¢ y las etras dos aristas se puede encontrar:
v=a..x.-y, ds=a’tx2}y*; de donde (x{Y) y (x=—J)

Probl. 38. Siendo x é y las otras aristas se debe determinar

s’mtengL}g?;g‘ Siendo x 6 y las otras aristas se hallard ficilmen-

. x:I:;?JL:obl. 40. Siendo =, v, z las tres aristas, tenemos las {res ecua-

ciones: Yy g, dt=x?4yitat,  lg=xyte(xty)

de donde d*=(x+y)*tz*—2g ¥ ia=gtu(=ty)
estas ecuaciones bastan para encontrar z.

: z W W
Probl. 41. Siendo X, y, zlas tres aristas seré: E+~2==§q v

Probl. 42. Para las otras avistasx é y se tendrdn:
xy+b (xhy)=tq y x*fy*=a’—b%

Encontrado abora (x4y) determinese x.y»
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Probl. 44. Siendo & la suma de las aristas sers s=dpﬂ_q+;g d .

Probl. 50. Siendo x la altura haste donde &a. seri: x=3;:—"}1

3 g
Probl. 51. x=D2"%
a8 ‘
Probl. 52. x:[a“—-(n_b)"]ﬁ;—r.
Probl. 53. Siendo x el grueso se debe hallar: (a—x)®.
Advertencia. Para resolver todos los problemas, en donde se
encuentran poligonos regulares sirven las formulas siguientes.
Siendo a el lado del poligono regular 7 el radio y pla apo-
tema sera
para el tridngulo, para el enadrado, para el pentigono

r=}ay/3 r=4a /2 r=a4/%(6-Fv/5)
p=tay3 p=ia p=2y/ & (B+2¢/5)
para el exigono para el octogono para el decigono
r=a r= 2 r=da(v54)
VZ—/3
p=lay/s p=b3 28 p=layoTZys

V2=141421 V/I=173205 4/5=2,23607
Estas formulas se puede encontrar por medio de Ia Geome-

tria plana § 60 probl. 10 y 11.
Probl. 59. Apliquese Geometria plana § 60 problema 6.

Probl. 61.v= T a1,
Probl. 62. Si?ndo h' 1o altura de ln baso serd:

W=y/}2c{b—a)Zc—b+a).
Probl. 66. Se puede determinar ficilments ¢l lado de Ia
pase.

Probl. 67. Determinada la altura”de la base” no tiene difi-

cultad el encontrar la altura del prisma.
Probl. 68. Siendo x la altura’del ‘prisma tenemos: x=— quf
Probl. 69. Siendo x un cateto de'la base & ¥ la altura del
prisma bisquese el producto x. ¥ytdespues x

Prb, 70. El resultado sers v— $f(q—Db)

24 v/ ZoTE2 Y (b —(b—1)7)
Probl. 71. Siendo x un cateto de la base” tendremos:

mq=nx*+}hx (m+nty/m*n?)

—83—

Probl. 72. Siendo x1a base del tridngulo isosceles sera:

. : 2
q= —72‘—-;1—‘\/4112—111" +§_31-LL (m+ n)

Probl. 73. Siendo x é y los catetos tenemos
x2-fy2=0?, q=h(s+y)tch-+xy

Eliminado (x--y) determinese x.y.
Probl. 74. Siendo x éy loscatetos y 2z

R f.=z(x—|—-y)—]—-cz, x’~[—-y’:—:c"', Xyz=v

I or ser X+y—' (4] + ny Z=—— BB [llled en Ontrﬂ.!‘ 91 'i'&lOI
] 8 ¢
\/ XY

la altura del prisma

———
de x.y, de donde el dex & y por ser s—y=4y/c’—2xy

Probl. 86. Siendo x el lado del poligono regular tenemos:

b=3nxy/ai— It
Probl. 87. Siendo x ellado del poligono regular é yla altura
de la pirdmide tenemos para n=3j.

L]

Vexy V3 b=} v I VRS

]

e

Espresado b en funcion de y se puede encontrar y.

: —4 hégase un célculo semejante. R
%’):;gl.r;i!). encontrado el valor dela altura de la piramide

i iguales; y siendo x
ié todas las aristas laterales son igua i
zt;re?({:lsaf:doqsuge la base, determinese (x*-y") despues (x-+¥) @

(x_'E-obl. 92, Siendo x el lado del cnadrado tenemos:

L% VT
T %8 . .
Probl. 95. Siendo x & y loslados respectivamente homolo
gos 6 losa yb sesaca: ¥

bq
o
= %1 y= s

Ahora bien siendol’ la altura deun trapecio Ialtf&:;.: :;II;
yos lados paralelos son ayx, b'la del otro cuyos

b é y se encontrard:
Y e MR TS Gl

i ] la
Probl, 06, Espresadas 1as bases cu funcion del lado x de
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base inferior, so i

inf % puede formar una ecuacion ent

ggi;?f;nar é«:, ¥ por tanto tambien ¢l drea de 11"; ‘{mJ;ei’- ludego

pues decon rado el valorde p y o no es dificil determi, o
un trapecio lateral. sty

Probl,, 97. Para la alturah’ detoda la pirdmide completa

.+ h ;
tenemos h'=— _\La_— ¥ para su volimen V= ,h‘/ <

Siendo X el voltimen del trcneo inferior gerd:

x— mh(a4-b-t4/ab)
3(m-}-n)
Ahora bien siendo x la base super; :
ra sabemcs que -}x(h’]—ll—‘h’ M= '_.Ep:&é:aiﬂ jtro:t;o:}{ h'fyn h;l?iil} u'-
luego, (W'—h)*=3 " (V'—X)= b’(naV s +mby/) e
(—n)(y/ a—y'b)*

6 h;}=+(v“ 3 __-'_ =

Vb uu—\/na ‘/aifs‘&*
:.lucePMbL 104. Siendo r el radio y b la glturs del cilindra se de-
z

.62
b—— i = B
4wV

Probl. 108. Siendo hla altura tenemos: h= o

. L
Probl. 127. Siendo p’ y p” los pesos de los dos metalea,

v y v pus vollimes, ad
lumes, ademas x el grueso ¢
enicontrasse lassigiientes eépl‘esionasg le la moneda, puede

P ! m
P=ifa P P=ghP
de donde L ol " np
s(m-+-n) " &"(m-tn)
¥ por fltimo T S0 M
ma’\m-fn) \s + g

Probl, 131. Se ha de distinguir s>’ ¥ s<_s'
Probl. 132. Siendo x el peso ospecifico serd: x= —5——
Probl, 184. Siendo r el radio del cilindro se dedves lnz;aée?mci'on

p=mnhsr*-7hs'(a-1-21)a

Probl, 135. se resuelve como ¢l 134
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Probl. 145. Siendo x la altura de unose tendri: x= ol i
b(m-+mn)

Probl. 149. Siendor- el radio y kel lado del cono se pue-
de encontrar:

a g » =l [ Qg s
de dondea —_ k4 ¥ V=it -‘f\/ oy (1)
v

uniendo s@ sacn
Fan T y A

luego f k—r=

Probl. 155. Encontrada la altura del cono parcial se sabe la

del truncado.

Probl. 158. Determinese la altura.

Probl. 160. Siendo Ry rlos radios de las bases, determinese
(B-}-r) y despues (R —1).

Probl. 161. No es dificil determinar los valores de (R+r) ¥
de” (R*-r2), y de donde se sabe eldeR.1.

Probl '162. Encontrados los valores de (R*4r?4-Rr) y
(R—r)2 se conoce el de R.r y por tanto el de(R+rx)*.

Probl. 163. Se resuelve como el 162.

Probl. 164, Por ser conocido (R—r) se puede resolver la ecua-
cion, q=mk(R-4-r)4-7(B*41%).

Probl. 165. Encontrado el valor de (R*+-x*) y sabiendo que

; Rtr= —%E en donde k?=(R—r)2-th>

basta determinar el valor de Rr.

Probl. 167. Determinese el valor de R

Probl. 168. Bocontrado el valor del radio de la intersaceion
intermedia determinese las alturas parciales.

Probl. 180. Recunérdese que en general se tiene

(*—y?)=(x>4xy-+y?) (x—=7¥)

Probl. 186. Determinese el peso espreifico de dicha materia.

Probl. 192. Siendo x ¢l grueso de Ja cubierta se puede en-
contrar el valor de (d—x)® y por tanto el de x.

Probl. 196. Para determinur el drea total se necesita encon-
trar ol radio r, de la base del casquete: ry f=(d=-hh

Probl, 197, 199 y 200 se resuelven por la formula del 196.

Probl. 201, Para el radio dela esfera encentramos r= ?—)E

Probl. 202 Atendiendo & la formula del 196 tendremos

17h2(ad—h)= 2T h(3a*—3dh-h%)
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Probl. 205, Siendo h la altura de uno de est
{h-}-e] 1a del otro basta determinariel val ok lo g o
aplics ndo dos veces la formula c;‘(?piBE e L

Probl. 206. Siendo d el didmetro del
del casquete tenemos las dos ecuacione: Sosam - Sdn ik

determ(ilnrs:fgh, $h*=[d—h|h en donde se puede eliminar d y asi

Probl. 207. Siendoe’y ¢/’ las distanci
28 ncias de los centros d
las bases al centro de la esfera tenemos, si r es el radio 3: 1:

esfera
e/2—p?_gt | eMP—p2_}2
luego [e’-}-e'’] [¢'—e’’ |=b"—a?
A o &5 |
¥ por serh igual a’ (¢'—e’’) 6 eJ-¢” tendremos siempre

gt h*4ht—a?
h

de donde 88 determinard r y por tanto el drea.
Probl. 209. Para el radio dela base tenemos

r;*=r?—Ih® en donde r=

]
2mh
Probl, 208. El walor de r d se fici
alian, s ok T oA i{}&ma e encontrarse ficilmente y
Probl. 211. Denotando el radio de la esfera porry losde

bases del cor ; y
corte por ry, r, se conoce r,*4r,* de donde se

determinarin las distanci: (A !
Bes, por ser as al centro de la esferade dichas bos

"2 1, 4] y €yl

2
¥ por Gltimo se encontrardin los valores

=VEFEV] 5=y ETa—)

Probl. 212. Denotando por 7, el radi
1a altura de la zona, serd por 7, elradio de otra base y por k

hzﬂidz—-—r.z y 1'1=.';€lﬁ'
Probl. 215. Siendo r el racio. total de la esfera serd:

B 2. 4
;r——&?r(S—-I—l ) i—v_,r;*'

Denotando ahora por:’ el radio interi
Lt el radio interior se encuen -
lor por la formula siguiente: P

e=ta(er—r')

-

-

§ 30. FORMULAS RELATIVAMENTE A LOS CTERPOS
REGULARES.

Para poder resolver los problemas sobre los euerpos regula-
res debemos conocer las relacicnes que hay entre los lados de
estos relativamento al radio de la esfera circunserita y & sa apo-
tema.

Llamando @ el lado del poliedro, R el radio de la esfera
circunserita, P la distancia del centro de la esfera 4 las ¢ ris y
D la distancia del mismo centro 4 las aristas medias, tendremos
por medio de la fig. 52 las relaciones fundamentales, siendo
y plos radios del circulo cireunserito é inscrito de la cara.

P2—R2—1?, D?—=P2+4p3, R*=D*}la

Esto supuesto espresemos el valor de Ry P para cada uno
de los cuerpos regulares aplicando las formulas de la advertenc.a
de la pag. B2.

o

I. Terarozo [fig. 5la].

Se ve facilmente que la altura h del tetaedro regular pasard
por el centro de la cara, y por tanto por el centro de la esfera
circunscrita, de donde tenemos:

hi=(R|P)*=a?—r? en donde r=fay/3

o

%

ylpor ser P—y/B7—:? se signe R+ v —r'=y a—jut=ay/3
luego R2—r?=R2{3a2—2aRv%
lo que dari  R=}ay/6 y de donde P=gay/ G

II. Ocraepro [fig. 51,),

Tl cuadrilitero ABUD es un cuadrado por ser un plano en
el cual se halla situado el centro de la esfera, de donde tenemos

R=}ay2 y P=tay/6 por ser P*=RI—r
TIL TIcosaroro [fig. 51e ].

Por ser ABCDE y A’B/C'D'E’ dos pentigonos regulares
[PL VIIL 3] y paralelos entre si se sigue que el centro de la es-
fera se halla en la distancia media de estos, y por tanto hacien-
do pasar por el centro un plano paralelo 4 los dos pentigonos,
resultaréd en las caras respectivas un decigono regular de lado
a’=}a y de radio D; de donde tenemos:

D=fa/(y/5-+1)={a(v5+1)
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