+ GEOMETRIA ELEMENTAL

~—. POR

P ust Epying, S. 3. - o

PROFESOR DE MATEMATICAS EN LA ESCUELA POLITECONICA
DE QUITO, :

PARTE PRIMERA

-~ GEOMETRIA PLANA. -

———

3 B Pl

R :_\_ it : d

b
& .
o~

=
_—

QUITO.



PROLOGO.

El fin'que me he prépuesto al' escribir el pre-
sente tratado de Geometrfa elemental no ha sido otro
tjue el de formar un breve compendio, que sirva de
guia en la ensenanza de dicha ciencia, y asf he
consultado la brevedad en los rdzonamientos, dejan-
do siempre lugar 4 4 esplicacion'del profesor. Este
método me - ha parecido preferible ya para dejar 4
los profesores mayor libertad, ya tambien para que
los discfpulos se fijen mas en sus- esplicaciones, y ten-
gan que aplicarlas al textoé cuando hagan su estudio
particular. As{ se evitd de camino el que se habi-
tien los jévenes & estudiar solo de memoria sin ejer-
cicio alguno del entendimiento, lo cual impide el desarro-
llo de este, y es contra el fin légico del cultivo de tan
importante ciencia. No se crea sinembargo que la bréve-
dad que he consultado, haya llegado & separarme del
camino que Euclides trazira; naga me¢nos que eso; an
te todo he procurado ‘la exaetitud 'y precision en las de-
mostraciones y el riguroso enlace doectrinal de ellas, jun-
to con la buena disposicion y mas conveniente érden
de los diferentes tratados 6 partés de la obra. Este ri-
gor demostrativo nos ha obligado 4 separarnos del mé-
todo comun en la teorfa de las paralelas (*) y en la de las
relaciones entre dos eircunferencias:

Los ejercicios 6 problemas-colocados al fin debe-
rdn irse resolviendo despues de aquellos capitulos con"
quienes dicen relacion, siendo 'este trabajo de la ma-
yor importancia. En primer lugar servird mucho pa-
ra que se grave en el &nimo de los jévenes la doctrina
del texto, y en segundo llegard & hacerles ameno ¢in--
teresante el estudio de las MatemAticas.

(*) Partiendo de la definicion de las paralelas dada por
Fuclides nunca se demostrard su célebre postulado, pues una
proposicion megaliva no puede eonducir por si & -conclusiones
positivas, -



Pero hay en ello otra ventaja que es superior #
ilas anteriores: la de desarrollar de tal manera 1? inteli-
vencia de los alumnos, que les haga adgwm el talen -
to de invencion, mediante el cual sabrin aplicar los
principios de la.ciencia 4 ]n..sn]uc;qn d(._‘. sus cuestiones
précticas, relacionando eon conveniencia de r.’grden.!n_s
ideas adquiridas, infiriendo de ellas otras y disponic¢n-
dose tambien para hacer ulterlqres _mlela,ntos §1'11an de
proseguir en el estudio de las cienecias M:}tema_tlcas.

" Deseando que no se malogre ¢l cuidado que en
beneficio de la juventud he puesto en ’la. formacion de
este libro, no dejaré de recomendar & Iqs profesores
cnantp  conrribuye una prudente severidad en los
exdmenes de los alumnos 4 la mas sélida instruccion
de estos v f.sus verdaderos progresos, toda vez que el
acceso @ clases superiores munca llegue & permitirse
miéntras no se encuentren radicados en las materias
(que les sirven de fundamento. _ _

Antes .de poner término 4 esta introduceion debo
cumpliv con un deber de gratitud; dando las mas es-
presivas gracias al P. Cappa por la bondadosa coopera-
cion que me ha prestado 4 fin de que el estllp y len—
cuaje de esta obra sea cual conviene al objeto dela
misma,

(3]

Quilo, octubie 30 de 1878,

.Ex‘ Avron.

INTRODUCCION.

I. Nocionesfundamentales.

El objeto de la Geometria es manifestar las propiedades de
la cantidad extensa.—La extension completa que primeramente se
nos representa, esel cuerpo con sus tres dimensiones, largo, an-
cho y grueso; es decir con todas las dimensiones posibles.

Si en un cuerpo fisico cualquiera, hacemos abstraccion de la
materia, tendremos el cuerpo geométiico con solo las tres dimen-
slones, longitud, latitud y altura (6 profundidad). Si en el cuer-
po geométrico consideramos solo sus limites, tendremos el con-
cepto de las superficies; estas, por tanto, tienen dos solas di-
mensiones. Los limites de las superficies se llaman lineas, y solo
tienen longitud.

Los limites de laslineas son punfos y mo tienen dimension
alguna, sino solamente dicen relaciones 4 las cantidades extensas
¥ entre si; y por eso se pueden llamar cantidades en sentido
analogico.

Aunque enlos cuerpos se pueden representar muchas infini-
tas superficies, no se componen sinembargo de estas: lo mismo
debe entenderse de las superficies respecto de las lineas, y de
estas respecto de los puntos. Declarado con.esto el objeto ma-
terial, pasemos al formal, que es la investigacion cientifica de las
propiedades y relaciones de las figuras geométricas y se refieren
& la forma, magnitud y situacion.

Aunque la Geometria, es verdad, tiene por propiedades fun-
dameatales las que & todo entendimiento desarrollado son paten-
tes, no obstante convendrd dar de ellas definiciones claras y dis-
tintas, para que, como las demas ciencias, tenge un fundamento
solido y fijo.

1° I.-l].n.mamos cuerpo geométrico al que tiene fres extensio-
nes, largo, ancho y grueso, o longitud latitud y altura.

o 2? La superficie tiene solamente dos extensiones, longitud y
titud. .

3% La linea tiene una sola extension, longitud.

4* El punto no tiene extension puesto que es el Ii-
mite de la linca, luego s un ser relativo para determinar ol

lugar.
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5? Cada direccion esti determinada por dos puntos, y dies utl
respecto directo é inmediato entre aquellos.
62 La linea recta ticne entoda su extension una sola direccion
leego la direccion y la recta son coneeptos objetivamente idénticos.
Cor. 1. Entre dos puntos hay una sola recta posible, puesto
que? una sola es la diréccion:
Cor.2. Sidos rectas tienen des puntos 6 una parte comun,
son idénticas, Inego dos rectas pueden eortarse én un solo punto.
Cor. 3. Lia recta ¢3 el camino mas corto entre dos puntos.
Eaplicacion. La recta entre dos puntos dice un respecto di-
recto ¢ inmediato 6 la union inmediata y directa de aquellos;
Inego dice la distarieia nrag eorta; y por eso fodss las otras lineas
que no tienen una Sola direccion, forman entre dos puntos un
camino mas largo que la reeta.
7° Linea curva es aquella que no tiene parts alomma recta,
y el origen de aquella se puede vepresentur por un punto ue s
“mrucve continuamernte en otra direccion.
8° T.a linea compuesta de rectas y curvas se llama mista.
9° La superficie plana 6 el plano tiene csta propiedad dis-
tintiva, que todas las lineas rectas, que unen dos puntos cunales-
quiers, estin segun foda su extension en esta superticie. Como la
reetn es la extension mas sencilla del orden primero, asi el plano
la del Orden segundo, y por eso'su extension es en todas partes ln
misma y en el misno sentido.
10° Superficie curva es la que no tiene ninguna parte plans
y su origen se puede representar por unalinea sea recta 6 eurva,
que moviéndose mude continuamente de plano.
11° La euperficie mista contiene superficies planasy curvas,

11, Division.

Tia Geometriz se divide en plana y del espacio; s wma trata
las extensioncs en el mismo plano, la ofra como estin én el espa-
cio; luego la segundn supone la priméra.

Para ver como hemos distribuido las materias en particular,
constiltese el indice; generalmente hemos tratado en primer lugar
los elementos constitutivos de las figuras, despues las propiedades
y por Giltimo las relaciones que hay entre aquellas.

Notemos que la Grometria moderns no trata mas lineas
curvas que el eirenlo, porque esta curva esmuy sencilla y tiene
muchas relaciones con la recta. ,

Circulo es una figura plana totalmente cerrada de una cur-
va, cuyos puntos todos equidistan de otro interior llamado een-
tro. La curva se llama circunferencia, la distancia igual del centro
radio, y una parte cualquiera de la circunferencia arco.

Los mateméficos antiguos han tratado tambien las lineas
curvas, porgue todavia no se conocia con la extension de’'shora la
Geometria analitica, método mas acomodado y fecundo para las
eurvas:

—_

-
IH. Axiomas ¢ principios generales

Los axiomas son log mismos que en el Algebra:

1? Toda cantidad es ignal 4 si misma, :

2° Una cantidad igual puede ponerse en lugar de otraigual,

3?2 Dos cantidades que son iguales i uns tercera son izuales
entre si.

4?2 Hl todo egligual & sus partes juntas,

5% El tedo es mayor que cada una de sus partes,

6° Las partes son menores que ¢l todo.

7° Bicon cantidndes iguales se hacen operaciones igusles los
mesultados seran iguales.

1V, Sig;nos.

A=B; A es igual] 4 B A~B; A semejants 4 B

A>B; A mayor B A#4DB; A paralela s B

A< B;;A menor B <[ denota un dngulo

A+B; AmasB R un dngulo recto

A—B; A ménos B /\ denota un triangulo

A | B; A perpendicular 4 B [] denota un cuadrado

A22B: A congruente(idéntic.) con B | Retg. denota un rectingulo.

Nora, Llamamos & dos figuras semejantes, usando el signo
(~), sitienen la misma forma. Se les dice iguales con relacion al
Algebra, aplicando el signo (=), si tienen el mismo valor aun-
que no tengan la misma forma. En este caso otros dicen equi-
valentes. Finalmente, les llamamos congruentes (idénticas), unien-
do el signo de la semejanza é igualdad (22) si tienen juntamente
el mismo valor y la misma forma, de manera que se cubran per-
fectamente.

La otra denominacion hasta ahora usada puede ser exnets,
considerando golo la Geometria elemental y haciendo abstraccion
del Algebra, lo que no parece justo. Pero confrontindola con la,
del AXlgebra no. es logica, porque alli la palabra *igual” y su sig-
no (=) dicen solamente una conveniencia en el valor no en la for-
ma: asien

a*—Db?=(a-}-b) (a—Db)

se vé evidentemente que la forma es distinta, puesto que.el pri-

mer miembro es una diferencia y el segundo un producto.
Ademas serin menester leer la expresion aXb=c(d, do otro

maneva en sentido algébrico que en el geométrico: una vez “igual”
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otra vex “equivalente”, lo gue werto ne conviene.

Finalmente los antignos matematicos de Espafia usaban Ia
palabra “ignal” para denotar dos fignras que tiemen la misma
Area ammgue no la misma forma. (Véase Kresa S. J. catedritco
de Maiemiticas en el Colegio imperial de Madrid 1689).

Por esto hemos rvestitnido & la palabra “igual” su antiguo
sentido matematico, € introducido Ia otra ‘“‘congruente,” que tam-
bien se usa en Ia lengua latina, italiana, inglesa, alemana &n. Lia
cuestion es matemaitica no filologica.

V. Método.

En la Geometria como en cada ciencis avericuamos las pro-
piedades por medio de la demostracion. Las definiciones y axio-
mas constituyen el fundamento de las demostraciones. Una verdad
asi demostrada se llama teorema y sivve para demostrar otros
teoremas.

La demostracion pnede ser directa 6 indirecta: direcfa si
demosiramos Ia verdad propuesta, pero indirecfa si demostramos
la imposibilidad del contradictorio.

Las demostraciones deben ser geométrieas y no puramente
algibrieas, es deeir, no por verdades gue principalmente sirvan
pora las cantidades diseretas.

Por ejernplo, no parece biem ¢l apliear inwediatamente el teo-
rema de las proporciones muméricas: “El producto de los térmi-
nos medios es igual al producto de los extremos,” diciendo: “lne-
go en una proporcion de lineas recias el rectangule formade
de los términes extremos &.” La razon es evidente, pues la Geome-
iria es una ciencis independiente del Algebrs, sunque tiene nns
intima conexion com aguella.

Con eso no diremos gueno se pueden splicar verdades que
52 han demostrado em general de todas Ias eantidades, sean nu-
mérieas, geométricas i olras, aunque se txaten especinlmente en
el Algebrs; con fal gque Ja demostracion sea scomodnda i la in-
dole de Ia Geometria elemental.

En eadn teorema podemos distingwir hipolesis y tesis; In
hipotesis espresa el sujelo completo, ¥ Ia tésis el predicado dela
proposicion. Muchas veces el sujeto completo se enuncia como unm
condicion ¥ poreso se Hama hipotesis.

Es costuabre pomer covolarios, sme som verdsdes, gque se
signin inmedistamente del {eorema propuesio; pers s estas ver-
dades se sguieran wedintamente, aunque es uiil ¢l sberlas, no
S0m ¢ de grande imporiancia.

¥l oridem de los teoremas exige no solo una logics ecomse-
coemeia smo gue naturalmente se sueedan unoss ofros; M esto
fulin habud solo aglomeracion de verdades matemiticas.

Amngue In Geomedrin sea absolmtamenie completa trstando
sodos Ios teowezuns, pewo no es pesfectn 52 faltan los problerss,
gm' elementales, pues eonstilwyen una parte integralde Is

scmedria.
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Un problema geométrico exige determinar grificaments por
cantidades dadas una figura geométriea; puede ocurrir el cons-
truir, por ejemplo un tridngulo, como tambien trazar lineas, de-
terminar angulos y puntos.

La solucion de los problemas no ha de ser puramente meci-
nica sino sobre todo cientifica, asi abraza cuatro partes:

1* Andlisis, que descubre el modo de ejecutar la construecion,
indicando las relaciones entre las cautidades dadas y constru-
yendas,

2% Construccion que ejecnta lo que se ha propuesto.

3* Demostracion, que manifiesta ser verdadera la solucion que
ha dado la construecion y no presenta dificultad alguna si el ana-
Jisis €8s buena.

42 Determinacion, que averigua las condiciones con las cua-
les el problema es posible, y cuintas soluciones diversas tenga,

La construccion yla demostracion son partes esenciales. Il
andlisis es necesario en los problemas mas dificiles, pero general-
mente no es en los elemental es, porgue en estos el modo de cons-
truir es masd ménos manifiesto. La determinacion supone mu-
chas veces la trigonometria y un manejo practico en las formulas
trigonométricas, luego no #e exige sino & los discipulos aprove-
chados.

e B B ——— —— -



PARTE PRIMERA.
GEOMETRIA PLANA.

CAPITULO 1.

Relaciones entre lineas rectas.

§. 1° ANGULOS.

Explicaciones. ' '
1? Se llama dngulo la magnitud de la inclinacion de dos rec-
tas que concurren ¢n un punto. Las rectas se llaman lados y.

el punto de concurso vértice. Elangulo se designa por tres letras,

6 por una letra. (fig. 1) <(CAB, <[ @, <[A, si no hay equivo-

c:.acion.

La magnitud de un éngulo dependede la inclinacion de los,

lados y no de la magnitud de estos.

2% Se llaman angulos adyacentes los gue tienen un lado co-
mun y los otros dosen linea recta {(fig. 2) </ BAC y CAD.

3% Un dngulo que esigual 4 su adyacente se llama éngulo
recto (fig. 3) <CBAC, :

4% Por' analogfa se llama (fig. 3) la recta, BAD, respectiva-
mente 4 un punto A angulo tendido. ' '

5% 8i dos rectas se cortan, forman dngnlos opuestos por el
vértice, los que tienen el vértice comun y sus lados respectivos en
linea recta(fig.4) a y y; Sy 6.

6% Los dngulos adyacentes tambien se llaman suplementa-
rios, porque, como veremos, la suma de dos dngulos adyacentes
es igual 4 dos rectos. :

7% Dos éngulos cuya suma esigual 4 un recto se llaman com-
plementarios (fig. 5) ay £. |

8" Todo angulo menor gue un recto se llamaagndo (fig. 4).

<[ a, sies mayor que un recto se llama obtuso (fig. 4) < 4. Ademas
se dividen todos los dngulos en cOncavos y convexos: coOnenvos

S —————

et
los que son menores que dos rectos (fig. 4) @y f; convexos los que
gon mayores que dos 1cctos (fig. 6) <L /4.
9" Una recta que forma con otra un dngulo recto, s dice
perpendicular 6 normal 4 esta (fig. 3) CA | BD. ;
10* Bisectriz de un dngulo es la recta, que e divide en dis
partes iguales (figi 7) DB bisecttiz de <[ABC.

Teor. 1. (fig. &) Todos 168 dngnlos rectos son iguaies‘.

Hip. LABC=Ry <[A'B'C'=R;
Tes. <L ABC=A'B'C

Dem. Prolongados los lados CB y (/B/ sobre B y B’ y po-
niendo B’ en B, de modo que B/C’ siga In direccion de BC y por,
consigniente B'D’ la de BD (Introd. I, 6. cor. 2), decimos que B’A’
coincidira con BA; porque cualquier ofra posicion de B/A’ por
ejemplo, como en la figura BA’ es imposible, puesto que seria:

. <TABC<CABC ,
ademan SCA'BOZA'BD y <{ABC=AED (hip.)
luego <FA’'BD<ZABD lo que es absurdo.

Cor. Un dngulo tendido es igual & dos réctos.
Teor. 2. ('ﬁg.'ﬁl). La suma delos angulos adyacentes es igual
# dos rectos.

Hip. <IBAC y <{CAD son adyacentes 6 BAD lines recta.
Tbs. < BAC--CAD=2R.

Dem.” Siendo EA | DB serd < BAE=FAD=R

de donde: %}:BAE-{— EAD=2R
pero: @[BAC—FCAD:BA'E—FE AD
luego <[BAC}+UAD=2R.

Cor. 1? La suma de todos los dngulos que se pueden formar
& un lado de una rectn y que tengan el mismo vértice es ignal
& 2R. La demostracion es la misma que en el teor. :

Cor. 2° La suma de todos los dngulos formados al rededor

. de un punto es igual 4 4R; pues prolongando un lado c¢ualquiera

tendremos que valdran tambien 2R los angules formados por la
parte inferior del lado prolongado, y como los de la superior va-
len tambien dos rectos, todes juntos valen 4R.

Cor. 3? Si la suma de dos dngulos que tienen el vértice y el
lado medio comun, esigual 4 2R, los otros dos lados estardn en
linea recta (fig. 10). Siendo a+f#=2R, y prolongando BA sobre
A, el dngulo que resulta es necesariamente <, porque debe
ser un dngulo que afadido al <fa sea iguald 2R
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i f i 1 bien
or. 3. (fig. 10). Si dos dngulos son iguales, seran tam
igt:m!Ese fus dngulos respectivamente adyacentes.

Hip. 1° <{a=d', 2° &, iy ', [’ ingulos adyacentes.

Tes. <[ pi=p"

Dem <La-}-f =a'++f=2R (hip.)
pero Ja=a
lnego <[ fi=f".

Teor. 4. (fig. 11). Angulos opuestos por el vértice son iguales.

Hip. <{ay o', <[By (' son dngulos por el vértice opuestos.
Tes. <;fa'==a‘, < fi=p" :

Dem. parte 1* <La+ f=2R=a'1-f (1.2)

luego <La=a’
parle 2% a4 ﬂiﬂRzg-}-a (L.2)
luego < f=p

Tesr, 5. (fig. 12). En un punto de una recta no piede levan-
tarse mus que una sola perpendicular.

Tes, Si CD | AB no lo sera CD’

Dem. 8iCD | AB se sigue que<DCB=R
luego i T < D'CB<LR y%)'CA>R
luego CD’ nunca es perpendicular 4 AB.

§. 2° RECTAS PARALELAS.

licactones. 4 1
fiz)i)os rectas se llaman paralelas si tienenla misma direc-
cion, es decir, si la una es la nerma para la otraen su situacion.

Cor. 1. Por un punto fuera de una recta no se puede trazar
sino una sola paralela & esta, porque Ia rectatiene una sola di-
rm%?m 2. Si tenemos una recta situada en un plano y tomamos
en dicho plano un pucto, la recta que pase por este punto y sea
paralela a la dada, estard todaellaen dicho plano.

Sino fuere evidente sirva para demostrarlo:

La extension de un plano es la misma en todas sus partes
¥ en el mismo sentido; pero si la recta tra_.zadn no aﬂ-tuv;era en
este plano, el plano no tendria su extension del mismo modo
que la tiene en la parte donde se halla la primera recta, porque
no podria tener en esta parte la misma direccion.

e

Cor. 3. Dos rectas paralelas no se pueden cortar por mas

que se prolonguen, porque dos
misma direccion.

rectas que se cortan, no tienen la

2* Las rectas no paralelas se llaman convergentes 6 diver-
gentes: convergentes cuando se aproximan, divergentes cuando

Be separan.

3" Dos rectas cortadas por una tercera forman 4 pares de
fingulos correspondientes, de alternos y de opuestos (lig. 13},

Correspondientes son: a, @

’ internos a8 D,
AIternoa:{ = ek

externos d. .8

h_.,6' (-'—‘V d’—d“ L]
internos a,» b4

Opuestos: AT
externos e,a q_ﬁ

Los correspondientes tienen posiciones respectivamente ge-
mejantes, los alternos totalmente contrarios, los opuestos tienen
posiciones contrarias solo relativamente 4 las rectas cortadas.

Teor. 6. (fiz. 13). Si una recta corta i otras dos, de modo que
dos dngulos alternos scan iguales, tambien los otros alternos y
los correspondienteslo serdn, y la suma de los opuestos es igual &

9R.
Hip. %[a: 4.
Tes. parte 1* <[b=y, d=a,

e=4.

parte 2* <[a==a, b=4, c=y, d==4.
parte 3* <(a+4 y=2R, b+d=2R.
c-a=2R, d+ f=2R.

Dem. para la parte 12 b=y

e+h=p+6=2R
pero a=4d (hip.)
luego b=y

para la parte 8% ay=2R
-4-y=2R (L. 2)
pero a=0d (hip.)

luego a|y=2R

para la parte 2° a=—a,

a=4d (I 4)
pero  a=d (hip.)
luego a=a.

Las demas demostraciones se-
ran un buen ejercicio para los
discipnlos.

Cor. Bi una ecuacion en I tésis propuesta ticne lugar, todas

lug demas ecuaciones lo tendrin

[Es un buen ejercicio

tambien.

para los discipulos|,
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Teor, 7. (fig. 14). Si una recta corta 4 una de dos paralelas
eortard tambien dla otra.

. Hip. AB+DE y CF corta DE en C.
Tes. CF prolongada cortari AB.

Dem. Supongamos las tres rectas indefinidamente prolongadas,
¥ veremos que para que todala parte infinita de la recta CE pased
la parte superior de CF, es necesario que ln CE varie su direccion
primiiva: puesto que para estar sobre CF serd menester que lu
CE mnde sudireccion relativamente 4 CF.
rn moviéndose solamente CE paralelamente 4 si misma
hasta coineidir con AB, no ha variado In direccion relativa entre
CE y CT. porque no se ha hecho en CE alguna mudanza en la
direccion, sino solamente en el lugar.

Linego toda la parte de la recta CE no ha pasado & la parte
guperior de CF, ypor eso estard OE cortada por CF tambien en
su nueva posicion, es decir en la recta AB; luego CF corta AB.

Teor. 8. (fig. 14). Nidos rectas, por mas que se prolonguen
1o s¢ encuentran, son paralelas.

Hip. ABy DE no se encuentran &a.
Tes. AB+DE.

Dewm. Sino fuese DE+ AB podria trazarse en un punto C de
In recta DE una paraleln a AB, sen CI7, luego cortaria segun el
Teor. 7 ED 4 la recta AB, lo que ed contra la hipotesis.

LY

Teor. 9. (fig. 15). Si una recta corta 4 otras dos de modo
que los dngulos alternos sean iguales, las dos rectas son paralelas.

Hip. <Ta=3é.
Tes. CDEC'D.

Dem. Porqne sia==4d, tambien serd b=y (I. (), luego las dos
figuras DABD' y C('BAC son idénticas, porque tienen todos sus
elementos iguales y de la mismm manera colocados; y por eso
810D y D' se cortarian 4 la derecha de AB, tambien se corta-
rian & la izquierda; pero esto es imposible, Inego no se pueden
cortar en parte alguna.

Cor. 1. Lo mismo tendremos si losdngulos correspondientes
son iguales, 0 sila suma de dos dngnlos opuestos es ignal & dos
rectos; porque en esta hipotesis serin tambien los angulos al-
ternos iguales (L 6. Cor.)

Cor. 2. Dos rectas perpendiculares 4 una tercera son parale-
las, puesto que forman dngules correspondiontes ignales.

Cor 3. Por un punto situado fuera de una recta, una sola
perpendicular puede bajarse & dicha recta; porque =i hubiera

et el

ademas de csta otra, ambas serian paralelas (Cor. 2), lo que es
absurdo.

~ Teor, 10. (ig. 16). Si una recta corta & dos paralelas, los
angulos alternos y correspondientes son iguales; la suma de los
opuestos es igual d dos rectos.

Hip. AB£A'B,
Tes. <] fl=a &a.

Dem. No siendo < fi==a sea < b=a, luego seria CD+AB y
habria por un punto 'k dos reetas paralelas & AB; lo que es ab-
surdo. Pero silos alternos son iguales, tambien los correspon-
;lieuéo_([:,s( )]u seran, y la suma de los opuestos serd igunal 4 dosrec-
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Cor. Una recta perpendicular & una de dos paralelas es tam-

bien perpendicular i lg otra (fig. 17).

Teor. 11. (fig. 18). Dos rectas paralelas 4 una tercera son pa-
ralelas entre si-

Hip. AB+EF y CD+EFT.
Tes. AB£CD. :

Dem., Sie)%lo GH la secante de tres rectas tendremos:

<La=y y < f=y (I 10), lnego <Ca=f
de donde AB#CD (I. 9 cor.).

§. 3° CONSECUENCIAS ACERCA DE LOS ANGULOS
CONSIDERADOS EN SI Y EN LAS FIGURAS.

Explicacion.

Las figuras de que tratala Geometria plana son especial-
mente las que estin terminadas por rectus, luego: el tridngulo
que es una supertficie totalmente limitada por tres rectas, el
cuadrilitero, que es una superficie totalmente limitada por cuatro
rectas, y en generil los poligonos, esdecir, superficies planas to-
talmente limitadas por rectas, son objeto de la Geometria.

Las rectas se llaman lados, la suma de todos los lados peri-
metro, y el punto donde concurren dos lados, se dice virtice;
luego los poligonos tienen siempre tantos vértices, enantos lados.

L recta que une dos vértices no adyacentes, se llama diagonal.

Los poligonos se dividen en convexos y concavos: convexos
(fig. 23) aquellos 012(0 perimetro no puede ser eortado por una
recta mas que en dos puntos, concavos (fig. 24) cuyo perimetro
puede serlo en dos y mas puntos.
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Para distinguir los poligonos de mas de cuatro ladoes se di-
cen poligonos con’ cinco, seis, siete &a (n) lados; 6 pentigono el
que tiene cineco, exdigono el que tiene seis, deeigono el que tiene
diez, pentedecagono el que tiene quince lados,

Nora. No pondremos un capitulo especial de los poligonos en
general, porque sus propiedades elementales son consecuencias
imediatas de lasdel triingulo.

Teor. 12. (fig. 19). Dos dngnlos formados por lados respecti-
vamente paralelos son iguales 0 suplementarios.

Caso primero: los lados son paralelos dos & dos en un mismo
sentido.

Hip. AB+A'B!, AC+AC.
Tes. <{BAC=B'A'C.

Dem. Jiintese A con A’ y serdn:
<[BAD=B'A'D (I, 10.)

¥ <JCAD=C'A'D
Inego: BAD—CAD=B'A'D—C'A'D
es decir: BAC=B'A'C’

Caso segundo: los lados paralelos tienen sentidos opuestos.
Dem. Formando del dngulo B’A’C’ el dngulo opuesto por el
vértice EA'F, tendremos la condicion, y poreso <{ BAC=EA'F.

Caso tercero: dos lados paralelos tienen el mismo sentido, y
los otros dos sentido contrario.

Dem. Formando del éngulo B'A’C’ el éngulo suplementario
B/A’E, tendremos la condicion, y poreso <[ B'A’E-+BAC=2R.

Teor. 13. (fig. 20). Dos fingulos formados por lados respec-
tivamente perpendiculares son ignales 0 suplementarios.

Advertencia. Tomemos el caso mas sencillo, esto es que los
virtices coincidan en un mismo punto, y los lados sean perpen-
diculares como en la figura .

Hip. DB | AB y EB | CB
Tes. <TABC-+EBD=2R

Dem. < ABC+CBE+ EBD-|DBA=4R (L 2. cor. 2].
pero: & <CBE=R y </DBA=R (hip.)
luego: <JABCH+EBD=2R

Acerca de los ofros casos sabemos que todos los fingulos,
cuyos lados son perpendiculares & las rectas AB y OB, tienen
sus lados paralelos & los del dngulo DBE (L 9. eor. 2), y por eso
son iguales 6 suplementarios del ingulo DBE (I. 12). Pero un irgu-

e
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lo que es suplementario de dngulo DBE,es ignal & <TABC, y el que
esigual 4 < DBE, es suplementario de <{CBA. ~ W

Por ejemplo, < HFG es suplm. de DBE, luegoignal 4 ABC
¥y  <[HFJ esigual 4 DBE, luego suplementario de ABC.

Nora. En un caso especial es ficil determinar si son suple-
mentarios 0 iguales.

Teor. 14. (fig. 21). La suma de los tres éngulos de un trian-

~ ,8ulo valen juntos dos rectos.

Tes. a+ f+}y=2R.
Dem. Trazando por el punto C la recta MN paralela & AB

tendremos:

a=a’ y =4 (L 10)
ademas: a'+4-y+ ' =2R (L 2 cor. 1)
luego: a—y - f=2R.

Cor. 1. Un tridngulo no puede tener mas que un dngulo rec-
to u obtuso.

Cor. 2. Dados dos dngulos de un tridngulo se eonoce el
tercero.

. Teor. 15. (fig. 22). Los féngulos de un cuadrilitero valen
juntos cuatro rectos. \

Tes. <(B+4D+BCD++DAB=4R,
Dem. <TB+BCA-BAC=2R (L 14).
;iﬂ) (I 14)

¥ ACD+CAD=2R
luego D +(BCA4-ACD)-(BACHCAD)=4R
0 B+-D +BCD-}-BAD=4R.

. Teer. 186. (fig. 23). La suma de todos los éngulos de un po-
ligono convexo con (n) lados es igual & (n—2) veces dos rectos.

Dem. En un poligono convexo con (n) lados se pueden tra-
zar deun vértice (n—2) diagonales, que dividirdn todo el poligo-
no en (n—2) tridngulos, cuyos dngulos componen los del poli-
gono. Pero los dngulos de cada triangulo valen juntos dos rectos.

_ Luegola suma de los dngulos de todos los tridngulos 6 del
poligono es igual 4 (n—2) veces dos rectos. (Véase la fig. 23).

Cor. (fig.24). La suma de todos los dngulos de un polfgono
céncavo con (n) lados es tambien igual 4 (n—2) veces dos rec-
tos. La demostracion general es un poco complicada; pero en
casos concretos puede ficilmente descomponerse en (n—2) tridn-
gulos. (Véase la fig. 24).
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CAPITULO Il

Tridngulos.

» PROPIEDADES DE LOS LADOS Y ANGULOS EN
i UN TRLANGLLO.

Jrplienciones.

1J'.' ]Su.bemos ya que el tridngulo es una figura plana totalmen-
te limitada por tres rectas. ' .

28 ]-!m,? es uno cualquiera de sus lados; vértice el punto de
interseccion de los otros dos; aliura la perpendicular bajada desde
el vértice & la base 0 su prolongacion.

3" Un triangulo es :zquihjtera, si tiene todos sus tres lados
iguales, isdsceles, si tiene dos lados iguales, y escaleno, si todos
los lados son designales. L !

4* Un tridingulo se llama rectdngulo, sitiene un angulo recto,
obfusdngulo, si un Angulo es obtuso, acutdngulo, si todos los angu-
los son agudos. : "

5t E%s lados que en el tridugulo rectingulo forman el angulo
recto se llaman cafelus, y el lado opuesto -al dngulo recto hipo-
tenusa. [

6" Un 4ngulo externo de un. tridngulo se forma por un lado
del triingulo y la prolongacion de otro; luego es suplementario
del dngulo interior adyacente.

Teor. 1. (fig. 25). Il angulo externo de un triangulo es igunal
4 la suma de los dos dngulos opuestos interiores.

Tes. < DCB=A4B.

Dem. <[ A4 B+ACB=2R(L.14)
ademas: <(DCB--ACBE=2R
de donde: < DCB-+ACB=A-+B--ACB
luego: < DCB=A-B. .

Cor. Los dngulos agudos de nn tridngulo rectingulo son
complementarios.

Teor. 2. (fig. 26). En un tridngulo isosceles se oponen i los
lados iguales angunlos iguales. :

Hip. AC=BC.

Tes, q.&:B

Dem. Siendo CD la bisectriz del fingnlo ACB, y haciendo
que gire el ACDB al rededor de CD, coincidird BC con AC, por-
que el dngulo BCD=ACD y BC=AC, y por eso tambien DB
con DA (Introd. I. 6 cor. 2); luego coineidird el dngulo B con A,
es decir, el dngnlo A=D.

Cor. Un fridngulo equilitero es tambien equiingulo, y cada
ingulo igual & 3R,

. * Teor. 3 (fig.27). En todo tridngulo & mayor lado se opone

mayor angulo.

Hip BC>AB.
Tes. <IBAC>BUA.

Dem. Tomando BD=BA y uniendo D con A tendremos: ‘
<[BDA=BAD, pero <{BDA>BCA (IL 1)
luego <{BAD>>BCA y mucho mas 1o serd el ingulo BAC.

Cor. Solo el dngulo; que se opone al mayor lado puede ser
obtuso ¢ recto. / ’

Teor. 4. A los angulos iguales de un tridngulo se oponen
lados iguales.

Dem. Si un lado opuesto faera mayor que otro, el angulo
respectivamente opuesto seria mayor (IL 3), lo que es contra la
hipotesis.

Teor. 6. En todo tridingulo 4 mayor dngulo se opone mayor
lado.

Dem. Se opone al dngulo mayor 6 mayor lado 6 igual & me-
nor; no puede ser igual, véase el Teor. 2, tampoco menor por ser
contra el Teor, 3, luego mayor,

Cor. 1. En todo triingulo rectingulo la hipotenusa es el lado
mayor.

Cor. 2. La distaicia mas corta entre un punto Y una recta
es la perpendicular que los une; porque toda otra recta serdi hi-
potenusa en un tridngulo, cuyo cateto es la perpendicular (fig. 28).

Teor. -6 fig. 20). En todo tridngulo un lado es menor que
la suma de los otros dos y mayor que su diferencia.

Zes, parte 1" AC<ZAB-BC; parte 2* AC>BC—AD.
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Dem. parala parte 27

Sea BA”=BA
luego <{BAA"=AA"B (II 2)
luego: AAB<ZR (I.14cor.1)

Dem, para la parte 1*
Prolongando OB hasta A’
de modo que BA'=DBA serd:
<[BAA'=BA’ANII 2)

ademas: <[ CAA’>BAA/ » CA"A >R

lnego: <[CAA’>>BA’A , CA”A >>CAA"
luego: CA’ >AC (IL 5) o AC —>CAY

0 AB4BC >AC 0 AC >CB—AB.

Cor. 1 (fig. 30). Si dos triingulos tienen un lade comun y
los otros dos hicia un mismo frente, de .modo que el uno com-
prenda al otro la suma de los lados que mas se apartan del comun,
es mayor que la de los mas proximos,

Dem. Prolonguese AD hasta cortar BC en E y sera:
AD+4-DC<ZAD+4DE+EC<AB+-BE4-EC

o AD+4-DC<ZAB+-BC

Nora. <{ADC>AEC>>ABC.

Cor. 2 (fig. 31). Si dos poligonos convexos tienen un lado
comnn y los otros hécia un mismo frente, de modo que ¢l uno
comprenda al otro, la suma de los lados que mas se apartan del
comun es mayor que la de los mas proximos,

‘Decimos ACHCD+-DB>AE+EF4FG+GB.

Dem AC+CH >AE+EH
EH+HD+DJ >EF--FJ
FIHIK >FGHGK
GE+EB>GB

luego: AC+HCH--EH-+HD+4DJ4FI4IK+GKAKB
>AB+EHAEF-H1HFG+GK+GB
Iuego: AC+C0D+DB>>AE-EF+ FG 4 GB.

§. 5° CONGRUENCIA (IDENTIDAD) DE LOS TRIANGULOS.

Ezpl. Dos poligonos se llaman congruentes (idénticos), si
gobrepuestos coinciden, y 1pm- ‘eso tienen todos sus elementos res-
pectivamente iguales y del mismo modo dispuestos.

L P

“Respecticamente iguales” denota solamente que un elemento en
uno esigual 4 un elemento en otro.

Teor. 7. (ﬁg._32). Dos tridngulos son congruentes si tienen
dos lados respectivamente iguales é igual el dngulo comprendido.

Hip. AC=A'C, AB==A'B', JA=A".
Tes. \ABC2A'BC.

. Dem. Colocando el vértice A’ sobre A y A'C’ sobre AC caera
A B’ sobre AB, por ser iguales los dngulos A’ y A y los lados
A'B’'y AB (hip.); luego los tres vértices del AAB'C coincidirin
con los del /\ABC, y poreso AABC=A'B'C.

Cor. Para la congruencia de los tridngulos rectingulos, basta
que tengan los catetos respectivamente iguales.

Teor. 8. (fig. 32). Dos tridngulos son congruentes si tienen
un lado igual y los dngulos n.djmccntes respectivamente iguales.

Eip. AB=A'B!, <{A=Af y B=B".
Tes. N\ABCz<A'B/C.

Dem. Colocando A'B’ sobre AB de modo que coincida A’ econ
Ay B con B, seguird A'C’ la direccion de AC y B'(' lade BC,
por ser el ingulo A'=A y B'=B; luego el fercer vértice ¢/ coin-
cidird con O por ser el punto de la interseccion de AC y BC,
luego AABCZ2A'B! (V.

Cor. Para coincidir los tridngulos reetingulos, basta que ten-
gan respectivamente iguales la hipotenusn y un dingulo agudo.

Teor. 9. (fig. 33). Dos tridngnlos son eongruentes, si tienen
los tres lados respectivamente iguales.

Hip. AB=A'B, BO=B'C’, CA=C'A".
Tes. AABCZA'BIC.

Dem. Siendo AB ellado mayor en el AABC y por eso A'B’ el
en el A\ A/B'C’ sabemos que los dingulos Ay Bsonagndos (I 3 cor.),
luego tambien A’ y B lo serin.

Ahora coloquemos A’B’ sobre AB,de modo que coincida A’
conAy B’ con%B, y que caign el vértice ¢’ 4 difercnte lado que
C; luego serin <{CBC'<72R y CAC'<Z2R y por eso la recta CC'
cortara & AB.

Asi dispuestos los tridngulos daran:
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BC=BC" y AC=AC’ (hip.}

luego: <(C'CA=CC'A y C'CB=CC'B (II 2).
luego: <[C'CA-+C/CB=CC'A+ CCB.
es decir: @:ACB:AC’B:A’C’B’.

Luego tenemos dos tridngulos que tienen dos Iadosrespecti-
vamente iguales ¢ igual el ingulo comprendido, y por tante son
congruentes (IL 7). . »

Cor. Para coineidir los tridngulos equiliteros, basta que ten-
gan un lado respectivamente igual.

Teor, 10. (fig. 34). Dos triingulos son congruentes, si tienen
dos Iados respectivamente iguales & igual el aingulo, que se opo-
ne al mayor lado.

Hip. AC=A'C’, BC=B'C, <(B=B
ademas AC>BC y A'C’>B'C.

Tes. NABC=A'B'C'.

Dem. Pongamos el < B’ sobre B de modo que B'C’ se ajus-
te con BC, luego (' caerd en C, por ser B'C'=BC (hip), y B'A’
seguird Ia direccion de BA; ahora digo que A’ caera precisnmente

sobre A, yno 4 la derecha en D, ni 4 la izquierda en D’; pues si
no lo fuese,

gea 1?7 A’ en D; de donde: \ 0 sea 2° A’ en D/; de donde:
OD=C'A’=CA OD'=C"A’'=CA
Iuego <[CAD==CDA luego <(CD’A=CAD’
pero < CDA>B (II1) pero <(CAD'>B (II1.)
luego < CAD>B luego <{CD’A™>B
luego CB>CA (II5.) | luego CB>CD/’ (IL 5.)

e
lo que es contra lahipotesis | 0 CB>CA
lo que es contra la hipotesis.

| Luego caerd precisamente A’sobre A y por eso
ANABC=ABC.

Cor. Dos trifingulos rectingulos son congruentes, si ticmen
respectivamente iguales la hipotenusa y un cateto.
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§ 6? RELACIONES ENTRE TRIANGULOS QUE TIENEN
COMUNES SOLO DOS ELEMENTOS.

Teor. 11. (fig. 35, 36, 37). Si dos tridngulos tienen dos la-
clos respectivamente iguales y desigual el dngulo comprendido, el
tercer lado serd tambien designal y de los dos, mayor el que se
oponga i mayor ingulo.

Hip. AB=A'B/, BC=B'C, @:ABC>B'.
» Tes. AC>AC.

Dem. Poniendo el tridngulo A'B’C’ entre ABC, de modo qua
caign A’ en A y B/ en B, caerd la recta B'C’ por dentro del déngulo

ABC, por ser el dngulo B'<”ABC; y el punto €’ puede tener tres
posiciones:

1* en el lado AC (fig. 35) donde es manifiesto que AC>A'C’
(_Azq rern el A ABC (fig. 36) en el punto C'.
Juntando C con C' serd ?C’:B’O’:BC
luego  <BOC'=BC'C, pero BOC>ACC;
o %(BG’C>ACC" y muchomas AC'C>ACC;
- AC>AC, esdecir AC>A'C.

3 dentro del AABC (fig. 37). Juntando C con €’ serd, por
ser BC'=BC:

<[BCC'=BC'C, lmego BC'C<R (I, 14, cor.1)
ademas <[ACB< 2R, luego AC/C>R (I. 2, cor.2)
luego @:AC'C>ACC’ lnego  AC>AC
esdecir AC>A'C'.

De otra manera: AC+CA>AC'+C'B (IT 6, cor. 1)
pero: BC=B(/, luego AC>AC.

Teor. 12. Si dos tridngulos tienen dos lados respectivamente

iguales y desigual el tercero, se¢ opondra al mayorlado el mayor
dingulo.

Dem. Los dngulos no son iguales, porque en este caso serian
los tridngulos congruentes; ademas el dngulo que se opone al
mayor lado, no puede ser el dngulo menor, porque segun el teor,
11, el lado correspondiente sexia el menor (contra hip.), luego
dicho éngulo esel mayor,
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§. 70 CONSECUENCIAS IMPORTANTES.

Teor. 18. (fig. 38). Una recta trazada en &l tridngulo isos-
celes desde el vértice hasta la base que satisface 4 una de las
tres condiciones—ser perpendicular ¢ la base, tdividir ¢ esla en
partes iguales, ser bisectriz del dngulo del vértice—satisface & las
otras dos.

Dem. 1? 8i BD | AC, serd AABD22CBD (II, 10, cor.)
2? Los mismos tridngulos son eongruentes, si AD=DC (II9.)

3° Supuesto que el ingulo ABD=CBD, tendremoslo mismo
(I1 7). Pero sabemos que en el caso de congruencia se cumplen
todas las condiciones juntamente.

Teor. 14. (fig. 39). Los puntos de In perpendicularlevanta-
da en el medio de una recta equidistan de los estremos de esta.

Hip. AC=CB y DC | AB.
Tes. AP=BP.

Dem. AACPBCP (II 7), luego: AP—BP.

Cor. Todos los puntos fuera de la perpendicular no equidistan
de dichos puntos; porque juntando un punto cualquiera M con
By A serd el dngnlo NBU=NAC, por ser NB=NA, luego el
angulo MAB™>, MBA y por consiguiente MB>MA (II 5.

Teor. 15. (fic. 40). Los puntos en la biseetriz de un fngulo
equidistan de los lados de esta. -

Hip. <CBAD=CAD y PM | AB, PN | AC.
Tes. =~ PM=PN.

Dem. En los tridngulos formades son dos dngnlos respec-
tivamente iguales por hipotesis, luego tambien: <fAPM=APN;
ademas AP es un lado comun,luego AAPMZ=APN (II 8), ¥ por
tanto PM=PN.

e~

Cor. Todos los puntos fuera de la bisectriz no equidistan de
dichos lados; porque juntando dicho punto com el vértice los
triangulos formados fuesen congruentes (11, 10 cor.}y por tanto
la recta trazada bisectriz del dingulo, lo que es contra la hipotesis.

§. 8 PROBLEMAS ELEMENTARES.

Adverfencia. Como las demostraciones de los teoremas supo-
nen ciertos principios, asi suponen tambien las construcciones
de los problemas ciertos postulados, los cuales son dos:

_ 91

1° Entre dos puntos trazar una recta determinada O inde-
terminadn.

2? Trazar con un radio dado un arco & un cireulo.

Problema 1° (fig. 41). Dados los tres lados a, b, ¢, construir el
tridngulo.

Consir. Trazada AB=n describamos desde A un arco con el ra-
dio ¢, y desde B un arco con elradio b; uniendo el punto G don-
de los dos arcos se cortan con A y B, serd ABC el tridngulo pe-
dido.

’ Dem. Supuesto que los tres puntos A, B, C no estéin en la mis-
ma recta, evidentemente tendremos un tridingulo en el cual AB=q
BC=by AC=c.

Nora. Segun (eap. IT, Teor. ) seria el probloma imposible,
si la suma de dos de las rectas dadas fuese menor 6 igual 4 la
tercera. .

Probl. 20 (fig, 42). Ln un punto A de una recta MN formar
un dngulodado 4.

Constr. Tomando en los lados del dngulo £ dos puntes C y D,
unfimoslos con la recta CD. En la recta MN tomemos AE=BD y
describamos desde A con el radio BC y desde E con el radio DO
dos arcos, el punto G- donde se corten, unimosle con A y E; el an-
gulo GAE sera el angulo pedido.

Dem. AEAG=DBC luego <[ EAG=4.

Probl. 3° (fig. 43). Por un punto dado A trazar una paralela
4 la recta dada MN. .

Constr. Juntemos el punto A con MN por una recta AB, tra-

cemos otra AC de modo que el angulo BAC=ABM y serd CD
la recta pedida. :

Dem. <IBAC=ABM, luego DC+MN (I,9.)

Probl. 4° (fig. 44). Dividir un dngulo dado BAC en dos par-
tes iguales.

. Constr. Tomando AF=AE describamos desde E y F con el
mismo radio dos arcos que se corten en G; juntemos G con A, y
la recta AG serd bisectriz del angulo BAC.

Dem. Juntando el punto G con EyF seri:
AAFGAEG (I19).
luego < FAG=FAG
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Prabil. 5. (fig. 45). En un punto dado A de una recta MN le-
vantar una perpendicular & esta.

Constr. Tomando AD==AC y describiendo desde D y C con
« wun mismo radio dos arcos que se corten e¢n E, juntemos E con
Ay sera EA | MN. :

D:m. A EAD=EAC (II 9), luego: <{EAD=EAC=R.

Probl. 6° (fig. 46) Desde un punto C fuera de una recta AB
bajar una perpendicular ﬁ._ esta.

Constr. Describamos desde C un arco, que corte & AB en
dos puntos By I, y desde E y F otros dos arcos de ignal ra-
dio, que se corten en G, y juntando C con G- serd CG | AB.

JDem. Jantese Coon B y F, ademas G eon E y F, y ten-
dremos:

AECG=FCG (IT19.)  Ilnego: < ECD=FCD
ademas /AECF isoscele, luego: CD | EF (II. 13).

Probl. 7. (fig. 47). Dividir una recta dada AB en dos partes
iguales..

Constr. Describiendo desde A y B con un ‘mismo radio arcos,
que se corten en C, y con otro radio desde los mismos puntos ar-
cos que se corten en E, jintese C con It hasta cortar AB en D
y serd AD=BD.

Dem. NACEXBCE (IL 9), luego: <[ACD=BCD.
ademas AACB isosceles, luego: AD=DB (IL 13).

Prabl. 8. (fig. 48). Dividir un dngulo recto ABC en tres partes
5.

i

Consir. Tomando en el lado BC un punto cualquiera E deseri-
banse desde B y E con el radio BE dos arcos, que se corten en D,
jintese D con B y trazada la bisectriz BF del dngulo DBE,
f]ivxﬁirﬁ.n las rectas DB y FB al dngulo recto en tres partes
ignales.

Dem. /A\BDE es equilitero (Constr.) luego: <{DBE={R
(IL. 2 Cor.) lnego <CDBA=% R ¥y por ser BF biscctriz del dngulo
DBE seri tambien < DBF=FBE={ R.

|
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CAPITULO IIL

Paralelégramos.

§ 9 PROPIEDADES,§UND.{BIENT.EES.

Lrplicaciones.

1* Se llama paraleligramo el cuadrilatero, cuyos lados opues-
tos son paralelos.

2% Un paralelogramo, que tiene todos los dngulos rectos es
un rectdngulo; y serda cuadrado, si tiene ademas todos los lados
iguales.

3% Un paraleldgramo sera un rombo si tiene los lados ivuc-
les ylos dngulos adyncentos designales. v

4% Se Mama romboide el paralelogramo, euyos lados son
desiguales como tambien los dngulos adyacentes.

5t Trapecio es un enadrilitero, que tiene doslados paralelos
y otros dos no.

6" Trapezoide es el cundrilitero, qua notiene lados paralelos,

T¢ Altura de un paralelogramo es la perpendicular entre los
lados opuestos, los cuales se llaman enténces bases.

8% Allura de un trapecio es la perpendicular entre sus la-
dos paralelos.

i s'f:?g;l }iegﬁ.g. 49). En todo paralelogramo los dngulos opues-
Hip. ABCD un paralel’gramo.
Tes. <{A=C y B=D.
Dem.  A4-B=2 R. (I 10) | D4-A=2 R (L 10.)

: iiD—..—ﬂ: —II—ti) C4+D=2 R
uego B= D-4A=(4D

. Teor- 2. (fig. 50). La diagonal divide al paralelogramo en dos
triangulos congruentes.

Mip. ABCD paralelogramo y DB diagoual,
Tes, \BCD2DAB
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Dem. <{BDA=DBC y <(ABD=CDB (i. 10) y BD un la
do comun, luego ABAD=DCB" \IL. 8).

Teor. 3. (fig. 50). En todo paralelogramo los lados opuestos
gon iguales.

Hip. ABCD un paralelogramo
Tes. AB=DC y AD=BC.

Dem. Trazada la diagonal Bb serd,
/ABAD2BCD (IIL 2)
luego AB=DC y AD=BC

Cor. Dos parulelas tienen igual distancia en toda su exten-
sion, puesto quetrazados dos perpendiculares entrelas paralelas
forman con estas un paralelogramo (Def. 1%).

Teor. 4. (fig. 51). Los diagonales del paralelogramo se divi-
den matuamente en dos partes iguales.

Tes: AO=0C y BO=0D.
Dem. AB=DC (IIL 3)<LOBA==0DC y <{0AB==0CD(I. 10)
luego  AAOB=COD luego: AO=0Cy BO=0D.

Teor. 5. Un cuadrilatero seri paralelogramo:

17 Silos angulos opuestos son iguales.

2° Hidoslados opuestos son iguules y paralelos.

3% Silos lados opuestos de dos en dos son iguales.

4° Si soniguales dos lados opuestos y dos angulos opues-
tos tambien. i

b9 Silas diagonales se dividen mituamente en dos partes igua-

R (fig. 49) Hip A=C y B=D.
Dem. A+BCED—4R (I 15)
pero A=C y B=D (hip)
luego 2A4-2B=4R y 2D+2A=AR.
0 A4+ B=2R y D4+A=2R.
¥ por eso ADZBC y AB£DC (L 9. cor 1.)

Caso 20 (fig. 50). Hip. AB=DC y AB+DC.
Dem. Por ser AB#DC seri <LABD==CDB (L 10},

—05—
luego  AABDCDB(IL 7) y por eso <[ ADB=CBD
luego ADZBC y por hipotesis es ya AB$DC.

Caso 8% (fig. 60). Hip. AB=DC y AD=B(,

Dem. AABD==CDB (IL 9)
luego ABD=CDB y <ADB=CBD
i < AB+CD y%E AD+CH (L 9)
Caso 4° (£i.49). Hip. AB$DC y <[ A==C.
L B AB4DO (hip.)
luego {A+D=2R y B4-C=2R (I. 10.
" % A-+D=B}C, )

pero por ser A=C (hip.) serd D=B, luego tenemos el caso 1°
Caso 5° (fig. 61). Hip. AO=0C y DO=0B.
Dem. A AOD22COB y AAOB==COD. (IL 7.)
luego AD=BC y AB=DC, lo que es el caso 3°.
r&ctngs?l;.ecgin(;ﬁ-o .52.} El paralelogramo que tiene un dngulo

Hip. ABCD un paralelogramo y <[{A=R.

Tes. <jiA==-=B=0mD='R.

Dem.< A4B=R, pero: <[A=R, luego: <[B=R
<(B4C=R, pero: <[B=R, luego: <L C=R
< C+D=R, pero: <(C=R, luego: =<{D=R.

Teor. 7. (fig- 52). En el recténgulo las diagonales son iguales.
Tes. AC=BD.

Dem. ABAD=CDA (IL 7), luego AC=BD.

Teor. 8. (fig. 52). Un paraleligramo, que tiene diagonales
iguales, es un rectingulo.

Hip. AC=BD
Tes. < BAD=R &a.
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Deni.  [ABAD=CDA (IL 9) luego < BAD=CDA -
ademas <[BAD+4 CDA=2R (hip.) luewo 2BAD==2R.

»

o <IBAD=R=CDA &a. (IIL6.)

. Teor. 9. {fig. 53). En el rombo las diagonalesson perpen-
diculares,

Tes. AC | DB.

Dem. N\DAB isésceles (hip.), ademas DO=0B (IIL 4},
luezo AO ! DB (IL.13.)

Cor. En el cuadrado las diagonales son iguales y perpendi-
culares; pues es un recténgulo ecpuildtero.

Teor. 10. El paralelogramo que tien# las diagonales per-
pendiculares entre si y desiguales es un rombo; pero serd cua-
drado si lag tiene perpendiculares é iguales.

Parte 1* (fig. 53). Hip. AC | DB. Tes. AD=AB.

Dem. DO=0B (II1. 4), ademas: AO } DB hip.;
lnego: AD=AB (IL, 14.)

Parte 28 Dem. En dicha suposicion el paralelogramo serd
rectingulo (III 8.) y juntamente equildtero (hip.) luego serd un
cuadrado.

Teor. 11. Dos paralelogramos son eongruentes, sitienen dos
lados respbetivamente iguales € igual el dngulo comprendido.

Dem, Por medie de las diagonales opuestas al angulo igual
los paralelogramas pueden deseomponerse en dos tridngulos
congruentes y del mismo modp, dispuestos; lmego “serdn con-
gruentes.

Cor. Dos.cuadrados soty congruentes, si tienen an lado igual,
dos rectingulos, si tienen dos lados adyacentes respectiva-

mente iguales, '
dos rombos; si tienen igunles un’ lado’y un éngulo.

§ 10 CONSECUENCIAS IMPORTANTES.

Teor. 12. (ﬁg.‘b’i.) Cuando por el punto medio de un lado do

un trigneulo ce traza una paralela & otro cualquier lado, dividiva al-

e

iercero en dos partes iguales, y la rvecta trazada serd igual éla
mitad del lado paralelo.

Hip. AD=DB y DE+AC
Tes p. 1* BE=EC, p. 2" DE=1AC.

Dem. Trazada EX 4+ AB, serds DEFA un paralelogramo, y poreso
ABDFZZEFC, por ser DE=DA=EF é iguales los dngulos ad-
yucentes, s

De donde para p. 1t BE=IC,

sPara p. 2° bE-—_FO,
ademas DE=AT (IIL 3),
luego 2DE=FCH+AF=AC 6 DE=3 AC.

Cor, La recta que une los puntos medios de dos lados do
un tridngulo es paralely al tercero; pues tirando por D una pa-
ralela &4 AC pasarda por B que es el punto medio, luego juntando
D con E, la recta tirads serd paralela i AC.

Teor. 13. (fig, 55). 8i por el punto medio de uno de los la-
dos mno paralelos del trapecio se traza una recta paralels 4 los
lados paralelos, el euarto lado quedard dividido en dos partes igua-
les; y ademas la recta trazada serd la semisuma de los lados
paralelos.

Hip. B+ AD, BE=EA y EF4AD,
Tes p. 1* CF=FD p. 2* EF=% (BC-L-AD).

Dem. Trazemos por F la recta FH+AB y prolongando FH
¥ BC hasta que se corten en G serin:

BGFE, EFHA y BGHA paralelogramos;

de donde para p. 1*: A\ GFC=HFD,
por ser BE=GF=EA=FIL y dos angulos adyacentes iguales,

luego CI'=I'D; ademas CG=HD,
Para p. 2" tendremos:

EF=BG=BC+0G
. EF=AH—AD—HD

Tuego SEF=BC+HAD por serCG=HD,
b ~ EF=# (BC+AD),

Cor. Si por los puntos medios de los lados no paralelos de un
trapecio se traza una recta, esta serd paralela 4 los otros dos la-
dos; pues tirando por E una paralela & AD pasard por el pun-
to gagdio F, luego juntande E con ¥ la recta tivada serd paralela
a :
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Teor. 14. (fig. 56). Iin todo cuadrilitero son iguales y parale-
las entre si las rectas, que unen los puntos medios de los lados ad-
yacentes de dos en dos.

Hip. BE=FEA y BF=FC
AG=GDy CH—HD
Tes. EF+GHy EF=GH

Dem. Uniendo C con A tendremos:

y EE+AC y EF=#AC (IIL 12. cor).
GH+ AC y GH=IAC :
Iuego: GH+EF y GH=EF.

Teor. 15. (fiz. 57), Las partesde una secante interceptadas
por paralelas, que equidistan, son iguales. /

/
Hip. AB 4 A’B’ 4 &a:las perpendiculares ab, ed, ef, gh sonigua-
Jes entre si.

Tes. ac=ce=eg—gi
Dem. [Aabe2dedeszefg2 ghi (I1. 8.)
Inego: ac=ce=eg=gl.

Cor. 1. Siuna recta cortada por paralelas queda dividida en
partes iguales, las paralclas equidistan unas'de otras; puesto que
tendremos los mismos friingulos congruentes.

Cor 1. Si varias paralelas dividen 4 una recta en partes igua-
les tambien dividirdn en partes iguales & todas las ofras secan-
tes; puesto que equidistan (cor. 1).

§ 11. PROBLEMAS ELEMENTARES.

Probl. 1° Construir un cuadrado dado el lado.
2° Construir un rombo dado ellado y un éngulo.
3° Construir un rectingulo dados dos lados.
4° Construirun romboide dados los lados y un dngulo.
La resolucion de estos problemas supone la construccion de
un tridngulo dados dos lados y el dngulo comprendido, lo que
es facil.

Probl. 5* (fig. 538). Construir un trapecio, dados los cuatro la-
dosa, b, cyd, siendo los primeros aybles paralelos, los otros
¢ y d los oblicuos.

Andlisis. Siendo CABD el trapecio pedido, y trazado AE 4 BD,
serdn todos los ladosdel ACAK dados:CA=¢, AE=d, CE=(b-a);
ya se vé que formado el ACAE se puede construir el trapecio.

i
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Congtr. Trazado CE=(b—a) describase desde Oy E conlos
radios ¢ y d dosarcos que se corten en A; prolongado CE has-
ta D de manera que CD=b, tirese AB+CD é igual 4 la recta a
despues jintese A con C y Beon D y serdCABD el trapecio pedido.

Dem. 1° CABD un trapecio por ser AB 3 CD (constr.)

2> tiens los lados dados
AC=¢, AB=3a, CD=Db y a$b (constr)
Inego resta demostrar que BD=d
' ED=CD—CE=b—(b-a)=a
ademas AB=a y AB+ID (constr.)

luego EABD un paralelogramo (IIT, 5 caso 2°), de donde se sigue
que AE=BD; ya sabemos por construccion que AE==,
luego tambien BD=d.

Determ. La posibilidad del trapecio depende del A\CAE, lo
que es posible si 1
1° ano es igual 4 b

i (a,_b)z;g:

Cambiando los centros para los radios ¢ y d tendremos otro
triangulo, pero congruente con el primero, y por tanto el trape-
cio que resultars sera tambien congruente con el primero.

§12. APENDICE AL CAP. IL y IIL

Los euatro puntos notables de un tridngulo.

I. (fig. 59). Las bisectrices de los tres fngulosde un tridngulo
ge cortan en un mismo punto.

Hip. OB bisectriz del <{B, OA del <IA.
Tes.OC bisectriz del @[%. rs

Dem. Siendo OD | AB y OE | BC y OF | AC,
gserd: OD=OE y OD=OF (IL15), luego OE=OF,
de donde AUVEC=O0FC (II, 10, cor.), luego OC bisectriz.
II. (f. 60). Las tres perpendiculares levantadas en los pun-

tos medios de loslados de un tridngulo concurren en un mismo
punte.
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Hip. AD=DB, DE=EC, CF=TFA.

¥ OD | AB, OE | BC.

“Tes, OF | AC.

Dem. Juntese O con A, B, C y sori:

O0B=04A y OB=0C (II, 14) luego OA=0C.

ademas: AF=CF luego: AAFOCFO
de donde: {AF{).:{.‘-FO:R 0 OF | AC,

III. (fig. 61.) Las tres alturas de un triingnlo se cortan
en un mismo punto,

Hip. BD | AC, CE{ AB, AT { BC ey (=
Ies, BD, UE, AF conewrren en un punto O.

Dem. Trazadas por A, B y C paralelas 4 loslados opuestos
s cortaran enlos puntos &, H, J, que forman un triangule, por-
que las rectas aque son respectivamente paralelas tambien lo forman,
De donde se sigue que las altyras del AABC son perpen-
diculares 4 los lados del’ AJGI;
ademas: BC=AG y BC=AJ (III. 3.) Iuego AG=AJ,
AC=GB y AC=BH ( 'y ). »' GB=BH
AB=HCy AB=CJ ( ,, ) , HC=CJ,
Luego las alturasdel”A ABC son las perpendiculares media-

nas & los lados del AJGH, y poreso se cortan en un mismo
punto (II).

Expl. La recta que en un tridngulo une un vértice con el la-
do opuesto, se llama trasversal;siva desde el véatite a la mitad
del lado opuesto se llama mediana.

IV. (fig. 62), Las medianade encuentran en un mismo punto

Hip. BE=FA, BD=D(, CG=GA
Tes. Rectas queunen A y D, C y E, B y G se cortan en
el mismo punto O.

Dem. Trazadas AD y CE, juntemos E con D y ademas
H & J los puntos medios de OA y OC entre siy con B y D y

seran:
HI+AC y HI=}AC (I 12 cor.)

S

: Luego: HJ 4 ED y HI=ED luego: EDJH un paraleldgramd
1L 5).

de donde; OD=0OH=HA (IIL. 4 ¢Lip.) 6 AO=20D=3AD
G OE=0J4-JC i 0 CC=20E=3CR

Lo que vale de AD y CE, valdrd tambien de AD y BG
pues ln demostracion es la misma, luego BG+ cortard AD en un
punto O donde AQ'=20'D =3AD, pero paratAD existe un solo
Fkuuto que tiene esta propiedad, luege O serd ol puuto O es deciy
B pasard por O.

CAPITULO 1V.

Cireiilo.
§ 13, PROPIEDADES FUNDAMENTALES,

Feplicaciones: ] ;

1% Sabemos ya; que el eirculo es una figura plens fotalmen-
te cerrada de mna cufyva, cuyos puntos todes equidistan de otro
interior llamado centro. La curva se llama circunferencia, la dis-
tancin igual del eentro radio; y una parte cualquiera de la cir-
cunferencia arco.

2 Cuerda se¢ llama todn reeta que une dos puntos de la
circunferencia, y serd didmelro, si pasa por el centro; el cual por
tanto serdigual & dos radios.

3 Secante es una recta ilimitads; que corta 41a circunferencia
en dos puntos. . (5

4 Tangente ed la recta, que aun prolongada indefinidamente
tiene un solo punto eomun con la circunferencia.

5% Sector' es una parte del circulo limitada por dos'radios y
un arco.

6% Segmento es una parte del circulo limitada por un arco y
una cuerda. 5

T Angulo central se lama aquel eauyo vértice estd en el
centro.

Cor 1. Todos los radios de un mismo eirculo son iguales;
Inego tambien todos los didmetros. - i

Cor 2. No hay mas que wa centfo en' un cireulo; porque’
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juntando en otra snposicion estos dos centros por medio de tn
difimetro comun se segniria, que los radios no fueran iguales en
un cirenlo relativamente al mismo centro. (fig. €3) Si0A=0B,
serd O'A>>0'B.
Cor. 3. Los cireulos trazados con los mismos radios son con-
. grmentes, puesto que poniendo un centro sobre otro coineidira
una circunferencia con otra.

Teor. 1. (Ag. 63) Eldiimetro divide al cireuloen dos partes
congruentes :

Dem. Doblando la parte ADB por el didmetro AB, necesa-
riamente coincidith ADB con la parte inferior, porque en otra
suposicion los radios en un mismo circulo no serian igunles,

Teor. 2. (fig. 63). El difmetro es mayor que cualquiera
otra cuerda. '

Tes. AB>FG.

Den. Juntando F y G con el centro O, tendremos:
OF+0d >FG (I1.6)
pero OFLOG=AB ltego ABD>IG.

Teor. 8. (i’fg. {34). En circunfer.cncias igpn.'les O en ?Jna.mis-
ma circunferencin dngulos centrales iguales tienen tambien igua<
les los arcos, cuerdas, sectoresy segmentos,

Hip. 0B=0B" y @:AOB:A’O’B':FOG.
Tes. are. ADB=A'D'B’; AB=A'B’
segmt. ADB=A'D'B’; sect. AOBDA=A'O'B’'D'A".

Dem. Poniendo O’ en O y O'B’ en OB, caerd O’A’en OA,
por ser <(A'0’'B'=AOB y O’/A’=0A (hip.), luego ca¢ra el ore.
A'D'B’ en ADB puesto que los cirenlos son congruentes,y A'B’ en
AB & todas las partea sobre sus correspondientes,

Lo mismo vale relativamente del dngulo FOG.

Teor. 4. (fig. 64). En circunferencias iguales 6 en una mis-
ma circunferencia arcos iguales tienen iguales los Angulos cen-
trales, cuerdas, sectores y segmentos.

= .+ Dem. Poniendo O’en O y A’O’ en AO, caeré el¥fnre. A'D'B/

EY Y en ADB por ser iguales, luego todas las partes caerdn sobre
v sus correspondientes.

Cor. El teorema reciproco vale tambitm completamente de
£ las cuerdns, segmentos, y sectores igtiales y se demuestra por me<

lio de la superposicion.
TP e i
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v Teo_r. 5. (fig. 65). Tin cireunferencias ignales O en nna misma
circunferencia & mayor arco corresponde mayor éngulo central
Y mayor cuerda, siel arco es menor que la gemicircunferencia.

Hip. are. ADB>FGE y AO=F0".
Tes. <TAOBSFOE y AB>FE.

Dem. Colocando O en O y O'F sobre OA, ademas are. FGE
en la direccion del are. ADB, caerd el punto E entre A y B
por ser are. FGE<TADB; sea v. gr. en el punto E', luego juntan-

dy E'eon O y A serin:
. 1? JFOE=AOQE’' y 2° FE=AFE/
pero <JAOE'<ZAOB y AE'<AB (II, 11)

luego <{FOE<AOB y FE<AB.

Teor. 6. (fig, 65). En circunferencias iguales ¢ en una mis-
ma circunferencia, el mayor dngulo central tiene arco mayor y
tambien mayor cuerda, sies menor que dos rectos.

Hip. <{AOB>TFO'E y AO=F0'.
Zes. are. ADB>FGE y AB>FE.

Dem. Poniendo 0'en O y OF en OA, eaerd O'E dentro

+gel. <TAOB por ser <TFO'E<AOB, sea v. gr. en OL, luego jun-

tando E’ con A tendremos:

are. ADE'=FGE y AE—FE -

ero ate. ADE'<ADB AE'<AD (II, 11
uego are. FGE <ADB zr FEgAD.( )

Cor. Lo mismo vale de las emerdas designales relativamen-

” -
te 4 los arcos y dngulos centrales, lo que se demiuestsn de la
Inlsma manera.

§ 14 PI_{OPIEDADES DE LAS CUERDAS.

__ Teor. 7. (fig. 66). El radio perpendicular & una cuerda di-
vide en dos partes iguales d estn, al dngulo central y al arco
correspondiente.

fip. OC] AB
Jes. AD=DB, gEA.OC-—_BOU ¥ are. AC=(CB

| RIBCA Py
Dem. A\AOB isosecles y OD | AB (hip.) \@&A%e;
luego _x...k ]

AD=DB y <{AOC=BOC (IL 13)

de donde arc. AC=CB (IV. 3). & ﬂ'- \\\\:_?‘
“~_CUENCA
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Teor. 8. (fig. 68). El radio que divide & wuna auetds o dod
partes iguales, es perpendicular & esta.

Fap. AD=DE
Tes. OC| AB

Dem. AAOB isosceles y AD=DE (hip.) luego OC| AE
1113).
( Cor. 1. Ia recta perpendicular 4 la cuerdn en su punto
medio pasard por el centro; porque la recta, que une O con D se-
4 perpendicular 4 AB.

Cor. 2. Tl radio, que divide al éngulo central en partesigua-
les, dividirA tambien en partes iguales al arco correspondiente
(IV. 3) y Ala cuerda (II 13).

Cor. 3. Lo que vale del dngulo central vale del arco (IV 4.)

_

Teor. . (fig. 67). Los arcos comprendidos enire cunerdas
paralelas son iguales.

Hip. AB#CD.
Tes. are. AC=are. DB.

 Dem. Bajando desde O ¢l rudic OE perpendicular & las
cuerdas paralelas, teadremos: 7

atc. ACE=BDE (IV 7.}
vy are. CE=DE
luege:  are. ACE—arc. CE=arc. BDE—arc. DE
0  arc. AC==nrc. BD.

Meor. 10, (fig. 68). Caerdss igtialen equidistan del comire,
Hip. AB=CD, OE | AB y OF | CD.

Tese OE=OF.
Dem. AE=$AB y CF==iCD (IV 7)

taego AE=CF por ser. AB=CD (hip.)

ademns OA=0C y <JOEA=OFC=sR (hip.)

luege AOEA2<OFC (II, 10 cor.), lusgo OE=OF.

Teor. 11. (ig. 68). Cnerdas equidistantes del esntre som
igusles. A

Hip. OE=OF, OE | AB y OF | CD,

Tes. AB=CD.

Dem. AOBAZSOFC (IL 10 cor.), luego AP=CF
pero AE=}AB y CF={CD (IV.7)
luego AB=CD.

Teor. 12. (fig. 69.) Si dos cuerdas son desiguslss, la mayor
#sta mas cerca del centro.

* Hip. AB>CD, OE | AB y OF | CD.
Tes. OE<OT,
Dem. Siendo BG=DC y OH | BG, seran:
OH>0J>0E pero OH=O0F (IV 10)
Izego OF >O0E.

Teor. 13. (fig. 69). De dos cuerdas s la mayor la que mas
88 acerca al centro.

Dem. Lia cuerda ABpor el Teor. 10 no puede sor igual & CD;
por ¢l Teor. 12. no es menor, luego serd mayor.

Teor: 14. glg- 70) Tres puntos que no estin enlines rac-
ta determinan la posicion da una circunferencia.

Hip, B, A y C no estdn en linea recta.
Tes. Por B, Ay C puede pasar una circunferenciay no mas.

Dem. Siendo M el punto medio de ABy N de CA, y ademas
MP | ABy NS | AC, sabemos que todas las circunferencias que

~pasan por A y B, tienen su centro en MP; del mismo modo to-

das_las circunferencias que pasan por A y C tienen su centro
en NS (IV,8 cor. 1.)

Luego si una circunferencia pasa juntaments por B, A y C
teadri su ceniro solo en el punto O donde se cortan MP y NS,
lo que siempre tendrd lugar porque PM no es perpendicular
4 AC (hip. y I 10 cor.)

En e acto=8asaré una circunferencia por B, A y C, puesto
que OB=0A=0C (II 14): lueﬁo una sola puede pasar puesto
que un solo centro O es posible.

§ 15. SECANTES Y TANGENTES.

Teor,15. (fig. 71) La secants no fiene mas quedos puntes
comunes con la circunfersncia.
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Dem. 8i D fuera un tercer punto, seria
OB=0A=0D ‘
¥ por tanto <[ B== A =0 lo queescontraII, 1.

Cor. Por tres puntos que estin en linéa recta no puede
pasar nna circunferencia.

Teor. 16. (fig. 71). La recta perpendicular al mdlo en su

punto extremo, es tangente 4_la circunferencia.

Hip. AO | MN.
Tes. MN ‘es tangente, & tiene solp el punto A comun eon
13. cncunfelencm

Dem. Para todos los otros puntos de MN, por ejemplo B ten-
dremos siempre OB”>OA por ser @:A=’ff‘ luego ningun otro
punto esta en la eircunferencia.

Teor. I7. (fig. 71). La tangente es perpendicular al radio
dirigido al punto de contacto. -

Dem. Todos los puntosde NM ademas de A, estin fuera del
circulo (hip ), luego OA es la distancia mas corta desde O hasta
M‘Iypor tanto OA | NM (IT, 5 cor.2).

Cor. 1. Por un punto deuna cireunferencia no puede tirarse
mas que una tangente; puesto que por el punto A nose puede
levantar al radio O& mas que una perpendicular.

Cor. 3. La Tecta cuya distancia al centro es mayor que el
radio, no tiene ningun punto comun con la circunferencia; pe-
ro si la distancia fuese menor que el radio, dicha recta tendré
comunes con la’ circunferencia dos puntos, y por tanto serd se-
cante. En efecto, en el primer caso el punto mas cercano esta
fuera dela circunferencia, luego ningun otro puato puede estar
enella; en el caso segundo el punto mas cercano estd dentro
de la circunferencia, luen'o la recta prolongada la cortard en dos
puntos.

§. 16. ANGULOS.

Emplicaeiones.

1* Se llama dngulo inscripto, aquel euyo vértice esté en la
circunferencia y sus lados son cuerdas. °

2% Se lama dngulo sumun\cmpta el que ademas de tener su
virtice en la circunferencia esta formado por una tangente y una
cuerda

3% Se llama dngulo fdngential aquel que estd formﬂ.do por
«dos tangentes.

T o

MTeor. I8. El angulo inscripto es igual 4 la mitad del an-
gulo central formado sobre el mismo arco.
Advertencia: tres casos pueden ocurrir
19 (tig. T2}: que el centro esté en un lado del ingulo ins-

29 (fig. 73): queel eentro esté dentro del angulo inseripto:
32 (fig. T4). que el centro esté fuera del angulo insecripto.

Tes. <[BAD=‘£{ 1 BOD.

Dem. Caso 1° @:BOD_A.HIL—B pero <}[A (IT 2)
tuego <(BOD=2A 6 <[A=4BOD.

Caso 2° Trazada larecta AOE serin:
<{BOE=2BAE y < DOE=2DAE.
luego <[BOE-+DOE=2(BAE{DAE)=2BAD
o <[BOD=2BAD § <IBAD=$BOD.
Caso 3° Trazada la recta AOE serin: :
<IBOE=2BAE y < DOE=2DAE
luego <[BOE—DOE=2(BAE—DAE)=2BAD
0 <EBOD=2BAD & <{BAD==}BOD.

Cor. Los dngulos inscriptos sobre el mismo arco son iguales.

Teor. 19. (fig. 75) El ingulo inseripto, cuyos lados abrazan
una semicircunferencia, es recto.

Hip. are. ADB semlcncunferencm 0 la recta AOB didAmetro.
Tes. @:ADB—

Dem. Trazada la recta DOE serin: ‘
< AOE=2ADE y <{BOE=2BDE

Iuego <JAOE{-BOE=2( (ADE}BDE)=2ADB
o 2R==2ADB 6 ADB=R

Teor. 20. (fig. 76). El cuadrilitero inscripto en una cir-
cur;;ferencm tiene la suma de dos éngulos opuestos igual 4 dos
rectos

Tes. %B-{— D=2R

Dem, Tirense los radios OA y OC y ser:
<[D=4< concavo AOC y < B=4<Y convexo AOC,
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laega < D4-B=}(< concavo AOC4 < convexo AQC)=2R.

Teor. 21. (fig. 77) El #ngulo semiinscripto es igual 4 la
mitad del angulo central formado sobre el mismo arco.

Hip. AT tangente en el punto A.

Tes. < BAT=}BOA.
Dem. Trazado OD | BA ser:
<(DOA-DAO=R=DAO--BAT (IV. 17).
Inego <IDOA=BAT pero {DOA:}_,BOA (IV. 7).
iuego </ BAT=4BOA.

Teor. 22. (fig. 73). Tl dngulo tangencial queda dividido en
dos partes iguales por la recta ques une elcentro y el vértice de
este angulo; ademas las tangentes son iguales.

Hip. AC y AB tangentes en los puntos C y B.
Tes. <[{OAB=O0AC y AB=AC.

Dem. Juntando O conC y B tendremos:

<LOBA—OCA=R (IV. 17)
haego AOABZ220AC (IL 10. cor.)
¥ por tanto 1* <{OAB=0AC, 2° AB=AC.

§ 14. DOS CIRCULOS.

Explicaciones:

1° Sefllama linca central Ia recta, que une los ecentros de
dos circulos. g

2° Dos circulos se tocan si tiemen un solo punto cemun,
pero se cortan, si tienen dos puntos comunes.

3° En los teoremas denotamos por C la central, por R el
radio mayor y por r el radio menor, excepto loscasos en donde
R=r.,
Cor. Dos cireulos no pueden tener dos puntos cemunes situa-
dos enla central, puessi asi fuese tendria al ménos un circulo dos
radios desiguales.

Teor. 28. Dos circulos no se pueden cortar en mas que
does puntos,

Dew. Dos eirctlos no se pueden cortur en fres puntos que
estin en linen recta (IV. I5.); ademas no se 'pueden cortar en
tres puntos, que no estan en una recta, puesto que ellos determi-
n#n un cireulo (IV. 14). Luego se cortaran solamentefen des pun-
tos.

Teor. 24. (fig. 19). Cuando tienen dos ciretnfetencias un
punto comun en un lado de la central, lo tienen tambien en ol
otro.

Hip. O y O los centros de los circulos quoe tienen el pumto
A comun,

*  Tes. Hay otro punto comun debajode OO/,

Dem. Bajando desde A una perpendicular a4 00, sea AB,
) prolongando AB hasta A’, de modo que BA=DBA’, digo,
ue los circulos se cortan tambien en A’

Para demostrarlo unamos O y O/ con AyA’, y serin:

A\OBAOBA/ (1L 7.) luego CA=0A’
AO'BA~O'BA’( ,, )} 4 OA=0A'

De donde se sigue, que A’ es un punto que perteneco a las cir-
eunferencias, cuyos centros son O y ©.

Teor. 2b. (fig. 79), La cuerda cormun 4 dos circulos es per-
pem}iculn.r o la central y queda dividida poresta e¢n dos partes
iguales.

Hip. AA'la cuerda comun.

Tes. AA’| OO0’ y AB==A'B.

Dem. NOAO'220A'0" (II9)
luego <{AOB=A’0OB; ademas OA=0A’ (hip.)
luego 1° OB | AA’ y 2°AB=A'B (II 13).

*Teor. 26. (ig. 80). Dos circulos ze cortan si juntanents

e verifica:
C {>R“-r
<BR+r
Hip. O ¢l centro del radio R y O’ el del r, ademas RZ_.r
Dem. Caso 1 (fig. 80a) R>C.

Siendo OA=0A'=R, donde A fuein de OO’ (hip.), sers

% Edle teorema se puede expresar lambien:

Tres rectas determinan un tridngulo sila suma de dosies) me-
yor que latercera, y su diferencia nicnor que aquellay luego es el tn-
vertido de IT; G,
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r=(0'B, es decit ~>O'A; pnes si fuese (/A=r, seria R—r=:C

(contra hip.), 0 si fuese O’A>r por ej, r=0M, perin R—r=

O0'--MA, luego: R—r—>C (contra hip.); luego serd el punto B

fuera de U'A. .

Ademas siendo tambien O/B'=r, estari ¢l punto B’ dentro

O y A’ por ser SR,

"* Ahora desc-ibiendouna semicireunferencia encima de 0O’ des-
de O con el radio R=0A=04’ tendremos una ¢urva continua en-
tre A y A’; haciendo lo mismo desde O’ con el radio r=0'B=0'B’
nbcesariamente cortard la semicircunferencia que nace, & la pri-
mera en un punto encima de 00; porque eada curva continua en-
tre B’ y B y encima de OO’ debe cortar & la primera circunfe-

rencia.
Caso.2° (fig. 80B) R=C. .
Siendo R=00/ (=0A)=04A’, donde A se confunde con O’

(hip.) serd portanto r=0'B, es decir >0, lo que es evidente; ade-
-1as siendo tambien O'B'=r, estard el puito B' dentro de O'A’

PAN

por ser r;iR. ;
Ahora deseribiendo &a. palabra’ por palabra como arriba.

Caso 89 (fig. 80e) R<C. £ e

Siendo OA=0A’=R de donde A estari entre O y O’ (hip.)
y seri O'B=r=0'B/, es decir “>0'A; pues si fuese O'A=r,
seria R4+r=—00" (contra hip.), O si fuese O’A>T p. epl. r=0'M,
geria T 4+r=0A-L-0'M, luego: R4 r< 00’ (contra hip.)

Ademas el punto B’ donde O'B/=r estari tambien eutre

O’ yA’ por ser r<R. _

" Ahora describiendo &n. palabra por pah;bm como’ arriba.
Luego dos eirculos bajo la condicion: C { g{:’t: tienen un

punto comun en un lado de la central, y por lo tanto lo tienen
tambicn en el otro (IV24) O se cortan.

Teor. 27. (fig-81). Dos circulosse tocan exteriormente, si

L

Hip. C=00'=R+r, O es el centrojpara R y,0'jpara 1, ademas

R=—x

Dem. Siendo OA=R, serfi O’A=r, luego estos dos circulos
tienen comun el punto A, y mnﬁlun otro fuera de la recta 00/,
pues seria OO'<"R+r (contra hip.)

Ademas digo, que se deben tocar exteriomente, porque le-
vantando en A la recta NM perpendicular & O0’, sabemos que
NM serd la tangente comun (IV 17), y por eso todoslos puntos
A1l cireulo, euyo ceniro O’ estardn 4 la derecha y los del ofro

circulo . la izquierda de MN Lebld 53
reulo i ; AIN, ¥ por tanto el primer ciré I
puede cortar ul segundo ni estar comprendido exlm él. e

C:I'{I‘-Eg.r' 28. (fig. 82). Dos circulos se tocan intefiormente sl
},[ S - : £ e

. C=00'=R—r; O el centrc para R ¥y O parar, R>r,

Dem. 1° O’ estit dentro del efrenlo mayor puesto que 00'<”R

: Qo i
T Pllzll:)ixesgagdo (:0’ hasta que corte al cireulo mayor
n sitara ta unto A Jor,

: A, P Jn un punto del ¢freulo menor!

puesto que O A=R—00"
pero r=R—00’ (hip.'?
lneso r=0A

€s decir. A un punto comun para los dos eirenlos.

s ]n3 miléms circunferencias no tienen ningun otro'punto comun: no

o L ﬁl:!‘!: r(e)( (!‘)1:. por ol R >r, tampoco fuera de esta pue-s si

g rin —=>R—r; luego los dos cirenlos se tocan

T bazrtf:::tﬁ ];ItGI?OHIITDtE, porgue levautando en e.l pu‘nto‘

! ( . o 3, LY 4 P

i lp,irgulos ?111‘;11 1t:.j)OO, sea MN, Sera esta una tangente 4

e G Y 19 Y por eso los circulos estin al mismo

e puesm’ A modo tque el cireulo menor estg todo en el ma-

Jor it que para todo otro punto P escepto A de la circun-
encla, cuyo radio es mayor, vale siempre OP>r,

porque 00" =>R—_0'
pero Ooffn-__ro ®

1[1 I o ’ lg H]u(',hll mas I'n unp
- Ly [)()1 ‘tﬂ;ﬂto estﬂ l(..n( 1 !)a, gk
exo ; I 2 Il i 1 ar
pllllto f‘ﬁla del cubulo ma‘ol, [)()r el. 1 .

Cor. Ln perpendicular 4 ; ‘
ar 4 Ia ecentral de d 1
. 1 los eirenlo
punto de contacto es la tangente comun 4 estos: horq; s
dios forman la central. FEEREHR S

Teor. 29, “fig. b o | V
>Ry 9. (fig. 83) Ilos circulos son totalmente exteriores si

Hip. B=r y (=00,

Dem. Tomese entre O v O/ un » D ] : :
Dem. ) punto ) de modo ¢ 3
ﬁincc)lcly)ei-lll)ulque es posible por ser OO >R--r (llitj;i,n.t)e ?iﬁ]ﬁ
o s a perpendicular MN, sabemos que todos los pun-
o ladoldL \el?;:;nu fuerz} de los dos cireulos, luego si uno estrzi en
ik e MXN, estard otro en el lado opuesto de MN

son exteriores uno de otro. e

i
Teor. 86, (fie. 84). Dok cireud ; ; _

. b L14% i Of eure 3 o A em

ST e L‘«(R)—r. 5 ewrculos son totalmente in‘eriores
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Hip. R>r y C=00"
Dem. 1° O esti dentro del eircwo mayor, puesto que

O0'<R. 2 .
2° Para un punto cualquiera P de la cireunferencia, cuyo ra-
dio es el mayor, tendremos siempre C'P>r, /
orque 00’>R—O'P y 00'< R—r :
uego R—0OP<_R—r
luego O'P>r

y por tanto con mas razon para un punto fuera del cirenlo ma-
yor, por ej. P’; luego todos los puntos del eireculo menor estan
dentro del circulo mayor.

Cor. Cada uno de los teorez.nms desde el teor. 26 hasta el
teor. 30 vale reciprocamente; la razon general es porque en
otra suposicion tendremos una contradiccion con uno @ otro de
dichos teoremas, en los cuales todos los ecasos posibles estin es-
tableridos.

Vamos & ver en particular:

o + <Rt
1% 8i dos eirculos se cortan seri juntamente C { S:R-—Ir

Dem. C>R-r fuera eontra 20; C=R4-r fuera contra 27
C<<BR—r » 80; C=R—r fuera ,, 28.

2° Bi dos circulos se tocan esteriormente, serd C=R-|-r.

Dem. Suponiendo que  C2>R-}-r {uera contra 29,
‘ . O >>B—r contra 26,
> C<B-}r seria: 30 C=R—r , 28
6 C<R—r , 80

3* Si dos cireulos se tocan interiormente, serd (‘=R—r.

Dem. Suponiendo que C<_R—r fuera contra 30.
s ¢ >RE-}r contra 29,
- (">R—r seria: 9 60 C=R-+r ,, 27,
l6 C<RAr . 26

4° Si dos cireulos son totalmente exteriores uno 4 otro, sers
C >R

Dem. Suponiendo que C=R-r fuera contra 27, '
C>R—r contra 24,

C<R+r serin: {16 C=R—r , I8,

. -l %6 O<R—rx . 30

5° Si dos cireunlos son totalmente interiores uno & ofro, seri
C<R—r.

Dem. Suponiendo que C=R— fuera contra 28,

S, {1

C>R+-r confra 29,
7 C>R—r seria ¢ 0 C=R4r ,, 27,
6 C<R4r , 26

§ 18. PROBLEMAS ELEMENTARES ACERCA DEL
CIRCULO.

Probil. 1. (fig. 85) Dividir un areo dado en dos partes iguales

Jonstr. Levantemos en D, punto medio de la cuerda AB, una
perpendicular 4 esta, y donde esta corte al arco AB en el punto 1§
serd are. AR=BE, .

Dem. DY es perpendicular & la cuerda AB en su punto
medio y por eso pasa por el centro (IV. 8, cor.), luego es el ra-
dio perpendicular 4 la cuerda y por tanto divide al arco corres-
pondiente en dos partes iguales (IV, 7).

Probl. 2° (fig. 86). Hallar ¢l centro de una circunferencia 6
un arco,

Constr. Siendo A, Cy B tres puntos de la circunferencia 6 el
arco dado, y D y 1% los puntos medios de las cuerdas respectivas, le-
vantemos en. D y E perpendiculares 4 AC y CB sean DM y EN,
¥ prolongando estas hasta quese cortenen O, serd O el centro.

Dem. DM | AC en sn punto medio, luego pasa por el centro
ademas EN | BC en su punto medio, lnego pasa por el centro,
¥ por eso el centro estard en el punto O donde se cortan.

Probl. 3 (fig. 87). Trazar una cirennferencia que pase por tres
puntos A, By € gue no estin en linea recta.

Constr. Siendo Dy E los puntos medios de AB y OB, y le-
vantando en D y E perpendiculares, unamos el punto O donde
se cortan con B, y deseribamos desde O con OB una cireunferen-
cin que pasard tambien por Ay C.

Dem. Uniendo O con A y C, sabemos que QOA=0B=0(
(IT 14), luego dicha circunferencia pasa tambien por Ay C.

Lroll, 4. Por un punto dado en una circunferencia dirigir nna
tangente 4 esta.

~ Fesolucion. Sabemos que Ia tangente es perpendienlar al ra-
dio en el punto de contacto (IV 17); de lo cual ficil se dedu-
cen la construccion y demostracion,

. Probl. 5 (fig. 88). Desde un punto A fuera de nn cirenlo di-
rigir una tangente 4 la circunfercncia.

Constr. Uniendo A con O describamos al rededor de AO co-
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mo didmetro una ecircunferencia, y juntando los puntos B y I
donde se corten las dos circunferencias, serin AB y AD/ tangen-
tesal circulo primero. " %

Dem. Uniendo O con B y B seri <CABO=R=AB'O (IV 19)
luego: ABy AB’ tangentes (IV 16). ~ ‘

Probl. 6. (fig. 89). Describir una rirmmferencia tangente A
los tres lados deun triangnlo dado ABC, =

Constr. Tracemos las bisectrices del <A y B y desde el pun-
to O, donde se coftan bajemios una perpendicular 4 AB sea OD;
ahova deseribamos desde O como centro una circunferencia con
OD y tendremos el cireuld pedido.” ' © 777 Ll G

Dem. Bajando desde O perpendiculares & AC f' BC, sean
estas OE y OF, tendrémos: OE=0D==0F (I 13), lusgo la cir-
ennferencia trazada pase por loé puntos D, B y I, ademas AC | OE,
BCO | OF, AB | OD (Constr.), luego’ dichos'lados son tangen-
tes a la eireuuferencin trazada. - '
S b v 3

Probl. T (fig. 90). Describir sobro una recta dada m un arco
eapaz de un ingulo «; es deeir: sobre dicha recta como cumerda
deseribir nn arco, de modo que todos los dngulos inseriptos, cuyos
lndos pasen por los puntos extrenos de la recta dada, sean igna-
les al angulodado a ‘ e ! Sl 3 !

Congtr. Siegdo AB=m, tracemos en el punto medio D Ia
recta DC | AB,'y haciendo el <[DEG=—a tracemos BJ 4 GE;
desde el punto Oy donde se cortan D('y BJ, destribamos con’
OB una cireunferencia, y serd cl are. AKB el pedido.

Dem. 1° La circunferencia pasa por A por ser AD=BD
(ELeIa) 1 A ‘ : :

2¢ Uniendo mn punto éurlquiera H del arc. AKBcon A y B
seri. <{AHB=14AOB (IV 18)=DUB (IV 7)=DEG (I 1¢)
seeoTalCongty Joy & 0 4002 WA I RS STt e

e e, —

-
)—

CAPITULO V.,

*
Areas ge las figuras rectilineas.
Euplicaciones.
= P 5 : z -
’ l- Para determinar el drea de una figura, esta debe modivse.

2% Medir una extension i i
Medi Xiension es determinar cuintas veces la uni-
dad de Imechdu estd contenida en ella. a8
3% La unidad de ida es arbitrari f
x m{;tm b de mfaqlfa es arbitraria; generalmente tisase
plete. ela 1%1,1?13:1!:9 4 la longitud de una linea.
- Por unidad para medir las drcas to
1 : 2 mase el cuadrado, cy-
yo lado esla unidad de longitud. i R
e : 3
u‘,l Cuando queremos medir un tridngulo, cuadrilitero 6 en
ge?erg un poligono por el enadrado de la unidad, ¢s menester
reducir estas fignyas al rectangylo; ¥ poreso débemos averigunr
cuando las figuras rectilineas son ignales, es decir. euindo tienen
el mf.':. égua_ﬂ, aungue no sean congruentes,
it Suponemos que las fignras conoruent i O ti
Supor gy gruenies son iguales O tie-
nen :1 :tren. igual, lo que es evidente, i
¢ Unrectingulo ABIIC (Ag. %3
L rectd ) 7. ki) se denota muchas v
por dos letras opuestas AD 6 BC, ¥ e
4 - 3
,ttfl r?‘ proyeccion de una recta AB (fig. M1a) respectivamente
2 CI)&EI \:]1.’ c%n Mh se obtiene bajando de A y B perpendiculares
N, ¥ la parte CD serd la proyeccion; lyego tlig. 91b) AD es
In proyeccion de AB 4 MN, ' R
9" Se llama medida i
ol comum i i
Pl e § mun de dos cantidades la que estd
et n emi.ui 9&1 aquellas; y serd 1o mayor comun me-
ida, da otra cantidad mayor no estd perfee 4
bide 65 i T ‘ L _ \ perfectamente conty-

§ 19. MEDIDA COMUN DE DOS RECTAS.

Probl. (fig. 92). Hallar la mayor medida comun entre dos

rectas dadasa y b

Bq«wl. Daterminemos cudntas veces la reeta menor b ests
contenida en a; sen m veces y el resto e; despues cudntas veces o
en b, sea n veces y ‘el rosfo d; Iuogo cuintas veces d en ojsor
p veces y el resto e; en sepuida endntas veces e en d He.:;. 1
¢eces sin resto;‘ y ’teqdremos 6 como la mayor medida coinun.,

i ;
gﬂm. 1? e es nna medida comun entre a ¥y b
ANOTAT M, 1, P, T son niimeros enteros, j



g J
e [ -
Tenemos: A e d, puesto qued=ra
R==pl 0B G per!ﬁcm“}?tja. cuutamdu :ﬁ o, 11:01- serlo en pd
=m,:+d S Ay AT N enb, , ,enncyd
fffg_}_e 2 e g et B en a, , ,enmbyec.

0 e‘ ed In mayor medida comun entre a y b. s

i e mo faese 1 mayor medida g:umnn'lqnt-re Rt;)-m;teni-
{>>e; de donde se segniria que { estaria pm‘lt-nifmm.nfg tﬂmhien

' ue lo estd eabalmente en a==mb-+-c, pe
da en e, porque lo esti caba ; 55 sy
en mb, ’1ulego en ¢; ademas en d, porgae er;u;;uge-;ﬁ} ia]:! s
i 2 1; por la misma conclus .
tambien en ne, luego en d; : ) g
que f estaria perfectamente contenida en e; porgue ten cl?ﬁig_u-'
pero en pd lo hemos visto, luego en e; lo que 'es (,m; fxtltad'c;" be
sicion que sea f=>0. ¢De donde es este absurdo resulta S
¢la Ins conclusiones gne son exactas, luogo de la suposicion, que
sea {>e para mayor medida comun.

Tjemplo concieto (fig. 96).

AB=20D4ILEB luego ED=11JB
Cli=1EB+4GD ¥ CD—_«»u.SJB)
EB=2GD-JB ¥ AB—43JB
GD=5JB

Advertencia: 1*° Podemos determinar de otra llnaneraéi 1(; amn\:
dida comun entre dos rectas, ton;nml;)l;a. 1::.11(1:}&;{3(1:1;9]{8 e
i it d arte de ella esta co £

rendo cunntas veces una pa L . ; ¥
;J:.:'Ht? en ay b; para hallar entonces la mayor (:omm; mt;ﬁligg
es menester determinar secun las reglas del algebra el ma
:omun divisor. i i
& 2% Puede suceder, como veremos, que las dosrectas no“. Ecrr;-
gan una medida comurn, ¥ en este caso se dieen incomens
et ilgebr ambien nfimeros in-
"3 Como sabemos por el dlgebra, son tatnhin o e
comensurables, v.pr. 27 4/2; por esto muchas veces 1
las rectas incomensurables por nimeros que _10 mu.lida Eas
4* Este método para deferminarr la may 03.1?;61
aplicase & todas las cantidadgy que pueden medirse.

£ 20. MEDIDA DIl LOS RECTANGULOS.

’ - =
Teor. 1. Si la altura y base de un ’r?ctang,:;ﬂg gsetsl:.;.neg?{):g
" fomer ienen relacion & la unida y
sadas por mimeros que tie S g e
or la altura expresard cus
el producto de la base por D R
1 i a lenida en el rectangulo; o
unidad de drea_estd contenic : 0 i o
labras: Eldrea del rectingulo es ignal al product
ru altura, -
Tres casos pueden oeurvir:

R ) CICK
1% sila altura y ls base se expr san por hiumeros enteros,
‘,ﬂ
20

siuna 0 las dos por nfimeros fraceionarios,
3% si una O las dos por nfimeros incomensurables.

Dem. para el easo 1° (fig, 93n). Sea la unidad de longitud
Aa(=AF) m (3) veces contenida en ACyen AB s5) veces; tra-
zando por F una paralela & AC el Retg. AR estd #(5) veres con-
tenido en el Retg. AD; pero el enadrade de la nnidad Ab estd m(3)
veces contenido en el Retg. AR, luego el cundrado de la unidud
Ab estd contenido en el Retg. AD ms(15) veces.

Caso 2° (fig. 93b) puede reducirse al primero.
Sea In unidad de longitud Aa zreces cont

enida en AC y
P

q Veoes en AB, 69 veces en ACy 1.‘-% veces en AD.
De donde re sigue que el lado del cuadrado cuya longitud
=5 (=Aa), estd perfectamente contenida en

AC, Iuego dicko cuadrado
¢l Retg AD.

Ademas el cuadrado, enyo lado = 1

o (= Aa) estd contenido
ol

en ¢l enadrado de la unid

Luego tendremos:

ad Ab segun ¢l caso 10 {sq)* veces.
p 1
Retg. AD=r.q.p.x[Af ¥ C]»"{ff: (X JAD,

luego Retg. AD=r.q.p.sx Ggi)_* KOAb= A

AB y lo mismo en
(AB) eati contenido .g.p.S veces en

. Nora. 8i solamenteun lado se expresa por un niimero frac-
cionario, la demostracion serd la misma,

Caso 3° (fig. 93c).

Dem. 1* Siendo ambos lados incomeng

urables, es decir, ex-
presados por ufimeros irracionales, por €. AB=4/Ty AO=p5,
serd el valor del Retg. AD=4/7. #5.

VT=2,645751. .. . #5—1,700975. . ..

Tomemos para AR Y AC los valores aproximados: 2,64 v
1,70 y multiplicando tendremos un producto que se aproxima nl
valor justo del Retg. AD: luego procediendo  nsi podemos ha-
cer que la diferencia entre el valor exucto ¥ el aproximativo sen
menor que toda cantidad asignable.

De donde debemos eoncluir ~que el v
AD se expresa por el prodacto 4/7. {# 5.

» * Lo que vale de dichos némeros valdrd de todos los otros
neomensarables,

alor exacto del Rety.

Dem. 2" mas cientffica suponiendo (Cap. VI § 24.)
Siendo m y n los ntimeros incomensurables que expresan leg
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indos ACy AB, sean mw’y. v/, nfimeros comensurables y varia-
bles, de modo que el limile de m'=m y el de n'=n, luego el hi-
mite de m’.n" serd m n.

Ademas sea el Retg. AR variable de modo que su drea
wiempre sea jgual 4 w’.n', luegosu limite, seri el Retg. AD:
porque aproximandose n/(=AM) 4 AC y u'(=AN) & AB, se
a proximari el Ketg. AR al Retg. AD. P

Beuniendo en formulas lo dicho tendreitos

m'n’=Retg. AR

luego lim.w/n’=lim. Rete. AR . . e
pero Hm.m'n’=m.n y lim, Rectg. AR=NRetg. AD
luego m.n=Retg. AD.

Exrplicacion. Dos nfimeros enalesquiern, & y b siempre pue-,
o , . "
den representars? geométricamente por rectas, v conforme al teo-
i + ST - - *
rema, que acabarog de demiostrar, quedard representado el pro-

ducto a.b por el rectingulo, que tiene las rectas a y b por la-

dos. Asi es que cuialquier producto de dos niimeros puede con-
siderarse grificamente cowio. fr¥a de un rectdiigulo, cuyos lados
sean los dos factores; y reciprocaniente el avea de cnalquier rec-
tangulo con Jos lados a y b e designa simplemente, escribiendo

¢u forma algébrica el producto a.b ¢ aX'b. Con lo cual un pro-,

ducto de la forma aXboa b trafando de geonietria principal-
mente nos designara una cantidad geométrica, & saber, el drea
de dicho reetdngulo, formada por lasrectas a ¥ agle 3 ‘_
Lo misnio sg aplica 4 un cuadrado, cayo ladd esla rec-
tacO AB, y por tanto s& representa por e2 6 AB?, .

§21 CONFORMIDAD DI ALCUNAS EXPRESIONES ALGH-
BRICAS CON LAS GEOMETRICAS.

. Teor, 2 (fig. 94). Tl rectingulo formado porla recta s y
por la suma o diferencia de otrasdos rectas by ¢, es ignal & la
suma & la diferencia de dos rectangulos formados, uno por ay b
otre por & 7 ¢; es decir ;

(bet-e) Xamsa 3 b 57

"Dem.1* p. Retg. CE—"b-4-c)Xa
s AB—aXb
A Cl'=nxe¢

pero Retg. CE=AE}-CF
Tuego (b--¢) 3 a==aXb4nxc
Dem. 2% p. Retg. O'E=(b—e¢)Xa
5 ABE=aXxb
] i O'H=aXe
pero Retg. CE=AE—C'T

Inago (b—e) K a=u>b—a)e.

Zxfass

Teor. 8. (fig. 95). El cunadrado constrmido sobre la suma
de dos rectas a y b es igual 4la suma de los enadrados construi-
dos sobre estas dos rectas, mas el doble del rectinguloforma-
do por a yb; es decir: {

(a—-b)?=a®-2a<b-}-b*.
Dem. [JAE={JAG--[]GE +Retg. GCLRetg. GD
en donde el Retg. GO=GD por ser los lados iguales -
luego [JAE=JAG4[JGE+ 2 Retg. GC ‘
"pero  [JAE==(a+b)?, [JAG=a2, [JGE=Db2y Retg. GC=aXb
luego  (a-+b)?=a?%+4 2a><{b-}-b%,

Teor, 4. (fig. 96). El cuadrado construido sobre la diferen-
cia de dos rectas a y b esigual 4 la suma delos euadrados cons-
truidos sobre a y b ménos el doble del rectingulo formado por
ayb; es decir:

(n—b)2=a2—2.0b+-b2.

Dem. La figura manifiesta que:
[JEG=CL y Rectg. DG=CG,
luego (JAE= JAGHJCL—2 Retg. CG
pero [JAE=(a—b)?, [JAG=a?, [JCL=b?, Retg CG=aXb
lnego (a—Db)?=a2—2, aXh-}b2.

Teor. 5. (fig. 97). El rectingulo formado porlasuma y di-
ferencia de dos rectas ey b es igual 4 la diferencia delos cua-
drados formados por ay b; es decir:

(a+b)X (a—b)=a2—Db2,

Dem fRetg. AE=AK|BE, en donde el Retg BE=HG=DG—DJ
luego Retg. AE=AK-+4DG-—DJ en donde AK-}-DG=AG
Iuego Retg. AR= JAG—{_ |DJ
pero BRetg. AE=(a-}-b)>(a—b) y [JAG==a? [DI=Db?
luezo (a-+-b) X (a—b)=a2-~h3.

Advertencia. Pueden afiadirse otres f(rmulas algébricas y
demostrarse de la misma manera, pero buta lo hecho para la
aplicacion y para verla intima vnion cnwre ¢l Algebra y la Geo-
metria. '



SOy )
-
§ 22 IGUA.LDAﬁ DE LAS AREAS DH LAS FIGURAS

RECTILINEAS.

Meor, 8. (fig. 98). Las dreas de dos paralelogramos son
iguales si tienen la base y altura respectivamente iguales.

Tes. ABDC=ABFF.

Dem. Suponiendo que los paralelogramos estin situndos so-
bre la misma base y al mismo lado de esta, se sigue que las bases
superiores estardn en linea yecta, porque de otra manera no ten-~
dvian In altura igual. Asi dispuestos los paralelogramos pueden
ocurrir tres posiciones como en la fignra se ve, pero siempre ton
dremos:

lnego /NCAE=DEF (IL 7)
dedonde CABF—CAY=CABF—DBE
o ABFRE=ABDC.

Cor. 1. Un paralelogramo es igual & un rectingulo que tieue

igual base ¢ ignal altura. -
Cor. 2. Fl firea deun paralelograme es ignal al producto de

su base por su altura (eor. 1. y teox. 1).

Teor. 7. (fig. 99). Untridngnlo es la mitad de un parale-
logramo que tiene igual base y altura.

Hip. AB=EH, CD=GJ, CD_| AB, GJ | EH.
Tes. NACB=3 EFGH.

Dem. Trazando Ia rectn CK paralela ¢ igual & AB tendremos:
AACB=L ACKB (III 2)=} BFGH (V.6.)

Cor. 1. Un trifngulo es ignal 4 un paralelogramo que tiene
la altura igual, y por base ly mitad del trifngnlos

Cor. 9. Dos tridngnlos son iguales, si lienen ignal base y
altura. )

Cor. 3. Fl 4rea de un tridngnlo esigual & la mitad del pro-
ducto de su base por su sltura; lo que se siguedel Leor. 7 y
Teor. 6. Cor. 2.

meor. 8. (fig. 53). Todo irapecio es igual 4 un paralelogra-
mo que tiene la misna altura, y por bage la semisuma de los
lados paralelos.

Dew. Juntados los puntos medios E y ¥ de los lados no
puraleios, tricese por ¥ una paralela a AB y prolénguese has-

-

R

ta cortar c'l“l:uia BC en G y AD enH: y serd

g t:']alp A}g(:ﬂ un ipau-a.Iei{bgr;nnc; que tiene laamisma altura qne

) ecio, por estar enfre las mismas paralelas, y tambien tie-

ne por base A=1{AD-L-BC), ¢ AH par é i i

ademas BF=} ( .uincf (11)'1 }).g)r T Bl T
2% ABGH=ABCD por ser /\(FG22DFH (II 8).

Cor. Xl drea do un trapecio es i ;

{ : gmal al producio de la altu-
™ BOE la. gemisuma de los lados paralelos; lo que se signe inme-
({; ..u:qr:.nt-zl del !eol'enm;la,denms, descomponiendo el trapecio en
des tridngulos como en la fis. 100, v siex } 3 J

o Lendremos s ¥ siendo CF L ADy ABLBG,
ANACD=1 ADXCF y ACBA=}]BCXAE
pero  AE=CT (III 3 cor.)

luego  ABOD=/ACD+CBA=CF X} (AD--BC).

Teor. 9. (fig. 101). Si por un i

) (fig, : punto de la diagonal de un
}mral.lellugramo’ se trazan dos rectns respectivamente paralelas &
08 lados, serdn iguales los paralelosramo A -
e ¥ ogramos que no estan corta:

Tes. EFBI=EHDG.

Dem. NABC=CDA, AAFVE=EHA, /\EJC=CGE (III 2)
luego [ ABC—(AFE-EJC)=CDA—(EHA 4-CGE)
3 EFBJ=EHDG.

Teor. 10. (Az. 102). En todo édngul imi

. L (fig. 102). . gulo eon lados limitados son
ignales los rectangulos formados por recel

otro lado sobre él? I ok | 50 X incioysusion del

Ihip. . BE la proyeccion de BC y BD la B!
BF=DBC ¥ BII=BA. ¥ de “1.] ademas
Tes. Retg. BI=BG.

Dem. Uniendo ¢ y H ademas A y F serd:

AABFHBC (I 7) por ser <f ABF—R--- ABC—HBC.
pero \ABF=} Retg BG y AHBC=4 Rete. BJ (V. 1)
Inego Hetg. B‘ﬁl’i&g BJ.y 4 ki 5 18

Teor. 11. [de Pit:.'lgorns] (fig. 103). En todo trid
ti’l}lg‘ulﬂ el cnﬁdl‘a,do (IB 1 L hv (-\-. ). 4 P ]_angulo roc
cuadrados de los en.tetos,a ipotenusa es igual 4 la suma de los

Hip. <TACB=T.
Tes. AB%=AC2BC2.
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Dem. 1* (fig. 1032). Trazando CL | AB 1{ prolongando hasta
K, serfu AL laproyeccion de AC sobre BA, B la de BC sobre AD,
AC la de AB sopre AC y BGia de BA sobre BC, de donde se sigue
segun el teor. 10:

AC2=Retg. AK, BC*=Rctg. BK
Inego AC24-BO*=Retg. AKH-BK=AD=
Dem. 2* Trazandoen la misma ficura AG, BH, CD, CE sera
A HAB2CAD y AGBACBE (IL 7).
ademas sabemos:

AHAB=}AC? y AGBA=} BO(V 7)
ACAD=4Retg, AK y ACBE=4#Retg. BK
luego AC24-BC?=Rctg. AK-HBE=AB".
Dem. 8" (fig. 103b) < ACB=R y decimos ¢?=a*+b?.

Formados log cuadrados sobre los catetos, prolonguese DE
y FG hasta cortarse en H, y DA y FB hasta cortarse end, y
gerd DF el cuadrado sobre (a--b).

Ademas trfcense AK y BL perpendicular 4 AB; de donde:

AADK2BJRLFB (IT 8) por ser <[f=f' y a=a

luego AK=AB=BL, y por tanto seri AL un[ ] euyo lado=c
ademas A\KHL2<BJA (II 8) por ser <la'=a"y f'=f".

’

Esto aupuestd tenemos:

DJ*=a?+42.aXb+b? (V 3)
ademas DJ?=c? +4AAJB=c"—}—4.§a>(b-_-c’ +2.a<b
luego a%--b?=c®

Cor. 1. (fig. 104). En un trifngulo cualquiera el cuadrado

de un lado opuesto & un dngulo agudo es igual d la suma de los .

cuadrados del segundo y tercer lndo, ménos el duplo del rectan-
gulo, formado por el segundé~lado y la proyeccion del tercero

sobre él.
Decimos, si <{B<_R, serda AC*=BC*+AB?—2 BC}BD.

Dem. AC®*=AD?-L-DC? donde DC=DB—BC
luego AC*=AD?.}DB?>--BC?*—2DBXBC (V.4)
é AC*—AB?LB(2—2 BCXDB.

Cor. 2. (fig. 104) En un trifingulo obtusingulo el cuadrado
. del lado opuesto al dngulo obtuso es igual 4 la suma de los
cuadrados del segundo y tercer lado, mas el duplo del rectangulo

—33—
formado por el segundo lado y la proyeecion del tercero sobre .
Decimos, si <TACB™>R, seri: AB*=AC*+BC*+2. BOXDC

Dem.  AB?=AD3-{DB?, DB=D(-}+-B(
luego AB?=AD24DC*+BC?+ 2. DOXBC
o AB?=AC* +BC*1-2.BCxDC. "

Cor, 3. Siendo en la fiz. 105 <TACB=R y h= 3
perpendicul;ar 4 AB tendremos: f Forgpi
0 T | ST :
h :130 ?1 :—2(:] )(r:):. ¥y b*=c*—a® lo que es evidente.

Dem. h*=b"—n?, donde b2=c¢Xn (V 10)
luego h*=¢)(n—n?=n)(c—n) (V 2)=nXm.

Cor 4. Formando otro trifingulo rectingulo cuya hipot
sea ¢, 'y los catetos a, y b, tendremos: b .

1° s TR ] 4
n’+b“:1:;l:1=1$bc:“,que e=c, y a_>a, serd b<b, puesto qne
2" supuesto que a=a ¢ ¢, gera b . :
VI ¥ o o q ¢ ¥ ¢_>¢, seri b>>b, ‘puesto que

Teor. 12, (fig. 106). Siel cuadrado de un tridngulo es ienal
i la suma de los’ cuadrados de los otros dos lados, igni recto e
dngulo opuesto 4 dicho lado.

Hip. BO2=AC?*4 AB®.
Tes. <[ BAC=R.

Dem. 1* <{BAC no puede ser agudo por ser contra teor. 11
coré 1 no puede ser obtuso por ser contra teor. 11 cor. 2, luego serd
recto.

Dem. 2% Levantando AD | AC de modo que AD=AB, ten-

dremos:

DC2=AC*4-AD*=AC?-|-AB* (Constr.
sabemos que BC2=A(2-]-AB2 (hip.)Tuego ](JC:BI'(J}’I
¥ por tanto ABAC=DAC (II 9)
luego <[BAC=DAC=R.

Nora. Cor. 1y 2 del teor. 11 valen tambien inversamente,
lo que se demuestra indirectamente.

§ 23. PROBLEMAS ELEMENTALES.

Probl. 1° (fig. 107). Transformar 'alelogr
5 ) ar un paralelogramo ABDC
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Constr. Lovantando en Ay B perpendiculaves hasta corfar
40D en E y F, seri ABEF el rectingulo pedido.

Dem. 19 ABER es un toetingulo (III def. 2%) 20 ABEF=
ABDC (V. 8).

Probi, 20 (fig. 108). Transformar un paralelograme”ABCD en
ofro igual gue tenga un lado pedido (m).

Constr. Prolongado AB, de modo que BE=m, tracemos EC

hasta que corte AD en I, ademas FGHAE y EG + AD, despues-

prolonguemos BOy DC lLasta que corten & PG end y 4 EG en
H, y serd CHGJ el paralelégramo pedido.

Dem. 1° CHGJ es un paralelogramo puesto que los lados
onuestos son paralelos
© 20 Tiene el lado m; porque CH=BE=m (constr.)

3¢ CHGJ=ABCD (V ).

Probl. 8. {(fig. 169). Transformar un tridngulo ACBlen pa-
ralelogramo igual
Consir. Siendo D el punto medio de AD, tracemos por U la
. recta ON+AB y por D ln recta DEFAC yserd ACED el pa-
rulelgrauno pedide.

Dem. 1° ACED esun paralelbgramo (def.) 20 ACED=AACD
(V 7.cor 1).

Noma. Por el probl. 22 podemos ahora transformar un tridn-
gulo en rectingulo igual que tenga un lado dado.

Probl. 4. (fig. 110), Transformar un reetingulo ABDC enun
cundrado de igual drea.”

Constr. Prolongando AB Lasta D’ donde BI/=DD, deseri-

Damos sobre AD’ como didmetro una semicirennferencia, y pro-.

longando DB hasta cortar & la circunferencin en I, seri BE*

¢l cuadrado pedido, b
Dem. BE2=ABXBD' (V 11 cor. 3) por ser <[AED'=R

(IV 19 ‘ '

luego BE2=ABBD por ser BD'=DBD (constr.)

Nora. Lumego podemos transformar todo paraleligramo o
tridngulo en un euadrado igual.

Probl. 5 (fg. 111). Transformar an trapecio CABD en tridn-
gulo igual.

Cunstr. Prolongndo €D hasta E, de modo que DE=AB jun-

—d)

lemos Feon A y serh CEA el triangulo pedido.

Dem. CABD=}(CD-AB)}AF [V Beor.| ) AR | CT
B Y ABPCAF 5 cor. | porser AR | O,
ademas  ACAE=] (CD4DE Y AF=4 (CD+ ABPAY por sex

AB=Di,
luego CABD=ACAE.

Lrobls6° (fig. 112). Transformar un trapezoide ABCD en tridn-

gulo igual

Constr. Juntando B con D tracemos CM+BE y
c acen 3 ¥ prolonguis-
mos AD hasta quecorte & CM en E, y unido B c\]m b, jr:;r:;rd.

®EB el tridngulo pedido.

])cn)t. ADBE=DBC (V 7. cor. 2) do donde
AABD--DBE=ADBD4 DBC, es decir ANABE=ADBCD,

Nora. Todo poligono puede transformarse en ofro igmal. qite
fengn un lado ménos, y por tanfo Gllimamente en un trignouio
igusl. La construecion serd eomo en el Probl. 6. e

N Lrd 3
Probl. 7. Transformar dos cuadrados en uno de igual drea.
" ! b :
Lrobl. 8. Construir un cuadrado que sen ipual & 1a diferencia

de otros dos.
Nora, Los problemas 7 y 8 se vesuclven por el teor 11

CAPITULO VL

Proporeicnes en general

§ 24. LIMITES DE LAS CANTIDADES VARIABLES, *

1? Una canfidad se dice variable, si continuamente o suee-

sivamente puede mudar su valor, y serit variable dependiente
81 se muda segun una ley fija.

Do o LA h
29 Se llama limite de una vaviable dependiente el valop

T o :

ebr'.. .Lz leorda de los fimites propianente se trala en elandbrsis al-
georeca: aqui con el objelo de simpliflcar elgunas demostraciones
damos una mera idea de la definicion tanto del limite como. de lq vy
riable; been entendido quz se preseinde de la definicion general,
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eonstante, al cual se pucde la variable aproximar cuanto se quie-
ra, sin poder nunca igualarie. " 1

Fiemplo 1° algébrico: El valor de la cantidad variable

0,3333. . . .[donde las cifras signientes son iguales 4 las escritas|

3 aprosima mas y mas i 4. de modo que la diferencia puede
hacerse tan pequeilin como se quiera, sin poderla igualara 0.

Se eseribe lim. (0.333....)=}. _

Bjemplo 2° geométrico (fig. 113). Siendo ABCDE un poligo-
no inscripto en un cireulo, y formando otro AFBGC &a, con
duplo nitmero de lados, de modo que arc. AF=FB, arec. BG=GC
&a. tendremos un poligono cuya érea ird aproximindose al
cireulo; procediendoindefinidamerte veremos que el drea del po-
ligono variable se aproxima sl eirculo cuanto se quiera, sin po-
derle nuwes ignalar.

30 Si dos varinbles dependientes permanecen siempre igua-
les aproximindose & sus limites, tambien estos serin iguales.

Dem. Siendo X & Y las variables, y lim X=A, lim Y=B,
gerd 51 X € Y =0 acercan al limite creciendo:

X+4a=A, donde amasy mas se aproxima & 0, ereciendo X

y YLpA=B, ...... ey oD S o S 4 0, creciendo Y
de donde se saca:
luego A—a=B—p por ser siempre N=7¥

8i X é Y ee aproximan al imite decreciendo, tendremos:
A—B=fi—a.

Suponiendo qune A no sea igual & B tendremos las siguien-

tes conclusiones:

1* La diferencia entre A yB es la misma que entre ay f3.

2" La diferencia enfre A y B es una cantidad determina-
da, por serlo A y B; luego seri tambien la diferencia entre
ay f una cantidad determinada y eonstante.

3% La diferencia entre a y /3 puede hacerse menor que toda
cantidad determinada, puesto que « y # se aproximan
mas y mas 4 0, y por tanto lo hard tambien su diferen-
cia, luego no serd unareantidad determinada ni igual 4 la
diferencia que hay entre A y B, pues es menor.

Luego tenemos muna contradiecion entre la 2® y 3% con-

clusion, y por tanto no podemos suponer que A sea desigual 4
B, luego A=B 6 lim X=lim Y.

§ 25. RAZONLS.

17 Vamos 4 tratar las proporciones geométricas en geneval,
estableciendo definiciones, teoremas y demostraciones que no so-

-

Io sirvan para los niimeros sino tambi todas emas
ien
eantidades, cu lesquiera que sean. ik o
2° Proporcion geométrica osla igualdad de dos razones. La

S Pl . A
razon se escribe A:B 6 tambien B donde A y Bson niimeros abs-

tractos o cantidades concretas: siendo concretas serd menester
que sean homogéneas, por ejemplo, lineas, éreas 6 cuerpos; por-
que segun la razon A:B siempre preguntamos jeudntas Veces
estd co:gtem&lo Ben ‘%&r pero siendo A un drea y B una recta,
es un absurdo preguntar: cuanta : ¢ i
ek A]':J eg 8 veces la recta B esté conteni-
3? El nimero abstracto que indica cudntas veces esti B
contenido en A, se llama cuociente, 6 segun los modernos el es-
ponente de la razon. De donde se sigue, que dos razones son
iguales si sus cuocientes lo son, por ¢jemplo, A:B=e y C;D=e
¥ poreso podemos escribir: g%,

A:B=C:D, lo que se pronuncia:

Aes 4B como C4iD. Eneste i icha i
dad ‘froEzrc}ion geométrica. eniad
¢ En la proporcion A;B=C:D son A teceden-
tes, _B ¥ D los consecuentes, ademas B y Gy gmzllol’i):ntérmi:zs
medios, Ay D los estremos. Silos términos medios son iguales,
tendremos una proporcion continua, y el término medio se llama
media proporcional, por ejemplo, A:B=B:(.
6° Teniendo una serie de razones, cuyos términos son de la

misma especie:
A X B=Av C B#=Aﬂ 4 BM= LS » 17
se escribe tambien Ak
” A:A-':'A-":A"'IB:B':B":B'"

6° Cuatro cantidades concretas que forman una i
pueden ser directa ¢ indirectamente qproporcionales:%rgn?ugﬁ:
tamente proporciorales, si el orden de los términos en la segunda
razon corresponde al observado en la primera; pero son inver-
samenta proporcionales si el orden esti invertido.

7¢ Hemos dicho arriba que las reetas pueden ser incomen-
surables; en efecto, la hipotenusa ¢ de un tridngulo rectingulo
:gyos catetos a y b son iguales, es incomensurable con ellos, pues-

que: .
c¢’=2" 6 c=ay/2

Casos de semejanza son infini i
de las otras cnnt.id%a.des. L el e

Ahora veamos si comparando entre si esta clase de cantidas
des, dan una proporcion.

8? Siendo A y B dos cantidades homogénens é incomensura-
bles, tomemos la una parte de B, que esté contenida en A, de mo=

do que: s.:-l BZA y (s41) ]E. B>A,
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donde a) n y s serin niimeros enteros.
b) n puede tomarse tan grande como se quiera.
¢) s serd dependiente de n, es decir, cnaunto mas grande
se lome n, mus grande serd s.

d) anmentando n el valor de a.lliB se aproxima mas y
mas al valor exacto de A, porque la diferencia que
hay entre A y s.l-];Bﬁerti. siempre menor quei-]; L,

puesto que tenemos siempre (s4-1) % B>A.

Noms. 2y s—i-.j‘—}
n’ n
razon, A:B.
- 92 BiendoC y D otras dos cantidades incomensurables entro
8i, supongamos que podamos escribir:

5.:D<Cy (3+1).-D>C

donde tengan sy nel mismo valor y el mismo sentidocomo en (8).
En este supuesto se dice que las dos razones A:B y C:D

tienen siempre el mismo valor y el mismo sentido aproximadeo.
10° Corolario de los ntimeros 7 hasta 9.

Cor. 1. El limite de? es precisamente el cuociente de la razon

se llaman los cuocientes aproximados de Ia

A:B puesto que el limite de s.-ll-‘ BesA (8,d)

Cor. 2. El cuociente de A:B tiene un valor fijo y determi-
nado, por ser cantidades fijas y determinadas Ay B.

Cor. 3. El cuociente de la razon A:B no puede tener gino
un solo valor determinado.

Dem. Cualguiera que sea el valor de A:B, siempre estard
contenido e-ntrel gkl

2y 3
1
s

R . 8
; ¥ aumentando n, la diferencia mtre'\—-n

puede hacerse menor que foda cantidad asignable,
s+1

luego entref—l- ¥y —— mo pueden ser dos valores fijos y distintos

n
sino uno solo que es el limite de % 0 de %_—1.

Cor. 4. El cuociente de la razon A:B, ciertamenteno puede
espresarse por un numero, sedéntero, sea fraccionario; pero por
eso no es permitido decir que sea indeterminado en si mismo,
puesto que segun cor. 3, dos valores distintos del cuocients no
pueden satisfacer 4 la razon A:B.

Nora. Lo mismo tiene lugar en los niimeros irracionales,
por ej. /2; y por esta analogia se llaman dichos cuocientes 6 ra-
zones irracionales, aunque no puedan siempre espresarse por
ndmeros irracionales.
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§ 26. TEOREMAS SOBRE LAS PROPORCIONES EN
GENERAL.

Teor. 1. Dos razones de cantidades incomensprables A:By
C:D, que tienen siempre el mismo cuociente aproximado, forman
una verdadera proporcion.

T U T
. 1 “\ iy ‘ ‘: PI 5
Hip. 8 BzAyilesy ' AQMWERA Pup
n n ‘i._:\'; \é{,‘,’f
4 - fpceytHlp>e e 2
Tes. A:B=C:D. X =N

\\‘ L Py ‘:,_'—' :
R T NEai ey 1 YEALh
Dem. 1* lim. — =(A:B) y lim. = =(C:D) (10 cor. 1)

n ( ¥ n

Tuego A:B=—0:D (§ 24 3°)
Dem. 2* 51};—1>(A:B)>%

§<(0 '-D)<s—-lj1:1 restando tendremos:
sl s : . s sl
- — 5~ AB)—(C:D)> o — -

3 %}(A:B)—(C:D -

Sabemos que el limite de%l es igual & O (hip.) luego la diferen-
cia de las dosrazones A:By C:D estd entre +0 y —0, es decir

igual 4 0. e

luego

Nota 1* La segunda demostracion se puede siempre aplicar;
pero generalmente es mas complicada que lafundadaen el teore-
mas de los limites. )

Nota 2* Para mayor brevedad usaremos en los signientes
teoremas solo letras, donde la letra e 6 las otras mintisculas de-
notan el euociente en la razon dada. Por ej. A:B=e dice: el
cuociente de la razon A:B ese. y

Nota 8* Para mayor claridad repetiremos el principio del
§ 25 n® 3°: dos razones forman una proporcion, sisus cuocientes
respectivos son iguales.

=
Teor.'2. Si A:B=C:D y A=B serd tambien
e S
5 C=D
=
Dem. Por ser A=eB y C=eD,

= 5
sera nolgnenta A 2B bajo la condicion e zl
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y sica e =1 scrd siemjre C=0D
: - e
luego sl A=—B sera C=D.
S =

Teor. 3. Si A:B=C:D y m un nmero cualquiera,
serin: 1° mA:mB=C:D
2° A:B=mC:mD
3° mA:B=m(C:D
4° A:mB=C:mD.

Dem. para el caso 1°. Siendo A:B=e serda A=—eB

uego mA=m.eB
» mA:mB=¢; paro tambien C:D=e (hip).
» mA :mB=C:D. :
Dem, parael caso 22 Se forma de la misma manera como Ia
del 1°
Dem. para el caso 3°
A—cB C=eD
uego mA=meB mC=meD
& mA :B=mae mC:D=me
¥ por tanto A :B=mC:D.

Dem. para el easo 4°
A=eB ¥ C=D

]m;go A—--!—nt » C—E mD
» A.:mh;;‘ » C:sz_:;
¥ per tanto A:mB=C:mD.

Cor. Poniendo m——%tendremos 1o mismo relativamente ala
division.

Teor. 4 Si A:B=C:D

sera 1* B:A=D:C y si todoslos términos son homogé-
neos ademas 2° A:C=B:D
¥ 3* C:A=D:B.
Dem. para el easo 1>
A=—eB y C.—.=alD
laego B=—16A > =6C
Eal Ot
- B"A‘e SaERe ;1 <

61—
¥ por tanto B:A=D:C.

Dem. para el caso 2° Por ser:

A:eD=A:eD sera A:eD=%A:D (teor. 3 cor.)
ademas eD=C y A=cB;j B=§A (hip.)
luego poniendo en la propoercion
AteD=1A:D

£ enlugar de eD y B en lugar de %A tendremos

Dem. para el caso 3° Se sigue inmediatamente del caso 1°

Cor. Si en la proporcion A:B=C:D en donde todas las can-

s . s
tidades son homogéneas es Azﬂ, serd ta.mbien.B%D (teor. 2.)

Teor. 5. Si A:B=C:D

serin: 1?2 A:A+B=0:C4+D

_ 2? A4+B:A—B=C4D:C—D y si todos los tér-
minos son homogéneos

ademas 3% A:A-+C=B:B+D.
Dem. para el caso 1°

A=eB y C=eD
lnego A+B=(et+1) B g C+D=(e1+1)D
iy A:A+B=¢B:(e+1)B, C:C4+D=eD:(e41) D

; o) SR . o
” A-AiB— e+1 » C.CiD=E1-
y por tanto A:A+B=C:C+D.
Dem. para el caso 2°
AlB—(e+1)B y CiD=(e4 )D
A—B=(e—1)B ,, C—D=(e—1)D

. o1 A e+1
luego A{B:A—B= —+ y C4D:C—D= —
y por tanto A+4B:A—B=C+4D:C—D.

Dem. para el caso 3° tendremos

A:C=B:D (hip. y teor. 4 caso 2°)
lnego A:A+C=B:B+D (caso 1°)

Cor. Otras transformaciones se pueden tener por el teor 4°
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Taor, 6. Si A;B=C:D=E:F=G:H y todoslos términos son
homogéneos, sera:

A+ CHELG:BEDAF+H=A:B=0:D &a.
Dem. A=—eB, (=eD, E=cI, G=eH
luego A+C+EA-G=o(B1D+-F+H)
A+CH+EA+G:B+D+F+H=e=A:B

" c
e Ao BTGB DATLH—A:B=C:D &a.

. 7. S A:B=C:D
y Teor AE=C:F

serd A:BAE=C:D+F.
> 1 ; 1
Dem, A=eBOoB=_ A y C=eD 6 D= c

¥ 1
ademas ~ A=¢E6E=5A ,, C=eFoF=5C

e __ (141

Yo BiE:(Ei-E,)A » DiF = (eie,)c
1,1 s P X

5 BiE:A='éi- 'e": » DiF'c '_"ei a

donde se eaca:
De donde s B4E:A=DAT:C

5 A:B+E=C:D+F.
. 8. Si A:B=C:D

: Teor. 8 AB_OF

gerd B:E=D:F

1 1 > HFA
Dem, B=1A yE=LAy- D=1CyF=50
153 3 it
1!1830 B:E=é A a—,'A » DF:GC. E-G

e !

3 B:E= - o D'F_“B_
» B:E=D:F.
Teor. 9. Si A:B=C:D
¥ A:E=F:D

seré B:E=TF:C.

83—
Dem. B=-=::.'L y E= ":-,A Y C=eD y TF=e'D
¥ i ]
luego B;E:S__ y F:0=%
B:E=F:C,

CAPITULO VIL

Proporciores entre cantidades geométricas y seme-
janza de fizuras.

§ 27. RECTAS PROPORCIONALES.

Teor. 1. (fig. 114 ¥ 115). Toda recta paralela & un lado de
un tridngulo divide 4 los otros dos en partes proporcionales.

Hip. DE+ AC.
Zés. BD:DA—BE:EC.

Diem. Caso 1° (fig. 114). Siendo BD ¥ DA comensurables su-
pongamos que BM sea la medida comun entre ellas. Colocando
BM como medida sobre BD y DA, supongamos que BM esté
contenida en BD m (4) veces y en DA n (3) veces. Dirigiendo por
los puntos de division paralelas 4 AC, serd BM/=M'N’=N"P’
&a. (III. 15 cor. 2); luego BM’ estard contenida en BE m (4)
veces y en EC n (3) veces, 4 saber:

BD=m.BM Y BE=m.BMW/
DA=n.BM »  EC=n.BM'
" m_._ 4 nepe M f4
lnego BD:DA = E“(:%') w  BEEC = 3'_"(3)
de donde BD:DA=BE:EC.

’

Caso 22 (fig. 115) BD y DA incomensurables.
1? Estando BD dividida en partes iguales tan pequefias co-
mo se quiera, pongamos una de estas partes como medila so-

bre DAy no podri el tiltimo punto N de la division coincidir

con A, por ser incomensarables DD ¥y DA; trazando NN} AC,
seri. BD:DN=DE: EX" (caso 1%)
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o* Podemos hacer que el punte N se aproxime mas y mas
al punto A, tomando las partes iguales de BD su esivame nte mass
pequefias y por eso el limite de DN sera DA, 6 bien el limite.
de larazon (BD:DN) serd la (BD:DA); por consiguiente tambien
N’ ge aproximara mas y mas al punto C, y ellimite de EN’ se
i EN 6 bien el limite de la razon (BE:LN’) serd la (BE:EC)

Ademas sabemos que siempre tiene lugar la proporecion:

BD:DN=BE:EN’ por ser siempre NN’ AC.

De donde teneinos:
Jim. (BD:DN)=BD:DA y lim. (BE:EN')=BE:EC
ademas siempre BD:DN=BLEEN’
luego BD:DA=BE:EC (§24. 3)

Cor. 1. BD4-DA:BD=BE+-EC:BE (VL 7)
o AB:BD=0B:BE
o AB:CB=DB:EB.

Cor. 2 (fig. 116). Si tres paralelas cortan & otras dosrec-
tas cualesquiera, las cortan fermando segmentos proporcio-

nales.
La demostracion puede reducirse al teorema demostrado.

Siendo B"B'+ DE+AC y B/C"+BC+B'C’ seré
B'E'=BE=B"E” y E'C’=BCG=E"C" (IIL 3.)

luego B'E':BD=E'C': DA

o bien B"E":BD=E"C":DA.

Co- 3. Lo que vale para tres paralelas, valdra para muchag.

Teor. 2. (fig. 117), Si una recta divide & dos lados deun

tridngnlo en partes directamente proporcionales & estos, serd pa-

ralela al tercer lado.

Hip. BA:BC=BB:BE.

Tes. DE+AC.
Dem. La paralela por D4 AC corte B! en unpuntoX,
luego BA:BC=BD:BX (VIL 1 cor.1)
ademas BA:BC=BD:BE (hip.) .
Inego BX=BE 6 el punto X egsel punto E

y por tanto DEFAC.

Cor. Lo mismo se verificasi los segmentos son entre si di-
rectamente proporcionales, puesto que

AD:DB=CE:EB
BeTa AD+4DB:DB=CE+EB.EB
luego AB:DB=CB:EB
de donde DE+AC.
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TGO]‘. R, (fg. 117). Si en un tridneulo se treza nna recis
1v.r:a..h:la ano lado, los otros dos son proporeionales alos seomentog
supetiores cortespondientes como el tercer ludo é la recta purulela

Hip. DE£AC :
Tes. AB:DE=AC:DE (==CDB:EB).

Dem. Teacemos por D una recta DF 3 BC ¥ tendremos:

AB:DB =AC:KC (VIL 1 sor 1) donde FO=DE .1
lnego AB:DB=AC'DZ (a AB':AC:[";B;B.E S P

. Teor. 4. (fig. 118). Si en un triingnlo se traza una paralels
A un ludo y desle el vértice opuesto & dicho lado una 6 mas rectas
ellado y su paralels quedan divididos en partes proporcionales. *

Hp DE+AC.
Tes. AH:HC=DF:FE,

. Dem. AH:DF=HB:FB—TIC:FE (VIL. 3) .
luego AH:DF=HC:FL, 6 Litn: AH: HC=DF:TF.

Si se trazan mas reectas, la demostracion serd aniloga.

Cor. (fiz. 195) Tres rectas se encontrarén en un mj d
to, &l cortv. & dAos paralelas,de modi que los seglﬂ]:rft‘;r ut?a
estas ran entre si direstamente proporeionsles, '

fupresto que ACFDE y AH:'IC=DTF:FE y que rdemns
AD y F i se corten en un punto B, deciuos tamlbyen que CE
pagara por el punto B Para demostrarls, jintese B con.
Ia recta DF se halla cortata en un punto X, de donde: AH: H( —
DF:FX (ter ), luegc: F1. =FX, es decir: el punto X es el puﬁto
E o ln recta BC pusard por E, uego la_recta CE pasard por B.

Nora. Supaesto,que dos de, esta
" aesti, e, 8 tres rectus sean
entre s, lo serd tambien la te:l-cera. i

tingnlo formado por los términos medio i i
o mn: J 8 es igual
por los estremos. e e g

Taor. 5 (i 119). En toda proporeion entre rectas zl St

Hip. mib=o o,
Tes. a)d=bXe.

Deni. En los lados de un érgnlo recto E form 4
EA=, EB=b, J=¢, = ‘ i ‘EmO&
0B ’aerzi: Eb ¢, ED=d, ademas tiremos DC, AB, AD ¥

CD#AB por ser AE:BF=CE:DE (kip.)

Inego . ARD=AR 2)
g SDF 30 (V. 7. cor. 2)
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Inego DFB-}+DFCE=AFC}+DFCE
0 EBC=EDA
pero EBC=EOXEB=]¢Xb
v EDA="EAX D=}uxXd
Juego X d=03b.

a

Teor. 8. "oslados de dos rectingulos iguales son inversa-
mente proporcionsles.

}'ﬁp, a X bh=c3d,
Tes. aie=d:b.

Dem. Siendo aze=d:x merd X x=c¥1, y segun la hipd-
tesis ed(!=a)Xb, luego u){ = Xx, es devir: el rectangulo for-
mado de a y b esigual ai formado de & y X, laego b=x; y por
tanto wlcm=d:b.

§ 28. TRIANGULOS SEMEJANTES.

Ezplicaciones.

1* La semejanza de Ins figuras solo cons’ste en la confor-
midad de la forma; y por tanto hiciendo abstraccion de la mag-
nitud atiende soluments & lo gue determina la forma.

En los poligonos los Anguios y la rvelacion que huy entre los
lados respectivos determinan la formn. De donde se sigue que para
ser 1os poligonos semejantes, serd menester:

1* que tengan ios dngulos igusles y colocados en el mismo
orden. Los vértices de los angulos igunles se llimun ho-
miblogos, y lados homdlogos los que unen vértices ho-
mologos.

2* que los lados hom0logos estén en uno y en otioen la

misma relucion, es decir, que sean proporciounles.

I'e donde la definicion:

2* Dos poligonos son m‘ejrmtes si tienen los dnzulos res-
peetivamente izuules y colovudos en el mismo Giden y sdemas
los lados homologus propurcionales.

3* Especialinente dos triangulos son semejantes, fi tienen
todos los angulos izuales y proporcionales los Jados -homilo-
gos, & saber, que se oponen & dngn'os iguules.

Teor 7. (fig. 117). Sienun fridngulo se firn vna pni-aleh
& un lsdo, el triangulo patcial que results, serd sewie,:nto ul tutal.

Hip. DE$AC.
Zes. ADBLAABC.

Dem. < B=B, JA=BDE, LO=BED pors=r DEZAC.
ademan AB:UB=UB:LEB (V1L 1 cor. 1)

. .

: AB:AC=DB:DE (VIL 8}
o escriblando de otra manera
AB:BC:CA=DB:BE:ED.

T

:1‘501-_ 8. (fig. 120). Dos tridngulos son semejantes, si tisnen
los dngulos respectivawente iguales.

Hip. A=A, <IB=B, C=C',
Tes. §LBC~A'L‘.’U'. <

Dem. Haciendo BA"=B'A’ tricese A"C”£AC y werd:
\VIBOUAA'BI (IL 8)

pero A"BC"~~ABC (VIIL.T)
luego AABC~LBU.

T-or. 9, (fig. 120), Dos tridngnlos son semejantes si‘tienen
rerpeciivaiente proporeionales dos lados 6 igual el dngulo com-
prendido.,

Hip, AB!BC=A'T'B'C'y B==B’
Tes. AABL~AA'B'C

Dem. Haviendo BA”=B'A’ y BC"=E'C’ serd
AL"BCH=LE (IL T)
loego AB:BC=.1"3:BC" por ser A"B=A'B’ y EC"==B'C*

e, A"CHE NG VIT, )
b AA3C~ PECH (V.03)
" &.13'\..«'\-.1’1)'\.,’.

Teor. 10. (fig. 120y. Dos trifagulos son semojantes si tie-
nen rep civamente sus tres lades proporcionales.
L
Hip. AB.:BC:CA=\"B":B'C":CA".
Tew. [\ ABC~ A%

Dem Hiciendo BA"=DB/A’ v BC”=B'C’ seri:
ABIBC=A"EiBJ" (1p) Inego: A”C"FAC (VII 2)

Inego VIBCYALABO

de donde AB:AC=2"3: A"
acemas es AB; AC=\"B": L0

lueso A"C"=A'C" por ser A= A'B* (eonst.)
¥ por tanto ANBC"2=2 B (IL9);

ya sabemos que A V"3U"~A3C, lusge A3C~ VB

Tesr: 11 (fig 120). Dos tridogulos son semejanties, & tise-
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nen rest egtl7amente dos lndos proporcionales ¢ igual el Amgulo

épuesty H",‘-u)'or de ellos.

Hw, AB:BC=A'B":BT, </C=(, AE>BC y AR >DBC
Tes. NABU~ AL E Y
Dem  Harviendo BA"=D'A’ 5 B("=L'C" serdl
I A”“:B("”=B.-\ :BC (hip. y const.) nego AYC"£ AC(VIL 2)
lquu 'AA"“(T"-\..\“(T ae donde -.:;:L&L:"'_—l"":__'(]:b’
= AN BU A S0 (T 10y T :
"'.7 AABCN;\“;"L:’ 2
Cor. Dos triangulos reetingulos son semejautes, si tienen
proporcionales ln hipuienasa’y un cateto. ek > :
3 v g ' 19 i

§ 29. CONSECUENCIAS RELA(TVAMENTE AL
: bt TRIANGULO. : :

Teor. 12. (fiz. 121). Ta bisectriz de un dngulo en un tridn-
gulo divide al'lado oy nesto ‘en partes projereonales 4 los lades
a(‘[":” n' e ';-f, LA . o

" Hip. <{ABD=DBC.

B! ADDC:AE=3’3

Dem. Trazando por A nna paralela f.BC, y prolongando
BD hasta que corte @ esta en E, tendrémos:’ - ¥ v
; JIDAE=DCB y < DEA=DBC (L 1¢]
lasgo [ DE~CEB, y por tanto AT AD=CH:CD
atemises < DEA=DDBC=DDA ¢ bi n AB\E is(m:-sh;
de dunde’ AL=ADB, luego serd la propurcion precedéx;\te:
4H ) 3 v L e
AB:AD=CB:CD
0 bien AB:CB=2AD: CD.
R e
Peor. 13, (fiz. 121) Si nna recta trazada desde el vértice
de un_ tfidugtlo divide al lado opuesto eh partes “proporciona-
les 4 los lados adji'ig.uentas, serd bisectriz Jo dicho atigulo.

" Hip. AD:DC=AB:CB. =
Tes. <LABD=CBD. -

Dem, Corte la bi.séct:riz.,da @;Br; el ;lado ACen X y gera:
Y Wl # . 4 OV p
AB:BC=AX:XC luego AD:DC=AX:XC

y por consiguiente AD+DC:AD=AX-|-XC:AX
¢ bien AC:AD=AC:AX es decir AD=AX,

Jduege el punto X surd el punto D y por tanto BD es la bisectriz |

del B,

—Ba -
Teor. 14. (iig. 122) i en un tridogulo rectangulo se baje
ls altura sobre la hipotennsa:

1* la altura es media proporcional entre los segmentos de
la hipoteunsa;

22 Cada cateto es media proporcional entre tods la hipote-
nusa y su segmento adyacents.

Hip <fABC=R. BD | AC.
Tes. 19 AD: BD=BDTDC, 2° AC:AB=AB:AD

Dem. Por ser w=a' y y=1' nera:
’ AADB~ABDC~ABC (VIL 8§)
luego, 1* AD:BD=DD:DC, 22 AC:AB=AB:AD
Y AC:BC=BcC:CD.

Cor.1. BD"=ADXDC, AB*=ACXAD, BC?=ACXCD
Cor. 2 AB’+BC’=ACXAD+4 ACXCD
o ADB’ +BC2=AC (AD-L-DQ)=AC",
Cor. 3. i BD'=ADXDC serd < ABC=R.
Dem: Describiendo sobre AC como didmetro una semieir-
ennferencia que corte BD en X, sera <7TANC=R (IV. 19)

lego DX"=ADX1C=DDB* { DX=DBE, ‘es decir el punto X
serd preeisamente el punto B, y por tauto <[ABC=R.

§ 3¢. CONSECUENCIAS, RFLATIVAMENTE AL CIRCULO.

Teor. 15. (fiz. 123", Si dos cuerdas se cortan, sus pattes
Bon inversawmente préporcionales. '

Tes. EA:ED=E(Q:EB.

Dem. Trazados AD y B seré.;l' <{B=D 5¥ {C::A(W
18 cor.) luego AAED~CEB, luego EA:ED=EC;EB:

~ Cor LI rectinguly formado por las partes de una cuerda, es
igual al formado por ldside la otra; es decy, EDXEC=EAXEB.

Teor. 16. (ﬁ_g. 124) Dr?s secantes que se cortan en un pun-
to fuetu de cn ecircalo son inversaments proporcionales & sus

partes externas.
i EL] .

Tes. BA:BC=BE.BD.

Dem. Trazados AE y CD pera :
. <[A=C luego /\ABE~.CBD
luegn BA:BC=BE:BD.
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Gor. Fl rectinzalo formodo por nmna secante ¥ sm parie ex
tornn es igusl ol form do por ofea que parte del mismo punto,
¥ 80 parte ¢Xterms; es decir, BAYBD=B X BE.

Teor. 17 (fig. 125). Si se trazan cesde nn mismo punto una
tangonte y unn secante & nna cirennferencia, serd la tangento
media proporcional entre ln sceaute entera y su purte exterua.

Tes. BC:BA=BA:BD.

Dem  Trazado AD seri:
{C:BAD (V. 21), § por tanto ACAB~ADB
lusgo BC:BA=BA:BD.

Cor. El cuadrado de ana isngente es igual al rectingulo
formado por una secante, que parte del mismo punto, y su purle
eaterna; es decir BA*=B( xBD.

T.or. 18. (fiz. 126). El rectingulo formado por dos ludos
de un tridngulo es izual al rectanguio formudo por el dinmeiro
del circulo circunserito y la altara bajada al tercer lado.

Hp. BD | AC, BE eg el didwetro.

Tes. ABX BU=BDXBU

D'm Juatauds A eoy B ceri <TEAB=R=BDC
ademas < BEA=B D (LV. I3 corn) inego A BEABCD
y portanto AB:3E=8D:80 o biea ABW SC=0bb3 81

Teor. 18. (Gg. 1:7) (ds Ptolemeo’, Eu todo cnndrilitero ins-.

eriplo 0. un eircuio, a8 swinn de ios vectangulos formuedos por
os ludos upussius esigasl al rectduguio furiwado por lus wia-
gonales.

Te:. ADXDOHADK BU=ACKED.
Dom. Fornaly <L 3 =24 y por ser < BCE=DBD.J\, serd

ABCF~BDA de Jonde se saca:
BC:CI=bLD:DA § bien BCXDA=BDXCE..

Ademns <C ABDLDBE=CBE+4DEE, por ser ABD=CBE,

0 <;\BE=1)BC ¥ {E;&B:BDC {(IV. 18 cor)
de donde AABE~DBC Inego AB:AE=BD:DC,
o bian ABY DC=BDXAE

ya sabemos que BOXAD=BDXOCE y AT} CE=AC,
lnogo ABXDC+ECXAD=BDX ALL{CE)=BDXAQ,

— e
§ 81. POLIGONOS SEMEJANTES.

'Teov, ’20. _fﬂg. 178). Si desde nn punto interior O % =n
polivono ABCDE se trozsn reetng & cus virdie £, v entre endn dos
du-'eht;«s fl‘v};mnmﬂ: A'L'£AB, F'O' 4 BC, (T4 CDy Dy 1 E:
umendo shora E' con A resuitard u 3 lig o AB'CD E
semejanie al dado, Saiini g aleab

: 1I.h'mJ 1? Tedos los triingnlos yarviales con ~em-jinles & los
totales. Pues de los triangulos AOD, BOC &a. v sns PrICa.es
estit ya probade por el teor 7; solo resta pre bar gue: i

NAAOEA~AOE!
Sabemons aqnes
AC:ANO=BU:B'0O=C0:C0=D0:D'O=F0:1'0
b AO:A'0=FO0:F0

luego A'E'$AE (VIL 2 y por tanto AAOE~A" E.

2° A=A’ B=B' &a. (1.12).

a* 2 lad 3 b i 6
b Iji':ii ’?r’;‘;}‘l"i. ABCDE son proporcionsles & 1bs h mélo-
. Pues AB:A'B'=B0:B/O=IC:B('=(C0: ; .
6 ABIAB =BUIBU—CD i he S @)

El n® 2"y 2° verific icione
it AlB"L)lJ’E:,erlﬁL an les condiciones para ser ABCDE scma-

Cor. Lo mismo se puede d tr punto
del perimetro de ABLPDE U 221021.1 a3 %y P

TEOI'. 21- [ﬁf". 12”). Los ,pnlfgnnn“ Hrmpjuntea p“.dnn des:

‘compon rse en tridngulos semejantes, tiran i ‘
de un virtice homdélogo. . / il o

Hp. ABCD' ~AB/C/D'TY,
Tes. NABC~AB'Y, AACDAACTY, AADE~ADE,
Dem. Por ser )\ ABC~A'B/C’ (VI 9), se sigue que
AC:A""=ADB: A'B'=DC:IVC’ (hi
T AC: At Gy )
ademns <TACD=A"1)' por rer < C=C’ y < BCA=B/C'A*

luego AACDAACD’; nsi g
: - ; w81 procediendo udelante re d
que Seuu sewejautes todus lus tridngulos qtr: sucoderi‘:.nue&m

Teor. 22, (fig. 130). A todo punto dentro d i
cortespouide un punto homologo dl; atro ';oﬂaznbmqﬁ;:::
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modo que estos dos puntos se hallin & distancid® proporeionsles
& los virtices homologos.

Hip. ABCDE~ATCDIE. , -

Tes. 0A:OB:0C:0D:0E=0/4:0'D:0/C":O'D": O'E"

Dem. Siendo B’A’==BT tracemos FA” B0, ademas

A”B”"ﬁ:AB, B”J”:‘,; BT &a v finalmente juntemos Y con A
¥ serd segun teor. 20:

1% AYBIC/DUE! ~ABCDTA AB/CDE! (hip)

2% AV RICUDITN 2 AECID Y, L
porque AYB7=A'B’ por ser BEA” ! un paralelogramo enyo lado

F=A'B’. const:.)
Ademas A'BC:B/(/-=AB:DC=A"R".B"C"

'6 AR BICI=AVBI BN
luego B/C/'=B"C" por ser Abl=A"B".

Se demuestra de ls misma manera, qie:
C”D"":--;C"D‘l' y DHEJ}ZD}Er y LM A—=T'A’

Ya sabemos por el n® 1° que <[ A’=A", B'=DB" &a.

Luego tenemos en estos dos poligonos A'B/CDVE y
AVB! MDIE! todos los elementos gnales y dispuestos e la mis-
ma mavera, y por tanto son congrunentes. i

Ahora deseribiendo desde A’ ¢ B con los radios A”D v B”0
dos arcos que se corten en O/, «evd C/ un punto en A/V/CHVEY
qne. carresponde a4 O en AYBYCVDYEY, y por tanto A'UG/=A"0,
B'O'=B"0, C'0'=C"0 &a.

Ademas sabemos que:

' A0:BO:CO:DO:EO=A"0 "} ClO: PHO O,
loego  AO:BO:C0:DO:EO=A’0': 50 100 : DO/ EO.

 Cor. 1. Li> mismo se verifica de un punto que estd situado
fuera del perimetro o en:él & 5
Cor. 2. Lnego los poligonos semejantes pueden deseompo-
nerse de infinitas maneras en tridngulos semejantas.
Cor. 3. Dos poligonos son semejantas si” respectivamente #
dos puntos pueden descomponerse en triingulos dos & dos se-

mejantes y colocados en el mismo orden.

Teor. 38. (128 y 131). Si dos poligonos semejantes tienen
los lados homdlogus paralelos, eonmcurriran en un mismo punto
las rectas que unen los vértices homdlogos.

Hip. A' yA', B yB,Cy O &a don vértices homologos en

-
T

los poligonos semejantes ABODE A‘B'C' DY R

Suiema é‘za? DE y A'B'C'D'E’, ademas AB+#
Tes. Trazadas las rectas AA’ y BB, h

en U, pasard la recta OC por €, lz':fr oD poxf'L })? &%:.m K il

Dem. Corte OO la recta B'C’ en un punt q
: o X
OB:0B'=DB(:B'X (V})I. 3). g

Ademas tenemos por construccion & hipotesis

OB:OB'=AB:A'B'=BC:B/(’
\ 0 - BIXOB:OB’:BU:B’G’
aego. B X=BC:B'C, lo que da B/'C'==B'X
¥y por tanto X'es el punto ¢ 8 ln.rec(:ltn. 0 pm?ﬁ é pnnfo ¢
De 1a misma manera se demuestra que OD pseard por D/ &a.

Nors. O se llama el punto do semejanza.

Teor. 24. Los perimetros it
oY, 5 Tl e dos pol 3
entre s como dog lados homologos. peliganos semejantes you

Dem. Siendo a, b, ¢, d, e, flos lados & 1 !B
£, los lados homélogt’)s,enf el otro ol oo GO TR
a:a'=b:W=c:e'=d .Pd" :gg?:’:i?:??mme, b

luego (a.+b+0—1~d—£—a+f):a‘+b’+c’—f—d’—}-c’—{—f’:n:a' (V1. 6).

(} I_ : - . . ;
Or. 08 |)011L10tr08 son t&mblen :‘.)1 OpOrBIDnales & lns dlﬂ
- = v 5
tﬂnc’.ﬂ-ﬂ thUIOg'aS de dDS Puntoa homl}iogosx

jante"gzeor‘ 25. (fig.129). Dos poligonos de (n) lados son semo-

1° Si tienen proporcionales entrs s (n— & i
los (n—2) dngulos comprendidos ontre ngz 1 Tades 0 jesaley

2° Si Henen iguales respechive :
i spectivamente todos los &
¥ proporcionales (n—2) lados homoilogos ¥ u.dyac(—}utezl?i i

Hip. para,_el 1" caso <Y A=A’ B—P' C—(’

ademas ~  EA:AB:BO:CDR/A" AR BOm 0D
Tes. <{D=D' y BE=F, ademas EA:ED—¥/A/ 2 ) g
Dem. AABC~A'BCY (VII, 9)

lnego | AC:A'C=B0:B(/=(D: 0D (hi
ademas JACD=A'C'D" it {hip.)

porser C=0' v < e
luego AACD~A'C/D y ),{ACB_ATJ B,

de donde AD: A'V=DC;:D'C'=AR:A'E i
' - D2 AD'=DC; =AKE:A'F (hip. {
izdemaa IDAE=I'A'E’ por ser A—A’ y q&gﬁﬁ-):B’A’D’.
nego 2 QDAEND’A’E, ¥ por tanto

<{E=¥ y D=D', ademas EA E'A'=ED:ED!

L3
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Huip. para el 22 easo. Todos los angulos respeetivamente iguales
¥ AB:BC:CD=A'B/:B'C'.C'D’.
les. CD:DE:EA=C'D':D'E':E'A’.

Dem. De la misma manera que en el primer caso téndremos
AACD~AC'D! luego <JADE=A'D'E/, ademas <] E=E’
luego AADE~A'D'E’ y por tanto

CD:DA:DE:EA=C'D':D’A":D'E/ . E'A’

§ 83. PROPORCIONALIDAD DE AREAS.

Teor. 26. (fig. 132 y 133). Las édreas de dog rectbngulos
que tienen iguales alturas, estin entre sl como sms bases.

Hip. AC=A'C".
Tes. Retg. AD: Retg. A’'D'—AB:A'B..

Dem. Casgo I° (fig. 132). Siendo AB y A'B’' comnmensuralbles
y AP=A'P’ la medida comun, sea AB=nAP y A'B'=n'A'P’,

luego la razon'AB:A'B/ ::7 g

Ahora levantando perpendiculares en los puntos de divi-
sion, tendremos: Retg. AQ=Rectg. A’Q''y ademas, por ser igua-
les todos los Retg. parciales serd: Rotg. AD=n. Retg. AQ y
Retg. A'D’=n’' Retg. A'Q/, ;

Inego la razon Retg. AD:Retg. A'D'=—=AB:A'B’
0 bien Retg, AD: Retg, A’'D'=AB:A'B’.

Caso 2" AB y A’B’ inconmensurables (fig. 133).

1?2 Estando AB dividido en partes iguales tan pegurefias co-
mo se quiera, pongamos una de estas partes como medida so-
bre A'B’, y no podra el tltimo punto de division N’ coineidir
con B, por ser ingonmensurables AB y A’B’; trazando ahora
N'R' | AB sera:

Rtg. AD:Retg. A'R'=AB: A’N’ (caso1?),

2* Podemos hacer que el-punto N’ so aproxime masy mas

4 B’, tomando las partes iguales de AD sucesivamente mas pe--

quefias. y por eso el limite de AN’ serd A'B/, .

o bien lim, (AB:A'N")=AB:A'B;

por consiguniente se aproximard tambien mas y mas el Retg. A'R/
al Retg. A'D, y el limite de Retg A’R/ serd Retg, A'D/, -

0 bien lim. (Rtg.AD:Retg. A’R/)=Retg. AD:Retg. A’DY
ademas gers siempre Retg. AD:Retg. A'R'=AB: A'N’

Jtego Retg. AD:Retg. A’D'—AB: AB’ (§ 24, 3).

Uor. 1* Dos rectangulos de igual altura, son proporcionales

1

nE
—o—

& sus bases; pues en losrectingulos pueden considerarse lag bages
como alturas.

Cor. 2° Las direns {de dos paralelogramos de igual altura son
proporcionalesya jsus bases, y reciprocamento.
gor. 3"DLtl) mismo vale de los tridngulos,

or. 4° Be la proporeion delas rectas a:h==c:d se gicue Ia otra:

a X p:bXp=¢q:dXq, en donde PYq son tamﬁien rectas.

Dem. axXp:bXp=a:b y eXq:dXg=c:d=a:b (teo:
luego 8 XpbXp=cXq:dXq, ki

Teor. 27. Dadas las proporciones de lag rectas;

atb=c:d y e:f=g:h, serin proporcionales entre si los
cuatro rectangulos formados por los términog correspondientes,

es decir:
ae:bXf=eXg:dXh

Dem. a>><(f: b;gé': c§h :dxh
y axelaxi=exg:exh (VIL 26 cor. 4).
inego aXe:be::cXg:c 3§<h( (VI, 8).cor )

Cor, 1. Si a:b=c:d serd a2:b2=c2:q:2.
Cor. 2. Bi a:b=b:c gerf a%:b2=—g:¢

Dem. a:b=b:c
y 8 b=a:b
luego 8” :b?=aXb:bXe=a:ec.

; Teor. 28. (fig. 134). Lns dreas de dog trifngnlos semejantes
estin entro i oomo los cuadrados sobre dos ladog homdloges.

Hip. ABC~A'B'C’
Tos. NABO:A’B'CU'==A0: A/("2=AB?: A/p/2

Dem. Trazando las altur, 5 )
AT tendrermosli olas alturas sobre los lados hamoélogos AC y

BD:B'D'=AB:A’B'=AC: A'()". por ser /\ ABD~ A'B/D -

) BD:B'D'=AC: A'(Y

ademas: JAC: JA/C'—AC: A'CY

luego JACKBD:3A/C X B/D/'—=A(2: A/C/2" (VII. 27)
o bien AABCIAB'C=AC?  A/(/2

£8)emos que AC:A/C’'=AB:A'B’ (hip.)

luego AABCIABC'=AC?: A'C2=AB2: A'B'?

_Teor. 29, (fig, 129). Las freas de dos poligonos semejantes
estén entre si, como log cuadrados sobra dos lados homologos
Hip. ABCDE~A'B/(YD'E.
Tes. ABCDE:A'B'C'D'E'=AB?: A'B'®

l)e"l I} on]en(l(} IE)S l)()]]é;”[!(ls en f.l anm gemen en
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ABC/=AB?;A'B's (VIL 26)
AOD A/C/D DO D/ — AR A/B*
ADE: A'D'E'=ED® :I'D/2—AB* : A’B"*
inego ABC:A/B/("=ACD: A’('1=ADE: A'D/E/
o do ABCA-DOD4 ADE: A/B/C/ 4 A/C'D/4-A'D/E =
de dontlt!:%iBB c—:l;y]ycj__.: AB*:A'B'2 (VL 6)

0 bien ABCDE:A'B'C'D/E'=AB*:A'B?

), . 130). Porser AB:A'B’=0A:0’A’ tonemos:
o (ﬁgABC)DE:A’B’C’D’E:OA*:O’A’“

. (fir.122), En el tridngulo rectingulo:
'il':’a%}li. gngdz('ago do’la hipotenusa es al eundrado srﬁnre ltlm
cateto’ como la hipotenusa & la proyeceion del cateto sobre ella.
9% T8 cuadrados sobre los catetos estdn entre si, como sus

proyoeeciones sobre la hipotenusa.

7. BP=R BD | AC.
{l{f A%:- :AB2 :yB(_‘.-2 =AC:AD:DC.

2—ACAD, BO?=ACXDC (VIL 14 cor.)
1uegc? 5 @Acuzaéxzncn_—,wx:ﬁoxm:A(_-xno

sabemos que AC2:ACKAD:ACKDC=AC;AD:DC (VIL 20)
luego AC3:AB2:BC*=AC:AD:DC.
. .
. (fig. 185), La suma de los poligonos semejan
consttgl?i?l%s ?:;lobzga los catetos de un tridéngnlo rectingulo es igual

al poligono semejante coustruido sobre ls hipotenusa.

Hip. <YB=R, §~P~Q, AB, BC y AC lados homélogos.

Tes. S=P+Q.
; P:Q=AB2:BC?
luerrc;D it P+Q:Q2Agi -;};gC’:BG?- (VL B)
.1 :8=BEsAC®
?1;1:;)“505 P—I—%:S:AB:-}-BC’:AU% (VL 8)
rabemos que ABEJE,BCL:AL
Inego Q=

= , : N
Nora. Los teoremas del Cap. VIy los del VII especmlm‘t r?:a.
to ol 5%, 6°, 267, 27¢ y sus corolarios eontienen la razon georﬁgn i
de la ej’ecucion de lag operaciones algébricas con las can o
reomdétricas de las propOreiones. ; X
2 ¥n generzl se puede decir que aun con todo rigor ge«:_tgﬁgzs
co se pueden hacer las operaciones algébricas con las mmt i o
geométricas, con tal quo cada expresion se pueda interpretar ge
m ¢tricamente.

i 33. PROBLEMAS ELEMENTARES.

Probl. 1. (fig. 133). Hallar unn cuarta proporcional 4 tres
rectas dadas, a, b, e; en decir, que son: a:b=¢:x.

Constr. 1* Formando un éneii'o MBN tomese AB=a, (B=b
¥y AD=c; juntando A con C, triceso DX A€ yserd CX larec-
ta pedida. .

Dem. (VIL 1).

Const. 2* por teor. 2¢

o Probl. 2° Hallar una tercera proporcional & dos rectas da-
das: a y b, es decir, que sea a:b==b:x.
Const. 1% eala misma del probl. 12 Const. 2%fig. 187). De los la-
dos del dingulo reeto QCP tomese BC=b y AC—s, juntese A con B,
y formando <T ABX=R, prolonguese AC hasia qae corte BX en
X yserd CX la tercera proporcional.

Dem. (Teor. 14). AC:CB=CB:CX.

Probl. 3° (fig. 138). Hallar una media proporcional 4 dos
recias dadas: a y ¢, es decir, quo sea o:x=—x-c, .

Const. De Ia reeta AC tomemos AR—g ¥ BC=e, ahora
deseribiendo sobre AU como didmetro una gemicircunferencia,
levantemos en B una perpendieular § AC hasta que la corts
en X, y BX serd la recta pedida.

Dem. <LAXC=R [IV. IQJ.
luego AB:BX=BX:BC[VIL 14].

Probl. 42 [fig. 139]. Dividir una recta AB en paries proporciona-
lesm:n:p.

Oor. Formado un 4ngulo ABN tomese BC=m, CE=n y
EF= p; unido I con A tricese EX y OY paralelas & AT ylos pun-
tos X ¢ X dividen larecta AB en larazon pedida.

Dem. [Teor. 1, cox. 2]

Probl. 5° (fig. 140). Dividir una recta dada a en media y
extrema razon, es deeir, que sea aix—x a—x.

Const. Siendo AB=a, tiremos BO | AB igual & 3AB, desde
O cemo centro describamos con OB un cireulo, y trazando OA,
que corte Ia circunferencia en D hagamos AX=AD, y AB serh
cortada por X en la razon pedida.

Dem. Prolonguese A0 hasta cortar la circunferencia en C

serd A L R i
y AC:AB=AB:AD (VIL 17) .
luego AC—AB:AB=AB.-AD:AD (VL b)
ero AB==DC y AD=AX (const.) '
uego AX!AB=XB:AX 6 AB:AX=AX:XB.



Probl. 6. (fig. 141). Sobreéumreota dada A'E' construir un

] # otro dado. ; )
pnugéﬁat%%?&tﬁpuesto en {ridngulos el poligono clla.fll(;’po;}glg-
gonales trazados desde un vérties A, formemp_a K 3 da:la S0,
<[ J/=E y tendremos el pnnto D' correspoudxentudq. 98 S,
ma manera formados los otros tridngulos corres:'penf{'rz% e .-:ED s
poligono dado estaré construido el poligono A'E'D'C/B~ 1

i ia dos son
. Por la eonstruccion todos los tridngulos forma
aema?ai:us & los del poligono dadoy colocados del x‘mnnm3 modo
y por tanto los poligonos son semejantes. (VIL 22 cor 3.)

Probl. 7. [fg. 142]. Dividir un tridngulo dadoen tridngulos
ional nip. g
pmp&?ﬁ:ﬁ“ﬁ?@i&dﬁ Ij&D:D‘liJ:P.‘;C:'l:n:n:p [pro‘.bl.. 4] juntemos

Boon Dy E y tendremos ABD:DBE:EBC==m:n:p.

los triingulos tienen la misma altura, y poreso:
Defisg?ggﬂ EBC—AD:DE:EC=m:n:p (VIL 2 cor. 8}

Probl. 8. [fig. 143]. Dividir un tridngulo por una recta pa-
ralela d un lado en dos partes proporcionales m:n.

isis. Siendo XY la recta pedida, tendremos:
Andlisis 1enxti3 Y:XAC}.’Y:mf;;Z + e
X XACY: XBY=m-{-nim X
lueg% A?&gg;gBY"—“m—l—n:mzAB?:BX’ | VII. 28].

ne eonstruida la filtima proporcion, el problema que-
darﬁS:es:laaltc(l}; por esto describamos sobre AB ,comK ]3‘?1?0;:31-0“::
gemicircanferencia, y formando BD=BX, y DE | iBDlj— i
AB#:BD*=AB:BE [VII 30] =m--n:m, por ser B
En la Gltima proporcion AB;BE=m-}n:m podqmosD 7
tamente determinar K por probl. 1; por E se determ;:;a s po
BD la parte BX y por tanto quedara resuelto el '_pr;::)1 eugb.a =
Oonst. Hacieudo AB:BE=m{n:m [probl. 1]. asctm s
sobre AB como didmetro una semicircunferencia, lelw_.')un an: 2
E la perpendicular EM & AB, juntemos el punto I?’Amzmx y
describamos con BD desde D un arco que corte en X, ¥
trazando XY#$AC serd AXBY:XYCA=m:n.

. AB:BE=m-+}n:m [cons.]
ndem{::m AB:BE=AB* :-l];D2 [const. y VII 30]=AB2: BX> [const.]
luego  AB*:BX*=m-n:m o8
ademas AB2:BX2—AABC:XBY [VIL 28]
de donde m-+n:m=/\ABC:XBY

o m-+4n—m:m=AABC—XBY:XBY VI 5]
es decir n:m=XYCA:AXBY
6 AXBY:XYCA=m:n.

Probl. 8 [fig. 141). Dado un poligono construir otro seme-

e

jante, con el cual esté el primero en Ia razon de m i 7,
Resolucion. Por medio del probl. 8 se puede hacer que
AAXY ABC=n:m; entonces trazando YZ4+CD y ZV4DE, sere
AXYZVel poligono pedido.
Dem. 1* AXYZV~ABCDE [const. ¥ VII. 20 cor.|.
2° AXYZV: ABCDE=XY2:B(3

pero XY2:BC*= AAXY:ABC=n:m [conast. |
luego AXYZV:ABCDE=n:m.
’
e e

CAPITULO VIIIL

Poligonos regulares y medida del cirenlo.

§ 34 PROPIEDADES DE LOS POLIGONOS REGULARES.

Ezplicacion 1* Un poligono que tiene igmales todos sus la-
dos y dngulos se llama regular.

2° Un poligono esté inscrito en una circunferencia, 6 una
circunferencia ¢sta circunserita 4 un poligono, i todos sus vér-
tices ostfin en la cirennferencia,

3¢ Un poligono estd circunscrito 4 nna eirennferencia, 6 una
circunforoncia estd inscrita en un poligono, si todos sus lados
#on tangentes de la circunferencia.

Teor. 1. Cada éngulo de un poligono regular de n lados
es igual 4 (2 — 1%) rectos.

Dem. En todo poligono Ia suma do los én

n2R—4R, ya sabemos que en un poligono regualar, todos los dngu-

los son iguales, luego cada éngulo igual & ]—1-'-2%-‘@= aR— &5

gulos es ignal 4

n

'l‘eo_r.. 2. [fig. 144]. Todo poligomo regular tiene un centro
que equidista de log vértices y de los lados.
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Dem. Dividiendo los angulos A y B on partes iguales, pro-
ongunemos hasta que se corfen en O y el punto O: 1° equidisto
1de los vértices, y 2° delos lados.

Acerea: del 1° JYOBA=0BO y AB=EC :
lna@oAOBA%OBC [1I 7], ademas son issceles por ser <{ {A=1DB,
luego BO=A0=00.

De la misma manera se demuestia quo todos loe tridngu-
los restantes son eongruentes entre si, y por tanto

: OA=0B=00=0D=0H=0E
acerca del 2° Tracemos OF | AE OG | ED, OH | CG &a. y di-
remos que todas estas perpendiculares son igueles entre si.

‘fodos los triingnlos formados AOR, EOD, DOC &a. socn
congruentes entre si & isisceles, luego asf como tienen ignal base
nsi tambien igual altura.

Cor. 1. A todo peligono regular se puede cirennseribic é ins-
cribir un circulo. Sabemos que el puntc* O equidista de todos
los virtices, luego describiendo un ‘circulo con esta distancia
como radio desde el punto O, pasarii la circunferencia por loa
vértices; ademns describiendo un circulo desde el punto O con la
distancia igual delos lados, tendrd la cireunferencia todos los

lados, por tangentes.

. LN

Nora. Elradio del circulo circunscrito se lama radio del
poligono, y el radio del circulo inserito apotema; el primero se
denota por r (R), el segundo por p.

Cor 2. Son congruentes entre si todos les tridngulos, que se
pueden formar juntando el centro con los vértices,lo que he-
mos visto en la demostracion del teorema.

Cor. 3. El radio del poligono regular es bisactriz de los dngu-
los, pues es el fundamento de la demostracion.

Cor. 4. El éngulo que forman dos radios sueesivos es igmal
& 2 o5 decir{ AOB="1 puesto que los n tridngulos son con-
gruentes. Dicho dingulose llama fingylo al centro.

Jor. 5. Lo mismo vale relativamente 4 las apotemas.

Cor. 6. El apotema divide cuds lade y el arco correspondien-
to en dos partesiguales, puesto que esel radio perpendicular 4
la cuerda. :

-

. Teor. 8. Todo poligono equilateral ¢ inscrito en un circulo
e8 regular.
Dem. Todos los dngulos del poligeno estdn inacritos y susla-

dos abrazan arcos igusles, por ser todos los lades ignmales, y por
tanto son tambien iguales los dngulos.

Cor. Luego si se balla la cirennferencia dividida en n par-'

tes iguales, tendremos uniendo los puntes sucesivos de division
un poligono regular con n lados
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Teor. 4. |fig. 145]. Todo poligo: uidngulo V . .
to 4 un cIrcullc{ig 8 reg]nlar. ° g & JeRaur-

Hip. <[A=B=0 &a. OF=00= e
lares 4 los lados respectivos. =0G=0H &a. y son perpendicn
m- AB——-BO {, W

Dem. FB=BG y OB bisectriz del <I'B, OA del <Y A &.
Inego  AAOB, BOC &a. son iénceles,, or m%’:&:ﬁ:z)
13

de donde AF=FB y BG=GC &a. (

6 BF=}AB y BG=}BC;
sabemos que BF:%G ! pecs
luego AB=BC

De Ia misma manera se demuestra que BO=CD==DE=EA.

Teor. 5. El fres deun poligono regular es igual 4 un rec-
tdngulo formado por la mitad del perimetroy pof‘:la a.potamnm?

Dem. El poligono regular se descompone en n trién gul
congruentes, que tienen por base el lado del poligono y por fﬁf
tura el apotema; luego designando por S el drea, por b ellade
¥ por P el perimetro del poligono regular tendremos:

S=n/\==n.}bXp=in.b)Xp=}PXp.

Teor. 6. Los poligonos r deun mi
lados son aemejanteg eingtm si, oyl Xomo Satiero da

Dem. Todos los os gon respectivamente iguales y estin
colocados en el mismo orden, por ser cada uno de ellos igual 4

4
(2R— 1-;I‘.‘.); ademas la razon entre dos lados es siempre la mis-
ma, puesto que un poligono regular tiene todos los lados iguales.

. Teor.7. Los perimetros de dos poligonos regulares de un
mismo niimero de lados son proporcionales 4 sus radz"ag:y apotemas.

’ Dem, I;J:{:—:b:b’ (VII. 24.) :
ademas :b/=r:ir'==p; ues forman trig j
luego P:P’=r:r’==‘;:g’ ’ st e o i

Teor. 8. Las fireas de dos poligonos regulares de un mis-

mo nlumero de lados son proporcionales # 1
Sy i st prop % & los cuadrados de sur

Deom. §:8'=Db2:b'? (VII, 29)
b:b'=rir'=p:p/
luego Bi8/=1% x""=p2 ;p'3,
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§ 35. PROBLEMAS.

Probl. 1° Dado un poligono regular insecrito, construir e}
circunscrito del mismo numero de lados.

Const. 1" (fig. 146). Siendo ABUDE el poligono regular ins-
crito, tracemos las tangentes en los vértices A, B &e. hasta cor-
tarse y tendremos el poligono regular pedido.

Dem. 1° Tendremos un poligono con el mismo ntimero de
lados. Las tangentes en A y B forman con el lado ADB dngulos
agudos luego se cortan sobre AB, 0 forman alli un virtice
A’, le mismo vale relativamente & los otros lados, luego tendre-
mos un poligono que tiene tantos vértices cuantos lados tiene el
otro, y por tanto tiene tambien el mismo nfimero de lados.

2° Fl poligono es eircunserito por ser todos log lados tan-
gentes (Const,

3% Kl poligono es regular.

Por ser arc. AB=are. BO se sigue

<JA’AB=A’BA=B'BC=B'CB (IV. 21)
Iuego JA=B'=0" &a. (1. 14)
" A'B'=B/C'=C'D’ &a. (VIIL 4).

Const. 22 (fig. 147). Siendo AB el lado del poligono regular
de n lados, bajemos desde el centro O una perpendicular a AB,
y prolongandola hasta que corte & la cireunferencia en C, tra-
cemos por C una tangente que corte en F y E 4 los radios
OB y OA prolongados. g

Repitiendo ests construccion en cada uno de los lados del
poligono inscrito, nos resultard um poligono regular con el mis-
mo numero de lados.

Dem. 1° Resultard un poligono eon n lados.

Siendo OH | BG 6 <(D'OB=DOB, pasara la tangenteen
H por T, porque juntafido F con H serd <{OHF=I por ser
AOHF2=O0CF (II.7). Lo mismo yaldri para las demas tangen-
tes relativamente 4 los puntos J, K &a. Luego resultard un poli-
gono quo tiene tantos vértices cuantos el primero, y por tanto
tiene tambien el mismo nimero de lados.

2° Resultard un poligono circunscrito por ser todos los lados
tangentes (Constr.) -

3¢ Resultard un poligono regular,

<IB=<F, <G=7, M=K &a. (L 12)

pero sabemos que <[ B=G=M &a. (hip.)
luego F=J=K &a,
= EB=FJ=JK &a. (VIIL 4).

Probl, 2° (fig. 147). Dado un poligono regular inserito, for-
mar otro inserito con doble numero de lados.

Const. Siendo are. AC=are. CB y arc. BH=arc. HG &a. jin-
tése A con €, O con B, B con H &a. y resultavd el poligono
pedido.

‘r

Dem. 1* Tendremos un poligono inscrito eon doble nfimero
de lados, por estar todos los vértices en la circunferencia y du-
plicados.

2° El poligono es regular. Presto que todos los arcos cor-
respondientes 4 los lados del poligono nuevo son iguales entre
si (constr.) y por tanto lo sonlos lados (IV. 4), luego dicho po-
ligono es regular (VIIL 8.)

Probl. 8. Dadoun poligono regular inscrito formar el cir-
cunserito con doble ntimero de lados.

Constr, 1* Formese segun el probl. 2 el inscrifo con dobls
ntimero de lados, despues segun el probl. 1° el circunserito.

Constr. 2* (fig. 148). Siendo AB el lado del poligono dado,
formemos segun el probl. 1, constr. 2! el lado del poligono regu-
lar eireunserito eorrespondiente sea CI; despues trazando las
bisectrices de los dngulos DOA y DOB, y prolongéndolas has-
ta cortar CE en los puntos J y L, serd JL el lado del poligono
regular *circunserito con doble namero de lados.

Dem. Por ser < GOD=HOD (const.), OD gerd eomo & AB
tambien perpendicular & GH (II. 13), luego GH 4 AB; ademas es
GH=AD por ser < GOH=AOD (const.), pero AD es el lado
del poligono regular inscrito con doble niimero de lados (probl.
2°), luego lo sera tambien GH y por tanto JL el lado del poli-
gono regular circunserito con el mismo niimero de lados (probl.
1? constr. 27)

~_ Notal? Se veeunan importante esla 2° construccion por estar
mciuidos en ella el probl. 1° y 2¢; por tanto deduzcamos algunos
corolarios.

Cor. 1° JA=JD y JA | AO por ser A\TAO=JIDO.

Cor 2° Trazande MN+AF se sigue que

DN=NF [IIL 12), luego FF' >F'D,

¥ por tanto duplicando siempre los lados del polizono, el punto
¥’ se aproximard mas y mas al punto D ¢ bien el apotema se
aproximara mas y mas al radio.

Nota 2% Si la circunforencia estd dividida en n partes igua-
leg, lo serd tambien los 4R al rededor del cenfro ¢ inversamente
[IV, 4]

_ Nota 38" Si dividimos la circunferencia on un nfimero cual-
quier de partes iguales y unimos sucesivamente con rectas los
puntos inmediatos de modo que quede formado un poligono,
es evidente que serd regular, puesto.que todos sus lados y 4n--
gulos son iguales entye si; luego se pueden inseribir geoméiri-
camente en un cireulo tantos poligonos regulares enantas sean
las partes iguales en que se puede dividir geométricamente Ia
circunferencia.

Probl. 4° {fig. 149). Dividir una circunferencia. en cuatro
dartes iguales 0 ingeribir un euadrado en ella.
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Const. Trazados dos didimetros perpendiculares queda la cir-
cunferencia dividida en 4 partes iguales, y juntando los ‘puntos
estremos tendremos el euadrado ABCD.

Dem. Eg manifiesta.

Preb, 5. (fig. 150). Dividir una circunferencia en seis partes
iguales 6 inscribir en ella un exigono regular.

Const. Desde un punto A describese con AO como radio un
arco que corte la cireunferencia enB, y el arc. AB serd la sesta
parte de la eireunferencia y la cuerda AB el lado del poligono

regular pedido.
Dem. Jantese Ay B con O y serd AAOB equilateral y por
tanto <AOB=%}R= %, luego es el arc. ABla sesta parte de la

circunferencia, y por tanto AB=r el lado del exdgono regular y
6AB=~6r su perimetro (véase Nota 2%) -

Cor. 1. Como ahora es facil construir el lado del exdgono
regular circunscrito, asi lo es encontrar por cileulo su valor ,nu-
meérico.

Siendo en la fig. 148 MN=0N=1 y PQ el lado del exagono
regular circunscrito serd

PQ:MN=—OR:0S
en donde 082=0N*—BN*=1—}=}
luego 018==h/32 .
» =gz =y iVe

y por tanto el perimetro del exdgono regular ecircunserito seré
44/3 si el radio es igual a la unidad. 2
Cor. 2. Siendo (fig, 150) AB=BC seri la recta AC ellado del
trifngulo regular, pues < AOC =§§=% por ser are, AB=BC"
Probl. 6. (fig. 151). ﬁividir una circunferencia en diez partes
iguales 0 inscribir en ella un decigono regular.

Andlisis. Siendo el are. AB la décima parte de la cireunfe-
rencia 0 la cuerda AB el lado del decdgono regular, Jserd < AOB
=¢R y por tanto <[OAB=O0BA=t%R; ahora trazando la bi-
gectris del<) OAB, sera /\ BAM'y AMO isosceles, 0 AB=AM=MO,
ademas AO:AB=OM:MB (VII. 12)

o 0B:0M=0M:MB por ser AB=0M.

Luego OB se halla dividida en media y extrema razon.

Constr. Dividido el radio OB en media y extrema razon, es
decir, de modo que OB: OM=MO:MB, se tome la cuerda BA—=OM
y seré el are. AB la décima parte de la citcunferencia yla cuerda
AB ellado del decdgono regular.

Dem. Por ser OB:OM=0OM:MB y OM=AB, tendremos
ml‘.’) OA:AB=O0M:MB, luego AM la bisectriz del @:OAB
(VIL 13).

T’

e,

2°) OA:AB=AB:BM, de donde por ser <TOAB=ABM
OAB~~ABM, Iuego AMARB is0seele, v tant
= MAB=AOB=MAO (10) "> b =00
b <JOAB=2A0B.

Ya sabemos que <{AOB-}-20AB_2R 6 5AOB=2R
luego AOB:g_R-_—ﬁ" ¥y por consiguiente serd el arc. AB la dé-

cima parte de la circunferencia yla cuerda AB el lado del de-
cigono regular. (Véase Nota 2°)

Cor. Biendo BC=BA serd el arco ABC la quinta parte
de la circunferencia y la cuerda AQ ellado del pentigono re-

a p— ——-4R
gular, por ser < AOC 2AOB_€ .

Probl. 7. Dividir una circunferencia en quince partes igua-
les 6 inscribir en ella un pentadecigono regular.

Resol. Podemos geométricamente formar <J14R, ademas, se-
gun el probl. 62 <[ 4R y por tanto un <((+— 1) 4R= .4R—
T luego se puede construir la décima quinta parte de la cir-
cunferencia y el lado del pentedecigono regular.

§ 36. PROPORCIONES RELATIVAMENTE AL CIRCULO.

Eaxplicactones.

1% (fig. 152). Biendo AFCEB una eurva y su cuerda AB
tomemos un punto O %éximumente en la mitad de la curva,
y juntando Ccon A y B vemos quelasuma AC +CB se aproxi.
ma mas 4 la curva que AC; tomando despues Fy E proxima-
mente en las respectivas mitades de AC y CB, la linea quebra-
da.AFQEB se aproxima ya mas & la curva que la anterior; y
procediendo de esta manera tendremos una linea quebrada que
80 aproximari mas y mas f la curva; pues ya en la sesta divi-
sion no se puede distinguir sensiblemente & la curva de la recta.

Pero procediendo indefinidamente de este modo tomando
cada vez las cuerdas mas pequefias podremos hacer que la dife-
rencia entre la curva propuesta y lalinea quebrada sea menor
que _c_ualqmer cantidad asignable; por tanto, segun la definicion
admitida para el limite, la curva sera el limite de la linea quebrada.

Observemos que In linea quebrada pasa & su lmite por in-
crementos sucesivos por ser ACH+CB>>AB, una relacion cons-
tante entre las demas cuerdas. -

Esto supuesto pongamos.

Prinsipio 1° Toda curva convexa es el limite de una linea
quebrada, cuyos lados son cuerdas y llegan & ser menores que
cualquier cantidad por pequefia que sea.

2" Siendo para la misma curva AD y BD dos tangentes en
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Tos punios Ay B que se corten por la parte saperior de AT,
tracemos por el punto O una tangente, y veremos que la suma
AH|-HG4 GB se aproxima 4 la eurva mas que la AD+DD;
trazando despues por F y F tangentes es manifiesto que lalinea
quebrada ALJEMB se aproxima ya mucho mas 4 la eurva que
la anterior; y procediendo de esta manera tendremos presto
una linea quebrada, que se puede confundir sensiblemente con
la curva. Lucgo procediendo indefinidamente tomando sada vez
tangentes mas pequefias podremos hacer que la diferencia entre
la curva propuesta y la linea quebrada sea menor que cualquier
cantidad asignable; por tanto serd la curva el limite de lalinea
quebrada.

Observemos gque la linea gquebrada, cuyoslados son tangen-
tes pasa & su limite decreciendo, por ser HG<HD--GD una
zelacion constante entre las demas tangentes.

Por esto pondremes.

Principio 2° Toda curva convesa es el limite de una lines
quebrada, cuyos lados son tangentesy llegané ser menores. que
cualquier eantidad per pequefia gne sea.

Nota 1* Estos dos principios wvalen para todas las curvas,
para verlo debemos muchas veces descomponer la curva propues-
ta en otras dos convexas como en la fig. 153, donde A esel
punto de flexion.

Nota 2* Hstos dos principios valen tambicn relativamente
las &reas, lo que es manifiesto.

3* Aplicando estos dos prinecipios alcirenlo, podemos decir:

La circunferencia es el limite de un poligono inscrito y re-
gular, cuyos lados se duplican indefinidamente; este perimetro
pasard & su limite recibiendo incrementos sucesivos, luego ab-
golutamente serd siempre menor que la circunferencia.

Iia circunferencia es el limite del perimetro de un poligono
regular y circunscrito, euyos lados se duplican indefinidamente;

este perimetro pasard #.su limite decreciendo, luego absoluta-

mente sers siempre mayor que la cireunferencia.

Teor- 9. Dos circunfereneiasson proporeionales & sus radios.

Dem. Designemos por C y ( dos? circunferenciag, cuyos ra-
dios sean R y B'; ademas siendo Py P’ los perimetros de dos
poligonos regulares con el mismo nfimero delados inscritos el
primero en la circunferencia C y el otro en la €', tendremos
siempre la proporcion:

‘ P:P=R:R 6 P:R=P"R', (VIIL 7)
aunque duplicisemos mas y mas juntamente los lados, por ser
siempre los poligonos semejantes (VIIL. 6).

Ahora aplicando el teorema de los limites (§ 24, 3) serd:

lim. (P:R)=C:R por ger lim.P=C

y lim. (P':R)=C":R’ por ser lim. P'=C'
luego C:R=C":R'
o ¢:C=R:R"

1

£ A
Teor, 10. Las 4reasde dos circulos son preporcionales 4
los cuadrados de sus radios.

Dem. Designemos por C, y €./ las dreas de dos efreulos cu-
yos radios sean R y R’'; ademas, siendo S y & las freas
de dos poligonos regulares con el mismo niimero de lados é ins-
critos el primero en la circunferencia C y el otro en la ¢, [ten-
dremos siempre la proporcion:

S:8=R#*:R"™ 6 S:R*=8:R'2 (VIIL 8),
aunque duplicisemos masy mas juntamente los lados, por ser
siempre los poligonos semejantes. (VILL. 6). :
= Ahora aplicando el teorema de los limites (§ 24,3) sera:
lim, (8:R*)=0,:R2, por ser lim.S=C,

¥ lim. (8:R*)=C:R'*, por ser lim.8'=(’,

luego CuB2=00R"* o O 0 =R*R™

*  Cor. Sabemos que C:R=C":R’ 6 C:2R=C":2R/, luego la
razon de la circunferencin & su diimetro es constante, y si co-
nocemos esta razon para un circulo la conoceremos para todos.
El ntimero que expresaesta razon se llama z y estd caleula-
do aproximadamente z—=3,14159... 1o que veremos en el § i-
guiente.
Con lo que tenemos C:2R=wn

. luego C=2#R.

Meor. 11. El drea de un cirenlo es igual 4 un recténgulo
cugjn base es la mitad de la circunferencia y cuya altura es el
radio.

Dem. Tomando la misma expresion que arriba y ademas
designando por pel apotema del poligono tendremos:

, S—4PXp
sabemos que  lim. 8=C, y lm. I PXp=1CXR
porser  lim. P=C y lim. p=R (§ 35 probl. 3. Nota1?)
luego C=}CXR. '

Cor. C,=aR" por ser C=2zR.

_Teor. 12. (fig. 154). Los arcos de dos circulos iguales 6 de
un’ mismo circulo son proporcionales & sus dngulos eentrales.

Dem. Caso 1° Siendo los arc. AB y A'B’ conmensurables,
supongamos que sea arc. AM=AM’]a medida comun entre ellos,
y are. AB==m (4) AM y arc. A’'B’=n (7) A
luego la razon are. AB:A'B'=I%(7 '

Abhora juntando los puntos de division en los respectivos
arcos con sus centros, serin todos los dugulos parciales iguales
entre si (IV. 4) y por tanto: .

<(AOB=m.AOM ¥ <(A'O'B'=n.A'O'M/
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5 . 4 L
luego la razon QAOB:A’O’B':?&(?);
sabemos ya que la razon arc. AB:A’B’:%—

luego <[AOB:A'0'B'=arc. AB: A'B.

2° Caso. Arc. DE y D'E’ sean inconmensurables.

19 Estando el arc. DE dividido en partes iguales tan peque-
fins como so quiera, pongamos una de estas partes como medida
sobre el are. I)/E/, y no podra el @ltimo punto de division P coin-
cidir con E/, por ser inconmensurables los are. DE y D'E’; trazan-

doal O'P, sera
e Are. DE:D'P=<DOE:D'O'P (caso 1°)

9° Podemos hacer qtie el punto P se aproxima mas y mas

al F/ tomando las partes iguales del arc. DE sucesivamente mag

equefias, por eso el limite de D'P serd D'E/, )
o bien lim. de la razon (arc. DI:DP)=are. DE:D'IF; por consi-
guiente se aprogima.ré tambielr)L ltr)lja.Es’y mas ol LD'O'P al < D'O'E
G el lim. dsl <{D'O'P serd D'O'E'; :
6 bien: lim. dela razon ( %(DOE:D’O’P):@:DOE:D’O'E 1
ademas serd siempre: arc. DE:DP=<DOE:D'Q'P (caso 1°)
lnego <(DOE:D/O’E/=arc. DE:D'E’ (§ 24. 3).

Cor. Lo mismo vale de los sectores, pues la demostracion
gerf la misma poniendo solamente en lugax de éngulo la pala-
bra “‘gector”s

Teor. 18. (fig. 155). Dos arcos de circulos desiguales que
tienen éngulos centrales iguales, son proporcionales & sus radios.

Hip. <TAOB=A'0'B.
Tes. Arc. AB:arc. A'B'=0A:0'A".

Dem. Are. AB:C=<YAOB:4R
y arc. A'B':C'=<[A'0O'B':4RR ‘
luego Arc. AB:C==are. A'B':(’ por ser <TAOB=A'0'B’ (hip.)
0 Arc. AB;are. AB'=C:0'=0A:0'A (VIIL 9):

Cor. El teor. 12 sirve de fundamento para medir un éngulo
por un arco, pues creciendo un arco en cierta xazon, crecerd
en la misma el édngulo central correspondiente, es decir, si un
arco g es la n* parte de la circunferencia C, tambien el én-
gulo central correspondiente « serd la n* parte de 4 R; pues-
to que

C.a=4R:a 0 C:I-1l0=4R:a
Inego 4R:a=n lo que dard
_4R

. Ahora bien, imaginémonos una eireunferencia dividida en
360 partes iguales llamadas grados y uniendo los puntos de di-
vision con el centro, estarin tambien divididos los 4R en 360
y 2Ren 180 y 1R en 90 partes iguales, que tambien se llaman
grados.

Para obtener divisiones mas menudas sedivide el grado en
60 minntos, este en 60 segundos, que se escriben en vez de 32
grados, 17 minutos, 63 segundos, asi, 32° 17’ 53”.

Para apreciar practicamente estos valores se hace uso de un
instramento llamado transportador, que es un semicirculo, cu-
yo arco estd dividido en 180°: ashora para medir un #éngulo, co-
Jdoquese el centro del transportador sobre el vértice del dngulo,
de manera que el didmetro notado por 0 eaiga gobre un lado
del dngulo, y véase cuintos grados indica el otro en la gra-
duacion.

Por meédio del mismo instrumento serd ficil formar en el
papel un angulo, por ¢j. de 27°.

Nota. La division moderna 6 centecimal, es decir Ia del cua-
drante de la circunferencia en 100 grados y el grado en 100
minutos y el minuto en 100 segundos &a., todavia no estd muy
admitida, pues su introduccion envuelve muchas dificultades.

Feor. 14, (fig. 155). Los sectores y segmentos en eirenlos
desiguales que tienen angulos centrales iguales, son proporcio-
nales 4 los cuadrados de sus radios.

Tes. 1° Sect. AOB:sect. A’O’'B'=R2:R’'2.
2° Segt. AB:segt. A’B'=R2%:R'2.
Dem. para 1° Sect. AOB:C,=<[AOB:4E: (VIIL 12 co:.)
Sect. AOB: O/, =<TA'O'B 4R
lnego Seet. AOB:C,=A’0B':C’, por ser @jAOB:A’(J’B’ (hip.)
0 Sect. AOB:A'O/B'=C(,:,=R2:R'Y¥ (VIIL 10),

Dem. para 2° Sect. AOB:sect. A/O'B'=R:R'2

A AOB: A\ A'O'B’=R2:R’? por ser A\AOB~A'Q'B’
Inego Sect. AOB :sect. A'OB'= AAOB: AAO'B
0 Sect. AOB: AAOB=sect. A’0’'B’: )\ A’O'B’
luego

Sect. AOB—/AAOB: AAOB=scct AAOB'—ANOEB'; ANOB!
o Segt. AB: A AOB=Segt. A’B': AA'0'B’
o Segt. AB:segt. A/B'=/\ AOB: AA'0'B'=R?:R’2.

§ 37. DETERMINACION DEL VALOR DE 7.

Problema. Dados los perimetros del poligono regulat iris-
erito y circunscrito de n lados, hallar una formula que exprese
el perimetro del poligono regular cireunscrito é inscrito de 2n
lados:
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Constr. (fig. 156.) Siendo AB el lado del poligono inscrito
con n lados, y dividiendo </AOB en dos partes iguales por OC,
serd EF que es la tangente en C el lado del poligono regular cir-
cunscrito con el mismo ntmero de lados (§ 35 probl. 3 const. 24);
juntando despues A con C y dividiendo <[AOC en dos partes
iguales por OD, serd AD=DO el medio lado del poligono regu-
lar circunserito con 2n lados; por lo que haciendo lo mismo en
otra parte, GD sera todo el lado del dicho poligono, ademas sabemos
que /\OAD==OCD (IL 7) luego AD=DC y <[OAD=R
pero DC=1 GD luego AD=} GD.

Por ser AC el lado del,poligono regular inserito con 2n lados
se necesita determinar ADy AC.

Desigunemos por P; y Py los perimetros del poligono inserito
y circunscrito conn lados y por P’i P’c los con 2 n lados.

1% parte determinar P’c . ;

ED:DC=O0E: 0C (=0A)=EC:AI=P;.P;

luego ED4-DC:DC=P. +Pi P
0 EC:DC=P.+Pi:Pi
pero EC:DC=4n.EC:4n.DC=2P;: P/
luego P, - P/e—Po+P;: Py
eT) P’c— 2.Pc-Pi
Pet Py

2* parte determinar P/
ADHC~CJA por ser are. AC=are. BC

luego CH:CD=AJ:AC=AJ:20H
4 4n.CH:4nCD=2uAJ:4nCH

6 1ui :Plc=l)i :Plj

luego Pi=yP. P

APLICACION PARA DETERMINAR EL VALOR DE 7.

Calcnlado en el sistema decimal por medio de dichas for-
mulas los perimetros de dos poligonos regulares eon n lados,
uno inscrito, otro circunscrito 4. una circunferencia, tendremos
el valor de esta exacta hasta el lugar decimal que tengan los
dos perimetros comunes, pues el valor de la eircunferencia estard
siempre entre el de los dos perimetros.

Para comenzar el cilculo tomemos el poligono del exigono
regular inserito y circunserito. Sabemos relativamente al exigono
regular que Pi =0y P, =44/3 siendo r=1 (§ 85 probl. 5 cor. 1),

De donde por medie de

Po=Tell 5 Pimy Pl
(Pt S Avd. UVE . 44508808, ...

6+4v3 ~ 323

Valor del perimet. [Valor del perim.|
El niimero { del poligono cir- | del poligono [Valor aproxi-
de lados cunscrito. inscrito. mado de .
3 6 6,0282032.. | 6,0000000.. | 3,
12 6,4307806.. | 6.2116570.. | 3,
| e 6,3193198.. | 62652572.. | 3,1
48 0,2021724. . 6,2787004. . 3,1
96 6,2854201 . . 6,2820639. . 3,14
192 6,2837461.. | 6,2820049.. | 3,141
384 6,2833254 . . 6,2831152. . 3.141
768 6,2832203. . 6,2831677. . 3,141
1536 6,2831940. . 6,2831809. . 3,14159
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244/3 011p==
T2 V3 ‘/3.6 =0,21106570, .. ..

Por ser r=1 y la circunferencia igual & 27, serd 27 al mé-
nos igual & 6 0 7 a 3.

Aplicando en ndelante dichas formulas tendremos por cfl-
culo la tabla siguiente:

i‘dpi"—"’

Arquimedes hallo primeramente que la razon de la eircun-
ferencia al didmetro 0 el valor de 7 esti entre 32 y 232 Pedro
Mecio (1550) la determiné por 1§ y despues Ludolf de Ceulen
(1587) ya hasta 32 lugares decimales, y por tanto se llama el
valor de 7 espresado en fraccion decimal el nfimero de Ludolf.
Los modernos por medio del andlisis superior, han hallado el
valor de #)mas aproximado, por ej., Richter hasta 500 lugares
decimales.

7=—38,14159265358979323840. . ..
log. w=0,49714957......

~—0,3183099, log. - =0,5028501—1

§ 38. FORMULAS PARA RESOLVER ALGUNOS PROBLE-
MAS NUMERICOS POR MEDIO DEL VALOR DE =.

Designemos por r el radio, por C la circunferencia, por C, e
drea del circulo, por @ un arco, cuyo valor de grados m, por s el
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iren de un sector. .
amﬂ.(.'.'m;jnocsick) r se puede {determinar los valores de todas las
otras. cantidades. :

1 ¢

12 =2nr de donde r=;—

Tdm
C,
BO=mrd..ccooniTI= =
n’ 180.a o 180.a
3t e TR AREE LR RORE o e =
pues a:27r=n";360° (VIIT. 12.)
. f5.360° 5.360°
42 S:E}%amz de donde r::\/?.)ﬂ"__' Tl g
pues g:r2=n°:360 (VIIL 12 cor.)

Ejemplos para formar 3% siendo r=1, ademas
1° n=36°

a—rs 3,14150= 7 3,141592=0,628318
2° n=87° 35’ 14/"=315314""

315314,
EW.3,141592.

El efileulo se ejecutard mas ficilmente por los logaritmos,

log a=log 315314+ log w—(log 180+ 2 log 60)

log 315314=5,4987432
log 7 =0,4971499

+5,0958931

log 180 =2,2552725.
9 Tog 60 =3,5563026

—5,8115751
1 -q,1843180
log,a=0,1843180=1log 1,528685
o6  a=1,528085.

Es decir, siun arco dado.por. grados es ignal i 879 356’ 14"
serd su longitud ccmparada con el radio igual i fla unidad
1,528685.

Nota. Por medio de lag formulas reciprocas se encuentran
r 6n° si se conocen las ofras cantidades.
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CAPITULO IX.

Ejercicies prdcticos.

§ 39. ADVERTENCIAS.

1" Los ejercicios priecticos tienen por objeto el responder 4 las
preguntas propuestas y el dar las respectivas demostraciones, como
tambien la resolucio:ide los problemas graficos. Muchas veces se
indica lo suficiente que puede servir de norma de la resolucion
completa; sinembargo sera muy (Gtil que el estudiante procure
resolver por 81 estos problemas sin acudir 4 la clave.

2% Ea la ejecucion de los.problemas y teoremassolo se pueden
aplicar los eapitulos respectivos antecedentes, no los siguientes.

8" Para abreviar llamaremos:

a) en un triingulo isosceles los lados iguales selamente lados
y base. el tercer lado; por consiguiente la perpendicular
desde el vértice 4 la base altura, y las alturas que perte-
necen 4 los lados iguales altwras laferales.

b) En un tridngualo cualquiera (fig. 158) denotaremos los tres
lados por 4, by ¢, los éngulos opuestos por a, By y; lag
altoras que pertenecen 4 lps lados respectivos por ha, hy, y
hy; m yn los segmentos en que por la altura queda di-
vidida la base, es decir, DU=m, DB=mn, sea el tridngulo
agudo 1 obtuso.

¢) (a-b), dico que se da la suma de las rectas a y b, aun-
que no se conozean a ni b; (a—b) dice que se da la dife-
rencia entre aj b &a.

d) X, Y, Z &a. denotan generalmento puntosinedgnitos como
X, Y, z &a. rectas incognitas.

¥ 4" Para resolver los problemas grificos no se puede dar
una regla general que sirva de norma para todos, sino cada
unb generalmente pide una especial consideracipn. Con esto se
ve que el andlisis geométrica es de suma importancia y que re-

' quiere mag que mediana observacion para investigar la relacion
_que entre siguardan las cantidades que se han de construir y

la manera de hacerlo; por eso pongamos unas observaciones:

* La advertencia 4" es importante y se necesita leerlano solo en
el principio sino mucho mas sige han hecho ya muchos cjercicios.



a) Sobre todo se necesita saber claramenta lo que se quicre
ejecutar, por €j., construir una figura tal, y ademas los medios
quo sirvan para ejecutarlo. Por consiguiente se debe construir
antes la figura pedida segun su forma especifica, sin cefilrse pre-
cisamente a la medida prescrita; despues en dicha figura cons«
triyanse todes las cantidades dadasy si no estan ya determi-
nadas por la figura, tricense estas de manera que estén entre
sl unidas, pites juntas servirin para resolver el problema.

Esta es la razon porque se dice en el analisis: Sea por
¢j. ABCD la figura pedida,

Nota. La figura ha de ser bastante exaeta, pues una figura
confusa no puede dar claridad alguna.

b) Despues de esto pasemos & averiguar la relacion que
hay entre las cantidades dadasy las pedidas; si el problema ma-
nifiestamenta no se redujera i alguno de los ya rasueltos, expré-
sese por alguno de los teoremas del sistema 0 bien por algun
reciproco, mixime si presenta alguna dificultad, dicha resolucion
depende muchas veces de una consecuencia de materia tratada
anteriormente; es claro que cuanto mejor conocida nos sea esta,
tanta menor dificultad presentard la resolucion.

Para descubrir dichas relaciones no se pueden dar reglas
infalibles, se necesita de una atenta consideracion al enunciado;
sinernbargo las preguntas siguientes seran indicios pricticos:

1* Qué parte dela figura esti conocidn por las cantidades
dadas? Aqui serf muy 1til considerar los vértices fi otros pun-
tos notabies, por e, el punto medio de un lado dado &a.

2* Qué parte tiene una relacion mas intima con las dadas?

3* Hstan ya las eantidades dadas unidas entre si por la fi-
gura? y si no como se pueden poner naturalmente en relacion
inmediata 0 mediata? Aqui atiéndase donde se trazan mas natu-
ralmente las rectas auxiliares.

4% Qué se sigue de la recta union de las cantidades dadas
relativamente a ln figura pedida?

5% Qué parte 6 punto se necesita mas particularmente para
obtener la resolucion? i

6 Qué parte delas dadas no se ha aplicado hasta ahora?
Pues sl todas las dadas estin aplicadas, es decir puestas en re-
lacion entre si y con la figura, se habri obtenido generalmente
la resolucion. L5

Nota. En la resolucion de los ejercicios practicos conviene
observar lo siguiente:

1? Tener tranquilo el animo,

2° Proceder natural y simplemente en la manera de consi-
derar,

3° Encontrada la resolucion hacer una reflexion sobre ella,
para saber la causa por qué ficilmente se ha eneontrado, y ma-
yor aun en el caso de que haya costado trabajo, pues esto 8ervird
de mucho parg saber elegir con acierio el verdadero camino.
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ARTICULO I

AJERCICIOS PRACTICOS BELATIVOS AL caP. I v IT,

§ 40. PREGUNTAS QUE SE REFIEREN
a AL CAP. 1.

1° Como se demuestra el 2° teor. por el teor.1°® cor.?
*  2° Como se demuestra el teor. 3° por supersicion de los ngu-
los ay a’?

3° Supuesto queen lafig. 18 AB+CD y EP+CD, como
se demuestra sin hacer construccion alguna que AB 3 EF?

4° Como se demuestra el segundo y tercer easo delteor. 12
haciendo abstraccion del dngulo B/A/CY.

5° Como se demuestra el teor. 14 trazande solamente CN?

6? Cémo se demuestra el teor. 15 prolongendo dos lados
opuestos hasta cortarse? y como si no pueden cortarse?

7° Como se demuestra el teor. 16 uniendo un punto interior
con los vértices?

b. AL CAP. II

A 82 Como so demuestra inmediatamente el cor. del teor. 1° por
14?
3 9° Cuando eacra 'la altura de un tridngulo dentro & fuera
e él?
10° Por qué (en la fig. 28) son mayores las rectas queunen
los puntos de CN con A quela AC, y porqué las que unen el
punto A con'los de BC son {menores que AC?

11? Como se demuestra la parte 2% del teor. 6 sin hacer
construceion alguna solamente por la 1! parte?

Resol. a{b>c luego a_>c—b

atec>b a_>b—c
Yeasi en adelante para b y c

Porqué se necesitan estas dos espresiones para a?

12° Por qué vale el cor. 2 del teor. 6 (fig- 31) con mayor
razon si el peligono que envuelve al otro es concavo?

13* Como se puede demostrar indirectamente el teor. 9?

Resol 17 Pongase A’B’ sobre AB de modo que caiga el ter-
cer vértice del mismo lado por C. Sabiendo (por teor.?) que el
triingulo ABC no puede envolver el otro. .. .Jintese C con C’ y se
obtendrd una contradiccion?

Resol. 2¢ Sabiendo como- en la primera, férmense tres posi-
ciones sin hacer ninguna otra construccion ni aplicacion de teo-
rema alguno.

14° Como se demuestra inmediatamente el cor. del teor. 10
poniendo una hipotenusa sobre la otra?
by Resol. La demostracion serd indirecta aplicando IL 3 y I.
cor.
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§ 41. THOREMAS.

1° Las bisectrices de los Angulos suplementarios son per-
pendiculares entre si

Resol. I, 2.

9° Son perpendiculares entre si las bisectrices de dos dngu-
los opuestos que se forman cortando dos paralelas por cualquie-
ra recta.

Resol. I, 10.

3° In todo poligono convexo la suma de todoslos éngulos
externos correspendientemente formados esigual 4 4R.

Resol. L. 2y 16.

4* Prolongados todos los lados de un pentigono hasta cor-
tarse, serd la suma de todos los éngulos que asi se forman,
igual & 2R. .

Resol. Dos de dichos éngulos estarin siecmpre con uno del
pentdgono en el mismo tridngalo. _

5° Un tringulo isbsceles quejtiene un Angulo igual & § R,
gerd equilateral.

69 Siendo en los lados del trifingulo equilitero ABC las par-
tes respectivas AD=BE=CD, geri el tridugulo DEF tambien
equilitero.

Resol. Los otros tres tridngulos parciales son congruentes
entre s1 (IT, 7))

7* Los tridngulos equiliteros son congruentes si tienen igual
altura.

8° Sise trazaen un tridngulo rectingulo la altura corres-
pondiente 4 la hipotenusa, los tridngulos parciales tendrin dngulos
iguales 4 los del total.

9° En un tridngtilo iedsceles son iguales las alturas laterales.

(Donde se cortan dichas alturas?)

10° La paralela & la base trazada por e} vértice de un tridn-
gulo isdsceles es la bisectriz del dngulo exterior del vértice.

11° Fl teor.10 vale” reciprocamente de doble manera.

12° La altura lateral forma con la base de un tridngulo
isbsceles un 4ngnlo igual 4 la mitad deldngulo al vértice.

Resol. Trazada la bisectriz del éngulo al vértice, apliqueso
el principio: si dos triingulos tienen iguales dos #ngulos, el ter-
cer angulo del uno es igual al del otro.

13¢ Cada lado do un tridngulo es menor que la mitad del
perimetro.

Resol. Poniendo a=a y a< b--cso signo que 2a &a.

14° Si se une un punto interior cualquiera de un tridngulo
con sus tres vértieos, la suma de estas tres rectas siempre serd
mayor que el semiperimetro del triangulo.

10° El dngulo que forman entre si la altura y la bisectriz del
fingulo del mismo vértice es igual 4 la mitad de la diferencia de
los otros dos fngulos.

Resol. 1° (fig. 157) Haciendo AC=AC" serd y=y' ¥y

<IBAC'= p—y
ademas <[BAC+0=} a+EAD

5 8

- N—— -
)

o < BAC'=} a—5+EAD

pero ba-—d=EAD (hip.)

Inego fJ’—;r:BEAD

o EAD=}(f—y).

Resol. 2" (por cileulo).
I DAF—} a—6 0k _
ahora espresando a y 6 por 10s otros dos angulod del tridngild
se tendra el mismo resultado.

’ § 42. PROBLEMAS.

1. Construccion de los ir'fiuﬁnguios.

Probl. 1—5. Construir un trifngulo rectingulo si se han dado;
1% los dos catetos, 2° la hipotenusa y un cateto, 3° la hipotenusa
y un dngulo agudo, 4° un cateto y el dngulo adyacente agudo;
5%un cateto y el dngulo opuesto.
Probl. 6 Construir un tridngulo equildtero dade un lado.
Probl. 712 Constrnir uin tridngulo isisceles si se han dado.
7 la altura y la base, 8°laalturay el lado, 9°la altura y
el éngulo del vértice; 10 la alturay el fngulo 4 la base, 11 la
base y la altura lateral, 12 el lado y la altura lateral.
Probl. 13—49. Constritir un tridngulo cualquiera, si se han dado.

13 a, by ¥ 25 m; n, 37 (f—y), (m—n), b
l4 a, a, y 26 mj b, (}: 38 Eg——-;g, 5), ¢ ),
15 by ¢, B8 27 m, ¢, hy 39 (ff—y), hay e
16 hs, a,b 28 m, 3, by 40 (b-t-c),a, g

17 hav L] br c 29 n, y, h& 41 (b+0), a, 2"

18 ha,y, @ 30 n,a, b 42 (b—c), a, B
19ha,a, 31 (m—n), b, ¢ | 43 (b—c), a,

20 ha, b, B 32 (m—n), ha,b | 44 (bt-e), a, a

21 ha, ) b, & 33 (mkn) hn,ﬁ 45 {b—c), o, [44

22 m, n, h, 34 (m—mn) b, y | 46 (b+ec), £, ¥

23 my n, b 35 (m—-n) b, B | 47 (b—ec), £ .
24by , o, m 36 (m—n) y, «

48 (u b+-c), a, ¥
49 (b+a—c) a; y.

Resoluciones de algunos problemas.

. Los problemas desde 1 hasta 30 no tienen grande diﬁcul-
tad, pues se pueden construir inmediatamente al menos en parte;
ademﬁs recuérdense para los tridngulos isosceles losfeor. 13 y 14 del
cap. 11,

Pongamos dos ejemplos.

Probl. 5. Estdn dados a y <[ .



Andlisis. Siendo CBA (fg. 159) el triingulo pedido se ve que
estén dadoslos puntos By Cy la direccion de BA, luego resta de-
terminar el tercer punto A, lo que se obtendré si se puede trazar

or C una recta, (ﬂ manera qre <{CAB=a. El <[« esti dado
Emgo poniendo en un punto cualquiera P de BA el dngulo QPB=a.
debe ser CA 3 QP lo que se puede hacer segun el§. 8 probl 3.

COonstr. Formando un dngulo MBN=R y tomando BC=a,
pongo <{BPQ=a despues por C larecta CA+QP yserda AABC
el pedido.

p%)em. ABC es un tridngalo rectingulo que tiene un cateto
igual al lado dado a ademas <{CAB=QPB=a por ser QP +CA

Probl. 27. Estin dados ¢, m, hy .

Andlisis. Siendo ABC (fiz. 160) el triingulo pedido se puede
formar el tridngulo rectingulo ADB, el punto C se encuentra
prolongando BD hasta que sea DC=m.

Constr. Formado un éngulo recto NDM y tomado AD=h,
deseribo desde A con ¢ como radio un arco que corte DM en B,
prolongado BD hasta C de manera que DC=m, ABC serd el
tridngulo pedido.

Dem. hy es la altura sobre OB, AB=c y DC=m (constr.)

Determ. 1° Se necesita que el arco deserito con ¢ corte &
DM luego debe ser ¢ < hs & c=hyz.

2° Siendo e >h, el arco cortard & DMen dos puntosB y B’
lnego el AAB/C tambien satisface 4 las cantidades dadas y
por tanto son posibles dos tridngulos disfintos.

Nota. Las resoluciones de estos dosproblemas fon modelos
segun los cuales se escribirin las soluciones completas de los
otros. En adelante indicaremos generalmente las soluciones con
pocas palabras que pueden servir para la solucion completa.

Resolucion general de los problewas 31—39.

La resolucion depende de la manera de representar lasdos
diferenciss (m—mn) y (f—y). .

1° La representacion de (m—n) debe ser natural, 4 saber,
de una manera que tenga relacion intima con el tridngulo pe-
dido, Como el puntoD (fig. 161) determina m y n, serd naturalsi de-
termina tambien (m—n), lo que se ha hecho haciendo DE=n 6
DE’=m, luego serd CE=Bl'=—=(m—n). Esta representacion da
al momento por consecuencia que AE=AB y AC=AF' (I, 14),
de donde se sigue que podemos encontrar- de otra manera los
puntos E y E/ describiendo desde el punto A con AB un arco
que corte CB en E, y desde el mismo punto un arco con AC
que corte CB en E'.

2° Por la misma construccion ya esti determinada la diferen-
cia (f—y) pues '

. f=y+<(CAE luego CAE=p—y

ﬁ=7+ﬁBAE’ y BAE'=f—y.

Si sc trata ahora de remolver el probl. 37 en el cualestin

L Y

dados (f—p) (m—n), b; 5o ve que el NEAC puede construirse,
de donde es facil determinar el punto D y por medio de este el
punto B.

Resol. de los teoremas 40-47 que tienen mucha aplicacion en
los siguientes.

Todo depende de representar diestramente la suma (a-}-b) y
la diferencia (a—b), de manera que se tenga un tridngulo for-
mado por las cantidades dadas, que sirve parn encontrar el tridn-
gulo pedido. Veéase fig. 162.

Probl. 40. Dados (b-}+e), a, <[f.

Para formar un tridngulo con las cantidades dadas basta
prolongar BA sobre A asi que AD=Db yel /A CBD esconocido.
Ahora debemos encontrar el punto A, lo que es ficil sise atien-
de & que <[ADC=ACD,

Probl. 41 sz resuelve semejantemente al probl. 40.

Probl, 42 dados (b—c) a<[ /3.

La diferencia (b—c) se forina naturalmente 6 haciendo AE/=e¢
0 AD'=U; el primero no sirve al fin, pues asi no estd conocido
el ABEC, lnego tomaremos AD'=b y por tanto conoceremos
el %CD’B puesto que <[ D'BC=2R—g. El paso del tridngulo
CDB al pedido es como antes.

Probl. 43 mas ficil.

Probl, 44 dados (b-te) g, a.

Conocemos el A\CBE pues <{BEC=}a

Probl. 45. dados (b—c¢), a, a.

Conocemos el ABE'C pues @:BE’C:R-}-,M.

Probl. 46 dados (b+-c), B, ¥, (luego tambien a).

Conocemos el /\CEB

Probl. 47 dados (b—e), £, .

Conocemos /\OEB.

Probl. 48 y 49 se resuelve ficilmente si las espresionas (af-b4-c)
¥ (b+a—e) son formadas naturalmente.

% 2° VARIOS PROBLEMAS.

Probl. 50—53. Dado el 4ngulo MAN y un punto P en el lado

encontrar en el otro lado un punto X, de manera que:

60 PX=AX, 51PX-}AX=n (rectadada) 52 PX—AX=d
63 AX—PX=d.

Probl. 50. Bl <CAPX se puede encontrar ficilmente

Probl. 51. Siendo AB=—a en el lado AN se conoce </ BPX

Probl. 53 la recta - se representa prolongando NA scbre A.

Probl. 54—55. Dada una recta AB y dos puntos P y Q fuera
de estay al mismo lado, hallar un punto X en la recta AB, de ma-
nera que 54 PX=QX (II 14) 55 < AXP=BX(.

Resol. para 55. Formese un punto P’ que tenga al otro
lIado la misma posicion con AB que P.

*Muchag veces es menester construir la figura segun lo)dicho en el
problema,
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Probl. 56—58. Dadoun tridngulo ABC trazar XY £ AB dema.
neraque 56 XY=AX (AAXY pera isosceles) 57 XY=AX-+BY
58 XY=—=AX—BY. !

Resol. para 57. Siendo Z un puntodela recta XY de manera
qua XZ=AX y YZ—=DBY se tendrd &a.

Resol. para 58. Siendo 7 un punto en la prolongacion de
XY sobre Y de manera que X7Z=AX y YZ=BY se tendri &.

Probl. 59 Dado un tridingulo ABC y en el lado AB un punto P
encontrar en el ofro lado AQ un punto X de manera que PX=
BPCX.

Rtesol. Prolongando ACQ sobre C de manera que €D=PB,
PXD seri un triangulo isosceles &.

Probl. 60. Dado un dngulo A y un punto P en un lado encon-
trar en el mismo lado un punto Z, de manera que el punto Z tenga
igual distancia de P y del otro lado.

Resol. Levantado en A una perpendicular al otrolado é igual

4 AP &a.

Probl. 61 razar entre dos puntos uzna recta que tenga igual
distancia de estos.

Probl. 62. Siendo dadas tres rectas no paralelas encontrar
en una de estas un punto que tenga igual distancia de las otras dos.

fesol; Siendo (fig, 163) n, m, p las rectas dadas, de las cua-
les p yn se corten en el punto B, apliquese II, 15.

Probl. 63—64. Siendo las;rectas AB y CD cuya interseceion
sea inaccesible determinar: -

63. En las rectas dos puntes que tengan igual distancia de,

la interseccion,
64 La bisectriz del dngulo que formen lus dos rectas.
Probl. 65. Dividir unarecta en dos partes iguales, de manera.

que la construccion se forme solo en un ladg, de larecta dada.

ARTICULO II.

EJERCICION REACTICOS BELATIVOS AL CAPfTULO IIL.

§43 RREGUNTAS.

1° Bor gqué un, guadrilitero, que tiene tres ingulos rectos es
un rectangulo?. :

2¢ De qué napuraleza es el tridngulo AOB de teor. 7 fig. 52?

3% Coémo se demuestra el teor.8 por IL 1y 2, ? ;

5 4° Como,se demnestra el teor. 9 por congruencia de los tridn-
os?

y 5° Si en unromboun angulo esigual 43 R, cudl es lalongi-
tud de la diagonal opuesta? 4

6° Qué parte es el triangnlo DBE (teor. 12 fig. 54) respecto
del total?—y por qué?

7° Como se puede demostrar el teor. 13 por el teor. 12 si

1

Ry 1) )

en la fig. 55 se tira desde B 4 CD wna paralela?

8% Por qué es un paralelogramo la figura que resulta de
unir los puntos medios B, F', G, H de un enadrilatero (fig. 164) y en
qué relacion estd su drea con la del cnadrilatero?

9 Porque (fig. 164) siendo K é I los puntos medios de BD
¥y AC pasara la recta IK perel punto O y por ello queda diyi-
dida en dos partes ignales?

Rlesol. BIGK un paralelogramo.

A § 44 TEOREMAS.

Nora. Se llama centro de un paralelogramo ¢l punto donde
s2 cortan las diagonales.

1° La recta que pasa por el centro de un paralelégramo
queda dividida en dos partes iguales por los lados opuestos y
por el centro.

Resol, II1, 4 y 11T, 8°

2° 5i de los lados de un paralelogramo ABCD se toman las par-
tes correspondientes AM=BN=('P=DQ), el cuadrilitere. MNPQ
serd un paraleligramo.

Resol. II1, 5. easo 3%

Donde se halla el centro del nuevo paralelogramo?

Ziesol. Debe demostrarse que el centrp estd en lp mjama recta
que las vértices opuestas del paralelogramo principal?

Qué figura resnlta sien vez de un paralelogramo se tiene un
cuadrado?

32 Uniendpo los, puntos medios dg¢ yn rombo sp tiene un rec-
tangulo.

ltesol, 1% por ITI. 8; 2% 111, 6.,

Qué figura resulta si en vez de un.rombo se tiene un rec—-
tipgulo y cudl si un cuadrado?

42 ]Yf.;:g el rombo las atturas son iguales.

Resol, Trazadas desde un mismo vértice las dos. alturas &.

5?2 8i desde. un punto cualquiera de la base de un tridngulo
igbsceles! se. trazan dos rectas paralelas 4 los lados basta que log
corten, la suma de estas rectas sers igual al lado del tridngulo.

Resol. 11, 4, y TI1, 3.

6° 5i desde un punto cualquier de la base de un tridingulo
isosceles se bajan perpendiculares 4 cada lado, lasuma de estas,
serd igual 4 la altura lateral,,

Kesol. Para demostrarlo tftese desde dicho punto una para-
lela & uno delos lados.

7% Siendo ABC (fig. 165)\un trifngulo isosceles y CD=AE,
la recta ED se halla dividida porla base en dos partes iguales,
es decir, EF=FD.

Resol. Siendo EG +DC se. debe demostrar A\FEG=<FDC.

8? Bajando desde un punto dentro de un tridngulo equili-
tero los tres perpendiculares & los lados la suma de estas sexd,
igual dla altura del triangulo.

Rlesol. Puede reducirse al 6°.,
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9° La recta que uneel punto medio de la hipotenusa con
el virtice opuesto esigual 4 la mitad de esta.

Regoll TTL. T, ’

10° Sien un trifingulo rectingulo un cateto es igual & la
mitad de la hipotenusa, el dngulo que se opone & dicho lado
esigual 4 + R :

11° Sila mediana en un tridngulo esigual & la mitad desu
lado correspondiente serd el dngulo que se opone & dicho lado
recto. '

Resol. IT 86 IT 2 v 1, 14.

12. Un trapecio euyos lados no paralelos son iguales tiene
lag siguientes propiedades:

g los fngulos adynacentes 4 los lados paralelos son iguales.

b las dizgonales son iguales.

¢ los euatro puntos mediog de los lados determinan un
rombo.

d las dos rectas que unen dos puntos medios opuestos de
dos en dos son perpendiculares y se dividen entre si mutua-
mente en dos partes iguales.

e la recta que ume los dos puntos fmediosde los lados pa-
ralelos es la altura del trapecio.

13° La suma de las diagonales en un cuadrilitero es mayor
quo el semiperimetro pero menor que todo él.

Resol. IL. 6.

14° En un tridingulo la semisuma de dos lados es mayor que
la mediana del tercer lado. ;

Resol. Prolénguese la mediana otro tanto sobre la base &.

15° En un triangulo la suma de las tres medianas es me-
nor que la de los tres lados.

Liesol. por 14.

16.° i en un tridngulo la mediana es mayor que la mitad de
su lado’correspondiente, el dngulo que lo es opuesto es menor que
un recto, pero serd mayor sila mediana es menor que la mitad
del lado correspondiente.

Resol. por 11 y IL G cor. 1 nota.

17.* La recta que une en un trapecio los puntos medios de
las diagonales esparalela 4 los lados paralelos y ademas la mi-
tad de Ia diferencia de estos.

§ 45 PROBLEMAS.

Probl. 1.°—4.° Construir un eunadrado.

1.° dadoel perimetro 2°la diagonal 32 la suma de la diago-
nal y el lado 4° la diferencia entre la diagonal y el lado.

Probl. 5°--15° Construir nun rombo si se conoeen:

52 el lado y unadiagonal. 6° dos diagonales, 7% una diago-
nal yel angulo opuesto, 8° el lado y la altura, 92 una diagonal
y laaltura, 10° una diagonal y el dngulo por quépasa, 11°el la-
do yla suma de las diagonales, 12° el lado yla diferencia de las
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diagonoles, 18° un dngulo y la suma de Ins diagonales, 14° un
angulo y ladiferencia de las diagonales, 15° unangulo y la su-
mz del lado y de una diagonal

Probl. 16°—22? Construir un rectingulo si se conocen:

16° un lado y la diagonal;17° un lado y el dngulo quefor-
man las diagonales; 18° un lado y la suma de la diagonaly de otro
lado; 19¢ un lado y la diferencia entre la diagonal y otro lado; 20°
la diagonal y la sumade los dos lados adyacentes 21° la dia-
gonal y la diferencia delos dos lados adyacentes.

22.° La sama de las diagonales y de los lados, ademas el én-
gulo que forman las diagonales.
. * Probl. 23°—35° Construir un paralelogramo si se conocen:

23° Unlado y las dos diagonales 24 un lado y los angulos
que se forman por dicho lado y las diagonales, 25° un lado, un
angulo y una diagonal, 26° un lado, su altura y un dngulo, 27° un
lado su altura y una diagonal, 28° un lado, la altura del lado ad-
yacente y una diagonal, 29.° doslados y una altura, 30.°dos lados
¥ una diagonal, 31.° las dos diagonales y una altura, 32.° una dia-
gonal una altura y un dngulo, 33.° las dos diagonales y el dngu-
lo que forman entre si, 34.°las dos alturas y un lado, 35.° las dos
alturas y un dngulo.

Nora.—Para resolver dichos problemas se necesita saber bien;

1. Las propiedades elementales delos paralelogramos.

2° Quela altura de un paralelogramo siempre determine la
posicion de dos lados opuestos. -

3. Ia resolucion de los problemas 40—48 en Art. I

4" Que dada una recta 0 la suma de dos rectas se conoce la
mitad.

Resolucion de 9, que sirve de norma.

Anal. Siendo (fig. 166) AEBD el rombo pedido, conocemos:
i 1¢ la posicion de dos lados paralelos, que se determinan por

=M,

2.° la posicion de AB relativa”a los_ peralelos y por tanto
losTdos puntos A y B.

3. ademas sabemos que las diagonales son perpendiculares
gﬁ.ra si (IIL9); de donde se determinaran los otros dos puntos

y E.

Constr. Siendo PM la altura dada, tiro en los dos puntos ex
tremos dos perpendiculares PQ y MN, desde un punto enalquier
A de MN describo un arco con la diagonal como radio que
corte la otra paralela en el punto B, en el punto medio C de AB
levanto una perpendicular que corte las dos paralelas en D y E;
uniendo A conD yE con B serd AEBD el rombo pedido.

Dem. DB+ AR (1, 9 cor. 2) luego < CAE=CBD
de donde AACE22BCD (II, 8) luego BD=AE y por tanto BDAE
un paralelogramo (IIT, 5 caso 2°) que tiene la altura dada PM
(constr.); ademas DB=DA por ser CC=AC y DO | AB (cuostr)
lnego BDAE un rombo que tiene la altura dada y ademas por
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Jiawonal la recta dada AB. |
e Reésol. de 22 por 48 del § 42.

Probl. 36—TT. Coustrmir un trapecio (fig.167)si se conocen:

' 57 a, e, f, <lef
gg > E,' ) g 58 b, e f, <ref
38 a, ¢ a fi 59 4, e, f, <Tef
398 b e 60 e, f, o, <’[gf
40 o, b, ¢, @ 61 e, £, 3, <[et
41 a, b, d, g 62 e, 1, <fef, <ld
42 a, d, e, B 63 e, f, <Lef, <I_(_'le
43 8, ¢, ¢ a 64 o, f, et} <af
44 a, b, h 65 (n:‘:c). dy, a,f3
45 a, ¢, 8, h 66 (a+c)b, d, a

67, (a+tc), e 1, d
68 (n—c), e, a,
69 (a—c), b, d, e
70 (atb), ¢, d, e
7L (a=b) e, d, ©
72 (a+b) ¢, d, @

48 a, n«gt%a:dﬁ_
47 b, AZrbi<Ldf
48 a, b, ¢, <[af
49 b, d, f, <[ ae
50 b, d, a, <[be
51 b, d, a, <{bf

52 a, b, . @ 73 (9'+b_)n e, d, fi.
53 a, b, d, e : 74 (a—b), ¢, 4, e
54 a, c, & f 75 (H_b}’ € f, ﬁ
B T (), o,
56 a, ¢, e, .é:ef ¥ 7 (8—11)), ¢, 4, ﬁ

Advertencia para resolver los probl. 36—T7. 1
1 1"i“ji--sm.-‘:».cla. dlja C una paralela a DAlae ;‘endm un tridngulo
o0s lados son b, d (a—c) y cuyos dngulos f3, a. =
euyog, ’.%mza.da de € una paralela a DB se tendrd un tridngulo
que tiene los lados (a%c), e y f ademas <Yef &.
3* h Jdeterminia la posicien de los lados paralelos.
4* } (a--c) serepresenta uniendo los puntos medios de los
o paralelos = .
hﬁo?‘;em}: las cantidades dadas iuchas veces se puede construir
un tridngulo, que sirve para resolver el problema propuesto.

Probl, 78—97. Construir un cuadrilitero (fig.168) si se co-
nocen:

78 a, b, e d & 88 a, b f o B
79 8 b, c, Py ¥ 89 a, b f, B, ¥
80 8, ¢, d, & f8 : 90 a, b, e, f, @
8la, b a By & 9% n, ¢ e f a
82 n, ¢, @, B,y 92 a, 0 a 6, ¥
83 a, b, d e Baflaldy
843, b, e o0f 94 a,0 f, a, p
858, b, d, e 96 a, b, ¢, f, <fef.
86 a, b, e, e 0 96 a, b, ¢, e, <lef
87a, b, e, a0 9T b, d, e, £ <Lef
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Resol. de 97 (ig. 164) ge eonoce el paralelogramo EFGH
ademas KG=73b y KE=}d luego el punto K &.

Advertencia. Fu la (fig, 169 ta.ty to denotan® las medisnas &
los lados respeetivos, qa ¢y Qe las bisectrices de los dngulos
respectivos «, 5, 7. .

Probl. 98—133 Construir unTtridngulo si se’conocen:

98 by, b , & 110 ¢, a, to | 122 hg taty
99 ll,,, hc ~ b 111 a, llu ¢ ta 123 1, b, ‘-’j:_tﬂc
’ 100 hy, he , (c-Hm) 112 a, ho . ta 124 £, <Vltac <ty b
- 101 hy, he , (e—h) 113 b, by, ta | 125 0, o qa
102¢, b, (IF+he) | 1143, hay t=| 125 ¢, @, qp
103 o b, (kb—he) | 1154, by, te| 127 4, ¥y
104 8, , (b +1e) | 116 e, e te ' 128 a, he go

105 6, ¥, (hp—he) | 117 ayhyy ta) 129a by, qe

106 b, ¢ ty 118 a,xta , to | 130 by, qo,y

107 b, ¢ ty | 139Dy 1y - & 131 b, qe o

108 o, b, t, | 120t tn, te| 132hcq B
ol 133

109 o, t-n,qfn C q ]..f]. 1A 1TS Li.

Resol. para98 y 9J. Be sabe’que un vértics de un iriangulo,
estia sitnado en una [mmIelu 4 la base que dista  esta de la al-
tura. -

Resol. para 100—105. Aunque son bastantemente dificilos
damos pars resolverlos solo una advertencin: (o4 by y (hy, ~+hg )
determinan un triangnlo rectingulo con el anzulo aguds a o
(2R—a), lo mismo hacen (e—b) y (by —he ). ]

Resol. para 106, b, ¢ y 2 4, forman un r¥fingulo que sive &a,

dlesol. para 111, Formado por ty y he un triangulo rectingulo
recuérdese el sentido de t, . - ;

fiesol. paralld. toy una cierta parteds hy forman un trifn-
gulo rectingulo &a.

Resol. para 115, Apliquese loque se ba dicho para 114y 98,

Kesol. para 117. Atiéndage bien enaué paralela estd situado
el punto donde t, eoria al lado n. i

Resol. para 118—122. Cudl es
terseccion de las wedianas?

%66 Tiesol. para 123 y 124. Se vesuelven de uns maner

la propiedad del punto de in-

asemejanto al

YARIOS PROBLEMAS,

P-J:ob:’. 134—136. (fig. 170). Dadas dos naralelns v un punto P

fuera 6 dentro de estas, trazar por P una veets, de ;'.::‘sr;\;r“. ijue
134 XY=m, 185 PX--PY—n, 136 PY_ PXe—m

P_robi. 137—140. (fiz.170). Siendo ademas dndos dos puntos Ay

Ben dichas paralelas trazar por P uan recta'sin cortar A B de modo

que 137 A=-XBY 138 AX-2BY 139 A% +BY-m 140 RY—AX=n

Probl. 141144, 1, e dicha

ST aama Yo e -
B i ke 08 mMisos problemas de raners gue dichn
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Probl. 145, Construir un euadrado en un tridngulo rectingulo,
de manera que tenga un dngulo recto comun con el tridngulo, y el
vértice opuesto esté en la hipotenusa. :

Probl. 146. Dados los tres puntos medios de los lados de un

idngulo formar dicho tridngulo. -
tnmﬁu%l. 147. Construir un pentagono dados los cineo puntos
dios de los lados. ) 57
o .?I::so?. Aplicando el § 43, 8 se puede determinar facilmen-
te un punto medio deuna diagonal, y por IIL, 12, se tendrin ya
vértices del pentigono. -

e ‘1?:05? sld.B——lll‘;O. P%r el vértice C deun trlgnglrulo ABC ;;'azlar
una recta, de modo que siendo X &Y los pies de las perpendicula-
res & dicha recta desde A y B, que sea 148 AX=BY, 140 AX=
2BY, 150 CX=CY. eIt

Resol. 149. La recta de B paralela 4 XY divide CA en par-
tes iguales. 150 se resuelve por 11T, 13 cor.

Probl. 151. Dadas dos secantes encontrar un punto que tenga
la distancia a de una y la b de otra.

4 E;?csolf Pueden trazarse dos paralelas qué tenganlas respec-
tivas distancias &a.

ARTIOULO IIL

EITRCICIOS PRACTICOS8 RELATIVOS AL car. IV,

§ 4¢. PREGUNTAS.

1) Por qué se afiade en el teor. 5° ‘‘siel arco es menor que
la semicireunferencia” éigualmente en el teor. 6° “‘si el dngulo es
ue dos rectos”? :
menc:; gc’)mo so demmuestra el teor. 7 por medio de la congruen-
sia de los tridngulos? : =
s 3) Qué cug:-]da. es la mixima y cudl la minima de todas las
que se pueden trazar por un punto dentro de una circunfe-
i ;
remn:) Como se demuestra el teor. reciproco de 19
5) Como se demuestra el teor. reciproco de 20.

§47 LUGARES GEOMETRICOS.

Se llama lugar geométrico de un punto una serie de punios
que tienen una f mu&::has propiedades comunes; por e]. todc_n_t
los puntos de una circunferencia tienen comun ln‘ ‘progmdad qu:
equidisten deun punto fijo, lo que se enuncia: “El lugar gev
métrico de un punto, que tiene una distancia constante i u'.
punto fijo, es la circunferencia cuyo ceutro es el punto fijo
el radio Ja distancia dada”
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Aunque con otras palabras ya de algunosse ha tratado en
los primeros cuatro capitulos, sinembargo aqui los presentaremos
bajo otraforma pues es de mucha impertancia conocerlos para
la solucion de los problemas grificos.

1. El logar geométrico de un punto, quo equidista de dos
puntos dados esla perpendicular &4 la recta quo los une ¥ pa-
sa por su punto medio (II, 14).

2. Ellugar geométrico de un punto de dos reetas dadas
esla bisectriz del dngulo que forman entre si (1L, 15).

3. El lugar geométrico de un punto que tiene igual dis-
tancia de una recta es la paralela 4 esta en la distancia dada.
(1%, 3, cor).

Nora. Cuil es el lugar geométrico do un punto qua tiene
igual distancia de dosrectas paralelas.

4. El lugar geométrico del vértice de un trifngulo reetén-
gulo es la circunferencia cuyo didmetro es la hipotenusa del
triangulo. (IV, 19).

5. El lugar geométrico de los vértices de un tridngulo del
cual se conocen la base y el dngulo del vértice es nnarco des-
crito sobre la base como cuerda y que os capaz del angulo
dado. (IV,18 cor.y § 18 prohl. 7).

6. El lugar geométrico del centro de todos los cireulos que
pasan por dos puntos estremos de una recta dada, es la per-
pendienlar 4 esta en su punto medio (IV 8, cor. 1).

7. El lugar geométrico del centro de todaslas circunferen-
cias, que tocan una recta M enel punto P es la perpendicular
4 M en el punto P (IV,17).

8. El lugar geométrico del centro de todas las circunferen-
ciag tanjentes 4 una dada en un punto P es ol didmetro
de ln Aada que en su prolongacion pasa por el punto P
(IV, 27 y 28)

Ejercicios.

Encontrar el lugar geométrico del centro de todas las circun-
ferencias, cuyos radios tienen una longitud daday ademas que:

1° pasen por un punto dado. (Circunferencia).

2% toquen una recta dada. (Recta).

3 toquen un eirenlo dado exteriormente. (Circunferencia con-
eintrica). )

4° toquen un ecirculo dado interiormente.

5° separen de una recta dada segun su posicion una cuer-
da=m. (Recta paralela).

6° formen con una recta un dngulo dado.

7.° dividan una circunferencia dada en partes ignales. (Circu-
lo concéntrico).

8? corten 4 una circunferencia dada de manera quela cuerda
comun sea igual 4 una recta dada. (Cireulo coneéntrico).

9° formen con un eireulo dado un dngulo dado. (Cirennferen-
cia concéntrica).

Resol. de 6° (fig. ZT1). :
Advertencia. EI dngulo que forma entre sf una rectayuna
circunferencia es el que forma entre si larecta y la tangen-
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te en ¢l punto comun; y por tanto el dngilo determinado por,
dos circulos se forma por las dos tangentes en el punto comun.

Constr. Siendo MN la recta pongase el angulo dado en un
punto cualguier A de MN, tivese AC | AB y haciendo AO igual
al radio dado deseribase con OA una cairennferencia que por con-
signiente tiene laz propicdades pedidas, pues AD es tangente
a esti.

Hacviendo lo mismo para un otro puito A’ se ve que el
centro del segundo cirenlo (Y tiene la misma ™ distancin de MN
que O por ger /N\AODZ=ZA'0'DY (IL. 8), por tanto se puede de-
eir que sea la rectn PQ trozada enla distancia OD de MN
paralelamente 4 MN el lugar geoméirieo pedida.

Demos. Supuesto el primer circulo se necesita demostrar
que foda eircunferencia euyo radio esigual4 OA y cuyo cen-
tro estd en la rectn PQ forma el mismo dngulo con la recta
dada. Para eso describiremos la circunferencia desde el centro O’
con el radio OA, ademas sea AB’la tangento lnegoseri

AAOD=A'OD! (I1, 10, cox).

luego qf)Ao:@D’A’O'
ademas es <JOAB=<[O'A'B'=R
luego il " .

Nora. Combinando dichos lugares geométricos de dosen dog
¥ cado ano consigo mismo se tendrin 45 problemas determinados;
porej. enconirar el centro deun cirenlo de radio r, que determine
dos rectas secantes dos cuerdas; una jguasl & by otradc.

§ 48. TEOREMAS.

12 Bi dos enerdas se cortan dentro de un cireulo, el dngulo

que forman serd ignal & un inscrito sobre la suma de los arcos
comprendidos por lps lados del primero,

Besol. Trazada por el punto estremo de una cugrda una pa-
raleln 4 otra, apliquese TV, ‘E

2° Bi dos cuerdas prolongadas se cortan fuera deun circulo,
serd igual el dngnlo que forman & un inserito sobre la diferen-
cia de los arcos comprendidos entre los lados del primero.

3° La suma de dos lados epuestos de un enadrilatero circuns-
crito & una circunferencin (es decir coyos lados todos son tan-
gentes 4 ella) s igual é la de los otros dos.

Resol. TV 22.

4° El teor. 3? vale inversamcnte, cuya demostracion serd
indirecta aplicando II, 6.

5% Bajando desde los puntos extremos de un difimetro dos
perpendiculares 4 una cuerda 6 su prolongacion serdn iguales
los segmentos estremos de la ecuerda.

Resol. 111, 13 y IV, 7.

6° Levantando en los puntos estremos de una cuerda per-

_
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pendiculares hasta que corten tn difmetro serdn iguales  los
gegmentos estremos de este. Hesol. como en 5* '

7% Son iguales las perpendiculares levantudas en dos puntos
de una cuerda gue equidistan de la circunferencia.

Eesol. Unido el centrs con los pugivs estremos de las per-
pendiculares apliqueseII, 2 y 10, o
; ?" Fs imposible que dos circunferencias sean bisectrices en-
ro si. :

9° Si se trazan desde el punto, en donde se corten dos ecir-
cunferencias losdos difimetros ragpectivos, estdn en linea rectael
segundo punto de interseccion de cllas con los otros dos puntos
de los diametros.

* Resol IV. 19; otro ITL 12y IV 25,

107 (fig. 172). Si sobre AB, cuerda comun de dos circunfe-
rencias iguales, se describe una circunferencin que tenga por dia-
metro dicha euerda; toda recta trazada desde A y que corte las dos
primeras circanferencias (uedard dividide enpartes iguales por
la tercera,

Demos. 1° analitica que sirve para encontrar la sintitica.

Seri PD=FED si FB=EB por ser <{ EDE=R (IV. 19).

»  YB=EB si < BEF==DFE
w <L[BEF=BFE si arc. ANB=arc. AMB.
loque es por ser los dos cireulos iguales y AB la cuerda comun.

Demos. 2% sintética.

Siendo los dos circulos iguales y AB la cnerda comun serd

arc. ANB=are. AMB (IV, 4 cor). '

luego <Y BEF==<BFE (IV. 18).
i % BE=BF

ademas <[ BDE=R (IV, 19).

luego DE=FD (iI, 13).

11° Una circunferencia, que toca # otra interiormente ¥ pa-
h lz!or 3[ clentro dedestm, dividird en dos partes iguales 4 toda
euerda de la segunda, que pasa por el 3

g 19gy ke ]3.1 i I punto de contacto.

12° Bl didmetrode un circulo inserito 4 un tridngulo rectdngu-
Io es igual 4 la diferencia entre la suma de los catetos ¥ la hipote-
nusa.

Resol. Trazados los tres radios &
il adios & los puntos de contacto

13” Todas las tangentes desde una circunferencia & otra
concéntrica interior son ignales. (Lugar geométrico).

142 Todas las cuerdas de un cireulo, que son juntamente
tangentes 4 una circunferencia interior ¥ concénrica son iguales,
(Lugar geométrieo).

§ 40. PROBLEMAS.

Nora El anilisis del problema siguiente sirva de modelo pa-
ra encontrar la solucion de otros problemas.

Proll. (fig.173) Dados dos circulos sceantes trazar por 0:1
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panto de inferseccion una recta, de manera que el segmento in-
terceptado por lus dos cirennferencias sea igual 4 una recta dada.

Andlws 17 (algo difusa).

Siendo BC la recta pedida se necesita averiguar qué relacion
hay entre esta y los centros. Segun la suposicion la parte AB
es una cnerda de una circunferencia, lo mismo que la parte AC
de la otra; ahora Dbien, sabemos que los puntos medios de lns
cuerdas tienen una relucion especial con el centro, puesto que
el radio perpendicnlaré una cuerda pasard por el punto medio
de ella; por consigniente se puede unir dichos puntos D y Kcon
los eentros; de donde esta conocida la recta DE={BC y esya
en relacion mediata con los eentros. Claro es que debemos nuir
masg; y como? Las rectas O y O'E son paralelas, pues son perpen-
diculares 4 la misma recta, luego trazande por O la recta OF
paralelamente & DIE serd OF=DE. Con lo hecho hemos tenido
un trigngulo rectingulo OFQ’ del cual conocemos la hipotenusn
Q0 un cateto OF, luego se puede construir sobre OO’ el trian-
gulo OFOQ’ y de aqui trazar por A la recta CD paralelamente
con OF.

Andlisis 2° (mas en forma).

Siendo BC la recta pedida, bijese de¢ O y O perpendicula-
res 4 BC conlo cusl queda conocida DE, ademas trazida OF  DE

~se puede construir el AOFO’y de aqui la recta pedida.

Determ. Para poder construir el AOFO’ se mecesita que
OF <00’ 6 } BC<O00'

1° Construccion de triéngulos.

Proll. 1°—05* construii un trifingnlo rectingulo si se conceen.

19 la hipoteunsa y la altura, 2% los dos segmentos de la hi-
potenusa.

8° la hipotenusa yla suma de la altura y de un segmen-
to de la hipotenusa. -

4° la hipotenusa y la diferencip entre la aliura y un seg-
mento dela hipotenusa.

5° el perimetro y la altura. -

Resol. de 1—4° porIV. 19,de 5°por § 18 probl. 7

Probl. 6°—8° Inscribir en una circunferencia dada un tridn-
gulo delcual se conoce. i '

6° la base, 79 el angulo del vértice, 87 la altura.

Probl. 9°—24° Inseribir en una ecircunferencia un tridéngulo,
si se conocen:

9D e 13 e, ta |17 8, ¥ |21 8, (f—y
10 8, hy |14 a8, ¥ |18 @, by |22 hy (f—p
11 a, ta 156 b,ha |19 @, t; |23 Ly (m—n
1% « llg l 16 b, ta, 20 a, hg; l

24 Losdos segmentos en los cuales se halla dividida la base
por la bisectriz del Angulo opuesto.
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_Resul. Si se conoce un dngulo, se cono.erd el lado opuesto
y '\'1('6701‘5!\.
Resol. para 16. Xl punto en donde cortari la mediana ta al laco
a, estd situado en la cirennferencia sobre ¢l radio como diametro.,
~ Resol.de 21. (fig. 161). Sabiendo que <] CAE=f—y, pro-
longuese AFE hasta cortar la jeircunferencia y véase sila parte
CE esté determinada.
Resol. de 22y 23. (fig. 161). Fstd conocido ol /ACARE.
. Aiesol. de 24. Donde  coriurd la bisectriz prolongada & Ia
circunferencia.
Advertencia: r'denota eljradio de la circunferencia cir-
cunscribta y p el de la inserita.

Probl.i25—44. construir un tridngulosi se conocen.

25 a, a,ts 82 a, hy, he | 39 p, ha, b
26 m,n, a 33 ta by, he | 40 ,, ha, a
27 ha, (m-n),(f—a) | 34 r, hy, ta | 41 ,, by, 4
28 a, <{tab,<{tac| 35 a, t, tc |42, qa, (B—y)

29 ta, £, b 36 0,7, B |43 ha (f—
30 (a—{—17)-|—c), a, ha | 37 ,: a, § |44, ., h.: qa &
31 ta,a, b 8, a4 q

Resol. ¥nlos 25—31 atiéndase allugar geométrico 5° ade-
mas para 29 al probl. 16y § 12 IV demost.

Ligsol. de 33 Se puede construir un tridngulo ports y i b,
y un otropor taydhe.

Resol, de34. Se puede construir un tridngulo por
do donde es ficil encontrar ol centroder. Pgr . 3 I

Resol. para 40. Construido el <[a y el circulo inscrito

se conoce la posicion de qa y por construceion de un tridn-
gulo la de hy,

Resol. para 42, 43, 44 (fig. 157) se conoce el ADAE 5
tanto el centro de p. ( ol A\ ¥ por

2.° Construccion de cuadiviléteros.
Probl. 44—52. Construir un cuadriltero.

4é'a, d, a, v e
45 a, d, a, e<Tec 49 o, f, <Jef a

46 a, d, @, <Jec<Yeb |50 e, f, <fer a, ygj
47 1, a, y,a, <fe 6l e, f, <Yef, a, B
48; f, &,"y, 8, b, 52 a, a,y, <Jaf @:bf

v ]giesal. debly 52 fig. 164. Se puecden determinar los puntos
y .

48 f, @, 3,12, ¢

_ Probl. 53—56 Inscribir en un cireulo dado un cuadrilitero
si 8¢ conocen.
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33 <Tae,<Led,<Yeb | 55 <Yef, <Yae<lbe
54 f qceg,r%:ctst | 56 e(,I f. <ol

Resol. de 56. Pnesta { eomo euerda en la circunferencia
" tirese una recta que formeecon { el <fef y bajando 4 esta una
perpendicular desde el centvo npliguese IV, 7. ]

Probl. 57—00. Cirennseribir 4 un eivenlo dado nn euadrilé-
tero sise conocen. :

57 a, 3. | 59 a, a, 8
58 a, f, e | 60 «, 5, <Teb

Probl. 61. Circunseribir 4 un cireulo dado un trapecio dados
dos lados no paralelos. ]

Hesol. TUl centro esti en cierta relacion con los lados no para-
lelos. '

Probl. 62. Circunseribir & un eirenlo dado un rombodado el
lado.

Resol. Se conoce la altura del rombo pedido.

Probl. 63—66 Construir un cuadrildtero de suerte que se
pueda circunseribir 4 este una circunferencia si se conocen.

63 a, b, ¢, a
G+ a, b, e, f

Resol. de 65 (fig. 164). 'Se conoce el paralelégramo EFGH

65 o, f<yef,<Y df

66 e, a, f, 0

ademas CB y AD segun su posicion porser conocide los én-

gulos EHA y EFB.

Probl. 67—69 construir un ecuadrilitero con tal que se pue-
da inseribir 4 este un circulo sise conocen:

67a, b, &, B,68 8, a, A; ¥ 69 2, b, . a.

3° Construccion de circulos.
+

Probl. 70—74. Consgtruir una circunferencin. -

70 que pase por un punto dado ytoqued una recta en pun-
to dado. 3

71 que pase por un punto.y toque & una cirennferencia en
punto dado.

72 que toque 4 dosrectas y 4 una en punto dado.

73 que foque & una cireunfereneinen un punto dado y ademas 4
unn recta.

4 que toque dos circunferencias de las cuales & una en pun-
to dado P.

Resol. T4 por § 42 probl 42.

4° VARIOS PROBLEMAS.

Probl. 75—78. Trazar una recta por el vértice ¢! de un tridn-
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gulo ACB sin cortar el tridngulo, de modo que bajando & la ree-
ta desde A y B perpendiculares cuyos pies sean X é ¥, tenga'lugar:
75 AX—BYs=m 76 AX-{DBY=n
77 OX+CY=m’ 78 OX—CY =n’
Hiesol. Apliquese IV, 19 ademas se puede representar’ por

,medio de 111, 13 en 76 &E—B—Y- y en 78 (-‘l:—g.

Probl. 79—82. Son los mismos problemas con tal que la rec-
ta corte al tridngulo.
Eesol. Se pueden reducir 4 los precedentes, pero se restel-

" ven tambien directamente escepto 81,

Probl. 83. En un circulo dado formar una cuerda igual 4 una
recta dada y paralela & otra.

Resol. IV, T

Probl. 84—86. Dado un circulo y un punto P dentro de él
trazar por P una cuerda XY de manera que:

84 PX=PY, 85 XY=m, 86 PX—PY=n

fiesol. da 86 3(PX—PY) esun lado de un trifngulo que se
puede eonatruir,

Probl. 8T—89, Siendo dicho punto fuera del eirevlo trazar
por P la cuerda XY de manera que:

87 XY=m, 88 PX=XY, 89 PX+PY=n.

Resol. de 88, Atiéndase que un radio es la mediana en un
cierto triangulo,

Probl. 90—01, Trazar por dos puntos dados de una circunfe-
rencia dos cnerdas paralelas, de manera que: 90 la suma de estas
?IG::I igual 4 una recta dada, 91 la diferencia tenga una longitud

ada.

Ziesol. Deben reducirse 476 y 75. :

Probl. 92. Construir en un circulo una cuerda que sea paralela
4 una recta y esté dividida en dos partes ignales por otra dada.

Probl. 93—96 Entre una recta y cireunferencia dadatrazar ana
recta ignal 4 otra dada, de manery

93 que sea paralela & otra dada. (Dos soluciones).

94 que toque a la circunferencia dada (Cuatro soluciones).

95 que corte & la circunferencia dada bajo un éngulo da-
do (Cuatro soluciones).

96 que forme una cuerda =m en la circunferencia dada
{Cuatro soluciones).

lesol. de 95 y 96. Atiéndase 4 los lugares geométricos.

Probl. 97. ¥n an circulo dado construir un tridngulo cuyos
lados sean paralelos & tres rectas dadas.

Tiesol. Se puede ficilmente determinar un lado; pues se eono-
ce el éngulo opuesto, y por tanto el teorema estd reducido al 93.

Probl. 98. En un circulo dado construir un tringulo cuyos
dos lados sean paralelas i dos rectas dadas y el tercero pase
or un punto dados

Besol. Es de wna manera semejante como 97, ademas apli-
uese el probl. 85.



e e R B R e e S s s e s i s A

—1l4—

Probl.99. Dados tres puntos A,B y C encontrar un cuarto punto
X, de maneraque <{AXB=ay AXC=y (a yy son ingulos dados.)

Probl, 100—102. Dados dos circulos trazar una recta, de ma-
nera que ’

100 toque & las dos circunferencias (4 solue.),
101 toque & una y corte 4 la otra bajo un dngulo dado
(4 solue.) ’

102 toque & una y forme una cuerda dada con la otra (4 so-
lue.)

Resol. de 100 suponiendo que estén los circulos en el mismo
lado de la tangente pedida. Trazados los radios desde los cen-
tros 4 los puntos de contacto, se tendrd un trapecio que se cons-
truye facilmente por medio da un triingulo, euya hipotenusa es
la central y un cateto la diferencia de los radios.

Nora. De dicha manera se tendrin dos soluciones, y for-
mando un tridngulo cuya hipotenusa sea la central yuno delos
catetos la suma de los radios, se tendran otras dos soluciones.

Resol. de 101 y 102. Se puede determinar la distancia de la
recta pedida al centro de la circunferencia secante, y por tanto
los problemas se han reducidos al 100.

Probl. 103. Dadas dos circunferencias encontrar un punto en
una de estas. de manera que las tangentes trazadas de este pun-
to 4 la otra circunferencia sean perpendiculares entre si.

Resol. Se puede encontrar ficilmenteel lugar goométrico de
dicho punto.

Probl. 104, Dado un sectcr de un circulo deecribir una eir-
cunferencia cue toque los radios y el arco de este.

Probl. 105, Dados tres puntos como centros, describir al re-
dedor de estos tres circunferencias que se toquen de dos en dos.

RBesol. 111,22y 27. Aplicando IIT 28 se tendrin ademas 3
goluciones.

Probl. 106. Dentro de un triingulo equilitero deseribir tres
circunferencias que se toquen de dos en dos y ademas cada una
i dos lados del tridngulo” dade.

Probl. 107. Dados tres crculos iguales encontrar un punto
de manera que las tangentes trezadas desde este punto & las eir-
cunferencias sean iguales. '

Probl. 108, Dados dos ecirculos igunles y secantes inseribir
en la parte comun un euadrado cuyes vértices estén en los arcos.

Probl. 109—110. Dado un-ériangnlo equilateral: al rededor
de este escribir otro equilatersl 109 que tenga un lado dado,
110 que forme con los lados del primero un angulo dado.

Resol. § 41. teor.6 y § 18 probl. 7.

Probl. 111—112. Dado un cuadrade al rededor de este es-
cribir otro: 111 que tenga un lado dado, 112 que forme con los
lados del primero un Angulo dado.

Regol, § 44 teor. 2.

—115—
ARTICULOIV.

EJEECICIOS PRACTICOS RELATIVOS AL 6AP{TULO vV,

§ B0 PREGUNTAS.

. 1) Comose demuestran geométricamente las formulas algé-
o bricas:

1° (8-}-b)*+(a—b)?—2(a2-f-be
3o <

2" Como se puede la d traci
PGl P emostracion del teor. 9. (fig. 101) re-
3{2&8;3. Tirese por( G ﬁé J dos paralelas 4 AE &.
* Por qué es (en fig. 103a) CD | HB
Resol. por (I.15). T

4" Por qué (fiz. 103a) se encuentran is
Savtas HE L% X ol ) enun mismo punto las
] Itfe::L Prqlonga.da.s' H-];i y GF hasta cortarss y unido el pun-
0 de interseccion con (!,se demuest ta li sté is-
b L] ' estra que estalinea estd en la mis
6% Por qué (en fig. 103b) se encuentran i -
to las rectas CL, AG y BH? X} Lenhadlt Gt
.‘132&9%!.‘ Se lpuede reducir al § 12, ITI, aplicando 3° y 4*
* Como la construccion en (fig. 103,) sirve de ot: -
mostraciones del teor. de Pité.gorn(s't  Cagr i e
Dem. 1° Unido Heon C y prolongado hasta cortar AB ge
puede'féczlment’e ver que el paralelogramo CK que resultard es
igual 4 AC*® y 4 una parte de AB*?, ademas que el paralelogramo
CL 3:;; 1guz:21 a QABR ¥ & otra parte de CB>2.
. em, 2% Quitando las partes, comunes se debe d
igualdad de las restas, reduciendo al Rect. CH. i

§ 51 LUGARES GEOMETRICOSY.

1°El lugar geométrico del vértice do un trifngulo del
cual se conocen la base y el drea son d igoaldin
tanci; d%llal bane (V. eoi. o os paralelas de igual dis-
° Ellugar geométrico de la base superior de un paralelo-
gramo del cual se conocen la bas
gra gﬂla.Elbase e 7 @ y el area es una recta para-
* El lugar geométrico del vértice de un tridnoul -
ma de los cuadradosde los lados es igualal cundrn.d:%iz ‘l):’:. %t;{: fil;-
da, es una circunferencia cuyo difmetro es la base. (V 12 y IV 10).
4° El lugar geométrico del vértico de un triangulo, cuya
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diferencia de los cuadrados de los lados es ignal al cuadrado de la
basedadaes una perpendicular en el punto estremo de la base,

§ 52 TEOREMAS,

1¢ Si se une un punto P sitnado en el plano deun parale-
logramo con los vértices de este, serd la suma 6 la diferencia
de los dos tridangulos, que tienen por vértice el punto Py por bases
los lados opuestos el paraleldgramo igual & la mitad de él

2? Si se unen losdos puntos estremos deun lado no pa-
ralelo deun trapecio conel punto medio del ctro opuesto serd
el triangulo formado igual & la mitad del trapecio.

Resol. Descompuesto el tridngulo en dos partes iguales por
la recta que une los dos puntos medios de loslados no parale-
los tomese porla base dicha recta &.

3° (Teorema de Pappo). i se construyen sobre los lados AC
y BC de un tridngulo ACB como bases dos paralelogramos cua-
lesquiera, y ademas prolongados los lados estremos de estos has-
ta cortarse en P si se trazan por A y B dos paralelos 4 la rec-
ta PC hasta que corten los lados que seunen en P, serd uni-
dos los puntos de interseccion

1° el cuadrilitero asi formade wun paralelogramo
2° igual 4 la suma de los primeros

Resol. Dos lados opuestos son igual i PC, ademas apliqueseV, 7.

Por qué es el teorema de Pitdgoras tdn caso especial de di-
cho teorema? (Viase fig. 103D)

4° En fig. 158. en donde AD | BC, tenemos

(AB+BD)(AB— BD)=(AC 4 CD)(AC—CD).

5¢ Trazados desde un punto dentro de un tridngulo per-
pendiculares 4 los lado$ sera la suma de los cuadrados de los
tres segmentos, que no tienen comun un punto de intersececion,
igual 4 la de los cuadrados de los otros.

Resol. Unido dicho punto con los vértices apliquese el teore-
ma de Pitdgoras.

62 En todo tridngnlo tenemos

b24-c2=1a2--2t, 2
flesol. por V. 1l cor. 1 y 2. -
7?2 En todo cuadrilitero (fig. 164) tenemos

1° AD2} D024 CB2 4 AB?—AC2-}-BD2- | 4JK
20 AC*-+DC*-BD*} AB*—AD*}-BC24HF*

Resol. por 62
8° Entodo trapecio (fig. 167) tenemos

AC®4DB*=—AD*LBO? 4 2AB.CD
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Resol. por 7° caso 27, si 8o atiende al 11T, 13; hay otra resclucion
por 'V, 11. cor. L y 2.

9? 5i en uncuadrilitero las diagonales sen perpendiculares
entre si, seran iguales las sulnias de los enadrados de los ludos
opuestos.

10° Si dos cuerdas son perpendiculares entre si, serd la su-
ma de los cuadrados de los cuatro segmentos igual al cuadrado
del diametro.

Resol. por elteor. de Pitdgoras v § 88, 1.°

11° Trazadas las tres medianas en un tridngulo serd:

b 3(ab? 4 c?)=4(ba2-1t,* +e?)

12¢ Siendo X un punto dela base AC del tridngulo isésles
ABC tenemos:
AB*—_BX2=AX CX

13" Si dos puntos A y B de un didmetro equidistan del cen-
tro y siende P un punto cualquiera de la civeunferencia, sevd la
suma (AP?-BP=) una eantidad constante, & saber independiente
del lugar donde esté P en la civenunferencia.

14° en el tridngulo rectangulo (fig. 105) tenemos.

e+h~>a-b

Resol. Apliquese que e*=a*-}b* y ch=ab.

15 La suma de los cuadrados delas diagonales de un para-

lelogramo es igual 4 la de los cuadrados de los lados.
KResol. por 6°

§ 53. PROBLEMAS.

© Probl. 1°—4? Transformar un trifngulo en otro igual que

" tenga la wisma base y aflemas:

1° senisOsceles, 2% tenga el dngulo 4 labaseigual 4 < a
8° un lado igual 4 la recta ¢/, 4° el dngulo al vértice igual
i B
Probl. 5°—6° Transformar un tridngulo en otro igual, que
tenga el mismo angulo 4 la base y ademas que
h‘?‘.’ tenga la base igual 4 la recta b/, 69 la altura iguala la rec-
ta h'. |,

Resol. Véase qué propiedad tienen las ractas que umen los
dos vértises con los dos puntos cstremos de las bases.

Probl. 9°—10° Transformar un cunadrado en un rectingulo
igual, 9? que tenga un lado dado, 10 un perimetro dado.

Resol, (V. 11 cor. 3, 29)

Probl. 11—14. Dado un cuadrado formar ofro que sea
11 el duplo, 121a mitad, 13 el triplo, 14 el quintuplo del otro.

Probi. 15—17. Transformar tn cuadrado en un rombo igual:

15 que tenga un lado dado, 16 una diagonal dada.

17 una altura dada.
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Besol. Formese antes un rectngulo que tenga”la propiedad
pedida, de donde es la resolucion facil.

Probl. 18. Un tridngulo dado transformar en”otro recténgulo
igual y de hipotenusa dada.

“Probl. 19. Transformar un tridingulo en otro igual que tenga
otra baso y otro éngulo al vértice.

Probl, 20. Dividir un parslelogramo en dos partes iguales
por medio de una recta que pase por un punto dado.

Resol, Cudl es €l punto en el paralelégramo, por el que trazada
una rectn siempre lo divide en partes iguales? 3

Probl. 21. Encontrar en un friingulo un punto que unido
con los vértices divida el triingulo en tres partes iguales.

Resol. Cual es el Ingar geométrico de un triingulo que es la
tercera parte del tridngulo y tiene la misma base?

Probl. 22--23. Encontrar en la recta AB un punto X, de
manera que:

22 AX*—XB?=q?, 23 AX 2| XB?=a",

Resol. Analizando levantese perpendiculares, para 22 en
el punto B ¢ 1gual 4 d, para 23 er el punto X é igual & Ia recta
a; ademas apliquese el teorema de Pitigoras y atiéndase & las
propiedades de los tridngulos is(szeles. !

23 Inscribir en un cirenlo un rectangnlo igaal 4 un cuadra-
dodado.

Resol. Atiéndase 4 la diagonal del rectingulo pedido.

Probl. 24 Circunseribir 4 un circuloun rombo igual 4 un cua-
drado dado. ¥

Resol. Se conocerd la altura del rombo y por tanto el lado
Y asi estd el problema reducidoal probl. 62del Art. IIL

ARTICULO V.
EJTERCICIOS PRACTIOOS mn:uxvos AL QAP. VIL

§ 64 PREGUNTAS,

1. Qué propiedad deben tener los segmentos que se tratan
enel teor. 4, para quese verifiqiiéel paralelismoindicado porla nota?

2. Por qué se hapnesto el teor. 7?2 1

3. Como se demuestra el teor. 12 haciendo abstraccion de
1a” semejanza?
. 4. Odmo se enuncia el teor. 12 estando dividido el dngulo
exterior en dos partes iguales? ;

5. Como se demuestra directamente el teor. 13 aplicando la
eonstruccien del teor. 12?7 :

6. Qué distincion hay entre los casos de congruencia y se-
mejanza?

7. Qué rocta es media proporcional entre las dos partes de
un didmetro
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8. Cuales son losreciprocos de los teoremes 15, 16,17 y 18 3-
como se demuestran?

§ 55 LUGARES GEOMETRICOS.

Explicacion. Una recta AB estd interiormente dividida en lara—
zon m:n si el punto de division estientre A y B, pero exteriormen-
te siel punto de division estd en ln prolongncion de AB; Inego
giempre se verificard AX:BX=m :n.

1. El lugar geométrico de un punto en el cual una recta
trazada desde un puntofijo P hasta una recta dada q, estéd di-
viflida interior y exteriormente enla razon m:n,son dos rectas
paralelas & la dada q. :

Resol. Trazando una recta cualquiera por P hasta q divida-
8¢ en dicha razon &a. _

2. El lugar geométrico de un punto en el cual una recta
trazada entre dos secantes y paralelamente & una tercera dada,
queda dividida interior y exteriormente enla razon m:n, son
dos rectas que pasan por el punto de interseccion de las dos
seeantes (VIL 4.)

3 El lugar geométrico de un punto encima de una recta AB
cuya distancia i esta es la media proporcional entre los segmen-
ttis lds) AB, es una semicircunferencia cuyo difimetro es AB (VII
14,1°

: 4. El lugar geométrico de un pnnto, euyas distoncias & dos
secantes estin en la razon wm:n, son dos rectas que pasan por
€l punto de interseccion de las secantes.

Constr. por Art. IT probl. 151.

5. Dada la base ¢ de un tridngulo yla razon de otro lado
dsn altura (m:n), el lugar geométrico del vértice sers una eir-
cunferencia.

Constr. Trazada en un punto estremo de & una perpendi-
cular x, de modo_ que X:a=m:n, serd la circunferencia cuyo dis-
metro es X, la pedida.

Demost. es ficil (El andlisis es dificil).

6. Dado de un tridngulo la base a y eldngulo a del vérti-
ce, encontrar el lugar geométrico del ecirenlo inscrito.

Resol, Descrito sobre BC==a como cuerda un arco capaz del
angulo & y dividido el arco restante que completa la circunfe-
rencia en dos partes iguales por «l punte Q, sabemos que el
centro del circulo inscrito estard siempre en la recta que une el
punto Q con un punto cualguiera P del otro arco eapaz del dn-
gulo a. Ahora bien, siendo X dicho centro, se demuestra que
QB=QX y se conoce el lugar geométrico de X.

§ 56. TEOREMAS.

12 Los lados homoélogos de dos tridngulos seme ante; estin
entre 81 como sus alturas respeoctivas.
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2° En todo tridngulo dos lados son inversamente proporcio-
nales 4 sus alturas respoctivas,

3? 8i dos triangulos tienen la misma base y estin entfellas
mismas paralelas, una vevtn trazada parnlelamente 4 la base co-
mun, formara segmentos ipuales dentro de los dos tridgngulos.

4° Una recta trazuin paralelamente & los lados paralelos de
un trapecio por el punto de interseccion de las diagonales, se
halla dividida en dos partes iguales por dicho punto y loslados
no paralelos.

5° En todo trapecio estin cuatro puntosen linea recta: los pun-
tos medios de los lados paralelos, los puntos de interseccion de
lus dingonales y de los lados no paralelos.

6" 5i los lados de un ‘tridngulo rectingulo forman una pro-
porcion continua, serd el cateto menorigual &la proyeccion del
wayor sobre la hipotenusa.

7? Silos dos segmentos de nna reeta son proporeicnalesd

los de ofra, que esta dividida en mediay extrema razon, lo se-
ri tambien la primera.

8% Si una recta estd dividida en media y exirema razon,
serf la suma de los cuadrados de’la recta entera y del segmen-
to menor igual al triple cuadrado del segmento mayor.

Resol. x2=a (a—x)=a2—ax=(a—x)2—x"}-ax ¥a.

978i se trazan por el punto de contacto de dos circunferen-
ciag dos rectas hasta cortar 4 estas, serin directamente pro-
porcionales los segmentos de estas rectas.

Resol. Ate diendo al IV. 21" se puede apliear VIL 8.

Qué propiedad ticnen lns enerdas qneresultan uniendo los dos
puntos de interseccion en cada eireulo? ,

10 Trazadn & una circunferenciz unn tangente que corte 4 dos
paralelas tambien tangentes & ella, el radio serd media proporcio-
nal entre los dos segmentos de la tangente trazada.

Resol. -Apliquese VII, 14 por medio de IV, 22.

11. Forman una proporcion los cuntro tridngulos, en los
cuales se halla dividido un eunadrilitero por las diagonales.

12 Dos trifingulos, que tienen un fngulo igual son proporeio-
nales 4 los rectingulos formados por los lados que comprenden
dicho angulo.

13. Sise unen los pies de dos alturas de uu trifngulo
serd el tridngulo parcial asi formado semejante al total.

Resol, IV, 20. : .

14. Los rectangunlos formados delos segmentos en los cua-
les se hallan divididos matuamente las alturas de un iriingulo
son iguales,

Resol. 1V, 20 y VIL 15 y 16.

15. En el paralelogramo (fiz. 101.) se encuentran en el mis-
mo punto las rectas JF, CE y GH.

Fesol, VII, 4 cor.

16. En todo tridngulo (ABC) estin en linea reeta el
punto de interseccion de las alturas (H), el de las medianas (M)
¥ el _centro (O) del eirculo circunserito; ademas HM=2MO.

Eesol. Siendo ¥ y G los puntos medios de AC y BC, ade-
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mas D y I los pies de las alturas 4 loslades BC y AC tracese
las rectas vespeclivas y se puede facilmente demostrar que

1° AAHBAGOF 2° BHM~FOM de donde &.
Nora. Coustriiyase la figura segun lo dicho.
17. El tridngulo formado por las alturas de otro es semejante
o este.
18. Las dreas de dos tridngulos que tienen un dngulo igual
son proporeionales 4 los productos de los dos ludos que com-
prenden dicho dngulo.

e ) § 57. PROBLEMAS.

Nora. Hn el problema siguiente se puede ver como se ha de
manejar lag proporciones para que por su medio se pueda resolver
geométricamente un problema; ademas aparece la distincion que
hay entre unaresolucion difusa y sencilla.

Probl. (fig. 176). Enun triingulo construir un cuadrado, de
manera que un lado esté situado en la base y los otros dos vér-

tices en los lados del tridngnlo.
Andl, Siendo en el /\ BAC ] QMNP el pedido denotemos

PN porx y AN por y, ademas AD la altura d BO por h; de

donde se sigue

MN:AN=BC:AC
0 Xx:y=a:b
ademases | h:x=b:b—y
luego h:y=n:b—y
0 h:a=y:b—y
luego ; h-+a:h=b:y

Ahora debemos ver como dicha proporeion se puede cons-
truir diestramente: h+a y b son rectas correspondientes y se
encuentran en el punto A, luego serd muy & proposito prolon-
gar AD hasta I, de manera que DE=a; de dende se ve al mo-
mento que las rectas CE y ND son paralelns, y por tanto se
puede cncontrar el punto N, pues son dados los puntes E, O

D.

Conmstr. Prolongando AD hasta E, de manera que DE=a
y uniendo E con C, tricese DN+EC, despuestrazado NM +BC
bijese desde N y M las perpendiculares NPy M 4 BC y NMQP
serd, el cuadrado pedido.

Dem. Siendo NMQP un rectangulo (constr.) se necesila de-
mostrar que BMIN=NP

AD:DE=AN:NC

0 AD:BC=AN:NC

pero BO:AC=NM:AN
lnego AD:AC=NM:NC
ademas es AD:AC=PN:.NC
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lnego NM:NC=PN:NC
de donde NM=PN

Otra solucion mas sencilla.

Andglisis. Siendo &a. como arriba.
de donde y:b=x:a

Para representar esta proporcion basta unir A con P y pro-
longar AP hasta que corte & la perpendicular levantada & BC en el
punto C, y serd CE’=a. Ahora conocemos el punto A y I’ luego
P y por tanto N, M, Q.

Constr. Levantando OE'=a perpendicular 4 BC y trazando
E'A levintese en el punto de interseccion P una perpendicular
6 BC hasta cortar AC en N, despues&a. como arriba.

e Dem. Por ser PNMQ un rectingulo, resta demostrar
IN=NP. :

AN:MN=Db:a
AN:NP=AC:CE'=b:a
luego AN:MN=AN:NP
de donde MN=NP.

1. Determinacion de puntos y construccion de Tectas.

Probl, 1—2. Dividir una recta s en la Tazon m:nm, 1° inte-
riormente, 2° exteriormente.
Resol. 1° x:a—x=m:n de donde a:X=m-}n:m
2° x;a4x=m:n o 2:X=n—m:m
Luego los problemas estin reducidos al § 83 prob. 1.

Probl. 3—4. Dividir interiormente una recta AB, de mode

que
8° AX><BX=m"*, 4° ABXBX=m?
Resol. VIL 14 y IY 19.

Probl. 5. Dada la recta AB=n encontrar en su prolongs-
cion un punto X, de modo que AX.BX=AB* § (a4 x) x=a%.
KResol. VIL 17 siendo AB el didmetro del circulo.

Probl. 6. Dividir 4 la recta AB=—a interiormente, de mode
que "ABXBX=AX" { afa—x)=x%.
. Resol. 1% es la misma que § 33 probl. 5°
Lesol. 2 Puede reducirse al 57 pues
a—Xx x=x.a luego a:x=a--x:a.

Probl. 7. De una proporcion de rectas se conoee los térmi-
nos estremos y la razon delos medios, encontrar los iltimos, es decir:
a:x=y:b, x:y=m:n.
Resol. Encontrado p de la proporcion m:n=b:p se sigue
que a:y=y.p, luego apliquese § 33 probl. dJ.

Probl. 8. Encontrar dog rectascuya suma y media proporcig-
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nal se conocen; & saber
x-y=s, xin=aly
Resol, probl. 37

Probl. 9. Encontrar dos rectas cuya diferencia y media pro-
porecional se conocen, # saber
x—y=d, xia=aly

Resol. VII, 17.

Probl. 10. De una proporcion se conocen los términos estre-
mos ¥ la suma de los madios éncontrar estos.
4 Xty=s8, a:x=y:h.
Ilesol. Encontrando p de la proporcion a:p=p:b se sigue
que p:x=y:p luego apliquese el probl 8.

Probl. 11. De una proporcion se conocen los términos estremos
y la diferencia de los medios, encontrar estos, es decir
x—y=d, a:x=y:b.
Resol. Encontrado p de la proporcion a:p=p:b, pongase
x=d+4y 6 y=x—d y apliqusse: VII 17 siendo d el didmetro y
p la tangente.

Noma. Fos probl. 10y 11 contienen la solucion geométrica
de la ecuacion cuadrada; pues tenemos cuatro formas distintas
do esta, siendo a, b, ¢ cantidades positivas.

1) x’4ax=be 0 x(a-tx)=bhe
2) x*—ax=be , x(x—a)=he
8) x?*—ax=—be,, x(a—x)=be

~ 4) x* +ax—=—be dard para X un valor negativo, luego
para encontrar el valor de x geométricamente es presiso tomar la
tercera forma.

Probl. 12. Prolongar la recta ADB lhasta el punto X de mo-
do que AB:AX=m"n.
Probl. 13—14. Dividir una recta a en dos partes x y a—x
de modo que
13 x:a—x=m*:n*
T4 x2:(a—x)*=m:n.
Resoll para 13. Tomese mp==nZ.
Resol. para 14 Porser m:n=m?:nm formess dAm=—p*.

Probl. 15 —16. Por un puntodado P dentro de un éngulo A
trazar una reeta que corte # los lados del dngulo en dos puntos
X ¢Y,de modo que

15 AX:AY=—m:n, 16 PX:PY=r:s.

Resol. de 16. Se pueds encontrar en la prolongacion de AP

un punto Z de modo que AP PZ=r:s.

Probl. 17—18. Son los mismos estando P fuera del dngulo.
Probl. 19—20. Por ¢l vértice C de untridngulo ACB trazar
wna recta de modo que siendo X ¢ Y los pies de las perpendicn-
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lares 4 dicha recta desde Ay B, se tenga
19 AX:BY=m:n, 20 CX:CY=m:n.

Probl. 21—23. Dado el triangnlo ABC trazar una recta pa-
ralela 4 AC hasta que corte A y CB en los puntos X éY de
modo que

21 AX-+CY¥=s, 22 AX—CY=d, 23 BX4XY4YB=m.

HResol. para 21 y 22. Siendo AX:CY=AB:CB apliquese V1. 5.

Cuidese de dar & esta construccion la elegancia de que es
susceptibie.

Resol. de 23 se reduce al problema: trazar entre dos lados
de un tridngulo una recta igual 4 una dada y paralcla al tercer
lado.

Pyrobl. 24—26. Son los mismoscon tal que XY corte las pro-
longaciones de BA y BC.

Probl. 27—28. Dado un 4ngulo BAM trazar desde B 4 AM
0 su prolongacion una recta BX, de manera que
27 BX:BA=m:n, 28 BX;AX=m:n,

Probl. 20—30. Dado un trifingnlo ABC trazar desde Buna
recta que corte AC 6 sn prolongacion, de modo que
29 BX’=BA.EO, 30 BX*=AX.CX.
Resol. de 30. En qué circulo serd BX la mitad de una
cuerda O tangente?
Cutindo no puede ser cuerday cuindo no tangente?

Probl. 31—36. Dado un tridngulo ABC trazar uea recta pa-
ralela al lado AC que corte ABy BC 0 sus prolongaciones en
los puntos X é Y de modo que

31. BX:XY=XY:AC. | 34 BX:XY=XY:XA
32. BX:XY=XY:AB. | 35. BX:XY=XY:YC
33. BX:XY=XY:BC, | 36. BX:XY=YC:AB

Resol. Siempre tendri lngar que BX:XY=AB:AC:
para 34 sesultard BX:XA=AB?2:AC2
pars 35 sabiendo que BY ; XY=BO: AC resultard
BY:YC=AB.BC:AC*

90 CONSTRUCCION DE TRIANGULOS.

Praobl. 837—11. Construir un triingulo rectangulo si se cono-
cen:

37. la hipotenusa y la razon entre los eatetos,

38. la alturayla razon entre los catetos,

39. la altura y la razon entre los segmentos,

40. un segmento y el cateto no adynacente.

41. 1n hipotenusa y la condicion que los tres lados formen
una proporeion continua. (por VII 14).

Probl. 42—406. Contruir un tridngulo isdsceles si reconocen:
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42. In nliura y mediana lateral,

43, las dos alturas.

44, la alturn lateral y ol radio del eirenlo inserito,

45. el ingulo del vértice es ignal & R y la suma de la base y
su altura.

46, la base y Ia razon entre la altura y el lndo.

Resol. de 44 (£ig,175).8ier.do L' la altura lateral,p el radioyhla
altura de ln base tendremos. $h': p==h:li—p.

* Probl. 47—54. Construir un tridngulo si se conocen bie, a y
uniendo cada vez una de las partes siguientes:

ik 8y ha, ta, qa, (m—n, (a-+b--c, 1, p.

De la misma manera finaseles en los problemas siguientes:

55—62 a:b:e, T9—86 m:n, a, 103—110 hg :hy:he ,
63—70 c:b, f, 87—94 h,:he a, 111—118 m:n,(f—y),
T1—78 a:hy e, | 95—102 bie, (A—p),|119—126 qq :ha, a,
127134 a*:b"[c".(1456—142 ta :t2te ,  [143—150 a:f:p—-2:3:4

Nors. La primera parte determina siempre la forma, es decir
un trifngulo cualquier pero semejante al pedido; luego con di-
cho triangulo uniendo cada vez unode los ocho datos ficilmente
se tendrd el pedido.

Para construir el tritngulo semejante daremos unos indicios.

Resol. de 87—94. Atiéndase al § 56, 2. ¢

Resol. de 95—102. Siendo (fig. 174) CAB el tridngulo pedido y
<[ 8=(f—y), tricesc BD=AC y seri AD3BC; de donde se v6
que la forma del A\ABD estd determinada, y porser AD+BC lo
sera tambien la de BAC.

Resol. de 103—110. Atiéndaseal § 56, 17.

Resol. de 111—118. En la fic. 161 estd determinada la for-
ma del ACAE y por tanto la de CAB

Resol. de 119—126. La forma del tridngvlo formando por qa y
by esti determinada, de donde se conoce el <T £, 5

Resol. de 125—142. L forma del triZngulo formado por § ta
21, % te esta determinada.

Liesol. 143—150. Por medio do lag proporciones dadas se pue-
de determinar losangnlos a, £, y.

Nora. De un modo andlogo al empleado se pueden proponer
muchos problemas.

Probl. 151.—159. Construi» un tridngnlo si se conocen.

151 a, (b+-c)bie | 154 a, (a—c),bic | 157 a, a, b.c
152 a, (b—c)bie | 155 a, a, bih, 158 ha,a, b.c
133 a, (a-fc)bie | 456 a, f, b:hg 159 by by, he

Resol. de 155 y 15€,, e puede encontrar hy,
Riesol. 157 y 15%. Por ser dado el <[« se conoce Ia razon
b:he lnego e.he yrjor tanto a.ha &.

* 8i es dada la ragon a:b, por eso no se conoca s &b sino solo ln razon,
& saber a:b=ri n donder y s son las rectas dadse
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5. CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS.

Drobl. 160—165. Constrnir un trapecio si se conocen (fig.167)>
160 axh, h, <yaf, <{bf | 168 aze, h, < ae, ?be
161 ate, h, <fae, <{uf | I64 e:f, h, f, <e
162 aie, h, <[ae, <(ef | 168 e:f, h, <[a¢,<Tbe

Resol. de 161 y 162. Se puede encontrar (a--c) v

Resol. de 164, Se puede reducir i la construceion de un tridin-
gulo del cual se conocen bz, by y @ I i

Probl. 167—172. Construir un cundrilitero si se conocen:
(fig. 1G8).
167 8, y, 6, </bf,<Ido 1170 8, ae, @, B, ¥

168 m, < be, <[ee, <[cf, <Ydf | 171 a, oif, a, y, <tef
169 n, a:b, a, B, ¥ 172. 8, e:f, f, e, <eof

Resol, de 171y 172, Por medio de los probl. 50 y 51 del § 4%
se conoven lag. formas de los cundriliteros pedidos.

4. VARIOS. PROBLEMAS.

Probl. 173--174 Tor ¢l punto P de contacto de dos cireulos:
trazar una recta que corte & la una circunférencia en X i laotra en.
Y de modo que

173, PX+PY=g, 1T PX-PY=d.

Probl. 175. Dada una cirennferencia y dos puntos en eolla
Ay B trazar en esta una cwerds paralela 4 una recta dada.
de modo que las perpendiculares, trazadas desde A y B ala cuer-
da, formen una razon dada. s

Probl. 176. Desde un punto estremo de un didametrode una
eircunferencia dads trazar una seeante hasta la tangente, trazada
en el otro puntoestremo del didmetro, de modo que la parte ex-
terior de la secante soa igual funa recta dada..

Probl. 177. Buajo la-misma condicion trazar la sccante cuya
parte exterior sea igual 4 la interior.. »

Probl. 178, Desde el puuto medio ~de un arco <e una eirenn--
ferencia dada trazar una cuerda que corte a la cuerda del arco da-
do demanera que la parte de la cnerda trazada terminada por el

unto de intercecion y la otra porte de la circunferencia sea igual’

4 una recta dada. : 3

Resol. Trazadas dos excrdas adyacentes resultardn dos tridngu-
los semejantes, que 1o reducen al prohil. 9. :

Probl. 179.. Trazar una secanfe bajola misma condicion.

Probl. 180: Por dos puntos dados describir una circunferens
cia de manera quo la tangente trazada desde otro-punto dado 4
ella sea ignal 4unarecta dada.. ) ;

Resol. Se puede hallar un tercer punto ds la circunferencia pe-
dida.

Proll. 181. Desde un punto dadofuerade un circulo trazar
una secante de manera qus la parte interior sod. medin proper-
vional entre la parte exterior y la total

L

— A

Prolil. 181. Formado en una circunferencia un dngulo central
trazar en esta una cuerda que esté dividida en tres paries iguales
por los lados del dngulo.

Resol. VIL 4.

Probl. 183. Inseribir en un ecirculo dado un rectingnlo eu-
yos catetos formen una razon dada.

Probl. 184, Imscribir en un semicireulo un-cuadlrado.

Probl. 1B5. Inseribir en un segmento un cuadrado.

Resol. Formado sobre la cuerda como lado un cuadrado véa-
g6 que tres puntos estin en una misma recta.

Lrobl. 186. Inscribir en un cundrilitero un rombo euyos
lados sean paralelos & las diagonalesdel cuadrilitero.

Resol. Llamando y (fig. 168) la distancin del vértice del rom-
bo al punto D y x el lado del rombo se tendrd ficilmente:

e4fif=ciy y ft+eif=o:x.

Probl. 187—188. Construir un ecireulo que

187 pase por dos puntos y togue una recta dada.

188 pase por un puntoy toque dos rectas dadas.

Ttesol. de 187 VII, 17. 188 se reducird al 187.

5. TRANSFORMACION DE LAS FIGURAS.

Probl. 180—191. Transformar un cuadrado.

189 en un tridngulo equilateral de igual firea.

190 en un rombo de igual drea que tenga un Angnulo dado.

191 en un rectingulo de ignal drea cuyos lados formen unas
razon dada. ;

Resol. de 189. Formese un tridngulo equilateral cuyo lado
sea igual al del cuadrado, y siendo a el ladoy h su altura,
ademas las partes correspendientes del tridngulo pedido x é y
tendremos y?=2gh.

Resol. de 190 de manera semejante.

Probl 192—194. Transformar un triingulo en otro igual que
sea 192 equilifero, 193 semejante 4 otro dado, 194 isbsceles
de dangulo dado al vértice.

Hiesol. De una manera seriejante que en los cjemplos pre-
cedentes.

Probl. 195. Transformar un tridngulo en un rombo de igual
area que tenga un éngulo dado.

Prob!. 196. Transformar un poligonoen otro igual que sea se—
mejante 4 otro dado.

Lesol. Puede reducirse al 193.

6. DIVISION DE LAS FIGURAS.

_Probl. 197. Transformar un poligono en otro semcjante ¢u-
ya area seala n* parte del primero.
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sol. VIL 29, i : 2

f’f-:?fi g&-—?.!(li Divilir en n partes iguales @un tridngulo
dado, de modo que lus rectas de division.

198 salgan de uv punio dado deun lado.

199 salgan de un puunio dado dentro del tridngulo

200 sean paralelns 4 un lado.

201 sean perpendiculires & unlado.

202 sean paralelas & una recta dada. A

Resol. Encontrado un tridngulo que es la n* parte del dado,
la {resolucion se reducird a los del n® 5%

Nora. Los problemas 196—202 ne conviene sjecutarlos gri-
ficamente, basta indicar ¢l modo de resolverlos.

ARTICULO VI
EJERGICIOS RELATIVOS AL CAY. VIIL

§ 58. TEOREMAS.

1? Todo poligono equiingulo & inserito en un circulo es re-
i imero de los vérkices es impar. .

gulu.rRzgoe[z.l Tncl;;lando por ej. un pentigono euyos arcos sucesivos
sean a, b, ¢, d, e, se tendrd: atb=bio=cfd=d4-e=e+a, de
donde &a. reduciendo al VIIT, 3. / ok ;

:Qué conclusion se tendré si el nlimero de vértices es par?

39 Todo poligono equilitero y circunscrito 4 un circulo es

i el ntmero de los virtices es impar. :
mgul;é::’ss;.e'romando por ¢j. un poligono y llamando m, n las
partes del lado primero en las cualcza‘ae halla, dividida por el
. de contacto, o, p del segundo &a.
pesad mn=o-+p=q4-r=-s4tt=u+v=m+n
ademas sabemos n=o, p=q, r=s, t=mu, v=m
luego mzp;11 %’TIII’ il=t' gy, n=—n
e . redueiendo i : )
luen%?&£ojg poligano regular de nimero par de lados tiene es-
los de dos en dos. i )
o gi"r?}lzjundo desde un punto interior- de un poligono regu-
lar de n lados perpendiculares & estos, serd la suma de ellasignal
la apotema. ;
iy ;}ﬁgﬁﬁ Det'.eI::minese ¢l drea del poligono de dos maneras
dmm.;t‘:nilniendo dos vértices inmediatos de nn pentigono re-
gular con los puntos estremos de dos lados adyacentes resul-
tarén s A : o
rombo b) dos triingulos isosecles congruentes ¢) un te

ﬁ?n%nisf;scelcs cliyu. base es un laod del peatigono; ademas las

s Yk

diagonales se dividen mutnamente en media ¥ extrema razon.

G2 Un pentdgono equildtere que tiene tres dngulos iguales es
regular, 1

Resol. Se necesite demostrar que se puede circunSeribir al
pentigono un efreulo.

7° Lag dreas de doy poligonos circunseritos & un mismo efr-
ulo son proporeionales & sus perimetros. :

8° Kl drea de un eirculo es la medig proporecional entre dos
poligonos, de los cuales uno esté circunserito 4 este ¥ otro; semejante
al primero, tiene un perimetro ignal & la circunferencia.

FResol. Denotando por A el drea del poligono ecircunserito,

. # or A’ el del cireuls, por A” el del poligono semejante determi-

nese A:A' y A:AY, :

9° Describiendo sobre la hipotenusa AB del ingulo rectin-
gulo ACB(fig. 177) usi semicireulo, ylo mismo sobré los catefos AC!
¥y BC, serd la suma de lasfreas Ny M (lunulas de Hipocrates)
igual & la del tridngulo. ' :

Eesol. Determinese (M +4m)4-(N+n) &a: :

10. Siendo (fig. 178) CD perpendicular 4 AB en un punto
cualquiera y describiendo sobre AB, AC y CB semicirculos, serd
el area de 12 figura (falce de Arquimedes) ADBFCEA igual 4 la
del circulo euyo didmetro es CD.
i+ 1L La diferencia entre las dreas de dos ecirculos coneéntri-
cos es igual & la deun circulo ecuyo didmetro es una tangeuate
trazada ¢ dn punts de 1& circunferencia menor ¥y limitada por Ia
circunferencia mayor. -

§ 59. PROBLEMAS.

PFobl. 1° {Qué linens habrén de trazarse en un trifingulo equlii -
tero para que resulte un exigono regular inscrito prescindiendo do
los vértices del tridngulo propuesto?

Probl.2? ;Como se obtendra deun enadrado un octogono haeien-
do abstraecion de los vértices'del primero?

Probl. 3—8. Constiuir un cireulo.
3° cuya circunferenciA sea izual 4la suma de otras dos: _
4? cuya circunferencia ses igmal 4 la diferencia de las de
otrasdos. Sal
9° cuya rea sea ignal 4 la suma de otros dos.
7° cuys farea seaigual & la diferencia de otros dos.
cuyh firea sen igual & un miltiplo de un otro.
8° cuya drea sea igual 4 la n® partede un otro.

-~

ro

. Prebl. 9—10. Dividir un circulo en 2, 3, 4 &a, partes iguales’
por medio de circunferencias que

9" sern conentricas aldado.

10 toquen & la primera y entre si en un punto dado.’
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§ 60. PROBLEMAS RESUELTOS POR CALCULO.

Advertencia. Conviene dar problemas numéricos relativamen-
te 4 las formulas signientes, como 4 las del § 38.
8 1? Determinar el dres de un triangulo equilitero dado el
aao0 =a

a A=}alv3
29 Determinar el drea de un cnadrado dada la diagonal
igual 4 d
O=44*

3° Determinar el area de un ecuadrado dada la suma de la
diagonal y un lado ignal i s
[J=s* (3—2v/Z)
4° Determinar el area de un cuadrado dada la diferencia en-
tre la diagonal y el lado igual 4 d
=2 (3+2y/9).
5° Determinar los dos lados de unrectingulo dado el peri-
metro igual & 2p y el area igual 4 m?2.
Resol. Siendo x € y los lados sera

x.y=m?® perox-Ly—p
luego tendremos ‘
x*—px-+m2=0

Las dos raices de esta ecuacion serin los doslaedos. (Véase
§118, 12 Algebra del P. Kolberg).
6° Determinar el area de un tridngulo dados los tres lados

A= VP(p—a) (b—b) (p—e)

siendo p la mitad del perimetroy a, b, ¢ los lados.

Eesol. (fig. 158) =%D»ha. » ha*=c’—n?=(c+4n) fc—n)
n se determinarda por V, 11 cor.

7° Determinar el drea deun tridngulo dadas las tres medianas.

A=tpp—t,) (p"—t,) (p"—t3)

giendo t, ty, ty las tres medianasy p’ la mitad de la suma de
estas.
Resol. Qué parte del tridngulo pedido es el formado por las
b, 3 ta, 3ts? -
: K D=eterr!ninar el dren de un tridngulo ‘dado el perimetro
-y el radio del circulo inscrito g '
[A=pp de donde =5 \/ p(p—a) (p—b) (p—¢)
9" fDeterminar el irea deun tridingulo dado el producto de
los tres lados y el radio del cixeulo circunserito
b.e a.b.c
A= de donde r= —
¥ 4V'p(p—a) (p—b) (p—o)
Resol. VII, 18, oo L
10. Dado el radio de un cireulo determinar ellado del po-
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ligono regular inserito a con 4 lados, b con 6 lados, ¢con 10 lados.
Li=ry/2, le=r, lio=}r (v/5-1)
11. Dado el radio de un circulo y el lado del poligono re-

gular inscrito encontrar una formula gque determine el lado del
inscrito con doble nlimero de lados

Iznz\/ﬁr"—zr\/r*—il‘_z'

12. Dado 6l radio de un circulo y el lado dal poligouo re-
gular inscrito encontrar una formula que determine el lado del
circunserito con el mismo nfimero de lados.

A rl,

M=)

Nota 1% Las foamulas 11 y 12 pneden servir para determi-
nar el valor de .

Nota 2" Algunoes problemas pueden darse sobre el anillo que
se forma por dos circulos coneéntricos. Siendo R y r los radios
de los dos circulos, d la distancia de las dos circunferencias, t
la tangente al circulo interior y terminada por la cirennferencia
exterior.

51 se conocen:

2]

R, r 2. Rt . R,d

r, t 5. rd 6.t d
: (R4r), d 8. (R4-x),t 9. t:d, 1,
encontrar las otras partes.

1
4.
7.

FIN DE LA FARTH PRIMERA
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