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Prefacio 

La primera edición en español (duodécima en inglés) de Pn1"álc.ulo Álgebra y 
Tngonomctria con Gcomctria Analittca incluye más de 650 eJcrcic1os y 11 cJcm• 
plos nue,os. muchos de los cuales son resultado de las sugerencias de usuanos 
y rc\isorcs de ediciones anteriores Casi 22'• dc los ejercicios son difcrc-ntcs. El 
capítulo 11 (d1spomble en mglés y en línea en el sI1I0 \\Cb wwv..ccngagcbram,com) 
es nuevo. Todo se ha incorporado sm sacrificar la precisión matcm.iuca que ha sido 
pnmord,al p:na e l éxito de este libro. 

Una de las no\cdadcs de esta cd1c1ón es el cx:amen al final de cada caphulo, 
que incluye preguntas sencillas rcprcscntt111,,as de las preguntas planteadas previa• 
mente, asi como preguntas conceptuah.-s para el examen J)Or capitulo. 

L3 inclusión de ejemplos e 1nscrcioncs del uso de calculndora g_raficador:i. que 
presentan secucncrns específicas de teclas y pantallas del modelo Tl-83 4 Plus. ha 
demostrado aportar un ,ator agregado al texlo, en panicular para quienes trabaJan 
por primera \ez con calculadoras de este 11¡,o. También brinda más nex1b11idad a 
los docen1cs en cuamo a la fonna de abordar una solución El d1sci\o de 13 obra pcr­
nute identificar con füc1hdad las inserciones sobre recursos 1ecnológic~. las cuales 
se incluyen en un indice especifico para faciluar su búsqut."da. 

Enseguida se presenta un resumen de los capilulos. seguido por una brt\-C dcs­
cnpeión del curso univers1tano de álgebra que nnpanl en el Commumty College 
Anoka-Ramscy. y luego un:1 hsta de las característ1cas generales del hbro. 

Perspectiva general 
CAPITULO 1 Este capitulo con11cne un resumen de algunos lemas de álgebra elemental . Usted ya 

debe estar famihari.tado con gran parte de este ma1enal. pero algunos de los cjcrci­
c1os suponen un reto que lo preparará para cursos de cálculo m1egral y d1fercnci11I. 
Se introducen y u11hza11 operaciones con calculadora graficadora para comprobar 
las OpCraC1ones algebraicas Asimismo. las ecu3c1oncs y desigualdades se resuel­
ven de manera algebraica y numérica con apoyo de hemn11cntas tccnológ1cas; 
en capítulos pos1criorcs se rcsolvenin gráficamente. Usted ampharli sus conoc1-
m1cn1os sobre estos temas: por eJemplo, seguramente ha trabaJado con la íónnula 
cuadrática. pero se le pedirá que la relacione con la íac1orización y que trabajen con 
coeficientes que no son números reales (re, ,se los ejemplos 6 y 7 de la sección 1.4). 

CAPÍTULO l En este capítulo se mtroduccn las gráficas y las funciones b,d,mcnsion:.lcs. Se pro­
porcionan mstruccioncs específicas parn la mayoria de las funciones básic11s de una 
calculadora graficadora. por eJcmplo. encontrar ceros y puntos de 1111crsccci6n, asi 
como p.ira algunos de los temas más complejos. entre ellos dcl..:rminar un modelo 
de regresión y g.raficar una función dcfinuia por 1111crvalos. El ejemplo 10 en la sec­
ción 2.5. uno de nus fa\-Ontos. es una apl1cac16n de ac1uahdad (1mpucs1os)quc rela­
ciona tablas, fórmulas y gr.ificas. La nomción de flechas, in1roducida en la sección 
3.5. se ha trasladado a la sección 2.2 y se hace reícrcnc1a a ella con más rn..~uenc1a. 

u,iTULO 3 E.sic capítulo comien1..a con un análisis de las funciones polinómicas y un poco de 
1coria de polinomios. En la sección 3.5 se rcalil.a un an31isis completo de las fun• 
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cioncs racionales, seguido por una sección sobre va.nacio~. que mcluye gn\fic3s 
de funciones polmómicas simples y funciones racionales. 

CAPITULO• Las funciones inversas son el primer tcm3 de análisis. seguido de varias seccio­
nes que se ocupan de las funciones exponenciales y logarítmicas. Uay un CJcmplo 
nuevo sobre la obtención de la inversa de una función racional (re, ise el eJemplo 
4 de la sección 4.1 ). 

CAPITULO S Los ángulos son el pnmcr tenui de este capítulo. A con1muac1ón se introducen 13s 
funciones 1ngonométricas. utilizando el mctodo del tnángulo rectángulo. y luego se 
definen en 1émlinos de una circunfcn.-ncia um1an3 L3.s 1dcnt1dadcs mgonomé1ncas 
básicas se mencionan a lo largo del capítulo. el cual concluye con secciones sobre 
gráficas trigonométricas y problemas de aplicación 

CAPITULO 6 Es1c C3pílulo 1rata pnnc1palmcn1c sobre las idcnudadcs 1ngonométncas. su~ fór­
mul3S y ecuaciones. La úh1m3 sección contiene las definiciones. propiedades y 
aplicaciones de las funciones trigonomé1ricas in,cn.as. 

(A.PiJULO 1 Las leyes de senos y cosenos se ut1h.z.:m para resohcr tr1:ingulos oblicuos. Luego se 
introducen los ,ectorcs y se u1ih.tan en las aplicaciones Las dos úhunas secciones 
se relacionan con las funciones trigonomélricas y los números complejos. 

CAPITULO I Los s1s1em.as de desigualdades y la progro.mac16n lmcal siguen mmcd1atamcn1c a 
la solución de smemas por sust1tuc16n y chmmación. A con1muación se introducen 
las ma1riccs. mismas que se utilizan para resohcr sistemas de ecuaciones Este 
caphulo conclu)'e con una d1scus1ón de los deiermman1cs y las fracciones JX1rc1ales. 

CAPITULO 9 El capítulo conm::na con una exposición de las sucesiones. que se apoya cons1-
dCT'3blementc en el uso de herrum1cntas 1ccnológicas. Las fómrnlas para el ené­

simo témuno de las su~siones an1méticas y geométricas se han generalizado para 
encontrarlo utilizando cualquier término. no sók> el pnmero. Luego se presentan la 
mducc1ón matemática y el teorema del bmom10. seguidos por temas de conteo. La 

Uhnna sección trata sobre tcm35 como probab1l1dadcs y ,·alor esperado. M1 eJcmplo 
fa,ori10 mclu)'e un nuc,·o tipo de problema de probabilidad, y la solución se puede 
aplicar a muchos problemas s1m1larcs (re, 1sc el CJemplo 9 de la sección 9.8). 

CAPITULO 10 Las secciones sobre parábola. c hpsc e hipérbola 1mc1an este capilulo. Dos formas 
d1fcrcn1cs de representar funciones se presentan en las secciones subsiguienlcs 
sobre ecuaciones paramétncas y coordenadas polares. Se han mcorporado cerca de 
100 CJerc1c1os nuevos 

CAPtruL011 
(dl\pon1bl@ 

solOtn 1ngtn 
yen hf\H) 

Los linutcs de funciones se mtroducen de fonna m1u1t1,·a y precisa en hu dos 
pmncrns sece1oncs de es1e noe\i·o capilulo. En la secc ión 11.2. el primer eJemplo 
ayudará al cs1udi:m1e a scnursc cómodo con la notación Las dos últimas secciones 
contienen los 1eoremas de llnutes (1nclu1dos los que ucndcn a mfimto), lo que le 
proporciona una base sólida para avarv..ar hacia cualquier curso básico de cálculo. 

MI curso 
En el Communny Collcge dcAnoka-Ramscyen Coon Rapuis. Mmncsota. Álgebra 1 
es un curso de un semestre. 

Para los estudiantes que tienen la mtención de lomar Cálculo. es1e curso va 
seguido por un curso de un semestre. Álgebra II y Trigonometría. el cual 1amb1én 
sine como un curso final de ma1cmáttcas 
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Las sccc1oncs que se cubren en Álgebra I son: 
2.1 2.7, 3.1.3.5 (parte), 3.6.4. 1-4.6, 8.1 8.4. 9.1 9.3 y9.5 9.8. 
El capítulo I se usa como malerial de repaso de algunas clases y las secciones 

restantes se ensei\an en el curso s1gu1cnte. En algunas secciones se requiere usar 
cakuladora graficadora y en otras es opcional. 

Características de la edición 
lJru: lista e-specfflc. de tffllas con calculadon1 craficadora Para una consul1a 
rápida. se incluye una hsta de temas a manejar con calculadora graficadora. 

Tablu Las tablas ofrecen un acceso fácil a resúmenes de las propiedades. leyes. 
gráficas. rel3ciones y dcfin,cioncs. y a menudo contienen cJemplos sencillos de los 
conccp1os que se presentan. 

EJtmplo5 Todos los eiemplos. 111ulados para fac1htar su consulta. proporcionan 
soluciones detalladas de problemas similares a aquellos que aparecen en las series 
de CJcrcicios Muchos incluyen gráficas o labias para ayudarle a us1ed a entender 
los proccd1m1en1os y soluciones. 

E.lpliuunnes puo • paso Con la finalidad de ayudarle a seguirlas mas fic1l• 
mente. muchas de las soluciones de los ejemplos contienen explicaciones dcta• 
lindas. 

fjerci-cios p,r1 an:.h1i1 Cada capilulo concluye con vanos eJcrc1c1os adecuados 
para comentarse en equipos de discusión. Estos eJercic1os varian en grado d1fieul• 
tad de fáciles a difíciles y de teóricos a orientados a la aplicación. 

Dflnostraclon.s Las soluciones de algunos ejemplos se prueban de fonna explí­
ci1a. a fin de recordarle a l cs1ud1ante que debe comprobar que sus soluciones sa11s­
fag:m las cond1c1ont.-S de los problemas. 

Ejempk>s t1MI a.lwb.d:or1 1r1fiudon Donde es apropiado. se agregaron al 
tex10 ejemplos que requieren usar una hcrra.m1en1a o dispositivo de gro ficación. los 
cuales se 1den1ifican con el icono de calculadora (que se muestra a la izquierda) y 
se alustran con una figura reproducida de la pantalla de la calculadora graficadora. 

lnYfCtlMWS con c.a.lwlad1,ra IJ'aflc.adora Además de los CJemplos con calcula• 
dora graficadora. hay inserciones que resaltan algunas de las capacidadc~ de es1c 
tipo de calculadoras o ilustran su uso para realizar las opcrocioncs en estudio. Por 
ejemplo, \ea en la sección 9.1 "Uso del modo de sucesión en la TJ.83 14 Plus", 

Ejercic.J~ con uJtt.1ladora ¡ra.flaidora En secciones donde conviene, se mclu• 
yen CJCrticios d1sei\ados cspcclficamen1e para rcsoh·crsc con una hcrra.m1cn1a de 
g.raficación. Es10s CJerc1cios también se identifican con el icono de calculadora (que 
se muestra a la uqu1crda). 

Aplka.c.iones Par.i. despertar el mterés del es1ud1ante y ayudarle 11 relacionar los 
ejercicios con suuacionc.s reales. se han timlado los CJcrcicios aplicación. Numero­
sos docentes han seflalado que las aplicaciones cons1uuycn una de lru; caroctcrlsll• 
cas más sólidas del libro 
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EJ •r<ldot Las series de CJCrcicioscom1cnz.an con problem3s cot1d13nos y 3\anzan 
de fonna gradual hacia problemas más compleJOS. Un gr:in número de eJercicios 
contiene gráficas y datos tabulados; otros le piden al estudiante d1sel\ar un modelo 
m31crnático para los datos proporcionados. Muchos de los ejcrc1c1os nuc\ os rcqmc• 
rcn que usted comprcncL1 la relación conccpuwl en1rc una ecuación y su gráfica. 

Por lo general. los problemas de aphcac1ón aparecen al fin31 de ur\3 sene de eJCr• 
c1cios. de modo que el cs1udmn1c 3dqu1era scgund.'ld en la :1pl1cac1ón de las nue\3S 
ideas planteadas. antes de que mlenle resol\.er problemas que requieren un mayor 
anélis1s y sintcs1s de estas ideas Los ejercicios de repaso al final de cada capítulo 
se pueden usar como preparación para los exámenes. 

EUMenH porcapltufo Es1a es una camctcristica nueva en cs1a edición. Los exá­
menes conucncn preguntas rcprcscnuuivas de los CJCrc1c1os de las secciones. así 
como preguntas conceptuales. Espero que los docentes me companan sus prcgun­
ias preferidas de examen; por favor higanmelas llegar. 

Llnta"'1entos o pHOt Los hncam1cntos que se presenlan en un n.--cuadro enume• 
mn los pasos de un proccd1micn10 o técnica para ayudarle al estudiante a rcsol"cr 
problemas de fomta s,s1emát1ca. 

Alertu Intercaladas en el tc.><to hay llamadas de atención para alcno.r al estudiante 
sobre errores comunes que se comc1en cuando se estudia la matcna.. 

01.fto del libro Las figuras y gráficas. que const1tu)cn un conJunto de ane 1otal 
msupcrablc. se han gcncrado por computadora par:i obtener ma)'or precisión. ut1li• 
za.neto la tecnología más reciente. 

Formato de interiores El libro ha sido d1se1\ado para ascgur:ir que las cxposicier 
ncs de los temas sean fáciles de seguir y los conceptos 1mponan1cs estén resaltados. 
Se u11liz.a color para esclarecer pcdagóg1camcn1c las gráficas complejas y ayudar al 
estud1an1e a \ isuahzar problemas pr.k11cos. 

Apltndkes El apéndice l. Gráficas comunes y sus ecuaciones. es un resumen ilus• 
lrado de gráficas y ccuac1onc-s que los estudiantes suelen encontrar en ma1emát1cas 
de prccálculo. El apéndice 11. Resumen de las transfonnaciones de gráficas. es una 
sinopsis 1lustrauva de las transfonnactoncs básicas de gráfic:is que se estudian en el 
texto: desplazamiento. cst1ram1cn10. compresión y rcnexión. El apéndice 111. Grá­
ficas de funciones trigonomé1ricas y de sus inversas, contiene gráficas, domini~ y 
rangos de las seis funciones tngonométricas y sus inversas. El apéndice IV. Valores 
de las funciones 1rigonométricas de ángulos especiales en un..1 circunferencia um• 
!.aria. es una referencia de página completa sobre los ángulos más comunes en una 
c1rcunfcrcncia umtana. vahosa para quienes intentan aprender los \a.lores de las 
func1onC!i trigonométncas básicas. El apéndice V. T"--orcmas de lim11cs. cont1cnc 
demostraciones de algunos teoremas del capítulo 11; este apéndice está d1spomblc 
en inglés en el s1110 "cb del estudiante. 

S.Cdón dt rtspuHtu El apéndice de respuestas del final del hbro contiene las 
rcspues1as de la mayoria de los CJercic10s impares. así como las de todos los CJCrtl· 
cios de repaso de los capítulos. Se aplicó mucho esfuerzo y dedicación para h3Cer 
que esta sección fuera una herramienta de aprencfü.aje para el estudiante en \C.t de 
sólo un siüo para comprobar respuestas Por cJcmplo. se proporcionan dcmostra-
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ciones para los problemas de inducción matc1ná11ca. Las respuestas numéricas de 
muchos CJCrcicios se expresan truuo en fonna exacta como aproximada. Las gr.\fi­
cas. demostraciones y sugerencias se incluyen cuando es apropiado Las soluciones 
y r~puestas preparadas por el autor garan11zan un allo grado de coherencia entre el 
texto. !ns soluciones y las respucsms. 

Recursos didácticos para el docente 
(disponibles en inglés para los docentes que adopten el libro 
como texto b.isico en sus cursos) 

lnstructOf''I Sollltlons Manu.al piir Jefftry A. Colt 
ISBN-10: 1-111-57349-2: ISBN-13: 978-1-111-57349-2 
Este manual. preparado por el aulor. incluye las rcspucslas de lodos los eJercicios 
y soluciones detalla~ paro la mayoría de ellos. l-la sido revisado a fondo para 
lograr mayor exaclllud. Las soluciones del caphulo 11 se incluyen en el siuo "cb 
del profesor. 

MlndTap for Mathematlu and St.atl1tlu 
(disponible en inglés y con costo adicional) 

La expencnc1a es 1mponan1c cuando se desea conmbuir al éxuo de los estudiantes 
Con MindTap for Mathema11cs and Statís11cs.. los docentes pueden 

• Persor13liuar la ruta de aprendizaje para que coincida con el programa del curso al 
reordenar el contc111do o ai'lad1r ma1erial orig1n.1I al con1emdo en linea 

• McJorar la expcnencia de aprendi.taJe y los resultados mcdian1c lo sunplífieac1ón 
del íluJo de trab3J0 del es1udian1e 

• Personahzar las evaluaciones y tareas en línea 
• Conectar un panal de sistema de admm1s1ración del aprcnd1za1c al curso en línea 
• Hacer un scguinucnto de la pan1c1pac1ón. el progreso y la comprcns16n de los 

es1udum1es 
• Promo, cr el éxito del cs1udia111c mcd1an1c mtcrac11, idad, multimedia y CJcrcicios 

Los docentes que ullhzan un sistema de admm1strac1ón del aprcnd1zaJe (corno 
Blackboard. Can,as o Moodlc) para el segu1m1cn10 de los conlemdos, lareas y 
e,aluacioncs del curso pueden acceder con facilidad a tl.·lmdTap, la hcrrnm1cn1a de 
con1emdos y evaluaciones paro es1c curso. 

Conozca más en www.cengagc.com/nundtap. 

Ceng•Brain.com Para acceder a 01ros mmenalcs del curso y recursos complc­
menlarios, v1s11e WW\\.cengagebram.corn. 

Hnr.amt• nl»1 dt: .prendli.aj• p•u .- estudi1nt• 
(disponibles en inglés y con costo adicional) 

Manual de t0lu<lon~> p.ara e l .studi.1nte por Jefflfy A. Cvl 
ISBN-10; 1-111-57350-6; ISBN-13: 978-1-111-57350-8 
Este manual. preparado por el autor. ofrece las soluciones de uxtos los e1erc1cios 
impares. así como cs1rotcg1as para la solución de e1ercic1os ad1c1onalcs. También 
incluye muchos conse1os y rccomeodac1ones úulcs. Las soluciones del capiiulo 11 
se mclu)en en el s1110 \\Cb del es1ud1an1c 



XVI Pfefacto 

MindTap para matemiticas y estadlstica es una solución d1gual que coloca 
el aprcndtzaJe en el núcleo de la experiencia. Además de problemas generados 
mediante algornmos. rctroalimcmación inmediata y un potcn1c sistema de evalua­
ción de respuestas y calificación. MindTap para matemáticas y estadís1ica ofrece 
una experiencia personali.tada que combina tareas dinánucas. un plan de mCJOr.l 

continua y apoyo integrado justo a tiempo. que convierte la rutina en inno\·ación. 
la apa1ia en compromiso y a los cs1Ud1an1es que aprenden por memorización en 
pensadores de al10 m\cl. 0..."Seubra más en WW\\.Ccngagc.comlmmdtap. 

DVD especlficos del libro 
ISBN-10: 1-111-58077-4: ISBN-13: 978-1-1 11-58077-3 
Es1a sene de DVD presenta el material de cada capítulo, d1\ 1dido en lecc1011es de 
solución de problemas de 10 a 20 minutos que cubren cada sección. 
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11.21 Exponentes 
y radicilles 

IJ!I Expresiones 
algebraicas 

n Ecuaciones 

Ll,i l Números complejos 

IL6) Desigualdades 

1 
Temas de álgebra 

La palabra áfg(>bra pro-..ienc de 1/m al-jahr " 'a/ nmqahala. rilulo de un 

hbro esenio en el siglo tx por el m:11cmát1co irabc al-Kh~ori11m1 El titulo 

se ha traducido como la ciencia de la restauración y rcducc,ón. lo cual s1g• 

mfica transponer y comb1ru:tir ténnmos scmcJantes (de una ecuac1ón}. La 

1ranshtcrac1ón la1m:1 de a/.jabr 11".:,6 al nombre de la roma de las mau:má• 

11e.1s que ahora se llama álgebra 

Este capitulo micia con una re, is1ón de los mimcros reales y sus pro. 

p1cd3dcs, las cuales se u1ih.am a lo largo del hbro y t.-n otros cursos de 

ma1emá11cas. Se pre!.enta una discusión sobre algunas cécmcas algcbrn,cas 

fundamentales antes de centrar la :ucnción en ecuaciones y desigualdades. 

cuyas soluciones son subconJuntos de la recta num1..~ca real 
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Números reales 

En11 rtu 11, n, 
, ,n n, ni uw ar,/ mholo 
para r, •prournada111t·nll'. if:uwl a 

Los ntimcros reales se u11h1.an en las ma1cmá11cas. y debemos fomilianzamos con 
los simbolos que los repre-!.enlan. por eJemplo 

1. n. -5. ~- VÍ. o. \LBS, o.nm.... 596.25, 

etcétera. Los rnlrros po.silh·os, o númrro.1 naluralrs. son 

1, 2. 3. 4 . ... 

Los números enteros no ntgathos son los números n.1.turales combmados con el 
cero. Los númuos entr rosson los números na1uralcs. el cero y los enteros negati\OS 

... -4. -3. -2. -1, º· l. 2. 3. 4, ... 

A lo largo del hbro, las letras mmllsculas a. b. c. t. y . ... reprcscman números 
reales arb1Lr.mos (también llamados mrwhles). Si a y b denotan el mismo número 
real. se escribe a • b, lo cual se lee .. a es l~ual 11 h"" y se le llama igualdad. La 
notación a 1- b se Ice .. a 110 ts Igual a b.·· 

S1 a.by e son enteros y e - ab, entonces a y b son factores. o dh lsorts. de c. 
Por eJemplo. como 

6 - 2·3 - (- 2X-3) - 1 ·6-(-1X-6l 

s.ibcmosquc l. -1. 2. -2. 3, -3. 6 y -6 son factoresdc6 
Un entero pos111"0 p diferente de I es primo s, sus tlmcos factores pos111vos 

son I y p Los primeros nllmcros primos son 2. 3. 5. 1. 11. 13. 17 y 19. El teorema 
fundamental de la arilmt lica establece que todo entero posit1-.o diferente de 1 
puede expresarse como el producto de númcrO§ primos de una y solo una manera 
(c:,.ccpto por el orden de los factores). Algunos eJemplos son 

12 - 2·2·3. 126 - 2·3·)·7. 540 - 2·2·3·)·3·5 

Un númrro racional es un número real que puede C'(prcsarse en la fom1a alb, 
donde " y h son enteros y h + O. Tenga en cuenta que iodo número entero " es un 
número racional, ya que se puede expresar en la forma a/1. Todo nümcro real puede 
expresarse como un decimal y las rcprescntac1oncs d~1males de los nllmcros mcio­
n:1lcs sonf,nitru o nofimtas y per1ód1cas. Por CJCmplo, podemos mostrar mediante 
el proceso antméuco de d1\ isión que 

; - 1.25 y !ir- 3.2181818 ... , 

donde los dígitos 1 y 8 en 13 representación de !{; st rep1te11 de fom1a mdcfimda (lo 
cual a veces se escribe 3.2TB). 

Los números ~les que: no son racionales son númr ros irracionales. Las repre­
sentaciones dccunales de los números ,rrncionalcs son siempre "º fim1t1s y "º 
periódicas. Un nümero 1rrac1onal comün. que se denota por 1t. es In raLÓn entre la 
c1rcunferenc1a de un círculo y su diámetro. A veces se usa la notación w .. 3.1416 
para indicar que 1t es aprodmadamrnlr igual a 3.1416 

No hay un nümcro n,cio,wl h tal que Ir - 2. donde Ir se denota h · b. Sin 
embargo. cxis1c un nllmero 1rmt:iom1I. md1cado por "2 (ralz cuadrada de 2). tnl 
que ({2)' - 2. 

El sistema de los númrros rules cst:i formado por iodos los números raciona, 
les e 1rroc1onalcs. Las rclac1oncs cn1re los tipos de números que se uhhz.an en el 
álgebra se ilustran en el diagrama de la figura 1. donde una línea que une dos f\."'C-

1ángulos sigmfica que los nltmcros mencionados en el rectángulo supcnor mclu;cn 
a aquellos en el rectángulo mfenor. Los números compleJOS. que se estudian en la 
sección 1.5, incluyen todos los números reales. 
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Trr• i--,. 

1) La ~1cKII\ es r-onmu1a1h·•· 

2) La achct6n es uocl•tiu. 

J) o es el ldi nli<'O •ditho. 

4) -a es el lnHrso •dltho. o 
slmilrko. de a, 

S) La mul11phcac'6n es c-onmu1a1in. 

6) La muh1phcxión es uoda1h·a. 

7) 1 es el idi ntko mulliplinth·o. 

8) S1 u:/: O.: es el in,·rrso 
multlplkatho. o rttlptOC'O, de a 

9) La mult1phcactón es dlstributln 
rcspcc-10 • 13. adición. 

1.1 Numcrosr<"•ln 

flGURA 1 Tipos de número-.. que~ utilizan en el álgebra 

Los númel"O'S reales son cerrados con respecto a la operación de adición (que 
se denota por + ): es decir. a iodo par a. b de números rc31cs le corresponde cxac• 
tanu.-ntc un número real a + b llamado 13 suma de a y b. Los números reales son 
también ct'rrados resp('clo a la mult iplicación (que se denota con·). es decir. a 
todo p.'tT a, b de nt'.1mcros reales le corresponde exactamente un número real a · b 
(que también se denota con ab) llamado el producto de a y b. 

L1s propiedades 1mpor1anleS de la ad1c16n y la mult1plicac16n de 105. números 
reales se lisian en la siguiente tabla. 

a+b•h+a 

a + (b + e) • (t1 + b) + r 

a+(-a)•O 

u(bt) • (ub)c 

a(b +e)• t1b + acy 
(a + b),r- • ac + be 

El orden no CJ rcknntc cuando se sum:1n dos 
nll.mcros. 

La agrupación no es rclc\'antc cuando se sunmn 1n:s 
nUmcros 

U .sunu de O a cu:dqu1cr numero da el mLSmO 

La wma de un número y su s1rné1nco da O 

El orden no es rtk-\ ante cuando se muluphcan dos 

La agrupactón no cs rdc\'antc cuando se n1ult1phcan 

La muh1phcac1Ón de un numero cu;ilqu1cra por l da el 
mismo n\Jmcro. 

U muh1phcx:1ón de un num..."l'O d1fcrtntc de C1.'fo por 
su reciproco d:i 1 

La mult1phcx:1ón de un numero y un.a SUITl3 de dos 
números C$ cquw1lcn1c a mulllphcar cad3 uno de 
kJs dos nWncros por el nim\Cfo y luego sumar los 
productos 
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AlmM:eM nlorH ffl P, Q. 
lll yS. 

tnJOa ~ l.cto h:qulffdo 
(ll). 

EYalQa ~ l6do dttK ho 
(LO). 

Dado que a + (b + e) y (a + b) + e son siempre 1gW1lcs. podemos usar 
a + b + e para expresar este número real. Se ut1hza abe ya sea para a(bc) o (ab)c. 
Asimismo. si cua1ro o más números reales a. b. e, ,J se suman o mult1phcan. pode· 
mos cscnb1r o + b + e + d para su suma y t1bctl para su produc10. sin imponar la 
manera en que se agrupan o intercambian los númt.'f'OS. 

Las propiedades d1stnbu11vas son ú11lcs para encontrar productos de muchos 
1,pos de expresiones que contienen sumas. El s1gmcn1c CJcmplo muestra su uso. 

Dil'i:.11•11 Uso de las propiedades distributivas 

Si p. q. r y .r denotan nlnneros reales. demuestre que 

{p + q)(r + s) - pr + p., + qr + qs 

SOLUCION Utihzamos las dos prop1ed.1des d1stnbull\3S del punto 9) de la tabla 
anterior:: 

(p + q)(r + s) 

• ¡1',r + .t) + q(r + .r) o,und.& ()'''.UJHo.bd J1-.1nhu11 .1. con c. r + , 

• (pr+ p.r) + (qr+qs) 

•pr+ps+qr +q., 

,mera r,rup11."1ul J1~1nbu11\u 

Almxenamiento de valores y evaluxión de expresiones 

faalúc los Indos 1Lqu1crdo y derecho de la 1gu:ildad del CJcmplo I para 

p • S. q • 3, r • -6 y s • 1. 

O O N 
COMBINACIÓN DE TECLAS PARA LA CALCULADORA Tl•U/4 PLUS 

(P+ Q)(R+S) 

R+PS+QR+QS 

7 

8 

8 

Ambos lados son iguales a 8, lo cual da cred1b1hdad al resuhado, pero no demuestra que sea 
correcto 



Propie dades de la Igualdad 

l Productos que involumn el O 

Las s1gu1emcs son propiedades básicas de la igualdad 

Si ll • by e es cU3lqu1cr numero real. entonces 
l ) o+c • b+c 
2) oc - be 

Las prop1cd:tdes I y 2 establecen que el mismo número puede sumarse 3 ambos 
lados de una igualdad, y ambos lados de una igualdad pueden muluplicarsc por el 
mismo número. Es1as propiedades se usarán ampliamen1c en codo el libro como 
auxihar para encontrar soluciones de las ecuaciones. 

El siguiente resultado se puede demostrar. 

1) a · O - O para iodo número real " 

2)Sit1h - o.en1onccsa - Oob - O 

Cuando usamos la palabra o como lo hacemos en el inciso 2). queremos dt..-cir que 
por lo me11<u uno de los factores a y hes O. Nos rcferm~ a 2) como el too"'"'" del 
fac10r u ro en un traba Jo futuro. 

Algunas propiedades de los negamos se hstan en la siguiente iabla. 

Propiedades de los neg.atlvos 

Propiedad Ejrmp .. 

1) - ( - u) = u - ( -3) = 3 

2) (- •lb= - (ah)= a(-b) ( - 2)3 = - (2 · 3) = 2(-J) 

J) (-t1)(-h) = t1h (-2)(-3) = 2 · 3 

4) (- l)u = - u ( - l)J = - 3 

El reciproco ~ de un número real diferente de cero o suele denotarse con a 1
, como 

en la sigu1en1c tablo 

NotM:16n de red procos 

S1 a t 0, cntoncl."5 u 

Obscf\C que s1 o '/. O. entonces 
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lltt<lprocos 

L 
2 ISTO<> ]( AU'!lA 1 0 1 ENTER 1 
{a(EHTER) 
( AU'!lA ) (D ~ 1 ENTER) D 5 

1 
5 

En la figura se aprecian dos maneras de calcular el recíproco: 1) Con sólo presionar~ 

obtenemos el reciproco de la última respuesta. el cual se almacena en @ . 2) Podemos 
mtrodnc1r una variable (o sólo un número) y luego encontrar su recíproco 

Las operaciones de r esta ( - ) y dhisión (+ )se definen corno sigue. 

Resta y división 

" - b - (I + (-b) 

,«-b • u (¾) 
·b-1:b~O 

Slpiflcado 

Para rcs1ar un núm...-ro a 
otro. se: suma el ncgat1\0 

Para d1v1d1r un nunl('fl) 
entre un numero d1fcrcn1c 
de Ct"ro, se mul!1phca por el 
reciproco 

3+7-3•(+) 
- 3 . 1-1 

D 3 

La eJccución del último enunciado produce un error de smtax1s (SYNTAX) en la calculadora 
Tl-83 4 Plus U11hce la tecla C:) (menos) para la opcmc1ón de resta y la 1eda (8 (nega­
ción) para nllmcros ncgall\;OS En lo succs1\·0 onutircnl0$ la h .. "Cla de negación y scncilla­
mcnle escnb1remos - 3. 

Usaremos albo ¡ para o + by se hace rcfcrcnc1a a o bcomo el Cl)(icnte d e a) b 
o la fracción a sobr e b. Los nllmcros" y b son el numt rador y d t n ominador. rcs­
pecl1\amente. de o h. Dado que O no tiene in\;erso mul1iplica1i\;o, o b no se define 
si b - O: es decir, la d11"isiim entre cero no esta defi11idt1 Es por esta razón que los 
números reales no son cerrados respecto a la d1v1sión. Obscn-c que 

1 + b • -i- = b- 1 si b "' O 
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Las s1gu1er11es propiedades de los coc,cntcs son ,erdaderas. siempre que todos 
los dcnonunadorcs sean n(nncros reales diferentes de cero. 

Propiedades de los todenttt 

Propkdad 

1) Si f • ~cmonccs ud • IX' 

a -a a 
3) - - - - - --b b b 

Ejrmplo 

f • T5 porque 2 • 15 • 5 - 6 

2 · 3 2 
~ - 5 

2 9 2+9 11 -+----- -s S S 5 

2 4 2·3+5-4 26 -+- - -----s 3 S · 3 IS 

2 7 2 · 7 14 
s·3 • w - 15 
2 + 7 _ 2_3 _ 6 
535735 

Los números reales pueden represcn1arse mediante pun1os sobre una recta t. de 
manera que a cada número real a le corresponde exactamente un punto en / y a cada 
punto P en f le corresponde un número real. A 1:510 se le llanu eorr~spondencl.a 
uno a uno. Primero elegimos un punlo arb11rano O. llamado el origen. y lo asocia­
mos con el número real O. Luego. los puntos asociados con los enteros se dc1crm1-
nan al tr.uar segmentos de recta sucemos de igual long11ud a ambos lo.dos de O. 
como se wuestra en la figura 2. El punto correspond1cn1c a un número racional. por 

eJcmplo -;-. se ob11enc al subd1vid1r estos seg_mcntos de recta, Los puntos asociados 
con c icr1os números 1rracionalcs. como Vf. se pueden obtener por construcción 
(,ea el eJercicio 45). 

FIGURA2 

o B A 

1 o 4 1 s b u 

" ' Nllmcros rt:aks __,~--------'- ----► 
p0SIU\i» 

El número" que está asociado con un punlo A entes la coordenada de A. A 
estas coordenada~ se les conoce como SÍ"llema dl" coordr nadas a/, como la nda 
de coordtnadas o rt'cta real. Se puede asignar una d1recd6n a/ al tomar la dirtt­
ción posllh a hacia la dcrcch3 y la dirt'cción negath·a hoci3 la izquierda. La d1rcc­
c16n po~111va se denota al colocar Un.3 nccha sobre/, como se muestra en la figura 2. 

Los números que com."Sponden a los puntos a l3 <k.-r"--cha de O en la figura 2 
son números rrales posith os. Los números que se ubican a la izquierda de O son 
números rules negalhos. El mím,•ro rPlll O'"' rJ ¡1051tim m negllt1m 
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Relaciones entre 
ay - o 

Obscn.c la diferencia emrc un número real ncgamo yel m-ga,J,'O de un número 
real. En panicular, el negat1\>0 de un número real" puede ser pos1tl\0. Po.-eJcmplo, 
si a es rn.--gahvo. es dcctr a - - 3. emoncs el negallvo de a es - a - - (- 3) - 3, el 
cual es posi1ivo. En general. tenemos las siguien1cs relacione~. 

1) S111 CS p0S1tl\0, entones - (ICS ncglltl\O. 

2) Si e, es negativo, entonces -a es pos1ti\O. 

En la siguiente tabla se definen las nociones de mayor <1ue y menor que para 
los números reales a y b Los símbolos > y < son signos de de,igu11ld11d, y 13s 
exprcs1oncs a > by a < b se llaman dtsigualdad~ (Htrlcta,). 

Mayor que o menor que -... 
a - b e1_~111_vo_-+--­
o - bes ncpll\ o 

Si los pun1os A y B sobre una recta de coordenadas tienen las coordenacfas a y b. 
rcspcctwamenle, entonces a > bes equ1valentc al enunciado ""A está a la derecha 
de Ir. m1cnlru!> que o < bes cqu1\·alentca "A está a la i=qmmlade lf". 

EJEMPlOS Mayorque( )ymenMque( ) 

• 5 > 3. porque 5 - 3 - 2 es posi1h-o. 

■ ;-6 < - 2. porque 
1
- 6 - (- 2) ';"' -~,+ 2 ;- - 4 es neg_at1vo. 

■ ¡ > 0.33. porque 'i - 0.33 - 'i - ¡¡¡ - ¡¡;¡ es pos1U\>0. 
■ 7 > O. porque 7 - O .,. 7 es posili\0. 

■ -4 < O, porque -4 - O - - 4 es negntl\O, 

La s1gmcn1c ley pcnn11c comparar. u ord<·nar, dos nllmcros reales cualcsqu1cra. 

Ley de tricotomfa S1 ,, y h son números reales. entonces cxacuunen1c una de las siguientes relaciones 
es '-Crdadcra: 

PrWNctedfflcudadH 
y del& ley de tricotom"1 

5 üiiiJ CiiiD U} 3 ( ENTIR) 

• üiJC!i!D QJ3 (@) 
5 fJiiJ f'.fu!_J W 3 ( ENTIR) 

a • b. a > h o o < b 

0 D 
(ooru,mía) 



Los rcsuhados indican que ··t ·• representa ,'t'nltHkro y .. o•· rcprescntafi,lso. Sólo una de las relacio­
nes antenores puede ser,erdadera scgün la ley de tricotomla. Como se ilustró an1cs. en la calculadora 
T l-83 4 Plus se u...a la notación 0 para las opet0ncs de mcnü. 

[_ -·-~·---

El signo de un nUmero real t.'S pos1t1\O s1 el número es pos1ti\O, o negat1\O s1 el 
número es ncgat1\O. Dos números reales tienen el ,msmo s1gtHJ s1 los dos son pos1-
t1\OS o ambos son ncgali\.OS. Los nUlncros tienen sig11~ op11es1os si unoC!I positivo 
y el otro negattvo. Los resultados siguientes sobre los signos de los productos y 
cocien1es de dos números reales a y b pueden demostrarse usando las prop,cdJdcs 
de los negat1\os y los cocientes. 

1) S1 a y b tienen el nusmo signo. entones ab y¡ son pos1tl\OS. 

2) S1 a y b tienen signos opuestos. entonces ab y ~ son negativos, 

Los reciprocos• de las leyes de los signos también son , ólidos. Por e,emplo. 
s1 un coc,ente es negall\O, entonces el numcr:\dor y el denominador tienen signos 
OpuCSIOS, 

La no1aci6n a ~ b se lee .. a t-s mayor o igual qut b", lo que significa ya sea que 
a > boa • b (pero no ambas). Por eJcmplo. ir ~ O para lodo número real o. El 
slrnbolo a :5 b. que se lee .. a es menor o Igual qut b ", significa que a < h o" - b. 
Las C)l',presioncs de la fonna as h y a ~ h se llaman drsi¡:ualdadts no rstrictas, 
ya que " puede ser igual a b. Del nusmo modo que con el simbolo de 1gu3Jdad. 
cualquier símbolo de desigualdad se puede negar al colocar una diagonal en medio 
del nusmo. es decir, "> s1gmtica no mayor que. 

Una expresión de la fom,a a < h <ese conoce como de,igualdad continua y 
significa que a< by h < e: se dice que "b tsti enlrt a y e·· A~im,smo. la expre­
sión e> b > us1gnificaqucc > b yb > u. 

EJEM,LOS Orden.ar tres nUme:ros re.ale, 

■ 1 < 5 < ~ ■ - 4 < ¾ < V2 ■ 3 > -6 > -10 

Exislen otro~ tipos de desigualdades Por ejemplo. u < b ~ e significa que 
a < by b ~ c. Oc la nusma manera. u :5 b < e significa que u ~ h y h < c. Por 
Ultimo, a:5 h :5 e significa que u :5 by b ::se. 

•s, wi trottma ,ir t'.K'l'lbc- m b íunN1 -s1 P. nuoncn (T, oondC' P y Q ,on munc~ ma1rnd11CM 
lbil~ li;pl>tnu y ront'l1•dl,,t, rnpc-ctio,naalC', cnt..-k" C'I rttlprwo del lCOffll\11 hmc b f~ -S1 
Q, cntonca P' S1 wito ti IC'ORmacomosu n:c,procoton ,~ 1Utlcnctibu~-rw ytólos1 
C!" CqUC' K dcnou I' SSl Ql 
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l 

liJi!ZIDI Determinación del signo de un nllmero real 

Six > O y,,< O. dc1crmmc el signo de f +; 
SOLUCIÓN Comox es un número posit1\.0 y y un m.imcm neg:Ui\.o .. r y _1· tienen 
signos opu~1os. Por lo lo 1an10 .. r y y yl.r 50n negamos. La suma de dos números 
neg_at1\.0S es 1ambién un número ncgatho. por lo que 

el signo de f + ; es negativo • 
S1 o es un entero. entonces cs 13 coordenada de algtin pumo A en una recta de 

coordenadas y el símbolo taj denota el número de umdadcs enlie A y el origen. sin 
importar la dirección. El número lal no negat1\0 se conoce como el \YJ/or t1bsol1110 
de a Con respcc10 a la figura 3, observamos que paro el punto con la coordenada 
-4 1encmos -4,. As1m1smo. 4 "' 4. En general. si a es negam-o, Sl' cambia s11 
s1g,ro paro tktermi,rur la', si u no rs ,r,,gatim, entorrN>s ja' - a. La defimc,ón 
i.iguiente amplía eslc concepto a lodos los números rcaks. 

Definidóndeva lorabsoluto El \ alor absoluto de un número real o. que se dcnoia con 101. se define como 
sigue: 

Valor absoluto 

1) Si a.:!!. entonces 1aj - a. 

2) S1 a < O. entonces .al - -u. 

Dado que II es ncgatho en el inciso 2) de la defimción. - a reprcscnla un nUmero 
real pos11n-o. Algunos casos especiales de esta defimc16n se proporc1orum en los 
s1gu1cntcs ejemplos. 

EJEMPLOS Notación del valor absoluto t,,J 

■ 131 • 3.porque3 > O. 

■ l-31 = -(-3). porque -3 < O. Porlo1aouo.l-31 = 3. 

■ I 2 - V21 • 2 - V2. porque 2 - V2 > O. 

■ 1 V2 - 21 = -(V2 - 2).porquc V2 - 2 < O. 

Por1an10. I V2 - 21 • 2 - V2 

En la demostrae16n antenor.13. - 1-31 y 12 - V2 - ¡ .Ji - 21. En general. 1enc­
mos lo s1gu1entc; 

a - 1-W. para todo número real a 

L 
., . 

76+A:927+B 

bs<A- B> 

J 
927 

351 



f lGUltA4 

1 1 1 
-2 -1 0 

1 1 

1 

Definición de distancia 
entre los puntos en una reda 

de coordenadas 

FIGURAS 

Üiit.Lii:D Cancelación de un simbo lo de valor absoluto 

Si x < 1. reescribimos i 'C - 11 sin usar el símbolo de valor absoluto. 

SOlUCION Si 'C < 1, entonces x - 1 < O: es decir. 'C - 1 es negatt\.O. De aquí que 
a partir del inciso 2) de la definición de valor absolu10. 

jx - 11- - (, - l) - - , + 1 - 1 - , 

Debemos utilizar el concq,10 de ,..alor absolmo para definir la distancia cn1re 
dos pulllos cualesquiera sobre una recia de coordenadas. Primero obscne que la 
d1s1ancia entre los puntos con las coordenaOOS 2 y 7, que se mu~tmn c:n la figuro 
4, es igual a 5 unidades. f<.sta d1stnncia es la diferencia que: se obtiene al restar la 
coordenada menor {en el cx1remo izquierdo) de la coordenado mayor (cx1rcmo 
derecho) (7 - 2 • 5). S1 usamos valores absolu1os, entonces. como 7 - 2 , • 
,2 - 7. es neccsano preocuparse por el orlk.--n de la sustracción. Este hecho da lugar 
a la s1gu1cn1c definición. 

Sean a y b las coordenadas de dos ponlos A y B. respccti, amente. sobre una recta de 
coordenadas. La distancia cnrrt' A ) 8 , que se denota pord(A. B). se define como 

d(A.B) - lb-al 

El número ~A. B) es la long11ud del scgmen10 de recta AB. 
Como tl(B. A) • la - bl y lb - ,, • ¡o - hl. obsenan'IOS que 

a\'A. 8) - ,~8.A) 

Obscnc que la distancia entre el origen O y el pun10 A es 

,~O. A) - " - O - lal, 
lo cual concuerda con la m1crpre1ación geométrica del valor absoluto que se mues­
Ira en la figura 4. La íónnula ~A. B) • lb - des ,crdadcra sm 1mpon3r loss1goos 
de u y b, como se ilustra en el siguiente ejemplo, 

DD!tli!iil Determinación de las distancias entre puntos 

Sean A. B. Cy D puntos con las coordenadas - 5. -3, 1 y 6. rcspcc11vamentc. sobre 
una recta de coordenadas, como se aprecia en la figura 5. Encuentre ~A. B). atC. 
8), a\'O, A) y ,~C. D). 

SOLUCION Usando la definición de la d1sta.ncia cn1re puntos en una recta de coor­
denadas. ob1cncmos las dlSlancias; 

,~A. 8) - 1-3 -(-SJI - 1-3 + S. -12 - 2 

al'C.8)- - 3-1 - - 4 - · 
,~O. A) - - S - O - 1- SI - S 

al'C. D) - 6 - 1 - ISI - S 

El concep10 de ,·alor absoluto llene otro~ u.sos. además de encontrar las distan­
cias entre puntos; se empica siempre que 1cncmos in1crés en la magnitud o valor 
numénco de un nümero real sm imponar su signo. 
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Forma cientffica 

EJEMPLOS 

1 2.025 131 

0 
:::1 ====2=. 0=2=5=E/:::::3 I 

1 2.025 13 1 

En la siguiente sección comentaremos la notación exponencial d'. donde a es 
un número real (llamado base) y n es un número en1ero (llamado exponen/e). En 
particular, para la base I O cenemos 

10' • 1, 10' = 10, 10' = 10 · 10 = 100, 10' = 10 · 10 · 10 = 1000, 

etcé1cra. Para exponentes negat1\-0S se usa el reciproco del exponente posi11,o 
correspondiente, como sigue: 

Es1a notación se puede usar para escnb1r cualquier represcntac16n <k.-..c1mal fimta 
de un número real como una suma del tipo siguiente: 

437.56 = 4(100) + 3(10) + 7(1) + 5(¡\¡) + 6(,fu) 
• 4(10-) + 3(10') + 7(10") + 5(10- •¡ + 6(10- •¡ 

En las ciencias suele trabaJarse con números muy grandes o muy pcquei\os y 
comparar las magnitudes relativas de las cantidades muy grandes o muy pequci\as. 
Por lo general. un número pos1two a grande o pequCOO se representa de forma 
c1e,11íjica usando el símbolo X para denotar multiplicación. 

a • e X 10-, donde 1 .se < IO y nes un entero. 

La distancia que recorre un rayo de luz en un ai\o es aproximadamente 
S.900.000,000.000 millas. Este número se puede escnb1r en forma cicnlifica como 
S.9 X 10'1• El exponente positho 12 indica que el pumo decimal debe moverse 12 
posiciones a la derecha. La notación también funciona bien para números pcquc­
i\os. El p...---so de una molécula de oxigeno se estima en 

0.000 000 000 000 000 000 000 053 gramos. 

o. en íonna científica. 5.3 X 10 11 gramos. El exponente negatho mdica que el 
punto decimal debe mo\-·crse 23 posiciones a la i=q111enk1. 

Forma cientlfica 

■ 513 • 5.13 X 10' ■ 7.3 • 7.3 X 10" 

■ 93,000.000 • 9.3 X 10' ■ 20,700 • 2.07 X 10' 

■ 0.000 000 000 43 = 4.3 X 10-to ■ 0.000 648 = 6.48 X !O-' 

Muchas calculadoras utilizan en sus pantallas la forma c1cn1lfica. Para el número 
e X 10-. el 10 se suprime y el exponen1e suele ir precedido por la letra E. Por ejem­
plo. para encontrar (4,500,000)i en una calculadora c1cntifica, se podria introducir 
el entero 4,500.000. presionar la tecla 0 (o ele,ar al cuadrado) y obtener un 
resullado parecido al que se muestro en la pantalla de la figura 6. Esto se 1raduciría 
como 2.025 X I01J. Por lo tanto. 

(4.500.000Y - 20.2so.ooo.ooo.ooo 

Las calculadoras también utilizan la fonna c ientífica cuando se introducen los 
números. El manual del usuario debe con1ener los detalles específicos. 



'7000000000 1 ENITR l 
000000007 1 ENITR l 
,,_a, 0 
67-•- 11 ( ENITR) 

1.1 N~mttOS rHIH 13 

. 7 • 10 
. 000000ffl7 

:5. 7• ·8 
9. l r:4•6. 7r:·lt 

6 . 23tc ·6 

Antes de concluir esta sección. debemos considerar brc,emcnte el problema 
del redondeo de los resultados. Los problemas aplicados suelen incluir nitmcros 
obtenidos por vanos tipos de mediciones y. por cons1gu1en1e. son aproximociones 
a valores exactos. Es1as rcspucs1as deben redondean.e porque el resultado final de 
un c:ilculo no puede ser mis pn.--ciso que los datos que se han estado usando. Por 
CJCntplo, s1 la longitud y el ancho de un rectángulo se miden con una precisión 
de dos posiciones decimales. no podemos esperar una precisión de m:.\s de dos 
posiciones decimales en el valor calculado del área del rcct:.\ngulo. Para un 1rabajo 
purnmcntc mo1em6tlco. si se proporcionan los ,·atores de la longitud y el ancho de 
un rcct3ngulo. se asume que las dimensiones son rxocl(ls y no se requiere rcdon• 
deo. 

Si un número o se escnbe en fonna c1entUica como a - e X I O" para 1 :S e < 
1 O y si e se redondea a k posiciones decimales. entonces se dice que a es preciso 
(o se ha redondeado) a k + 1 cifras o dlgltos slgnlncathos. Por CJemplo. 37.2638 
redondeado a S c1íras s1gmficativas es 3.7264 X 101• o 37.264: a 3 cifras s,gmfica-
11,as es 3.73 X 101 o 37.3. y a 1 cifra s1gmficat1va. 4 X 101• o 40. 

WWW Ejercicios 

l'.ju. 1- 2: Si ,r: < O))' > O. dturmln, f.l signo dt>I n6muo real. Ejtr. 7-8: Expttst el t nunrbdo como una drslgualdad. 

1 a) X) 

e) !.+ x 

' 
2 a) 7" 

..f-l' 
e)--· 

X) 

d) ,. -.r 

[ju. 3--': Rttmplatt cl 1ímbolo a con el 1imbolo <. > o = 
quc nlidc c-1 C"nunciado rnul1antr, 

3 a) -70-4 b) f O 1.5 e) \/225 O 15 

4 a) -J □ -6 b) ¡ 00.8 e) V2Íi9 O 17 

S a) fj □ O.o9 b) j 00.666 C) 9 □ ff 

6 a) 7 O O 1-43 b) ¾ 00.833 e) vio 14 

7 

• 

•> res ncga11,o. 

b) i- noc:,¡ nrgamo 

<) q es menor o igual que 1f 

d) d es1á entre 4 y 2. 

•> t no es menor que 5 

f) El nq;JII\O de= no es ffla)'<M' que J 

g) El coc1cn1e dcp y q e, como máximo 7, 

h) El reciproco de • es como mimmo 9 

I) El ,,alor absoluto de .r:c.s mll)'Of que 7. 

•l hes J)OSIII\O 

b) $ no es J)OSIII\O 

<) • es mayor o 1gw.l que - 4 

d) t'cs1áen1c i y j. 
•l p no es mayor que - 2 
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f) Llncgall\OdcMnocsmcnorquc-2 
1 

g) El ooc1cn1c de r y J es como mln1mo j 

h) El rccíprooode/cscomo nWumo 14 

I) U ~"llor absoluio de t c-s menor que 4 

t:ju. 9-14: Rttscriba el númuo sin ulilinr ti !imbolo de: 
\alor llbtoluto) tlmpllfü1ut' t'I rt1ultado. 

9 •> 1-; - 41 b) 1-SI -121 e) 171 + I- • I 
10 a) 1-11 + 11 b) 161-1-31 c) lil + l -91 

11 a) (-S)IJ - • I b) l-61/(-2) e) 1-11 + l•I 
12 a) (4)16 - 71 b) S/l-21 e) 1-11 + l-91 

13 a) I• - ni b) lw - 41 e> 1 vi - i.sl 
14 a) 10-111 b) 11.1- 01 ,) Ir - ~I 
[jer. 15-18: Lo1 números dados son coordenadH dt- los pun• 
IOJ A. B ) c. rttp«'lhamt'nll'. l'n un• rttla dt' ('OOrdtnad;u:. 
Encut'nlrt' 11 dit tancla. 

a) d(A. B ) 

e) d(C. H) 

lS 3. 7.-5 

17 -9. ' · !O 

b) d(H. C ) 

d) d(A . C) 

16 -6. -2.4 

11 8, -4. - 1 

Eju. 19-24: l..os dos númrros pro¡>orclonado5 50n coordC"nl• 
dH dt' los punlos A) B, nspettlnmenle, sobre una r« t• de 
coordenadn . ExprHe el enunciado Indicado como una d& 
lguald•d quC" ln\olucre d 1imbolo d C" , ·alor absolulo. 

19 ,. 1. ~A. B) es menor que 2 

20 ,. -V2. 111:A, H) C$ mayor que 1 

21 ,. -3. alA. B) CJ como minm.o 8 

22 ,. 4. ,~A. B) es como mbm.o 5 

23 4. ,: t.tA. B) no es mayor que J 

24 -2. r. ,~A. B) no es menor que 4 

[jt'r. 25-Jl: H.us(rib• la u:prnMn iln uur t'I 1írnbolo de 
nlor absoluto> 1dmplifique el n:-.sultado. 

is J3+tls,,<-3 

21 12-,1\lr<2 

29 !o-bls1o<b 

,1 I•' + •I 

26 1.s - ,li1 

28 17 + ,1 SI 

30 lo-bis• 

32 1-•' - " 

Ejt r. JJ....40: Retmpla« t'I símbolo a )• .sta t'On = o t. pan 
ha« r qut' el C"nuncillldo m ultanle se• \C"rdllldt'ro pan todos 
lo, números nalH •· 1,. ~ ) J. sit'mprt' qut' las uprt'sionn 
tstfn dtflnldas. 

33 ub:uc □ b+« 

3S b:c □~+~ 

37 (a~h)+,Oo+(h+c) 

31 (o - h) - ,· □ o - (b - r) 

:U ab:« □ b+, 
a+, a e 

36
b+d 0 b+d 

a-b 
'9 --0-1 

b-" 
40 -(o + b) O -o + b 

Ejtr. ,u - U: Apro,lme 11 expresión tn númuos reales a C'UII• 

lro po!ikionn dttim•lcs. 

41 a) 112' - \14.271 
b) \/(156 - 1.S)' + (4.3 - S.4)' 

42 ¡) !:~! ~ ~= 
b) ,,> 

Ejtr. 43-44: Apro:iinte la u :prnión en númrros ruin. 
E:xpnst' la ru punla t'n nolad6n clentifk■ pncha a cu11ro 
cifras 1l¡niflca1h11. 

12 X 10) 
43 

a} 3. 1 X JO!+ I..Slx 10) 

b) (123 X IO~) + VUxtO' 

44 a) \11345- 12 x IO' I + 10' 

b) (1.79 X 10~) X (9.84 X 101) 

4S El ~nto sobre un:a rcc:1a de coordenadas que comspondc 
• V2 puede: dctc:nmnanc: mc.-d1an1c la coni1rucc16n de un 
tn:ingulo rcct:ing1,1lo ron l.1d05 de longnud 1. como nmc~tra 
la figura Dc1ermmc los punl~ que corresponden a VJ y 
\/s. rcsp«l1\amente (Sugerrncw use el 1eorcma de P,13-
¡oras.) 

(JUCKIO,U 

O I vi 

46 Un circulo de nsdw I rueda 11 lo largo de: una recta de COOf"• 
drnadas en d1rtcc:tón p<>Slli\ a. como se aprecia en la figura 
S1 el pun10 /' esc! tn1c111lmcn1c: en d ongcn. cncucnltt la 
coordenada de P después de una, dos y d1c1, R:\oluc1oncs 
c:ompletal. 



(JERCICl046 

O 1 2 3 4 

47 Las dcmosuac1onc$ grométncas de lu propiedades de los 
números realn las proporcionaron por pnmcn \CZ. los anti­
guos gnegos Con la finalidad de eslablcttr la propiedad 
dtS1ributl\a at.b + e) = ab + uc par,. los números reales 
pos111,os a, by c. de1enmnc el ,rc:a del rcc1ángulo que se 
muestra. de dos mancrti. en la figura, 

fJfRCIC104 

fITJ L 
' ' ' *b--M-c----..: 

48 Las :aproumacton(1 nK'1onak-s a las raiccs cuadradas se 
pueden obtener mcd111.n1e una fónnula dcscub1cm por los 
an11guos babilonio,; Sea 1'1 La pnmcra aproxunac1ón racional 
para½J S1 

cnloncd , . sed una 11leJOI' :1rrox1macKXl para Yn y el cllcuk> 

puede ~lf'5C al SUSlll\llf' '°: por X1• A pa11lr de", = ; . dc1et"• 

mme las s1gu1cntcs dos aprox11nac10ncs racionales pan V2 

t:jrr. 49-50: t: x-prHt" rn forma d rndfica rl núnirro. 

49 il) 427.000 b) 0,000 000 093 e) 810.000.<XX> 

SO ai) 85.200 b) O 000 005 4 e) 24,900.000 

Ejrr. 51-SZ: Expl"Nt r l nú.n1~r o r.n forn1a dl'Cin11I. 

S1 il) 83 X IO\ b) 2.9 X 10-u 

S2 a) 2.3 X 101 b) 7J>I X 10~• 

e) S.6-1 X 10 1 

e) 1.25 X 10 .. 

53 Masa de un ,,orno de hidrógeno La masa de un :homo de 
hidrógeno es aprox11nadamcn1e 

O 000 000 000 000 000 000 000 001 7 gmmos. 

Úlpcest cs1e numero en forma CK"ntífica 

54 M.i il Jn •I Klrón La masa de un electrón es apro:uma-
dan'ICl'lte 9 1 X 10 11 kilogramos. btprcsc en forma dc-cmuil 

55 Al~ hu En astronomía. lu d1SUU'IClaJ a las estrellas se 
m,dcn en dos luz. Un aOO lu7 es la d1stanc1a que un r.l)'O 
de luz, 1aJa en un afio. S1 la ,cloc1dad de la lw. es apro:oma• 
damesuc 186,000 millas por segundo. csumc el número de 
n11llas en un :u\o luz 

a) Los astrónomos han CSllmado que la galaxia de la Via 
Láctea conuroc 100.000 millones de cs1rcllas. l:.xprcsc 
en fonna c1cntifica cste numero 

b) Se csllma que el diámetro d de la galaiua de la Via 
Uc1ea es de 100,000 aflos hu Exprese den m1ll.u. 
(Consulte el cJcrcic10 55.) 

57 NumHO CM A~ ~o 1:1 número de á1omos de hidrógeno 
en un mol es el número de A\C>g;idro. 6 02 X 10:1 S1 un mol 
del gas 11ti-.c una mua de 1 01 gramos. csomc la nwa de un 
i1omo de hidrógeno 

51 Pe >l.ciOn de pw ~ La dm.im1a1 poblac1on.al de nmchos 
peces se caractcnza por tasas de fcrt1hdad sumamcnlc altas 
cn1rc los aduhos y uru de supc:n-1\'UICaa muy baJH cnirt los 
JÓ' cncs Un hahbu1 maduro puede poner has!■ 2.S nulloncs 
de huc,os. pero sólo 000035•• de la! crí.u sobn:-VI\CR 111 
edad de tres 111\os Use 13 forma eten1ifie.11 pan1 apro'l.1R13r el 

número de crías que, I\Cn hasa l:a edad de tres ai\oL 

59 e.u. lr01 .,.~.a,.llc.ut.adi ~ Unadclaspcliculasmás 
largas Jamás filmadas es un,1 película inglesa de 1970 qix 
dura 48 horaJ Suponiendo que La ,clocldad de la película 
es de 24 cuadros por segundo, estime el número 1otal de 
cuadros de csla película Exprese en forma ctentifica su rcs­
puesla 

60 Hu"" ro- pi 1 1r rtd-:-1 l:I numero 2"'"' - 1 es un 
numero pomo. En la fpoca en que se dctcnmnó que era 
primo. un,1 de las computldons más rip1da.s del mwxto 
tardó alrcdcdot- de 60 d1as en , cnficarlo. Esta computadora 
era c•paz de rcahzar 2 X 1011 cálculos por segundo Vil• 
hce la form3 c1cn11fica pam esumar el numero de cilculos 
rtqucndos p.ira realu.ar este cllculo. (Rl'C1cntcmentc, en 
2005, se <kmostró que 2~~ 4•· - l. un número quccon11cnc 
9,152.052 dig11os, es pruno ) 

61 Prt >n dt w, t1 .do Cuando un tomado pasa cerca de 
un cd1fict0. hay un descenso nlp1do de la pn:-s16n cxlcnor )' 
la pres160 1ntcrKH" no 1,cnc ucmpo de cambiar La d1fcn:n­
c1a multan le es capaz de causar una presión de 1 4 lb. pu!Jr 

hacia afuera de las paredes y del 1ccho del cd1fic10 

a) Calcule La flk.'f7..a en libras que se eJerte en 1 p•e cua• 
dr.ldo de una pared. 

b) 1-..sumc las 1oncl3das de la fucru t'Jerclda sobre una 
pared que mide 8 pies de aho po.- 40 p!CS de anc-ho 

62 Pobl 1n d• p1 tito Un r2n.chcro 11ene 750 cabc1as de 
ganado que con51sten en 400 aduhos (de 2 o más ai'los). ISO 
bo'vmos de un do y 200 becerros Se sabe la s1gmcn1c mfor­
mac1ón acerca de es1a especie en ran1cular. Cada pr,ma,era 
un:a hembra aduha pare un solo becerro y 15•, de estos 
becerros 50bre\ nen el primer aM. Los porccnlaJCS anua­
les de supcn1,cncia ¡,;ara los bo,mos adultos son de 80-. y 
~ .. rcsp«ll\amcnte La prQf)Of'C'ión de machos a hembras 
es de uno en 1odas las clases de edades l:sl1mc la población 
de cada clase de edades 

a) en la pr6~1rtl3 prm1a,·cn b) en la pnmh'crl pasada. 
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Exponentes y radicales 
Sin es un cn1cro pos1t1vo, la notación exponencial O". definida en la s1gu1cnte tabla, 
rcprcscma n ,·cccs el producto del número real a por si mismo. Nos refcnmos a O" 

como a a la u~slma potencia o. sencillamente, a a fa n Al entero positivo n se le 
conoce como el u ¡,oncnte y al número real a como la base. 

Notac:IOnexponencllil 

L 

Notación exponenc¡.¡ 

C•w,t~rwral 
In H t'Ualquiu HIU'O posilho) 

u•-a•a•if ··•·a ----- (JI - a 

a1 
- a ·a 

,l-a ·a· a 
u• - a"" • a ""• a· a 

Ul s1gu1cntc hs1a contiene vanos CJcmplos numéricos de la no1ac16n expo­
nencial. 

EJEMPlOS l a notación exponencial a" 

■ S'•S·S·S·S•625 

• (ff s ½•!·½·I·½•U 
■ (- 3)' • (- 3)(- 3)(-3) • - 27 

• H l' - H)H)H)Hl - mm - ¡; 

Es 1mpor1an1e observar que si,, es un entero pos11Í\o, entonces una expresión 
como JO" s1gmfica 3(0"), no ()a)". El número real 3 es el coeficienlc de O" en la 
expresión Jlf'. Asimismo. -3lf'sigmfica (-3)<.f. no (-3,,)•. 

EJEMPLOS l a notación ca" 

■ S · 2' • 5 · 8 • 40 
■ - 5 · 2) • -5 · 8 • - 40 

■ - 2~ - -(2~) ,.. - 16 

■ 3(-2)' • 3(-2)(-2)(-2) • 3(-8) • -24 

CD -3 [D@(ENTE~) 
-3@ (ENTER) 
CD I GJ, CD0>[ENTER) 

I' -~, 
-3, 

(½)'.- ( l / 2)AS 

9 

-9 

. 03125 

Note que la expresión del segundo renglón. - 31• es cqun-alentc a - 1 · 31. 
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~nseguuia ampliamos la definición de a-a exponentes no pos1t1\os. 

Exponentes cero y nei.ativos (no po$itivos) 

D.tiairi6a (o ,,_ 0) Ejomplo< 

Si m y n son enteros poslll\'OS.. entonces 

tl"tt' • (l•(l •(I• 

Como el numero 101al de factores de a en la den.'Cha es m + 11. esta expn,--s16n es 
igual a et"••; es decir. 

Podemos ampliar esrn íórmula paro m ~ O o 11 ~ O usando las dclimcioncs del 
exponcn1e cero y los exponentes ncgall\'OS Esto nos dn la ley 1, que se establece 
en la siguiente tabla. 

Para demostrar la ley 2 podemos escribir. para m y,, positl\OS. 

(a"")" • «-•,r- • a"'' ' . ' .,,. 

y con1ar el nümero de\ eces que a aparece como un factor en el lado derecho. Dado 
que ti" • a · a • a · a. con a ocurriendo como un factor m veces. y dado que el 
nUmcro de estos grupos de: m factores es "· el nUmcro de factor(.'S de a es m · ,, Por 
lo 1an10. 

(a")"= u'". 

Los c.asos m :S O y 11 :S O pueden demostrarse usando la definición de exponen­
les no pos111vos. Las tres leyes restantes pueden establecerse de manera similar 
med1anlc el conteo de fac1ore5. En las leyes4 y S se supone que los denommadores 
no son O. 

l e)'ff de u.ponentff p.ar;1 los nllmeros rH lff III y by los enteros• y" 

1.,, E;.,nplo< 

1) .... . ... . 21
• 2~ - 2'-4 

- 2' - 128 
2) (,r)" -u'" (21

)" - 21
"' = 21

: = 4096 
J) (ab)" • u"li" (20)' • (2 · 10)' • 2' 10' • 8 · 1000 • 8000 

4) (f }-~ (2)' 2 ' 8 5 · si · m 
5) a ) ~ - u•._. 

2' 
,t V - i'-' - 2: • 4 

b)~-~ 
21 1 1 1 

ú' ,,.- f - 2 \ - ! - 2! - 4 
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Por lo general se usa Sa) si m > n y Sb} si m < n. 
Las leyes de los exponentes se pueden amplinr p3ra ob1cner reglas corno (alx-r 

""' d'fl'c" y d"d'tl' ""' u-·••,. Algunos otros ejemplos de l3s leyes de los exponentes 
se proporcionan en los siguientes eJcmplos. 

EJEMPLOS l eyts de los exponentes 

• (f)' -f. -fi 
u1 1 1 

• ;, - u1-1 - ~ 

Slmplinu r una expresión que involucre potencias de números reales sigmfica 
cambiar a una expresión en la cual cada número real aparece sólo una , ez y iodos 
los exponcn1cs son pos1mos. Asmm~mos q11e los deno1111nlldorr.f siempre rq,,-e­
,fertran mínreroJ reC1les difen•ntes ,k cero 

l)trJlliSD Slmpliftcaclón de u:presfones que contienen exponentes 

Use las leyes de los exponentes para snnphficar cada expresión: 

b) (l,,'b'c)' 

SOLUCION 

a) (3c'l)(4.l)·~) - (J)(4)x'n',·' 
• 12..r'_r• 

b) (2trb'd' • 2'(,i)'(b')~r4 
• l6u1b11

l"' 

d) (,,-i,.i)-' = (11-~>-'(,.l)-, 
• 1A··• ,,. 

, .. de-fin u,a Je a 



Teorema de exponentes 
negativos 

El 1corema s1gu1ente es útil para problemas que in,olucrnn exponcn1es ncga-
11\0S, 

(•)-• (b)" 2) -¡; • -; 

DEMOS-RACIONES Usando las propiedades de los exponentes negau,..os y 
cocicnta, obtenemos 

1) . - • 1 /d" • 1 • /t' • 11' 
b-• 1//t' ti" 1 ,,-

(
•)-• a- 11' (b)" 

2) - - - - - - -b b-• ,,. (I 

Cii2im Slmpllficaclón de expresiones que contienen exponentes 
negativos 

Simplifique: 

a) :::a,~: b) (f }' 
SOLUCIÓN Aplicamos el teorema de los cxponcnlcs negntivos nsl como las leyes 
de los exponentes. 

Enscguu1a se define la ra("t 11~ lm11 ~ de un número real a. 

Sean n un número pos 111, o entero mayor que 1 y o un número real. 

1) S1 O • 0. CnlOOCeS"° • 0 . 

2) Si a> O. entonces W/ es el número real posun'O b tal que /t' - a. 

J) a) Si a < O y n es impar. entonces~a es el número real ,wgalt\'O b tal que 1,- - a. 
b) S," < O y n es par, c111onces :[¿ no es un número real 
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( Rafifflitslm,, 

Los nümcros complejos. que cs1ud1:imos en la sección I .S. son neccs:irios para 
definir ~ s1 a < O y n es un entero posiwvo par. porque: para todos los nümeros 
reales h. Ir' ~ O siempre ~e II sea par. 

Si 11 - 2. escribimos ✓a en ,ez de ifi, y a ./ü se le ll:illl3 raí~ cuadrada de a. El 
nümcro ~ es la rall cúbica de a. 

EJEMPLOS La raíz n-ffima ra 
■ Vl6 = 4. porque 4' = 16. 

• ~ - !. porque HY - b-
• \Y-8 • -2. porque (-2)' • -8. 
■ ~ no es un ndmcro real 

Obscne que fil + :!:4 porque, por definición. las rafees de los números reales 
pos111vos son positivas. El símbolo :!: se lee ·•mis o menos ... 

~, .. ,, 
~ • ((1/32) 

IH·l 6) 

4 

. 5 

Cuando el úllimo renglón se CJCCuta en la calculadora Tl-83-4 Plus. aparece el mensaJe de 
CTTOr NONREALANS. ya que esta expn."S16n representa un número complejo, no un número 
real (que se cs1ud1a en la sección 1.5) 

Para completar nucs1ra tmmnologia. la expresión ~ es un r11dkal, el número 
"es el radicando y n es el indkt del radical. Al símbolo .,r se le llama s igno dr 
radical. 

Si ,fo - b. entonces Ir - a: es decir. ( ✓u)~ - u. S1 \'a • b. entonces b1 
• "· 

o (.:✓a)1 
- a. Al gcncrahar este patrón obtenemos la propiedad I de la siguiente 

tabla. 

PropiedadH de \o/'." (11 n un entero p01itlvo) 

l'N>pi<dad Ejm,ploo 

1) (~""'a si ~~un númcron::al (vs)' - s. (-.r::ii)' - -8 
2) ef;;. - us1o~O V5' - s. \Yz' - 2 
J) efd- - asia<Oy11cs1mpar v'f=zy - -2. \YT=2r •-2 
4) ~""lt1li,1a < Oyncspar V(-3¡;- 1-31 - J. v'Fii' - 1-21 - 2 

S1 a ~ O. entonces la propiedad 4 se reduce a la propiedad 2. También observa• 
mos de la propiedad 4 que 
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paro todo número real x. En panicular. st :e~ O. entonces.¡;¡ - x. pero s1 .x < O. 
cn1onces ...fxl - ---. que es pos1II\O. 

Las tres leyes que se lisian en la siguicn1e tabla son \erdadcras para los cn1e­
ros pos111vos m y n, siempre q11t! lar ralees indicadas uil'lún, es decir. siempre y 
cuando las raices sean nümeros reales. 

leyu de los ndicalfl 

t., Ejm,ploc 

11ef;;;; - ~ef,; V50 -~ - v'ís V2 - 5'✓2 
.,y::-¡og - \Y(- 27)(4) - v'=T7 \)'; - -J\Y; 

2 J ~ ) -¡;-?b .Jf v'5 v'5 -7s-T 
J)~- V. \1'%i - "V6i - "'2'-2 

Los rod1candos de las leyes I y 2 son productos y cocientes. Debemos tener 
cuidado cuando hay sumas o restas en el radicando. La s1gu1cn1e labia con11ene dos 
ad,cnencias paniculares sobre errores que se cometen comúnmcn1c 

Si• .. O) b .. O 

1) \f": +Ir,' u+ b 

2) Vo+i,,. ¼+ v'i, 

[jnnploc 

VJ' + •' - v'ís - s ,. J + ., - 1 
\Í4+9 - Vil ,. V4 + V9 - 5 

Si e es un número real) e" es un factor en un radical de inchcc n, cn1onccs pode­
mos elimmar e del rad.cando s, se toma en cuenta el signo de c. Por eJcm1>lo. s1 

e> O o s1 e< O y n es impar. entonces 

siempre que :f;J cx1s1a. S1 e< O y n es par. cn1onces 

siempre que exista G. 

EJEM,LOS Eliminar las n-lsimas potencias de:r-

■ efJi - ~ - ~ef;i -.ref;i 
■ v'<' - ~- ~ - v'f,')iv. - , , \Y'_; 
■ v?;: - w ..,¡;. _ 1,1..,¡;. 
■ W • v¡:;=,¡,slx'I 
■ ~-~- \1/?~ - lxl~ 

Nota: Para ev11ar considerar los ,·alores absolu10s, t!n los cyemplos \' e1err:iclos ,Je 
es U! caf)itu{Q que C0'1tenga" mdicale.1. asmmremos que todas las te1ras -a, h. c. d. 
t'. y. ,•1cé1rru-- q11r ó¡xm:c,:n ,:" los rodic"ando., rt•¡m:sema,, mímems reale.1 pos,ri­
ms. a m('nt>s que se especifique 01ra cosa 
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Como observ3.mos en 13. demostración :intcrmr y en los s1guicn1cs CJcmplos, s1 el 
índice de un radical es 11. cn1onces el racheando se reordena aislando un factor de la 
formap"'.dondcp puede estar fom13do por vanas letras. Lucgochm1namos::r;; • p 
del radical. como se 111d1c6 antes. De esta manera, en el eJemplo 3b) el Indice del 
radical es 3 y el radicando se reordena en cubos, con lo cual ob1cncmos un factor p'. 
con p - 2.nJ=. En el inciso c). el indice del radical es 2. y el radicando se reordena 
en cuadrados. ob1cmcndo un fac1or ¡r. con p - 3a'lr. 

Sm1pl,jicar wt rtJdica/ sigmfica elimmar factores del rnd1cal h3.5ta que mngún 
factor en el radicando 1cnga un exponente mayor o igual que el indice del radical y 
el indice sea lo menor posible 

Uii'Ul•II Ellmlnaclónde fadoresde los radicales 

Simplifique cada radical (todas las lciras denotan n(uncros reales posimos): 

a) v'32o b) V'lfo \'::" e) ..;:s;;r¡; ..,¡-¡;;;r,, 

SOLUCIÓN 

a) V'320=~ >•" ~• 
- .y;¡; \Y5 
- 4\YS 

b) v'l6:c\·1
::~ • V'(2'x\':::')(2,·!::) R,•of\Jenamoul r.ldi,,;,:mdo ~ 

• \Y(h}.l::)'(2y1::) le) 1y 1..k c:,¡,cn: 

• \}'(2\'y1::)' \1/V: k Mal! ale 

• 2xi::~ ;H<dólll, k '-

e) ~ y;;;;c¡; ª VJ<rb' . 2 . 3'.~b 
• V(311'.fb')(2a) 1 ~n uadr.11.b 

- V(Ju'1r)'(2<,) 
-V(k,'b')'v'2;; 
~ 3o'l,'v'2;; 

Si el denominador de un cocien11: 11cne un factor de la forma ef;¡. con k < n ya> 
O. entonces 13 multiplicación del numerador y el dcnonunador por ~ clinunará 
el radical del denominador, ya que 

efJ, ef¡;;=i = '¼1= = ef¡¡; = a. 

Este proceso se llama racionalizar un d<'nominador. Algunos casos especiales se 
hstan en la siguiente 1abla. 

RadoNillzar denomlnadoru de cocientes ( o> O) 

.~actorm Multiplicar~ auawndor .~actor resultante ......... _ 
, ................. por m d dfflominador 

Va Va v;;v;;.v;;; •• 
,t;; ,ro; vr;,v"';J-#-tt 
..;¡¡;¡ y/;¡. ..y;;¡v.Q.-,;:J;;i .. a 

El s1guien1e ejemplo ,lustra esta 1é-cnica. 
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Uli'Ql•II bclonalizaclón de denominadores 

Racionalice ca<b denominador. 

1 
a) V5 

SOLUCIÓN 

Si usamos una calculadora para dctcmunar aproximaciones dee1malcs de los 
radicales. rac1onah7.ar los dcnomutadorcs no supone una HntaJa. por ejemplo en 
l i4'5 - ..fs.- 5 o ✓213-= "613, como se h1zocn el eJcmplo4a)yc). Noobstan1c-, para 
las simplificaciones ulgebroicas. cambiar las C'(prcsioncs a cs1a.i. fomtas a ..,ece,;; 
es recomendable. As11111smo. en cursos de ma1emá11cas avanzadas. como cálculo. 
el cambio de 1 -~ a "fxiix. como en el CJemplo 4b). podria complicar uii11 mcis un 
problema En estos cursos es más sencillo trabaJar con la expresión 1/~ que con 
su forma racionali.-.ada. 

A continuación usamos radicales para defimr los ex¡xmente.s roc,ono/e.s. 

Sea m n un número racional. donde n es un entero pos111,·o mayor que 1. S1 a es un 
número real tal que ';/o existe. enlonccs 

J) (ll•-~ 

2) .... = ( ef,;)" = fi 
J) cr• • (ll1 ")• • (t/"'}1,_ 

Cuando eva luamos ,r• en 2), por lo general u11l1zamos (~:es decir, pruncro 
se toma la raíz n-ésima de u y luego el resuhado se eleva a la m-é~una potencia m. 
como se muestra en la sigu1cn1c demostración. 

EJEMPLOS. La notación exponencial ,r .. 

■ \'11 = v'; ■ .rl.' = ( ~)1 = ~ 
■ 125"' - (v'ili)' - (v?l' - 5' - 25 

■ (;t¡)'' ~ (1!{;)' - (\l'(W)' - (ff - ~ 
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( bponentn rac:tonll~ • 0 CD 1 G 3 OJ ( ENTER) 

-•0CD • G •(D (EHTER) 
CD,, 0 ,., CD0 
(D 3 G • (D [ MATH) G) ( ENTER) 

El comando Frac cambia una reprcscntac16n decimal a fraccionaria 

Las leyes de los exponentes son válidas para exponentes racionales y exponen­
lCS '"oclQ,ia/i:s. por CJemplo 3,: os•. que se consideran en el capitulo 4 . 

Para simplificar una expresión que con1cnga potencias racionales de letras que 
representan nllmcros reales. ésta se cambia a una expresión en la cual cada letra 
aparezca sólo una \.CZ y todos los cxponen1cs SC30 posmvos. Como se hizo con los 
radicales. asumimos que todas las letras representan números reales positi\.OS, a 
menos que se especifique otra cosa 

UWEli:&i Slmpliftcación de potencias racionales 

Simplifique: 

b) (r'.r')" 

SOLUCIÓN 

a) (-27)2'(4i-"' - (\Y-27)'(Y4)-' 
- (-3)'(2)-• 

- (-3)' 
2' 

b) (rls")1 l • (rl)• '(-'°Y\ 
• r'!1.r: 

dcfw.M.,.; dt e,p,.mc le ra: 

... ""' 
d.::Íltm.k llf t''\pOM'IUt.: fll: !i\d!r, 

\ele t'\pot:: 

l iklo5 CJ. 

Los exponentes racionales son útiles para problemas que imphcan radicales que 
no 11encn el nusrno Indice. corno se muestra en el siguiente CJernplo. 

Qll'J:11•1·1 Combinación de radicales 

Cambie a una expresión que contenga un radical de la fonna :.r;;;; 

b) eftÍ 
7.). 
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SOLUCIÓN Al 1n1roduc1r exponentes racionales. ob1cnemos 

a) ~Va. 0 1,0 1! • d' '1•11~, •"h. ef;¡. 

~ o•~ 1 1 
b) ~-~ • ,t••1-r-,11 • o-,12 • ,r .. 1i • -zy;;; 

En los cJerctc1os 1 2, siempre que un indice de un radical es par (o se empica un 
exponente racional mm en que " es par). se asume que las letras que aparecen en 
el radicando denotan números reales posiu"os. a menos que se indique otra cosa 

Ejtr, 1- IO: Expr-tSe d número"" la forma alb. donde" )7 (2]tf)-l.l 

39 (8_r-l'µI• 

J8 (25~)-~l 
a ) b son e.ntuM. 

, Hr ,., 
) j"=i 

s -2" + 3-• 

9 (-0.008)!' 

EjC"r. 11-'6: SimpllliquC", 

n Hx<)o6.r'> 

(?x')(J,:) 
u ~ 

2S (JJ'}4(4y1)-I 

27 (-2r'r')-1 

33 (-5o'':)(2,i !) 

3S (J.r'•)(S.,11
) 

2 (-3)' 

't'+oi •--2+0 

6 Hr-2·· 

10 co.ornw:., 

26 (-Ja'b·')' 

28 (2.r1\·-1)(6.,-'>·){tx-1, ·') 

36 (8,)"(2r") 

40 (l11 ~-2r~2) 

42 (;~;':)' 

" (:i~)~ 

Eju. -'1-52: Rtt5<'riba la u:prn idn ulilizando nponC"n• 
le., rarionales. 

47 ~ 

49 \l'(u+W 

S1 v7-"'+'? 

.. \l'7+7 
so ~ 
S2 ~ 

Ejn. 53-56: Rttseriba la e.xprtSkJn usando un radical. 

S3 ;a) 4rn b) (-tr}'"1 

S4 a) 4 + .-~1 

SSa) S-yu 

S6 a) f>h11 

b) (4 + x)\J 

b) (8 - y)ll 

b) (6-h)11 

1-:ju . 57-80: S implifique" la u p l"C'!iión )' nidon.:i.la C"I dmomi­
n:tdor C'Uando flt.;11 apropiado. 

57 V8Í ,. \Y-216 

S9 '1=64 60 \Y'fü 

1 
61 72 62 -A 
61 V9cV .. v,,,,, •. , 
6S ~ .. ~ 
67 ~ \ 21 

.. JJ; 
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.. f7,- 70 ~ ' ' 
n ~ ' n ~ 
73 1B . 74 ~ ' 
75 ~(s,',-l¡• 76 \Y(7u-1,"')' 

n f!;ff; ?" 78 VSxy1~ 

19 ~ ~-9,-1, ... 80 ~(2r-,)' 

t: jrr. 81-84: Simpliflqur la nprt'silin. Hponirndo qu, x y y 
puedrn str ntgath os. 

81 '1/29 82 ~ 

IJ \V t'{_\ - ))ll 84 ~(., +2)")" 

Ejr r. 85-90: Httmpl1e, el slmbolo e ton = o ~ par• b•tt'r 
qut' el tnund1do multantr s«-a terd adrro. 1lrmpR" qur 111 
expresi6n tenga significado. t: xpliqut' su respuesta. 

IS (a')1 O d'~ 

87 o'-b' □ (ub)" 

19 .II.o....!... v~ -ve 

86 (al + 1)11 0 O + J 

.. wo(Va)-

90 u" □..!. 
u• 

Ejrr. 91- 92: C uando 1r t'nlú■n númtros ""&•th·o1 dn1-
do, 11 pottnda.s íru donarh11s, tal HZ u rrqultra n■luar la 
ralz y la pottnda tntrn por Hparado. Por ejemplo. ( - J)u 
st putdr r n 11luar corrtttamenlt como 1(- 3)" 11 o 1(- 3)111' , 
mirntrH qtH' dr otro modo podría apartttr un menJ.1jr de 
error, Aprollmr la uprrsl6n del número ru l I cuatro po,I• 
donn drdmalr1. 

91 a) (-3)2 1 

112 a) (-l.2)v, 

b) (-7)º 

b) (-S.OS)n 

[jer. 93-94: Aproxlntr la nprrslOn drl nlimr ro rul ■ <'Ulllro 

posldonn dttlmaln. 

113 .. , y;-:¡:-¡ 

M ,¡ (2.6 - u¡-, 

95 Cuenu d• ahorros Uno de los bancos más ■nll¡uos de 
Estados Unidos ese! 8w of Amcnca. fundado en 1812. S1 
se hubieran depositado 200 dólares en aquel cnloncN en una 
cucnla que pagaba un 1n1crés anual de 4• ,. entonces 180 al\os 
después el 1mJKK1e se habría 1ncrcmcntado a 200(1.04)'• 
dólares. Aproumc CSla cant1<bd al ccnta,o más ccrt"ano 

96 Distancia de vi~ibi idad En un dia claro. la d1st.anc~ d 
(en millas) a la que se tiene \<1sib1hdad desde la cima de un 
cd1fic10 allo con una altura h (en p1c-s) puede aproximarse 
mcd1an1e la ccu:món d - 1.2 {";; Aproxime la d1st:mcl.'l ■ 
la que se puede ver desde la cmu. de la Torre Scars de Chi­
c■go. que nude 1454 pies de ■hura. 

97 longitud de un lenguado La relación Jong11ud-pe.so para 
el lcnguadr, del Pacifico plJOOc aprox1marS<" con la fórmula 
L - O 46 ~. donde W está en lulogramos y L en metros 
El lenguado más grande que se ha documcnrado pesaba 
230 kllogr.smos Estime su long11ud 

98 Pew de una ballena La rel3c1ón longitud-peso para la 
ballena set puede aproxtmanc con W = 0.0016Lf•'. donde 
W se expresa en toneladas y Len p1C1. Estmle el peso de una 
ballena que mide 25 pies de lar¡o 

99 Puntaje de los levantadores de ~ as La fónnula de 
o·carrou se ut1hza para mcdtr el puntaJc de los lc\"lntado-­
rcs de pcsu Si un levantador que pesa h kilogramos le,,'.mta 
K' kilogramos de pe.so. cn1onccs el punt■JC de la pesa W está 
dadopo< 

Suponga que dos le,·antadon!s que pesan 75 y 120 kilogra­
mos Jc,antan pesas de 180 y 250 kilogramos. rcspccm·a­
mentc U5C la formula de O'Canoll para dc1cmunar cuál es 
el mc,or le, ant.1dor de pesas . 

100 Área de la su~rficie corporal U área de la superficie cor­
pornl S de una persona (en pies cusdmdos) puede aproxi-

S • (O 1091)•.a..c•>,•n1_ 

donde la a hura h se expresa en pulgadas yd pcso wcn libras 

a) Esumc S para una persona de 6 p1cs de allura que pesa 
175 hbns. 

b) S1 una persona mwk 5 pies de altura, <,qué efecto llene un 
1ncrcmcn10 de 10', en el peso sobe-e S? 

101 Peso en hombr•s l:I peso medio ll'(cn hbras)para los hom• 
brcs h con una estatura entre 64 y 79 pulgadas puede aproxi­
marse usando la fórmula W = 0.1166/r' ' Elabore una tabla 
para W donde h = 64, 65. , 79. Redondee lodos los pesos a 
la hbra más cercana. 

Elutun .,_ Estatun .,_ 
6' 72 ., 73 

66 74 

61 15 

68 16 

69 11 

10 18 

71 79 



102 hH•nmu1ue1 W pcsonx.·<lia H'(cn hbr:u)parn lu muJc-.­
n:s ron um csta1urn h mire 60 y 75 pulgadu puede :iproxi• 
nurse ll53lldo la fóonula 11' = O l(M9Jr1

~ Uaborc una tabla 
para lf donde h = 60, 61, ., 75. Redondee todos 1m pesos a 
la hbra mb cercana 

F~ tatW'11 

60 

61 

62 

p.,. F.statun p.,. 

68 

69 

70 

Expresiones al1ebraicas 

I, l UIIIJlftJ/¡J¡ "" 

q,m ,l 1, 

63 71 

6' 72 

65 73 

66 74 

67 1S 

En ocasiones utiliamos la no1ación y tcnninologfa de conjuntos para descnb1r 
relaciones nuucmáucas. Un conju111O es una colección de obJCIOS de algún upo. 
y los objetos se llaman l'lemcntOlli del conJunto. Las letras mayúsculas R. S. T. •. . 
suelen empicarse para denotar conJu111os y las letnts mmúsculas a, b, r. r, ... por lo 
general representan elementos de conJuntos. A lo largo del libro. A denota el con­
Jun1O de números reales y Z de1101a el con1unto de los enteros. 

Dos cOnJunlos Sy Tson Iguales. deno13dos porS = T. s1 Sy Tcont1cnen exac-
1amcn1c los mismos clcmcn1os. Escnb,mos S "'F T si S y T no son iguales. En la 
siguiente tabla se muestra otra notación o tcm11nologia. 

l\otación 
o luminologia Sixnifkado Ej,mplo. 
aES o~ un clcmcmo de S 3EZ 
t1 ES a no c-1: un elemento de S jE Z 
Ses un TododemcnmdcS z es un SUbconJUnto 
subeonjunlo de T e-. un ele-memo de T d< R 
Constante Una letra o símbolo que ,. - v'í,,, 

re~nta un demcmo 

rsp«(jico de un ron111n10 
\'arlablr Una lctr.ao símbolo ~a.xcu.1kfulC1' 

que representa , uulqu,tr mlrneroreal 
elemento de un ron111mo 

Por lo general se ut1han las letras al final del alfabeto. como .r, y y : . para 
las \ariables, y las letras al principio del alfabeto. por CJcmplo. a. h y e, para las 
constantes. A lo largo del líbro. a menos que se especifique otra cosa. las variables 
representan nümcros reales. 

Cuando los elementos de un conJunlo S tienen cierta propiedad. a ,eces esto se 
indica con la expresión S - l.r. t. anomndo la propiedad que dcscnbc a la \ariablc 
x en el esp.icio después de los dos punlos. La expresión encerrada entre corchclcs 
y los dos puntos se Ice "el cOnJunto de toda .x tal que ... ". y la frase se complc1a 
mencionando 13 propiedad que se nnoló después de los dos pun1os. Por CJemplo. 
fr. x > 31 se Ice "el conjunlo de 1oda x 1al que x es mayor que)." 
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Definición de polinomio 

Para conjuntos finitos. cn ocasiones se lis1an lodos los clemen1os del eonjunlo 
den1ro de corchc1es. Asf. si el conjunto T está fom1ado por los primeros cinco 
enleros posili\'OS. podemos escnbir r - t 1. 2. 3. 4. 5 J. Cuando los conjuntos se 
describen de es1a manera, el orden que se u1ili7.a para lisiar los clemen1os no es 
relevante. por lo que tnmbién podría escribir T • 11. 3. 2. 4. 5). T • (4. 3. 2. S. 
1 ~- y asi succsi"amen1c. 

S1 comenzamos con cualquier eolecc16n de \Orfablcs y números reales. entonces 
una u presión algcbrail'a es el resultado que se obtiene al aplicar a esta colección 
sumas, res1as. muhiplicacioncs. di\lisioncs. potc-ncias o raíces. Si en una expresión 
algebraica las \lariablcs se reemplazan por números específicos. el número resul• 
1::ante se llama n lor nurnfrico de la expresión para estos números. El dominio de 
una expresión algebraica consiste en lodos los números reales que pueden repre­
sentar las variables. Por lo 1an10. a menos que se cs¡x.-cifique 01ra cosa. asumimos 
qm• el domh,io está romp11es10 por aquellos números nmles que. ,·,umdo s11s1i111ye11 
a lm mriables, ,ro haceu que la t-xpn'sióu cart!;ca de s,mtido, ttsto significa q11tt 
los denomluadores no pueden .'fer iguales u cero)' la.<: rulce:r siempt't' existen. En la 
tabla sigu1en1e se proporcionan dos eJemplos. 

Expr.siones alrebrakas 

Ej<mplo Domúúo Valor comú n 

6 
x'-Sx+Vx mdax>O En :r • 4: 

4' - 5(4) + 74 -64 - 20 + 3 - 47 

2 ,y + (3/.r) 
tc:id3 .t" Oy En :r • 1 y )' - 9 

~ 
1oda y ~ 1 2(1)(9) + (3/1~ 18 + 3 21 

~ - \Y& - 2 

Si ;e es una variable. entonces un monomio en x es una expresión de la fonna 
tL'f". donde a es un número real y n un entero no negativo. Un binomio es una suma 
de dos monomios y un lrinomio es una suma de tres monomios. Unpoli,,omio en 
x es una suma de cualquier nümcro de monomios en .t. Otra manera de decir esto 
es la siguiente. 

Un polinomio en x es una suma de la forma 

donde n es un entero no negatho y cada eocficicntc ''• es un número real. Si"• 1- O. 
enlonces se dice que el polinomio tiene 1:rado n. 

Cada expresión a,x' en la suma es un h~rmino del polinomio. Si un cocfic1cnte 
a¡ es cero, por lo general se elimina el 1érm1110 o,x'. El coeficienteº• de la máxima 
potencia de x se denomina coeficiente principal del polinon110. 

La 1abla siguien1c contiene ejemplos cspecificos de polinomios. 



Polinomios 

Ej<mplo Codkwat• principal G.-.do 

3.C+S.t'+(-7)x+4 3 

x' + 9r: + (-2}r 

-5.r + 1 -5 

7x + 2 

Por definición. dos polinomios son Igu a les si y sólo si tienen el mismo grado 
y los cocfic1cn1cs de polcncias de t scmcJanlcs son iguales. S1 todos los cocfi. 
cientes de un pohnonuo son cero. se le llama polinomio cuo y se denota con O. 
Sin embargo. por con\eneión. el grado del polinomio cero no es cero. sino que no 
está definido. S1 e es un mimem real difen-nte de n•ro. cnlonces e es un polino­
mio de grado O Estos polinomios (junto con el pohnomio cero) son polinomios 
constanlts. 

S1 un coeficiente de un pohnom10 es nega11\o. nonnalmcnte usarnos un signo 
menos entre 1émunos apropiados. Para eJemphficar. 

3.,' + (-5), + (-7) - 3.,' - 5, - 7 

También podemos considerar polmom1os en variables d1slmtas de r. Por ejem• 
plo, }:= - 3;~ + 8 - ..fs~ es un polinomio en;de grado 7. A menudo. los 1émunos 
de un polinomio se acomodan en orden de potencias dccrec1cntes de la \at1ablc: 
por lo lanto, escnbunos 

Podemos considerar un polinomio en x como una expresión algebraica obtemda 
al emplear un número finuo de sumas. restas y mult1phcac1oncs que conucncn x. Si 
una expresión algebraica tiene di\ 1s1oncs o roiccs con una vanablc x. entonces no 
es un polmonuo en x. 

EJEM,LOS No polinomlnos 

1 
■ ; + JT 

Dado que los polinomios rcprcscn1an números rc,1lcs, se pueden usar las pro­
p1edadt.-s descritas en la sección 1.1. En panicular. si se realizan sumas. reslas y 
muh1phcaciones con polmonuos. los resuilados pueden simplificarse usando las 
propiedades de los números reales, como se demuestra en el sigu1cn1e CJcmplo. 

Qjj'jjf•II Multiplicación de polinomios 

Calcule el producto: (,r: + 5.t - 4)(21"1 + 3x - 1) 

SOLUCIÓN Primero u1ililamos una propiedad distribuli\la, 1r.uando el polinomio 
2r1 + 3-r - 1 como un solo número real 

(.r1 + S.r - 4) 
- ( 1 1 + Sx .,, ~I 1)- 4 [2 t]t 1 
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St p1h dt J¡u tr11r ,¡11c. 1,r1/,c, 

, rF\lm Jon qut, ,l ttlt 

r,u 'n11mm trrqr la 

1in. HOII or, •111111, leJ pnnm, 

1,nu1 m, 1guah I a il"i 41W 

Luego u111izamos otr:i propiedad d1stnbut1va tres \'CCCS y se s1mphfica el resul­
lado. obteniendo 

(x? + 5., - 4)(2., ' + 3., - 1) 
- 2.,,+lc' -x= + IOx~+ isx=-s.c-8x' -12x+4 
- 2.r1 + 10.r' - Sr'+ 14c2 

- 17.c + 4. 

Obsenc que los 1rcs monomios del primer polinomio se mu\t1plicaro11 por cada 
uno de los tres monomios en el segundo pohnom10. lo cual dio un 1otal de nuc\c 
témunos. • 

Podemos considerar polinomios con más de un:1 ,ariablc. Por e1en1plo. un 
polinomio con d-0.s ,ariablcs, r y y. es una suma finita de términos. cada uno de 
la forma a.t'"',1 para un número real a y enteros m y k no nega11\ os. Un eJcmplo es 

3.1' .. \' + 2x')·1 + 7.r1 - 4()• + s_,, - 5 

Otros polinomios pueden tener tres ,variables. por CJCmplo. x, y,=· o bien. c1wlq11il'r 

número de \anables. La suma. rcs1a y mult1plicac1ón se realwm util1Lando 1~ pro­
piedades de los mime.ros reales. del nusmo modo que se hace para los pohnonuos 
en una \ :uiablc 

Los productos enumerados en la s1gu1en1e tabla ocurren con tanl3 frecuencia 
que mcn.--cen una a1cnción especial. Puede \Cfifiear la \ahdcz de cada fónnula por 
medio de una muhiplicac1ón. En los mcisos 2) y 3) usamos el signo superior en 
ambos lados o el signo inferior en ambos lados. A.si. el mc1so 2) es en realidad dos 
fóm1ulas: 

Oc la misma m.1ncra. el mc1so 3) representa dos fórmulas. 

F6nnula1 de pt"oductos 

F6rmula 

1) tr + .\)(r - _1') - t'l - _yl 

2) (t" ~ }>)! • x: ~ 2.r)· + ,.: 

Ej<mploo 

(2n + 3)(2o - 3) • (2o)' - 3' • 4<i - 9 
(2o - 3)' • (2o)' - 2(2,,)(3) + (3)' 

-w- 12a + 9 

(2n + 3)' = (2o)' + 3(2o)'(3) + 3(2o)(3)' + (3)' 
• Su' + 36.r + 5-kl + 27 

Si un polinomio es un producto de otros polmom1os. entonces cada poli• 
nonuo del producto es un factor del pohnonuo original. Factorlzar es el pro­
ceso de expresar una suma de témunos como un produc10. Por CJCmplo. como 
r - 9 • (x + 3)(x - 3). los pohnonuosx + 3 yx - 3 son facton..--sdc.T - 9. 

La foctorización es un proceso 1mportnntc en matc111311cas. ya que se puede us.:ir 
para reducir el cs1udio de una c.,prcs1ón compleja al estudio de varias expresiones 
más sencillas. Por ejemplo. las propiedades del pohnom10 r - 9 pueden deter• 
m1n:1rsc al examin:1r los fac1orcs ,- + J y x - 3. Como se "crá más adelante en 
el capitulo. otro uso 1mponan1c de la factorización es encontrar soluciones de las 
ecuaciones. 

El interés se ccn1rará pnnc1palmcn1e en los factores no trh·iales de los poh• 
nomíos. es decir. los fac1orcs que con1iencn polinomios de i,omdo posih\·0. Sin 
embargo. s1 los coeficientes cs1án rcsuinguios a números enreros. cn1onct.-s se cli• 
nuna un fac1or comün entero de cada término del pohnom,o. Por CJcmplo. 

4.1"1)' + 8;' • 4(., 1i• + 2;1) 



Un pohnonuo con coefic1cn1cs en algún conJunto S de nümcros es primo. o 
irreducible sobre S, si no puede escnb,rse como un producto de dos polmonuos de 
grado positi,o con coeficie ntes en S. Un polinomio puede ser 1m.--duc1blc sobre un 
eonjun10 S pero no sobre 01ro. Por ejemplo. x2 - 2 es irreducible sobre los númc• 
ros racionales. ya que no puede expresarse como un producto de dos pohnonuos 
de grado positl\O que tengan coeficientes mclont,l~.s. Sm embargo. r - 2 no es 
1m...--duc1ble sobre los números reales, ya que podemos escribir 

Del nusmo modo. r + 1 es 1rreduc1blc sobre los números reales. pero como vcrc• 
mos en la sección 1.5, no sobre los mi.meros compleJOS. 

Cada polinomio ax + b de grado I es irreducible. Si a y b no tienen máximo 
comün d1v1sor (MCD) 

Ames de facton:zar un polinomio. se debe esp...--cificar el sistema numérico (o 
conJunto) a parttrdel cual se eligen los coeficientes de los factores. E.n este capitulo 
usafl!mos la regla de que si ,m polmomio llene coejic,enres entero.,. entonces los 
foctorrs deben :!,.er ¡10/i,wmios co,, CTH!jicientes enteros. Fac torlzar un polmom10 
significa expresarlo como un producto de polinomios 11Tcduc1bles. 

El mi.limo íactor común (m íe) de una expresión es el producto de los factore5. 
que aparecen en cada témuno. con cada uno de estos factores clc\'ado al mínimo 
exponc-n1e no nulo que aparece en cualquier témuno Al fac1orizar polinomios. es 
recomendable foctorizar primero el mfc, como se muestra en las dos últimas partes 
de los s iguientes CJcmplos. En las dos primeras panes se factorizan los tnnom1os 
por el m ftodo de p ru eba )' error . 

EJEMPLOS Polinomios factorlzados 

• r? + x - 6 = (x + 3)(x - 2) 

■ 6.r - 7, - 3 • (Z.. - 3X3• + l ) 
■ l 2.r1 - 36.r!,, + 27,n,: - 3x(4,r1 - 12.n· + 9y1) 

• 3.,12x - 3_,,)(lx - 3y) • 1,;2., - )y): 

■ 4,¡Á_\' - I J ( 1).: + fo:_l'l - X:_,•(41l - 11.1)' + Ó_l.Z) 

• \ :\\4 \" - )J)(X - 2y) 

Por lo general es dificil fac1orizar polinonuos de grado mayor que 2. En los 
casos simples. las fómmla1o de factortzación S1guien1cs pueden rcsuhar ü11lcs, Se 
puede demostrar que los rac1ores r + A:'' + ,.: y .-el - n · + 1.: en la resta y suma de 
dos cubos. rcspcct, ... amcntc, son irreducibles sobre los números reales. 

fórmulas de f,1ctorlz.aclón 

F6rmula 

1) D1ícrc:nc1a de dos cuadrados: 
r!-J-1 - (_r+J•)(.t-l) 

2) D1ícrcnc1adc<bc-ubos: 
"1 - ,.1 • (r - y)(..-: + '"' + ,-:) 

3} Suma de dos cubos: 
,·' + ,., - (t + _,·)(rz - X\'+ ,·!) 

Ej,mplos 

.,,, - 16 • (3a)' - (4)' • (3a + 4)(30 - 4) 

&,' - 27 - (2")' - (3)1 

• (Z,, - 3){(2u)' + (2o)()) + (J)'] 
• (Z,, - 3)(40' + 6u + 9) 

u' + 641,' ,. u' + (4b)' 
• (u + 4b){o' - o(4b) + (4b)'] 
• (a + 4b)(t1: - 4<1b + 16b-) 
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COfflfl'oNd6n 
HI l'ffUlt:ado de una 
ftctori.tKi6n 

El resultado de una füc1ori1.ación se puede comprobar al muluplicar la respuesta propuesta 
y compararla con la expresión onguwl. Aqui se sus111uu'án los ,·alorcs de las ,-ariablcs y se 
c,aluarán la c~prcs16n original y la r~puesta propucMa.-. 

•~~CD~O 
l(STOoJ l'g)(D(ENTER) 

IAU'HAI 0 1 UATH I CD GJ " 
~ CIJ l.íi&í!) CD ( EHTER 1 
CD !DlCDGJ •lnlCil ill 
CD~@@ C:J •~m 
~CDGJ 
,. ~ oo CZJ m 1'"""1 

-+:-+ 
7 

>+648) 

(A+4B><A•-4~lt 
') 

22e16 

No cliJa "ªlores como O. 1 o 2 para A y B, ya que es demasiado fácil obtener el mismo valor 
para la e.icprcsión ongmal y la respuesta propuestas Por ejemplo, si sus1ituimos I por A y 
O por B y factoril.IDllOS Al + 6481 mcorrectamcntc como (A + 4B)(A~ + 168?), ambas 
expresiones serian 1guak-s a I y se cometería una equnocaci6n al pensar que A1 + 6481 se 
factorizó correctamente, 

S1 una suma con11cnc cuatro o más 1émunos, es posible agrupar de manera adc• 
cuada los ténmnos y luego encontrar una factorizac1ón usando las propiedades d1s• 
1ribu1i,as. Es1a técnica, llamada factorlzac-lón por agrupación, se ilus1ro en el 
sigu1cn1c CJCmplo. 

UiiLLIEII Factorltadón por agrupación 

Fac1oncc: 
a) 41,c + 2bc - 2.ad - /xi 

e) x: - 16yl + IOx + 25 

b) 3x1 +2xl- 12x - 8 

SOLUCIÓN 
a) Agrupamos los pnmcros dos y los úl1imos dos ténninos. y luego procedemos 
como sigue: 

4c,c + 2bc - 'lt1d - bd = (4',c + 2bc} - (2.tul + bd) . .. cada grupo lienc míe 

• 2ci - d 1. 

En esta clapa no se ha factonlado la eApres1ón dada. porque el lado derecho ucne 
la fom1a 

2d - ,/Jc eonk= 

No obstan1e. si foctonz.amos k. entonces 

2ck- dk • (2c - d)k • (2c-d) ', b). 

Por lo 1an10. 

4',c + 2bc - 2tul - bd • 2ci - d 1+hl 

Obscnc que si 2d - ,lk se factoriza como k(k - d). entonces la úl!ima cxprc)tón 
es (2" + h)(_2c - d). 



b) Agrupamos los pnmeros dos y los Ultimos dos tém1inos. y luego procedemos 
como sigue: 

3.t1 + 2t! - J2( - 8 • (J.t1 + 2xl) - (12t + 8) 

• , '(3, + 2) - 4(3, + 2) 

• (., ' - 4)(3x + 2) 

Por Ullimo. usando la fórmula de la diferencia de dos cuadrados para x1 - 4, obte­
nemos la fac1orilaeión: 

3.,• + 2.r' - 12.r - 8 • (r + 2)(x - 2)(3x + 2) 

e) Primero reacomodamos y agrupamos los 1énnmos. y luego aplicamos la fóm1ula 
de la d1fcrcnc1a de dos cuadrados como sigue: 

r : - l6y2 + 10.r + 25 • tt2 + 10.r + 25) - l6y: 

• (x + 5}' - (4,)' 

• [(, + 5) + 4,Jl, + 5) - 4y] 

• (x + 4r + S)(A - 4_,, + 5) 

Una opresión fraccionaria es un cocicn1c de dos expresiones algebraicas. 
Como caso especial. una u1iresión racional es un cociente plq de dos polmomios 
p y q. Como la di,'isión en1rc cero nocs1á pcnrut1da. el dom mio dep,q cs1á fonnado 
por iodos los nllmcros reales, cxcep10 aquellos que hagan que el denominador sea 
cero. En la s1gu1cntc 1abl3 se propomonan dos cJemplos. 

Expresiones rKion11lu 

fü·! - 5.t+4 

~ 
.r' -h:J, +4,.J 

_v - .x' 

El cletlOIIUnador 
" «ro~ Dotnillio 

Toda l "' : J 

Toda x y , tales que _y " .r ' 

En la mayor panc del libro se u11li.tan expresiones racionales en las que 1an10 el 
numerador como el denominador son polinomios con sólo una , ariable. 

Como tu variables de una expresión racional represcn1an nllmeros realcs. pO(le­
mos usar las propiedades de los coc1cn1es de la sección 1.1. rccmpla.t:mdo las letras 
u. b. e y d con pohnom1os. La s1gu1cntc propiedad es de panicular 11nportanc1a. 
donde IKN O, 

atl a ti a a 
- - --- - - · 1 - -bd b d b b 

A ,cces este proceso de simplificación se describe al decir que un/actor com1í11 
difcre11t<' de C'ero en el m,mera<lor y ef ,l,mommador de 1m cot:tenfe se puede 
ca11ce/ar. 

Una expresión racional se simplifica O se n..-duce o s11 mimnw e.rpreslón. SI el 
numerador y el denominador no 11encn como fac1orcs comunes polmom,alcs de 
grado pos11i,o y no hay foc1orcs comunes enteros mayores que 1. Para s1mphficar 
una expn.--sión racional. el numerador y el denominador se fac1om:an en fac1orcs 
primos y luego. supomcndo que los fac1ores del de.nominador son diferentes de 
cero. los fac1ores comunes se cancelan. como se aprecia en el siguiente eJcmplo. 
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Cómo determlNr 
., ffKffl 

Sum.arlasfracdonf'S 

IJ1™1S&i Productos y cocientes de expresiones racionales 

Efec1Ue la operación que se indica y simplifique: 

SOLUCIÓN 

b) ~ + ....':...::.2-. 
2.t-3 2r-1t 

x'- 6.<+9 2x - 2 t,'-6.,+9)(2x -2) 
•l ~ · x - 3 • (x' - IK< - 3) 

t, - 3'f · 2(.t--1J 
(., + 1 )(x--1)(,.-'.l) 

2(, - 3) 
.. -;-:.:--¡-

.r + 2 + .t: - 4 _ ~ . 2x= - 3x 
b) 2., - 3 2., 1 - 3x 2' - 3 .t2 - 4 

(.,..-t-1).,(2.,--3) 

~~•- 2) 

"11'1/JlfflM 

lllhnocn ~ 

11.: 'lL.ffl ~ 
x,hnonuos 

Para sumar o restar dos expresiones rac1on3les. por lo general encontramos un 
denommadorromlÍ11 y usamos las s1gmcnlcs propiedades de los eoc,entes· 

" e "+ e - + - - --
d d d 

" <' " - e -;¡--;¡ • - d-

S1 los denommadorcs de las expresiones no son iguales. se puede obtener un deno­
minador común al muluphcar el numerador y el denominador de cada fracción por 
una c.,:presión apropiada. Por lo general se empica el mlnittw común múlliplo 
(mcm) de los dos cocicn1cs rara dc1cmunar el mcm. factorizamos ca,L1 denomi• 
ll3Clor en pnmos y luego fomiamos el producto de los d1 fcrcntes foctores pnmos. 
usando e l máximo cxponen1c que aparezca con cada füctor pnmo. 

Las calculadoras graficadoras pueden dctemunar el mimmo común mllluplo (mcm) de dos 
números, asf como sumas exactas de fracciones. Estas caracteris11cas se ilustran con los 
números 7/24 y S 18 

(MAIII J(B(D24 GJ 18 O](ENTER) 

7 8 24 8 5 8 18 ( MA11t )(D(EHIER) 

72 
-'24+~18►Frac 

41172 



AJus:ta, una Libia 

Üll'Qi•l i Simplificación de sumas y diferencias de expresiones racionales 

Efectúe las op.--raciOn\.--s y simplifique: 

6 5 2 ---+----
.t(3x - 2) 3x - 2 r: 

SOLUCION Los denominadores ya están en forma factonzada. 1:.1 mcm es 
r(J.r - 2). Para obtener !res cocicn1cs que tienen el denominador .rcJx - 2). 
muh,phcamos por x el numerador y el denominador del primer cociente, los del 
segundo cociente por r y los del tercero por 3x - 2, lo cual nos da 

6 5 2 6 X 5 t! 2 Jx - 2 ---+---- - --- ·-+--·---·--
.,(3.t - 2) 3x - 2 ,iZ x(3x - 2) ;e 3x - 2 X: X : Jx - 2 

6.t' 5x! 2(1.r - 2) 
= ,1(3., - 2) + ,'(Jx - 2) - x1(3, - 2) 

6.t' + s,1 - 2(3., - 2) 
.,'(3, - 2) 

Sx' + 4 

• x1(l, -2) 

Se re, asará la s1mphficación del CJcmplo 4 al crear y comparar tablas de valores para la 
expresión original y la ex.presión final Esta.$ e.,prcsiones se as,gnan\n a Y1 y Y

1 
(m.is ade­

lante llamadasf,mcion~.r) y se comparar..\n sus valores para x - 1. 2. 3 .. 

C8 • GJ CD (My) CD 
3(MwGJ20JCDGJ 
sGJCD3@:iiJQ20JG 
2GJw&a)0(ENTER) 
CD s (My)@ GJ • CD GJ 
CDww0CD 
3~Q2(D(D(ENTER) 

--1(y)1(ENTER) 

-La tabla apoya la sunphficac1ón. 

Pl+U Pl+t2 ,-l+O 

,yc~:~~:~~xf>>• 
,y!!~r2♦4)✓(Xl ( 
,Y,= ,y,.. 
,Ys• 
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Una fracción complej a es un cocienle en el que el numcrodor o el denominadores 
una expresión fraccionaria Cienos problemas en cálculo requieren la simplifica­
ción de fracciones complejas del tipo dado en el s1gu1ente ejemplo. 

IJWtiiiD Slmplifkaclón de una fracción compleja 

S1mphfique la ímcc1ón compleja: 

x+3 "+3 

SOlUCION Cambiamos el numerador de la expresión dada en un solo cociente y 
luego usamos una propiedad p3ro s1mphficar los cocientes: 

__ _ __ 2(a + 3) - 2(, + 3) 

e + 3 " + 3 (x + 3)(t1 + 3) 
t-{I t-(I 

2ll - 2.1 1 
(.e+ J)(ll + 3) • ;-=-;; 

2(a - .,) 
t, + 3)(• + 3)(., - •) 

hf .unm. pnll'icla.: Je lm -x 

Otro método es multiplicar el numerador y el denonunador de la expresión <bda 
por (x + 3)(a + 3). el mcm del numerador y del dcnonunador. y luego simphficar 
el resultado. • 

Algunos cocien1es que no son expresiones racionales comienen dcnominadon.--s 
de la fonna a + {h o ,.fa + .fi,; como en el siguienle ejemplo, estos cocientes se 
pueden s1me_hfiear al multiplicar el numerador y el dcnonunador por el conjug.ado 
a - .Jb o'º - ,[[,, rcspcct1\lamcnte. Desde luego. si aparece a - ./h. cn1onccs se 
mult1plica por a + .fb. 

En el CJemplo 4 de la sección 1.2 se racionali.taron los denominadores. En 
cálculo. a veces es necesario rncionalitar el mmu:mdor de un cociente. como se 
muestra en el s1gu1cn1e CJemplo; 

011 '1)1•0 Racionalización de un denominador 

S1 h,;:. O. rn.c1onailznmos el numerador de 

Vr+h- ..,¡; 

SOLUCION 

-../,+¡, - ..¡; v,+h - Vr ✓,-:¡:-¡; + v. luplk. n ,. e n nxr Jo, y d nnrm1 ),. 
11.'lln 

V<+h + ..¡; 
- ( V<+h)' - ( \/;)' 

h(V<+h + v.) 

v, \ 



(r + h) - ' 

• N(~+ Vx) 
1 

- ✓,"""+i; + ✓, 

nnphr 

Puede parecer que se ha logrado muy poco. )3 que hay radicales en el deno­
minador. Sm embargo. en cálculo es de interés dctenmnar lo que es cieno si /, es 
muy ccrcaná a cero. Tenga en cucn1a que si usamos la expresión dado ob1cncmos 
lo siguiente; 

Si h - O. entonces 
-.,1,+i, - v'r 

una cxpn..-sión sm scn11do. Sin embargo. s1 utilizamos la forma ro<:lonoli=tHlll, obte­
nemos la siguiente información· 

S1 h • O. entonces 
v'<+h - v'r 1 

- ✓,"""+i; + ✓x 
1 1 

- ¼+Vx - Wx 

Los problemas del tipo que se muestra en el s1gu1cnti! CJCmplo 1amb1én se pt"C­
Sctllan en el c.álculo. 

11■1 •tat•IM Simplificación de: una exprHión fraccionaria 

S,mphfiquc: 

1,'(2,, + 5)'' - ,.-'gj(2x + 5)-' 1(2) 
[(2., + 5)")' 

SOLUCIÓN Una fonna de simplificar la expresión es como sigue: 

3x'(2x + 5)'' - , •(:}(2.r + 5)-• '(2) 
((2,, + 5)' '}' 

1, :(2.r + 5)1 ! - __ ,_' -
(2., + 5)''' 

2.t + 5 
3x:(2.,· + 5) - t 1 

(2., + 5)" 

2:c + 5 

Ó.1'J + 15.l l - f l 1 

(2.r + 5)1
' • 2x + 5 

5.t 1 + IS_, : 
• (2x + 5)" 

5., '(r + 3) 
• (2.r + 5)" 

"1.'ltnbin ,.. k~ lénnint" ('11 1 Jn'IC'OO• 

pC1fiomcl!\ 
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lliil Ejercicios 

Una s1mphficación alterna es eliminar la po1cnc:1a negativa. -~. en la expresión 
dada. como sigue: • 

3.t:(2.r + 5)1 ! - .x'(~)(2.r + S)-1 :(2). (2.t + 5)11 lupJ,.. numcr.ldor 
[(2x + 5)1 :p (2.r + 5)1 : nomtn:klt ... + "ii) 

3.t:(2x + 5) - x' 
(2., + 5)(2., + 5)''' 

El resto de la s1mphficac:16n es smular 
Un 1crccr método de sunphficac16n es factorizar pnmcro el mixuno faclor 

comlm. En es1c caso. los factores comunes son x y (2x + 5). y los exponentes mmí­
mos son 2 y-~. rcspec1ivamcn1c. Entonces. el máximo foc1or común es .r(l.r + 
S) 1 

:. fac1oriza1llOS el numerador y simphficamos como sigue: 

,'(2x + 5)-' '[3(2.1 + 5)' - r] .r'(5x + 15) 5x'(., + 3) 
(2.r + 5)1 - (2.r + sr~ - (2.r + 5)1.: 

Uno de los problemas en cálculo es dctcmunar los valores dexquc hacen que el 
numerador sea igual a cero. La fom\a s,mphficada ayuda a responder con rcla11va 
facihdad cs1a pregunta: los \ a lores son O y - 3. 

Ejtr. l-12: Expttw romo un polinomio. 

1 (2u + J)(u - -1) + 4u(u - 2) 26 5x1 + IO.r! - 20x - 40 

2 (3u - l)(u + 2) + 7u(u + 1) 

3 8.r!J' - fu'\ 
2.r!.\ 

5 (2..- + 7_\')(2.r - 7_\·) 

7 (3r + 2,.Y 

• ( V, + \/;)( V, - \/;) 

10 ( ½ + \/;)'( ½ - \/;)' 

4 
6.t~\-=• - n,l: 

n:: 

6 (Sr + 3J)(S..· - 3J) 

8 {5.r - -1,.Y 

11 (r - 2_,)1 12 (r + 3.v)' 

Ejtr. U-JO: hc:toM d polinomio. 

13 8.rz - 17x - 21 14 1,: + lfü - 8 

15 r 1 + 4r + 5 

17 36.r!-60x+25 

l9 x' - 4_r: 20 ..1.
1 

- 16.r 

22 ... - 27_,.J 

23 3-Ur' + ., 24 x 1 +64 

21 .r• - 16 

30 .r - -l\'1 - 6.r + 9 

Eju. Jl-60: Simplifique la npresión. 
,.: - 25 12 + r - ,: 

11 
-~' - 125 

12 
r 1 + 3r2 

33 
~ 9,' - 6.r' + 4.r: 

3_..: - 5., + 2 27r' + 8.t 

5'r+ 12o+4 25'r+20a+J 
14 ~ ... ,r _ 2u 

35 
Js: 1 - (Js ~ 1)2 

4 ' 36 --+--
(5.t-2)l 5s-2 

37 3..+~-~ 
r -': , , 

5 2x - l ,·+7 
31 -:;--,,-+-.,,-

39 
t ~ 2 + t ~ 2 - ,/~ 4 

40 __!_+~-__!!_ 
t+3 ,-3 ,·-9 



4, 8 2 
41 -- +--+ -

3., - 4 3,t1 - 4x , 

12..- J 5 
42 -----+-

lx+ I 2t1 +X l 

2x 8 J 
43 ----+­

x+? x:+2, A 

5, 6 2 
44 -----+-

h+J 2.,: +3.1 l 

4S 3+!+~ 
u Ju+ 1 

2 )u 
46 6+----

" u+ 5 

7 
lr+I fu 3 

4 r+4x+4-..-:_4+,-2 

4t 4.r+l2 Sx 1 
x 1 +6.f+9+~+;-=-j 

b u 
u b ••-­
' 1 -;;-b 
,.-• + r-• 

Sl 7ñr' 

X J 
so vi-~ 

1 1 
~ - :;: 

S2 ::: : ::: 

2 4 

S4 ; 2 .. 8+1 

-;-- + 2~ + 1 

SS (,, + h): - 3(, + h} - (r: - .lr) 

b 

tr + h)' + S(x + h} - {,' + S.x) 
S6 • 

' ' -----
S7 x-l a-1 

x - a 
58 ----

1 1 
-;-¡,;--; 

60 --.-

Ejr-r. 61--6-i: Racion.alitt r-1 denominador. 

61 V,+ S 62 J6.f ! - ,v1 
V,-5 2Vx- .,¡; 

Ejer. 65-68: Racionalkt' el numendor. 

6S ":r=t 
66 v.+v, 

1r-<' 

67 ~ - V2x+! 

68 v.i-yi;¡-¡; 
hVf v'r+"ir 

Ejer . 69-72: E,:pr~romo una suma dr-1im1in05 
de la forma ar, donde r H un núnttro racional. 

)1': - r + 7 'f: + 4 t - 6 
69 --,--. ,- 70 ~ 

71 t<'+2Y ,, (v.- 3r n ,, 

Ejer. 7.l-76: Exprese romo un ~nte. 

Ejr-r, n-90: Simplifiqur- la ,xpl'tiión. 

n (2.r - 3t + 1)(4)(3, + 2)'(3) + (3, + 2)•(4, - 3) 

71 (fu - 5)'(2){.r! + 4)(2.t) + (x: + 4)?(J)(fu - 5)7(6) 

13 
(6.1 + 1)'(27t! + 2) - (9r' + 2r)(3)(6.r + lf(6) 

(6., + I)" 

14 cr - n•c2.r> - ,:c4x--: - 1>'c2"> 
(r - 11 

as c.-1 + 2)'(2,) - .rp)(r + 2rc2r) 
((<' + ?)'f 
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go 

{lr + 2)' 1(~)(2r + J)-l'(2) - (2r + 3)1 :(½~lr + 2)- ' 1(3) 
[(lr + 2)11y 

[jc-r. 91-92: Eulúul pardtnprHlonH pan r = l. 2.3. 4 y!li 
para tlabor■r una rabia dt ,·alo rn . Comt nlt ,;1 las dos t iprc-­
JiOnH podrlan str o no igualts. 

113.t' + 28fu1 - 15(h 3..t 4r1 

9, -~-~--- --+--
22,• + 11x1 - 100.r - 35()° 2r + 7 l. lr1 - 5 

2fu? + 41x + 31 
92 lfü' + IQrl • 

[jer. 93-94: Los anll¡;uos ¡;rtf'gos diero n prutbH gN>mftri• 
cn dt las íórmulai dt íaclorizaclón pan la dlferncla dt dos 
cuadrados} la diftrtncla dC' dos cubos. Eslabluca la fór mula 
para r l CHO Hpttial d tscrilo. 

93 Encuentre Lu áreas de las regiones I y 11 de la fi¡ura. a fin de 
establecer la fórmula de la d1fercnc,a de dos ct.13drndos para 
el caso especial " > _., 

fJfRCICIO 93 

EJ~~l"I 
1 ,. 1 -

94 Oc1mmnc los \"Olúmcncs de las caJas l. 11 y III de la figura 
para establecer la fórmula de la diferencia de dos cubos para 
el eMO espccu.l f >) 

fJfRCICIO !M 

95 Requ~rimientos ulóricos Él rcqucnmicn10 b!s1co de ener­
gía para una persona 1nd1ca el numero mln1mo de ealori.u 
necesarias para mantener procesos vitales esenciales como la 
c1rculación, la regulación de la tcmpcntura corporal y la rcs­
puxión S1 se propomona el sexo, peso - (en tiioa,amos). 
la estahara h (en ccntunctros) y la edad y (en dos) de una 
pcn.ona, se puede estimar el rcqucnm1ento básico de cncrgla 
en calorfas uundo In fórmulas s1¡u1cntcs. donde C. y c. 
son las calorías nc«sanas para mUJCrtS y hombres. rcspc<:ti­
vamcntc 

C.• 66.5 + 13.8~ + 5h - 6.8,• 
c. • 655 + 9.6- + 1.9h - 4.7.,· 

a) Octcnninc los rcqucnm1cnlos básicos de cncrgia pri• 
mero para una mup de 25 al\os que pesa 59 kilogramos 
y llene una estatura de 163 ccnlÍn\Cll'OS y luego para 
un hombre de 55 ~ que pcs:1 75 kilogn.mos y mide 
178 ccndmctros 

b) Explique por qué. en ambas íónnulu, el codiclCnlc 
parar es ncgal1\.o pero los otros cocfiClcn1cs son pos1ti• 
, ... 



Ecuaciones 

1.4 Ecuac:lont'S 41 

Una ecuación (o Igualdad) es un enunciado que expresa que dos cantidades o 
expresiones son iguales. Las ecuaciones se utilizan en todos los campos que 
emplean n\Jmeros reales. La siguiente tabla se aplica a una ,·ariablex, pero se puede 
considerar cualquier otra. Las abrevimuras LI y LO en el segundo ejemplo indican 
los lados izquierdo y derecho de la ecuación. respcc1ivamen1c. 

1'trmtnoloila Ot flnldón EJtmplM 

El'uatlón en.r Enunciado de iguald3d que contiene r - 5 = 4.r 
un:i ,·anablc,, 

Solución o nf;i de una 
ecuación en r 

Nún~ro b que da un cnunc1:ldo 
,cnbdero al sus111u1rlo por x 

5 C.$ una soluctón de .r - 5 = 4x. 
porque la sus111uctón nos da 

Un número b u tbfu r una bes una solución de la ecuación 
ecuación en r 

LI! 5! - 5 = 25 5 = 20y 
LD; 4 •5=20. 
y 20 = 20 es un enunciado ,erd3dcro. 

5 sallsfacc a~ 5 = 4r 

EcuacionH rquinltnfH Ecuxtonc, que llenen nactamcnte lr + 1 = 7 
lu nusmas soluc,oocs l, = 7 - 1 

2r = 6 
,=3 

Resohu una ecuación en , Encontrar todH las soluciones de la l>at:I resolver (.r + J)(x - S) = O, 
ecuación se iguala cada fac1or a O· 

x+l=O . .r - 5=0. 
obcemcndo las i0hx-K>nes - 3 y 5. 

Una ecuación algebraica en .r contiene sólo expresiones algebraicas como 
polinomios. expresiones racionales. radicales y otros. Una ecuación de este tipo se 
denomina t tuación condicional si hay nllmcros en los dominios de las expresiones 
que no son soluciones. Por cJemplo. la ecuación .r • 9 es condicional porque el 
nümero x - 4 (y otros) no es una solución. S1 tollos los números en el dominio de 
las expresiones en una ecuación algebraica son una solución. a la ecuación se le 
llama ldt nlldad. 

Supondremos que se 1,enc alguna experiencia en la bilsqucda de soluciones de 
ecuaciones con una vanablc. Para resolver una « uaclón linea l UT. + b - O. donde 
"y b son números reales y a .,. O. restamos b de ambos lados y dividimos entre" 
como sigue: 

b 
llX + b • O. ll.1' = -b, X a -­

U 

De esta manero. la ecuación hncal ax + b - O llene exac1amcntc una solución. 
-bla. 

En los siguientes eJemplos, las frases en color naranja indican cómo se obtu\'o 
una ecuación equivalente a panir la ccunción :interior. Para aconar es1as frases se 
usó. al igual que en el ejemplo 1. "dividir entre 2'" en ,·cz de la expresión más pre­
cisa, pero larga, dfl'ldir ambru ltulo.t e11l rt.' l. 

Si un.a ecuación contiene expresiones racionales. a menudo eliminamos los 
dcnominadon.'S mull1plicando ambos lados por el mcm de estas expresiones. Si 
muhiplicamos ambos lados por una expresión que es igual a cero para nlglln Y.llor 
de x. cn1onces la ecuación rcsultan1c puede no ser equivalcn1e a la ecuación origi­
nal. como se ilustro en el siguiente CJemplo 
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CE} 

Uii'l:Jl•II Una ecuación sin soluciones 

Rcsucl..,a la ecuación ~ • 1 + - 6
-

, - 2 1" - 2 

SOLUCIÓN 

3x 6 
-- - 1+-­
., - 2 ., - 2 

1' • (, - 2) + 6 

J.p=x+4 

2x • 4 

1"= 2 

umpl '-"""' 

11mphfi 

r-nt;mw;a.-. 

Q¡\kfiR tR' 

Corno la división entre O no está permitida. x - 2 no es una solución. Por cons1-
gu1cntc. lo ec:uac,ó" tlt,cla no llé"e soluc,om:J • 

Las fórmulas que con1tencn vanas vanablcs se u1ilizan en muchas aphcac1ones 
matemáticas. A veces es ncces.ano despejar una \anable especifica en función de 
las vana.bles restantes que apan.--ecn en la fórmula, como lo 1lus1ran los dos CJCm­
plos sigmemcs 

D™ Resistores conectados en paralelo 

En la 1eoria eléctrica. la fórmula 

se utiliza para calcular la rcs1stcnc1a lotal R cuando dos rcs1s1orcs R
1 
y R: se conec.­

lan en paralelo. como se muestra en la figura 1. Despeje R
1
• 

SOLUCIÓN Primero mulophcamos ambos lados de la ecuación dada por el mcm de las 
1rcs írac:ciooes y luego dcspcJamos. como sigue 

1 1 1 - - -+-
R R , R1 

1 1 1 R · RR1R1 • ;¡; · RR1R! + "ii; · RR1H.2 

R1R: • RR~ + RH.1 

R1Rl - RR, • RR2 

11,(R, - R) • RR, 
R/1, 

R, = R: -·R 

,pi Ye m.:mHRR 

1 ' 

ili\ idun,,111 t'nti H ll 
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Otro método de solución es pmnero despejar la fórmula I/R
1
, combuur las frac­

ciones I IR y - IIR •• y luego aphcar la propiedad que esiablcce que si dos nllmeros 
diferentes de cero SOO iguales. entonces también lo son sus recíprocos. Obu:ncmos 
el mismo resultado. 

Las ecuaciones suelen usarse par.l resoh,er prob/1m1ru práetiros, es decir. pro-­
blemas que mclu)cn aplicaciones de ma1emá11cas en ocros campo:, de act1v1d:ld. 
Debido a la 1lim1tada vanedad de problemas prácticos, es dificil establecer reglas 
específicas para encontrar soluciones. Los s1gu1en1cs lmcarmcn1os pueden ser ú11-
lcs. siempre y cuando el problema se pueda fomml:ir en térmmos de UruJ. ecuación 
con una vanable. Cuando lea la solución del CJemplo 3, 1dcn11fiquc los pasos espe­
cíficos uuhzados 

1 S1 el problema se expresa por esenio, léalo delemdamcntc varias .,eces y piense 
en los datos que se proporcionan junto con la cantidad desconocida que se debe 
detcrnunar. 

2 Introduzca una letra para dcnolar la can11dad desconocida. Es1c es uno de los 
pasos más 1mponan1cs de la solución. Las frases que comengan palabras como 
qué. colrnlor. c11á1110. o qué dist,mc,a o c·uOndo deben ponerle en alerta acerca de 
la e.anudad desconocida. 

3 S1 es apropiado. elabore un dibujo y agregue rótulos. 

4 Elabore una lista de los da1os conocidos, Junio con cualesquiera relaciones que 
conlengan la cantidad desconocida. Una relación pu(.-de describirse mediante una 
ecuación en la que los enunciados por esenio. en lugar de lenas o números. apa­
rl..--cen en uno o ambos lados del signo igual. 

S Después de analilar la lisUl del punto 4. formule una ecuación que descnbá con 
precisión lo que se expresa con palabras. 

6 Resuelva la ccU3Ción formulada en el punto 5. 

7 Compruebe las soluciones obtenidos en el punto 6 repasando el crmn<:1ado on• 
gmal del problema. Verifique que la solución sea coherente con las cond1c1oncs 
expresadas. 

Los OOncos y otras ins11tuc1ones financieras pagan mlercscs sobre las mH-rsio­
m.-s. Por lo general. este mtcrés es compue~ro (como se describe en la sección 4.2). 
pero s1 el dinero se anvicnc o presta durante un periodo brc, c. puede pagarse un 
mlerh simple usando la sigu1cn1e fónnula. 

S1 una suma de dinero C (<'apital inidal) se tn\ ,ene a una tasa de interés simple i 
(expresada como dccmuil). entonces el inlrrés simple / al final de, aJ\os es 

1- c,, 
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IJ.tmaDI Inversión de dinero en dos acciones 

Una empresa de imersioncs tiene SI00.000 de un cliente para im-en.ir y decide 
h~erlo en dos acciones, A y B. La msa de m1crés anual esperada o 1111crés simple 

para la acción A es IS'•· pero supone un riesgo y el chen1e oo desea imcmr más 
de SS0.000 en ella. Se ant1c1pa que la tasa de interés anual para 13 acción 8 más 
csw.blc es 10',. Dctemunc si hay una manero de tn\ertir el dinero. de modo que el 
mtcrés anual sea 

, )$12.000 b)$ 1J.000 

SOlUCION La tasa de uuerés anual esti dada por/ - Ci. que proviene de la 
fóm1ula del 1111crés simple / - Ci1 con , - 1. Si con r se denota la can11dad 
in"er11da en la acción A. entonces 100.000 - x se 1mer11rá en la acción B. Es10 
lle\ a a las s1gu1en1es igualdades: 

x - cantidad invertida en la acción A al IS' • 

100.000 - x - eanudad mvcnida en la acción B al 1~-, 

0.15x - mtcrésanualdclaacciónA 

O. 10(100.000 - .r) - interés am13J de la acción B 

Al sumar el interés de ambas acciones. obtcnc1nos 

mu.-rés anual total - O l 5x + O 10(100,000 - x) 

Al simplificar el lado derecho. tenemos 

inierés anual 1013I - 10,000 + 0.05x. 

a) El m1erés anual total es SI 2.000 si 

10.000 + O.OSx • 12.000 de • 

0 .05.r "" 200() llk O "'.)(WJ 

2000 
' - o.os - 40.000, 

Entonces, S40.000 deben lll\'ert1rsc en la acción A y los $60.000 rcsun1es en la 
acción B. Como la cantidad m\-crt1da en la acción A no es mayor de $50.000. esta 
manera de in\enir el dmero satisface el n.-quenmiento del ehcme. 

✓ ComprobKl6n Si $40.000 se mv1enen en la acción A y $60.000 en la acción B. 
cn1onces el m1crés anual total es 

40.000(0.15) + 60,000(0, 10) - 6000 + 6000 - 12,000, 

b) El mtcrés anual total es SIJ.000 s1 

10.000 + o.os., - 13.000 ,. 

0.0Sr = 3000 1:1o oJUI 

3000 
' • o.os • 60,000, 

Así. $60.000 deben m\;ert1rsc en la acción A y los restantes $40,000 en la acción 
B. Este plan no s:uisface e l requennuen10 del cliente de que no se ín, ienan más de 
SS0,000 en la acción A. En consecuencia. la emp~ no puede 1mert1r el dmcro del 
cliente en las acciones A y B de modo que el in1crés total anual sea SI 3.000. • 
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IJii:JJJ=D Construcción de una tolva de elevador de granos 

Se constnurá una 1olva de elevador de granos. como se md1ca en la figura 2. con un 
cilindro circular recio de 2 pies de radio y altura h pies sobre un cono circular recto 
cuya ahura es la milad de la del c1lmdro. ¿Qué ,,aJor de h hará que el volumen lolal 
V de la tolva sea de 500 ft1? 

SOLUCIÓN S1 va1 ... Y V_ denotan los volllmencs(en ft>) y hataa yh_ denotan 
las alturas (en pies) del c ilindro y cono. rcspect1\-amen1e, en1onces. usando las fór• 
mulas para volumen. oblcncmos lo siguiente: 

V,-• 'ffr1h..- • ,r(2)1h • 4-rrlt 

V-= \.,-'h.-= \.-(2)'(lh) = j,,¡, 

Como el ,olumen 1otal l'de la tolva tendrá 500 ft1• debemos 1ener 

4m, + f-m, - 500 
12-rri', + 2ffl1 - 150() nJU 1plK:&r110S ;,or 3 

14-rrl, = 1500 

1500 
h u - - 34.1 ft. J1n.M.c r .i.-

14 w 

Una ecuación cuadr,1ka enxcs una ccuac16n que se puede escribir en la forma 
a.r+ bx + e - O.dondca t O. 

Para que se puedan resol\cr muchos upos de ecuaciones. usaremos el siguiemc 
teorema. 

S1 p y q son expresiones algebraicas. entonces 

¡x¡ - Osi ysólosip - Ooq - o 

El teorema del factor cero se puede extender a cualquier nUmero de expresiones 
algebraicas. es decir. 

¡x¡r - Osiysólosip - O.q - Oor - o. 
y así sucesl\'amenle. Deducunos que s1 ar+ b:r + e podemos escnb1r como un 
producto de dos polinomios de primer grado. entonces podemos hallar soluciones 
al igu.1lar a O cada uno de los factores. como se aprecia enseguida. Esta 1écnica se 
conoce como m élodo de faclori:lacl6n. Para usard1cho mé1odo, f.'5 esencíal que,_,,, 
11n lado de la «11Mión sólo aparr..ca el número O. 

EJEMPLOS Resolver una ecuación porfactoriución 

■ Jxl - )0 - t" 

Jx1 + .1, - 10 - Ú 

(J, - 5)(,+2) • 0 

.x •; o :r • - 2 

■ t" l + 16 • 8.\ 

X : - 8-r + 16 - 0 

(x - 4)(, - 4) • O 

x • 4 
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1 Un• ecu•clón cu•dr•tlcusp,ci•I 

Comox - 4 aparece dos ,cccs como factor en la segunda parte de los CJemplos 
anteriores. a 4 se le llama ralz doble o ralz de multiplicidad 2 de la ecuación 
.r + 16 - 8.\'. 

Si una ecuación cuadrá1ica tiene la íomm r - d para algún número d > O. 
en1onces r - d - O o. lo que es equivalente. 

(.,+ v'd)(, - v'd) - o 
Al igualar a cero cada factor se ob11cnen las soluciones - ..¡¡¡ y ../J. Con fre­
cuencia se usa el símbolo ::!:: .¡¡¡ (más o numos ...Jd) para representar tanlo ..¡¡¡ 
como - '1/'d Entonces. para d > O. se ha dcmos1rado el siguiente resultado 
(El caso d < O requiere el sistema de nllmcros complejos que se estudia en la 
sección 1.5.) 

Si'"!• d. entonces" • '!:.Vci 

Comt nrarlo sobrt la notación: fa común en la práctica que una ,ariablc repre­
sente más de un valor. como en\' - ::!::3. Una noiación másdescripli\'aes ,\'

1
J - :!:3, 

locual 1mpl1caqucx
1 

- 3 y\'! - - 3. 
El proceso de resol\ cr r - d. como se indica en el cuadro :mtcrior. se conoce 

como obtener la raí= c-11,lllmda ,h.• ambo.J lados de la « 11,1eión. ObSCf\e que si 
d > Ose obtiene u1ta raíz cuadrnda pos11ha y una raíz cuadrada nega11va, no sólo la 
raíz cuadrada pnnc1pal dcfimda en la sceción 1.2. 

EJEMPLOS RHOlnr KuadoOH d~ la forma xl ,J 

Fórmula cuadritlca 

ÚJ /i rm11ld .-u,,dr, '" c1 J.,,/,, 
,tm ,,mri dr fu r wa, mn 

ar + b, + e O 

btw Jo,1 ,. 1 Jm,Jr 

'.a 

2a 

■ x!• 169 
X • '!::.v'i69 

■ [, + 3)' • 5 

.t + 3 • '!:.\.IS 
X • -3 :!: V5 

Las soluciones de una ~cuatlón cuadritka ar + bx + e - O, para u :;. O. se 
pueden obtener por medio de la sigu1cn1e fórmula. 

Si" "- O. las raiccs de a..'r + b:c + e - O están dadas por 

- b:t ~ 
2a 

OEMOSTAACION Asumimos que Ir - 4oc ~ O de modo que .Jtr - 4oc es un 
número real. (El caso en que Ir - 4llc < Ose estudiará en la s1gu1en1e sección.) Por 
lo pron10, con1inuaremos como sigue: 

,,..,: + b:c +<' - o 
tu ! + b" ... -(' 

X ~ + ~X - _5.._ 
a a 

Jnll.l.' 

•R«umk, de un anoultt"Mlfde makmiticas.qiac c.mpltu,r ti lriHn1HI tHdnd• pc-rf«to si1ru­
Í1C1o sumar el cuadndo de la m,ud del cocflcim1c de, 
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TII.XLlr.iu..l31lr.ld. 

Podemos escribir la üll1ma ecuación como 

Como /la - 2a s1 ,, > O o '2a! • - 2a s1 a < O. \ cmos que en lodos los casos 

b \llr-4',c -b:t ~ 
1'""'--:!:---~ 

2t1 2a 2'1 
Obsel'\cquc si 13 fómmla cuadr.itica st ejecuta de fomm apropiada. no es nece­

sario comprobar las soluciones. porque no se mtroduccn soluciones cxtrail:ls. El 
nümcro Ir - 4t1t· bajo el signo del radical en la fórmula cuadráuca se llama d iscri• 
ndnantc de la ecuación cuadrática. Si el discriminante es pos1t1\·o. hay dos raíces 
reales y desiguales de la ecuación cuadrá11ca. Si es cero. hay una raíz de mul11pl1c1-
dad 2, y si es ncgal1\·o. no hay raíces reales de la ecuación cuadrá11ca. 

DJJ:.iiliU Uso de la fórmula cuadritica 

Resuelva la ccu3c1ón 2((3 - x) - J. 

SOLUCIÓN Para usar la fórmula cuadnit1ca. debemos escribir la ecuación en la 
forma ar' + bx + e - O. Al hacerlo. ob1cncmos la ecuación - lr + 6.t - 3 o. de 
manera equ1,alcnte. 2.r - 6.t + 3 - O. Ahora sustituimos a - 2. b - - 6 y e - 3 
en la fónnula cuadr.hica. con lo cual obtenemos: 

- (-6) + V<-6l' - 4(2)(3) 6:,: vT2 6:,: 2\/3 3:,: V3 
V l Jrl ,J. 111,mmaJ,ir Jrbt Jn ,d 
rttlfr an,h,n I r,ni,w~ 1/d 11w,rrr 

Jr ,.,,a lfkll/t'TO 

2(2) - --. - - --4- - -2-· 

Por consiguiente. las soluciones son 

Comprobación 
de.cu.:loneJ 

Comprobación 

X• (J + v'J)/1. 

1 "' 
3 + V) - 237 

2 y 

Pora comprobar la solución del Cjcmplo S, guardamos (3 + -.fJY2 en X y oblenc,nos el ,alor 
del lado derecho de la ecuación. mostrando que es igual al valor del lado derecho de la ecw­
ción 

0)3 GJ-•30J(D 
GJ 2@22)~ (EIITTA) 
2 C!J:wCD 3 Q @:w(D (ENTER) 

(co1111111ia) 
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COfflfl'oNd6n 

x • (J - Vl)/2. 
Usaremos algunas funciones sencillas de edición de las calcultldoras para comprobar la 
segunda solución. 
[CI.EARJ ___ _ 

~[J[ENITR) 

• ll!!!IIJ • ll!!l!!D [ ENITR ) 

A medida que aumcnla el nl\CI de d1ficul13d de las ecuaciones que rc!,Ol,.,amos. la comproba­
ción en una calculadora graficadon es de gran ayuda. 

El ejemplo siguiente muestra cómo se usa la fórmula cuadrática para fac1ori.r.nr 
tnnonuos. 

UlClii:l.ll Factorizadón con la fórmula cuadr.ttica 

Fae1or1ce el polinomio 21 r 13x 20. 

SOLUCION Resol\'emos la ecuación cuadrá1ica asociada. 

21r - 13x 20-0. 

usando la fóm1ula cuadrá1ica: 

-(-13) :\/(-13)' - 4(21X-20) 
x-

2(21) 

13 + Vl69+l680 13 :!: Vl849 
42 ~--4-2--

13 : 43 56 30 4 5 
- 42 • 42' 42 • 3· 7 

Ahora escnb1mos la ecuación como produc10 de fac1ores lineales, ambos de la 
fom\3 (.T - solución) 

Eliminamos los denominadores al multiplicar ambos lados por 3 • 7: 

3 · 7(x -i)(<+;) •O· 3 · 7 

3(., - ll . 1(, + l) - o 
<Jx - 4X7< + 5) = O 

El lado 11qu1erdo es la fac1onzación deseada. es decir. 

21.rl - 13x - 20 - {3x - 4)(7x + 5). 

En el Mgu1en1e ejemplo u11liz.amos 13 fómmla cuadr:h1ca para resohcr una ecua• 
c16n que contiene más de una \ ;uublc. 
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IJll$1)1•Q Usodel.afórmulacuadrjtica 

Resucl\a r - -cl- 6x + S para."C,donde "C!: 3. 

SOLUCION Podemos cscnb,r la ecuación en la fonna 

de modo que es una ecuación cuadrática en x con cocficicn1cs o • 1, h • 6 y 
e • S - y . Obsen-c que y se considera una constante. puesto que se cs1á despejando 
la vanablc x. Ahora usamos la fórmu13 cuadrática: 

, - - (- 6):,: \/(- 6)' - 4(1)(5 - ;) 

2(1) 

6 !: Vl6+4v 
2 

6:,: V4V4+y 
2 

6!:2V4+y 
2 

- 3 :!: ~ 

h \tfr .a. 

Ir 

Como V4½ es no negativa. 3 + ~ es mayor o igual que 3 y 3 -~ es 
menor o iguaJ que 3. Debido a que la restricción dada es x :5i 3. 1cncmos 

x = J - V4+y. 

Muchos problemas prácticos conducen a 1..-cuac1ones cu:idrá1icas. Una de ellas se 
muestra en el siguiente ejemplo. 

Qjjijij#•l·I Construcción d~ un.a caja rectangular 

Se desea construir una C3j3 con base cuadrada y sin ropa a pan1r de una lármna 
de hojalata cuadrada. cortando un cuadrado de 3 pulgadas en cada esquina de la 
lánuna y dobl3ndo los fados. $1 la caja debe contener48 pulg1, ¿de qué tamaño debe 
st.'f la lámina de hojalata? 

SOLUCIOH Iniciamos por Ira.lar la figura 3. rotulando x la longitud desconocida 
del lado de la lánuna de hojalata. Por cons1gu1cntc. cada lado de la base de la caJa 
tendrá una long11Ud de :e - 3 - 3 - :e - 6. 

Como el área de la base de la caja es (x - 6f y la altura es 3. obtenemos 

\'Olumc-n de la C3J3 - 3(;r - 6r 
Como la caja debe contener 48 pulg'. 

J(x- 6)'- 48 

Ahora despejamos x: 

(r - 6)' • 16 

r - 6 • :!:4 

.l • 6~4 UUOIMb 
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Así que. 

r • 10 o .r • 2. 

✓ ComprobKión En la figura 2 vemos que .r - 2 no es aceptable, porque no hay caJa 
posible en cs1e caso, sm embargo, si se comienza con un cuadrado de hoJalata de 
10 pulgadas, se cortan esquirus de 3 pulgadas y se dobla. se ob1ií."nC una caJa cuyas 
d1mens1onC$ son 4. 4 y 3 pulgadas. La caJa tiene el 1rolumcn deseado de 48 pulg'. 
Por lo tanto. un cuadrado de I O pulgadas es la respuesta del problema 

Las CCU3C1ones consideradas en secciones prc'"ias no son adecu3das para muchos 
problemas. Por ejemplo. en las aplicaciones a \CC:es es neces:mo considerar poten• 
c1as ~ con k > 2. Algun3s ecuaciones comprenden valores absolutos o radicales. 
Es1:1 sección concluye con eJcmplos de ecuaciones de varios tipos que se pueden 
rcsoh-cr usando mé1odos elementales. 

IJ:wum Solución de una ecuacltin que contiene un valor absoluto 

Rcsuch·a la ecuación 2~-r - SI + 3 - 9. 

SOLUCION Primero aislamos la expresión de valor absolu10 al rcsrar 3 y dividir 
cn1re 2. paro obtener 

9 - 3 
lx-51 • -

2
- • 3 

Si u y b son números reales con h > O.entonces la - b si y sólo s1 u - h o u - - h. 
Por lo tanto. si lx - 51 ... 3. entonces 

X - 5 - - 3 

Al dcspcJar r obtenemos 

-r - 5 + 3 - 8 x - S - 3 - 2 

Así, lo ecuación dada tiene dos soluciones, 8 y 2. 

Ull'iiiitiUi Solución de una ecuación mediante agrupación 

Rcsucl\'a la ecuación t 1 + lr - x - 2 - O. 

<OLUCION 

.r' + 2r1 - .r - 2 = O 

.r1(., + 2) - 1(, ➔ 2) • O 

(, ' - 1 )(, + 2) - O 

(, + l)(x - 1)(, + 2) • O 

.r + 1 • o. t - 1 - o. -r + 2 • O 

'"" 

x • - 1. t • l. x • - 2 JI(' 

l.: t tn,,.. o 

8#111 ■a■-iii 5olucl6n de una ecuación que contiene uponentes rxion,ales 



El, "" t1mhu., l,11.l,u dí! 11na 1•u1111. 

a '"'" pot,7k ,a ;,,,,,., pued,:, 
mtroduc i, I t 1mag1nanu 

l',,r 11 1p10 r 1,-.vr al cubo 11m 

laJm t /dar t qm:.,, 
,¡1111 1/e11t1 (J l J O f.:..1tt1 

r, ""' ,m '" , tn , tvluc wn~ , ,k 
uul. t ,;Jm •un ,mog,nur,a, (1 

r/1')1 1plo -d. 1au ( o,r l <, 
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SOLUCIÓN 

x "1 = r1 ? A -án 

.r \'! _ x 1,, • 0 .u.mm 

,x1'1(:c- l} • O IOflz.JffllJJ.1 

:c1,, • O. r - l • O ltt'ma lf 

r • o. r • 1 

En el ejemplo 11 hubiera sido mcorrccto d1\ 1d1r ambos lados de la ecuación r': 
- .r 1! entre t 1! . obtcntl'tldox - l. porque la solución:c - Ose perdería En general. 
e,·1t1! dfrid,r ambos lodos de 11110 ect1od611 e11tre 1ma e:rpresió11 que comengt1 w,rio• 
h/es: en vez de ello siempre factorict' 

Si una ecuación conuenc radicales o cxpone1ucs fraccionarios. ambos lados 
suelen elevarse a una po1cnc1a pos1t1va. Las soluciones de la nueva ecuación 
siempre con11enen las soluciones de la ecuación dada. Por eJemplo. las solucio-­
nes de 

2..--3 - V'.t+6 

son 1ambién soluciones de 

(2x - 3)' K ( \Ír+6)' 

En algunos casos. la nueva ecuación 1iene mtis soluc iones que la ecuación dada. 
Para ilustrarlo. s, se proporciona la ecuación r • 3 y clc,·nmos al cuadrado ambos 
lados. obtcnemosr - 9. Note que la ecuación dada .t - J 11ene sólo una solución. 
3 , pero la nueva ecuación r - 91iene dos soluciones. 3 y -3. Por ello es esL•tK:ial 
cumproh<,r toda.f las sol11Ctones obu•nldas desp11/!s ele elt,.,·ur ambos t,,dos ,k '""' 
ec:uoci6n a 11110 ¡,01e,,cit1 ¡Nlr. Estas comprobac:1oncs no son necesarias si ambos 
lados se elevan a una potencia impar. 

En general. para la ecuación :r-• • a. donde x es un nUmero real. elevamos 
ambos lados de la ecuación a la potencia 11/m (el r1..-cíproco de ,n/n) para dcspcJar 
t Si mes impar. obtenemos x - ti""'. pero si mes par. tenemos .t - ~ d' •. S1 "es 
constante. por CJCmplo. s i r'! - -8. entonces x - (-8f 1 

- (r-8r • (-2f -
4 . Sin embargo. 4 no es una solución dct'1 - - 8. ya que x - 4 l 1 - 8. no 3 - 8. 

(J(MPLOS Resolver,.--• a.,,, impar.x real 

Ecuación Solución 

■ .x.,1 • 16 r • :::161~• :::efl6 • ::2 

■ .r! 1 • 16 X - !:16 \·! • !:( \/'Í6)1 • !:4' • ::!:64 

EJEMPLOS Resolver x-• • u.,,, par . . t real 

Ecuación Solución 

• .1'&.I • 16 X - !:: 161
_. • :_ ~ • :!:2 

■ ,f ?.'l • 16 :C • !:)6 111 • !:( VJ6)l • !:41 - ;::64 

En el siguiente cJcmplo. anlcs que cle,ar ambos lados de la ecuación a una 
po1encia. se uísl" 1111 m,Jicul. es decir. se considera una ecuación equi\'alen1c en la 
que sólo aparece en un lado el radical. 
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ID Ejercicios 
Ejer. 1- 10: Hcsueh-.111 ttuuión. 

DIJ'l3i•ifi Solución de una ecuación que contiene un radical 

Resuelva la ecuación 3 + ~ • sr. 

SOLUCION 3+~-\' 

\/1i""+"i - -' - 3 

(\&+Tj' - " - 3)' 
l. + 1 • :r: - 6.r + 9 

,: _ 9_,+8•0 
(x - 1)(, - 8) • O 

.r: - 1 • 0, X - 8 • 0 

l • 1, t • 8 

Elevamos ambos lados a un3 potencia par. de modo que se requieren comproba• 
c1oncs. 

✓ Comp,obadón x • 1 LI: 3 + V3(l)+I • J + V4 • 3 + 2 • 5 
LD: 1 

Como51-l.x - l no es una solución. 

✓ Comprobación .x • 8 LI: 3 + \/'3(8f+'I = 3 + v'25 = 3 + 5 = 8 
LD:8 

Corno 8 • 8 es un enunciado "crdadcro. t = 8 es una solución. 
Por lo tanto, la e<:uación dada 1icnc un3 solución •. t • 8. 

Una ecuación es de lipo cuadr,1ko s1 se puede escnb1r en la forma 

mr+bu+c - 0. 

donde o '1- O y II es una expresión con alguna variable S1 pueden cnconlrarsc las 
soluciones en 1énninos de 11, entonces las soluciones de la ecuación dada se pueden 
obtener a pan ir de la fonna específica de 11. 

Qtj 1131Mfi Solución de una ecuación de llpocuadrjtico 

Resuelva la ccuac16n ~ + 7.-r' • 8. 

SOLUCIÓN Como 1'6 - (x1~. la fom1a de la ecuación sugiere que 11 - r. como en 
la segunda línea de abajo: 

-~ + 7t' - 8 • O 

,t2 + 111 - 8 - o 
(u + 8Xu - 1) • O 

11 - -8. u - 1 11);) 

x' • -8. x 1 
• 1 

\'"" -2. t • 1 obt IL uh a 

1 -b - J • -51 + 6 2 5.r - .¡ • 2(t· - 2) 
lt·+ 1 2.l+.S 

6 
7.1+2 _.!....=.!. 

) (Jr - 2,' • (r- .SX9t +4) S ~ • 4.r - 13 14.x - 3 2.r + J 



7 -·-+- '--~ x+2 x-2 xl-4 

8 __!_ + _ 3_ • lfü+S 
2r + 5 2x - 5 4.r! - 25 

S 4 l4x + J 
9 2x + J + ~ • 4x: - 9 

-3 7 -S.r+4 
lQ ;¡-¡ + ;-=-:¡ • X! - J6 

Ejrr. 11-14: RC"stnha por íac.-lorización lattU:tc:ión. 

11 75.,J + 35.1 - 10 • O 12 48.r: + llr - 90 • O 

13 -'-+!-4--9-
x + 3 x x: + l r 

) x 1 - 4 
14 7=2 + :;-¡-i • ;r-:-;¡ 

F.Jt:r. IS-18: R«suth a la ttuadón usando la etuKH'in 
euadrilica especial de la página 46. 

15 25.r1 
• 9 16 64.r1 

• 49 

11 Cr - Jf - 11 18 (.r+5)2 •29 

Eju. 19-20: Rtst1eln usando la íórmula euadnUK'a. 

19 x l + fu + J • O 2o .rl - 4.r - 2 • O 

Ejrr. 21-U: Ulilke la íórnmla euad.nilka para 
Ía<"lorizar lu: upr-esionC"S. 

21 X l + X - JO 22 x:- 11.r 

23 llr: - 16.r- 3 24 IS.rl + 34_r - 16 

Ejer. 25--42: R«smh a la ecuadón. 

,s 11,-21+3•7 2• 21s,+21- , -s 

21 Jlx + 11- s - -1 1 

31 y":• Sy 

33 v,=s:;. g 

3S x • 3+ ~ 

37 SJ6 
- 1,,: + 1.s - o 

39 36.f-' - J]f-! + 1 • O 

41 1.r J.1 + 4x 1 1 
- 4 • O 

32 y .. ,• -4, 

34 ~ - x•3 

36 x + "1/sx + 19 • - 1 
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Ejer. 4..\-44: Eneurnlr r l:u .solueiont'S reales dt' la ecuaeión. 

43 ~) x " 1 • 32 b) .r"' • 16 e) x li' • -64 

44 ~) .r •~ • -27 b) .r t• • 25 e) X.,1 • - 49 

d) x 1rJ • 64 e) .rM • -8 

Eju. 45-46: Ust" la fórmula tuadritica para dtsptjar 
a) x en funeión dr 1 y b) 1 en funeión d« x. 

45 4x: - 4.1)' + 1 - ,.: • O 46 2t 2 - .f)' • JJ? + 1 

Eju. 47-48: Cuando u rullnn dkulM en una ukuladora. la 
íórmula cuadrática no Jit'mprt' da rnul1ado1 prttlSOJ si 1,1 

" 

gnodt en eompandón eoo ,u. debido a que una dt IH raktt 
eslará een:a de et'ro )' es dificil hacu una aprodmadón. 

a) Uu la fórmula cuadr,un para aproximar lu rakH dt la 
ttuación dad a. 

b) Para oblt ntr una mejor aproximación para llll ralz een:ua a 
eero. nclonalkt el numerador a cambiar 

- b:t: ~ 2c 
2a pana x = -b :s: "1/bl - 4oc • 

y use la .wgunda fórmula. 

47 .1 1 + 4.500.000X - 0.96 • O 

41 x 2 - 73.(NX).000.r + 2.01 ,_ O 

Ejer. 49-52: Resueh·a la íórmula p:1ra la nriabk- esptc'ificada. 

49 l:.'K + L • D - TKparn K 

SO CD +C • l,C+ R paraC 

S1 N•Q; lp,r,Q 52 /3• 
1 
~ 

0
parao-

Ejer. S.l--64: l..a fómmla K usa ~n la aplkadón indicada. 
Ors)>C'je la ,·ariablt' especificada. 

53 A. • C+ PCirp;w.sr 

SS S • --p--p,ra q 
q + p(I - q) 

S6 S • 2(lw + h-...· + hf) para h 

1 1 1 
S7 - • -+-panq 

f p q 

(cap,tal más intereses) 

(d151ancia a la que cae un objclo) 

(ley de Amdahl pan 
supcn:ompu13doras) 

(área superficial de una caja 
reaangular) 

(fórmula par-.. lemes) 
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1 1 J 1 (tre!ire"il!ilort"-'con«"t:'ldos 
SI R • ¡¡; +~+ ~para R, en pan.Ido) 

59 K - lnn·1 para• (cncrgb c1néoca) 

(k)' de Nc"'ton de gniv1tacióo ) 

61 A • 2m-(r + h) pan r (supcñicte del ár-ca 
de un cilindro ttrrndo) 

(d1s1anc1a a la que t.'3C un obpo 

61 J •JV.sR5- c 5p,u:a e (~gmcnto de cln:-ulos) 

S4 S • ,,,..~ para h (.wperfic.c dt-1 W'e:r. de un cono) 

65 Costo del ail .aimit!nto Urmico El cos10 de 1nstab.r 1uslan1c 
témuco en una casa pantculM de do! recámaras es $2,400 
Lo$ costos mcnsualc.s actuales de c:dcfacc1ón promcd1:U1 
S200. pcmse espera que el a1slan1c rcduz.ca kKcostM 10";.. 
,;.Cu.inlos mes.es tomará rccupcnucl costo del a1Jlam1cn107 

66 lnnf tón ~ 11 1 .i El gob,emo de una ciudad ha apro­
bado la rons1rucc:1ón de un campo dcpor!l\'O de $800 m1ll0-
nc-s Se 1TCaudarán haSta $480 millones por \Cnla de bonos 
que pagan un 1n1ttés s1n1plc a u.na tasa dt- 6• • anu:61 La can­
tidad restante (hasta $640 m1lk>ncs) se obtrndrin mediante 
préstamos de una compailla de seguros a llll3 tasa de interés 
simple de 5•._ Dc1cnnmc s1 el campo se pu4:dc financ1:tr de 

manera que el 1n1crtS anual sea de S42 m1lloncs. 

67 Vel ddac Pi df' "'"""ªU Dos JÓ' enes. que csdn a una d1s­
tanc1a de: 224 metros enirc si. com1cm:an a caminar uno hac111 
el Olro en el nusmo mstante con una rapidez de 1.5 m s )' 2 
ms. rcspc:cll\tit\cn1c(,ca la figura) 

ai) f,,CU3ndo se encontradn'.1 

b) f,,Cuin10 h3bri caminado cad3 uno7 

EJUICICI06 

l.5m/s -- 2 mis 

------22.S m----
68 ln1tatKiórldeunatef'C'I Un1gncultorp1cnsa\W.1 !80p1csdc 

cerca pa111 cnccnar una región rcctangubr, usando en lugar 
de cerca parte de la onlla de un rio como uno de los lados del 

~gulo, como lo mucstr.s b figun F..ncumtre el área de la 
n:-g16n s1 la long11Ud del lado para Ido a la onlla dd rk> nudc 

¡¡) el dobk de b longitud de un lado :wlyacentc 

b) b nutad de l:r, lon¡.11ud de un lado .adyacrntc 

e) lo mumo que la longttud de un lado adyaccn1c 

uuc,,to, 

69 Di ,tanci■ a un blanco Una bab ~ dispara honzon1al­
mcntc hacn un blanco)' el !iOflldo de iU 1mpac10 K escucha 
1.5 segundos después. S1 la ,cloc,d:ad de la bala es 3,300 
p1cs,s y la \ieloctdad del sonido es 1.100 p1cs.s, ,;.a qué d~­
tanc,a está el blanco7 

70 V•locldadH M llDlC! Una muJtt conm:nza a 1rouu- :a las 
6:00,.\1 ,co1T1cndohac1a el nonca un ntmodc 6 minutos por 
milla. M,s 1ank. mncnc b d1rccc1ón )'corre hac1acl Mira un 
ntmo de 7 minutos por milla S1 regresa al punto de panada 
a las 6 47 , .M., ak:uk el numero 1otal de nullas rccornda! 

71 OiffH 01 Cff u11■ unja La sección trans,cnal de una 
l<IIIJ3 e, un 1rapo.10 isósceles con una bue menor de 3 pies y 
una allW'll de I pie, como se aprcc1:1 en l:i. figura Determine 
el ancho de la b~ ma)'or que daría a la 1.anp un ,rea de 
scw~ trans\crs;il de 5 ftl 

f:JE CICJ071 

c:.;~fT7?:7 
72 CoMto,cciOn de un k> Se consmurá un 1110 grande para 

granos en fomu de c1hndro cm:ular, con un:a scnuesfcra en 
la parte supe:rtorl\ca la figura). El d1imctrodcl s1k) debe ser 
30 pu:s, pero b altura aún no se ha determinado Encuco• 
trc la ahura lt del s1k) que n-suh:iiri en una c:apac:1d:id de 
ll,2S01t f't1 

Ejf: CICK>n 



73 Ttmper¡u,,., Ck't a1r" DcbaJO de la base de una nube. la 
11.-mpcna1un1 del :urc T (en º F) a una altur.1 h (en pu:s) se 

pucdcaproumarcon b ecuación T = T, - (~ Ji.donde T, 
e~ ta letnpcrllllurl al m\el dd Sl>CIO. 

a) Dc1emunc la tempcr:uura del :urca una al1ura de I m1lb 
s1 ta 1empcn111ura dd sucio es 70 F 

b} j,A qué ahur.ri scalcan7.a ta 1cmpcra1ur.1 de congclxión7 

74 Altstfl dio UI • nubfo U allurn h (en pies) de la base~ Ullil 
nube se puede es1tmar usandoh = 227(T- D). donde Tes ta 
tcmpcra1ura del sucio y D es el punto de condmsac1ón. 

a) S1 la temperatura n: 70 º t- y el punto de condcn.uc1ón es 
SS C>f, rncucntre la altura de b b.nc de la nube 

b) S, el pun10 de condensación e<. 65 t- y ta base de la 
nube está a J,500 pies. cM1mc la lcmpcr.uura del sudo 

75 T•mp1 ratura d• una nube La lempcr.uura T dentro de 
una nube a una ahur:1 h (en pies) sobre 5U base se puede 
aprox1m:1.r usando ta «u.ación T = B - ('wiii)1,, donde Bes 
la 1empcn11ura de la nube en 5U base Dc1crmme la tempc• 
ratur:11 a 10.000 pies en una nube con u.na tcmpcralura bue 
de SS F y una altura de N.st' de 4.000 pies. ~01a: P3ra una 
apite.ación m1e:rcsan1c que 11barca los tres c1crc1c1os anleno­
rc:s, \'C3 el eJt1'CtCI0 14 de los eJerctCIOS para -~lms al final 
del caphulo 

76 lit.l d'-11'1 hUit- --KU,w-ai Lo, arqueólogos pueden dc1cr-
m11ur b estatura de un ser humllnO sin tener un esqueleto 
completo S, un arqueólogo e:ncucntta sólo un húmero. 
cntonce1 la csta1ura del mchvidoo se puede dctcnmna.r 
us.ando una rclac100 hncal scnc11la. (El hümcro es el hueso 
entre el hombro y el codo l Para una muJcr. u "es la lona1tud 
del húmero (en ccntlmetros). cntooccs su cs1atul'i.\ lt (en ecn• 
t1mccros) se dctcrnuna con la fórmula h = 65 + 3.14.f P.mi 
un hombre debe usanc lf = 73 6 + 3.0.f 

a) Se encuemra un nquckto fcmcnmo que ue:nc un 
hümcro de: 30 ccnllmctros. Calcule la estatura de la 
muJcr cuando munó 

b} La csta1un de una pcnoro por lo general du;nunuyc 
O 06 ccnllmctros por ■00 después de los lO ai\os Se 
encuentra e l esqueleto eompkto de un hombre El 
húmero mJde: 34 ccn11mctros y la c:s1a1ura del hombre 
era de 174 ecnllmelros Dcle:munc su edad apro:c:1111:kla 
euandomunó 

n Du,tMlci• d• fr•n.tdo La d1Slanc1a que un automóvil re• 
corre entre el momen10 en que el oonduc1or pisa el freno y 
el momento en que el 1u1onKl\1I en rcahd21d se detiene es 
la distancia de frenado Para CICTI0 IUIOtnÓ\'ll que e-~ 
a I mi'h. la d1.stanc1.1 de frcnaOO J (en ptcs) estj dada por 
d -= ,, + (1•\'20) 

a) Calcule la d1stanc1a de frenado cuMK!o , es SS mi/h. 

b) S1 un conductor decide: frenar a 120 pies de u.na scffal 
de alto, ¿a q~ \eloc1dad puede ir el automó\11 y aun 
detenerse en el mome:1110 en qu-.: llep a la se:ftal? 

1.4 EcwctonH 55 

78 TtfflCIHHMrad~ agua hln1.-rwto La temperatura T(en "C) 
a la que el ■gu.a h1cne sc relaciona con 1.:a ele:vac16n h (en 
metros sobre c:I nl\d del mar) poi' medio de la fórmula 

h - 1000(100 - 7) + 580(100 - 7f 

J>3r.lll 95 ::s T :s 100 

il) ¿A qué elcnc1ón h1cnc el agu.:a a u11.:11en1pcr.nura de 
98 ·C? 

b) La altura del monte b·crc.st e, aproumad:imcnte de: 
8.IWO mctros Est,me la 1cmpcra1ura ■ ta que htcn-e el 

agua en la cuna de CSlc monte. (Sug,•,rnciu use la fór• 
mul.:a cu.adriuca conx = 100 - T.) 

79 DI ,lilftl ia -,,tr• 1.v1 Un avión que ..,ucla al nor1c a 
200 nu h pasó sobre un punto en tierra a las 2 00 ,.M Otro 
avión a h1 misma almud pasó ,mt'C el punto a las 2:30 , .M. 
\>Ol:mdo al este a 400 mtlb (,ca la figuni) 

a) S1 1 denota el tiempo en horas después de las 2:30 r.M. 
exprese la d1stane1a dentrc los a\K)nct en función de, 

b) ¿A qué hon dcspué) de las 2:30 ,M. estaban losa, iones 
a 500 millas entre sí? 

(JUCICI07t 

----
-'[•;,:_~-:~_ -

---

\) E 

80 Altura 4, m .i,, 1nt 1 uto Cuando una piedra se deJ• caer 
desde un acanulado hac111 el mar. rccone 11pro'l:mada­
nlCnle 161-1 ptc-J en, segundos S1 su aida en el agua se 
escucha 4 segundos más tarde y la , cloc1dad del sonido es 
de 1100 p1cs,s, 11prox1mc la :altura del :1can11lado 

81 Pr•cio dt un ,..,..odr,.,ctor O!' CD Cuando una popular 
marca de rq,roduc1ores de CD fiJa d prcc-io de SJOO por un1• 
<bd. una 11cnda \ende IS wudadc:s por sanana. No obs-t:uuc. 
cada "e~ que el precio 'IC reduce SIO, las \enlas aumentan 
2 unidades por Sffi\ana. ¡,Qué J)fl"CIO de \'rnta producm\ 
tngrcsos semana In de S7 ,000? 

82 Ot'""',ionn CN un bunl • ¡Mtf"6kio Se fobncará un 
baml de petróleo con forma de un c,hndro circular recio 
cerr..do, roo una altura de 4 pies. de manera que el Arca 
wpcrftc1al total sea de IOOir ft!. Calcule el d1,me1ro del 
boml 
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83 0 1,,.,.n< -:'I~ et. una tableU • Yit.-run.11 La rapidez ■ la 
que W'3 pa.511lla de\ 1tomina C com1cw.a a d1sohcl'S<' dcpmdc: 
dc.suSrcasupcrftc1:1I UMm:ircadc LablctMmide 2«n11mc-
1ros de brgo y llene forma de c1hndro con Ul\3 ,;cmiafcni de 
0.5 cm de di:\mctro unida en cada extremo. como se aptte1a 
en la figura. Se prodocui una scgund3 marca de tablcw en 
forma de c11tndro circular recto con 0.5 cm de altura. 

.a) Encuentre el d1imctro de La seguncb tablcu pan, que su 
8n::1 supcrtie1al se:1 igual a b1 de la romera tableta. 

b) E.ncucntrt el ,·otumcn de ca<b i.ablcta 

fjlllCICtoUJ 

S4 Rt4 ,tf'll1C~ al rt"li o CW '11 La rr~1s1",1ew al n-1,,0 de 
un cla,o 1nd1ea su rcs1s1cnc1a a la fuerza de re1cnc1ón de 111 

madera Una fórmula que se w;a pani cla,os comunes. 
de acabado bnllantc, es P = 15.100S'!RD, donde P « la 
máxima rc:11s1enc1a al rc11ro (en hbras). Ses la g.ra,edad 
especifica de la madera al 12', d<: con1cmdo de humedad, 
Res el radio del cla,o (en pulgad3s) y Des l:a profundidad 
(en pulgada,) que el cla,o prnctra en la madera Un cla,o 
común brillante 6d de 2 pulgadas de longitud y O 113 pul• 
gadas de d1áme1ro se introdUC'c por complcto <:n una p1cza 
de ab<:10 Douglu S1 se requiere: una fuerH mb1ma de 380 
hbras para ucar d cla,o, aproxime la g1111vcdad especifica 
del ab<:10 Douglas 

SS Altu,~ d4 U. • e-w:.t• ra La dl)lanc1a rccomcndada d a la 
quc una csalcni dcbc colocarse de- un:a p:1red , cn1cal es a 

86 LI it IJ d• olor urt,a, J Las zonas urbanas uenen promc• 
dlOS más altos dc: temperatura del aire que las 7onas rura­
les, como resultado de la prcsaw:1a de cd1fic1os, Mfallo 
y eoncrc10 bte fcnónlC'oo se conoce e-orno ,slu tk rnlor 
urbano La d1fcn:ncia de tcmpcra.tura T(cn •e) entre zorus 
urb3nas y rurales «rea de Montrul. con una población P 
entre 1000 y 1,000,000, se puede dcscnb,r con la fórmula 
T: 0.25 P' •: v7,, donde \'CS la ,clocubd mecha del ncnlo 
(en m1'h)y ,, o?: l. S, T - )y 1 - 5.cncucnircP 

87 lnilriK ,,. 4,e n.11 IIMa d. •111 1.1 ~ :tr~ a Se uuta­
lari una línca de cncrga.a cl&1nca que aU'3\ ,esa un rio de 
1 milla de ancho hasta una c1ooad qucC$1á 5 millas comcn1e 
abaJo(,ca la figura) Cucst.:t $7.5()()por milla ICndcr un c.1.blc 
baJO el agua y 56,000 por milla tcnd,:rlo en 11cm. Dctcnnme 
cómo debe instalarse el ablc t.1 .se han asignado SJ5,000 
para CSIC pro)CC10 

EJUCICto 17 

' ' ' ' ~ -t ~ :,.....__5 ___ __ 

Eju. 88-89: 1-:IIJ• la ttuac.16n que drscrlba mt jor la 1abla dt­
dalos. (S11: «l'nd11: u l¡tnt n lom a V, - V, ) t samint una 
tabla dt- sw , alom.) 

25' • de su longitud L. Aproxunc la ahur,1 h • la que se puede 88 1) .v•-l.lt+2 

2) _v•- l.2.t:+z llegar al rcbcionar h como un pon."CnlaJc de L. >--,.-0~.8---< 

(JIACICtOIS 
-04 3) J • 0.8 ../i 
- 1. 
-2.8 

4) _\' .... u - 02 

-4.0 

•• X 1 
1) l • 13.\ - 22 

1 -9 2) ,, •. , : -2.t-8 

2 -4 3) _\'., 4 ../i - 13 
3 11 

4 42 
4) t-.r1 - .tl+ f-10 

5 95 

90 ••l.acion., entn tt-mper-1• ra y h1titud La ubla con11cnc 
las lcmpcraturas mcd1:1S anuales para los hcm1sfcnos nonc y 
sur en , anas l:uuodcs 
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Latitud H. norte 11. sur 
91 RPl.ac:icmu •ntnt kn d1un1, y latitud La s1gu1cnLc u.bl:t 

proporc:101\J lu c1íras de n11nu1os de luz dd di3 que hay en 
d1\crs,as la111udes en d henu.síeno norte, en lo.s solst1c,os de 
\,(.'MlnO C In\ ICfllO 

- s ·F - s ·F 
13•p 1o •F 

Lalitud \,rano ln ,Wmo 

o- no 720 

10- m 685 
,o- 792 "'8 

Jo- 836 6().1 

40" 892 >48 

so- 978 462 

a) ¡.Cuál de l:is s.igmcntes c,cu:l(IOllCS p,ed1ec con mayor 
cue11tod la 1cmpcratura media anual en el hcm1sícno 
sur a una la111od l '! 

60" 1107 333 

a) ¡.Cuál de la.s s1g:mcn1cs ccuac-lOIK's predice ron ma)or 
cuc111ud la dunte1ón del dia m el solSIICIO de \'erano a 
la lautud L'! 1) T1 - - l.o9L + 96.01 

l) T, - -0fü lL' - 0.126l + 81 45 1) 0 1 - 6.0961. + 685.7 

b) Aproxime la tcmpcnuura media anual en el hcm1sícrio 
~ur a una la111od de 50° 

2) Di• 0.00118L' - 0.012L1 + 4_l7l + 719 

m 
Números complejos 

PropiedadH de J 

b) Arro.·umc la duración de luz diurna a 35 de la111ud en 
el solst1cw, de \Cf'ano 

Los mimeros t:omplejru se n."q_u1eren para encontrar soluciones de ecuaciones que 
no se pueden resoher usando sólo el conJunto de números reales R. La siguiente 
1abl3 1lus1ro \anas ecuaciones cuadráticas sencillas y los 11pos de números requeri­
dos paro las soluciones. 

F..cuaci6n 

X:• 9 

r' •; 
¡-l - 5 

x1 
- - 9 

Soludoncs Tipo de númcrm requerido 

3. - 3 Enteros 

t -~ Nllmcros racionales ·vs:-v'5 Ndmcros irr..cionales 

Números c.."Omplcjos 

Las soluciones de las primeras tres \--Cuaciones de la tabla es1án en R: no obs­
tante. como los cuadrados de los números reales nunca son ncgat1\0S. no contienen 
las soluciones de r- • - 9. Para resolver esm ecuación nccesi1amos el sis1, ma de 
númrros compll'jo.s C. que contiene tan10 R como números cuyos cuadrados son 
ncgam•o,. 

lmc1arcmos con la 111troducc1ón de la unidad imaginarla, que se deno1a con i. 
que uene las siguienles propiedades. 

Debido a que su cuadrodo es negatho, la letra i no representa un número real Es 
una enudad m.:ncm:b1ca nueva que penmtc ob1encr C. Como l. Junto con R, debe 
estar contemda en C. se deben considerar produc1os de la fonna h, para un niuncro 
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real b y también expresiones de la fomm o + hi para números rea.les a y h. La 
s1gu1entc tabla contiene las definiciones que se deben usar. 

T ff111inoloJÍ• Ddinirióa Ej,mplo, 

Númno romplt>jo o + b,. donde a) b son números reales e ¡l • -1 

Númc-ro imaginario o + bi ron b ,i. O 

Nún1ero imaginario puro bi con b ,¡A O 

Igualdad ll + bi - e- + d1 SI y sólo i.1 o - e- y b - d 

Sunu, (a + b1) + (e- + d1) • (a + e-) + (b + c/)i 

Produclo (a + bi)(c- + di) .,. (ac - bd) + (ad + bC'), 

3.2 + ,. 2i 

3+2i.-4, 

-4i. V31.i 

l+v1 -3+ 4f!il>I 
.\ - 3y\ - 4 

\·ca el CJCmplo la) 

\itadcJCmplo lb) 

Obscl'\ e que los números imaginarios puros son un subconJun10 de los números 
imaginarios. y éstos a su \iCL son un subconJun10 de los números complcJOS. Las 
frases mimero campleJO no real y mimero 1magmario se usan md1stmtamente. 

No es necesario mcmoriLar las definiciones de la suma y la mulliphcación 
de números complcJOS dodas en la tabla antcnor. En vez de ello. tadOJ lo., sím­
bolos p11ede11 tratarst! como si tu,·ierolf prop".·dotles de los mínu•ros reales. co11 
~xocu,mem~ una excepc,ó'1. í1 se s11s11111ye por - 1. Por lo tanto, para el producto 
(a + bi')(c + di) simplcmen1c se usan las leyes distributh'as y el hecho de que 

(b,)(d,) • lxh' • lxl(-1) • -/xi 

ll'Wiii:D Suma y multlplluclón de ntlmeros complejos 

Exprcse en la fomta o + b,. donde o y h son nllmeros reales: 

a) (J + 4•1 + (2 + 5,) b) (J + 4,)(2 + 5,) 

SOLUCIÓN 

a) (J + 4,) + (2 + 5,) = (J + 2) + (4 + 5)/ = 5 + 9, 
b) (J + 4,)(2 + 5,) • (J + 4,)(2) + (J + 4,)(5,) 

• 6 + 8, + 15í + 20/ 
• 6 + 23/ + 20(-1) 
= -14 + 23, 

El conjunto de los números reales R puede 1den111icarsc con el conjunto de los 
nUmcros complcJOS de la fonna a+ Oi. También es comcmentc referirse al número 
complCJO O+ b, como b,, Asi. 

En consecuencia. o + b, se put.."<ie considerar romo lo suma de dos nUmeros com­
plejos a y bi (es decir, a + Oi y O + bt). Para el número complejo a + hi. se dice 

que o es la panr rral y b la parir imaginaria, 

liii!Dl:D Igualdad de números complejos 

Encuentre los volorcs de x y y. donde -r y y son números rea.les: 

(2., - 4) + 91 - 8 + 3)1 

SOlUCIÓN Comcn.1.amos pcw ,g~lar las parta reales y las p;ancs 1mag1nan:u de ndll 
bdo de la ecuación 
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Dado que 21" 4 - 8. 21" - 12 y'" - 6. Como 9 - Jy.y - 3. Los ,alares de .1" y J 
que hacen que los m.imcro.s compleJo.s sean iguales son 

1" - 6y_,• - 3 

Con los números compleJOS. ahora es posible rcsohcr una ecuación como 
r - -9. En especifico, como 

(31XJ1) - J'P - 9(-1 l - - 9. 

,cmos que una solución es 3i y otra -3i. 
En 13 siguiente tabla se define la resta de nümcros complejos y la mult1plicnci6n 

de un número complcJO por un número real. 

Tffffliaoiotp• D.iiniri6a 

Oifert'ncia (11 + b1) - (e + d1) - (a - e) + (b - d), 

Mulli1)licactón por un número real k J.(11 + bi1 - ka + (kb)i 

Si le piden que escriba una expresión de la fonna ,, + b,. la fonna a - d1 es 

aceptable porque a - cli - a + (-cl)i 

iiH1iJl•ii Operaciones con nllmeros complejos 

Exprese en 13 fonna a + bi. donde a y h son números reales: 

a) 4(2 + s,) - (3 - 4,) 
d) ¡1 1 

50LUCl0N 

b) (4 - 3,)(2 + ,) 
e) 1-11 

e) ,(3 - 2,)' 

a) 4(2 + 5,1 - (3 - 4,) - 8 + 20i - 3 + 4i - 5 + 24i 

b) (4 - 3,)(2 + i) ~ 8 - 6, + 4, - Ji' ~ 11 - 2, 

e) í(3 - 2,): - i(9 - 12i + 4i!) • i(S - 12,) • 51 - 12;: - 12 + 51 

d) Al elevar a poccnc,as suces11,as de,. obtenemos 

¡• - i. i! - -1. i 1 
- -i. ;~ - l. 

y cnlonccs el ciclo inicia otra 1,c,: 

í" • ,. f • ¡: - - 1. y asi sucesivamente. 

En pamcular. 

¡Ha ¡U¡\ a (f•)I!¡' a (J)I!¡' • (()(-,) • -j 

e) En general., • mulllplicamos por l, donde a $ b :$ " + 3 y bes un múlllplo de 
4 (de manera que ¡t = 1), Para í u .escoJa h.,. 16. 

El siguiente conccp1O ucnc usos importames cuando se trabaja con números 
complcJOS. 

S1 = - a+ b, es un número complejo. entonces su conjugado, que se denota con::. es 
a - b,. 
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0pet"Kionn 
con nGmcros compte}os 

Dado que a - b, - u + {- b,). se deduce que el conJugado de a - b, es 

a - ( - b,) - a + b, 

Por lo um10. a + hi y a - hi son ro11J11godru 1mo del otro. Algunas propiedades de 
los conjugados se proporcionan en los ejercicios 57-62 

EJEMPLOS Conjugados 

Número rompltjo Conjugado 

■ .S + 1i .S - 1i 

• 5 - 7i 5 + 71 

■ 4¡ -4, 

• 

Primero. cambiamos al modo eompleJo 

1~11v1•"""'1l0l~l 

La , está en 13 teda del punto dcc11nal 

En la calculadora Tl-83 4 Plus. nolc que la segunda respuesta es equl\·alentc a O - , Sabe­
mo~ que e:i.to se lomó del ejemplo 3d). donde se\ io que la parte real de una potencia de/ debe 
ser O. 1 o -1 Usted debe estar alcna a estas pcquci'las mcons1s1cnc1as. 

Las dos propiedades s1gu1entes son consecuencias de las definiciones de la suma 
y del producto de números complejos. 

Propiedadn de '°6: ('Oftju,tados Ejemplo 

(a+ bí) + {u - b1) a 2u (4 + 31) + (4 - 31) = 4 + 4 = 2 · 4 

(t1 + b1)(0 - b1) •a:+ b: (4 + 31)(4 - 31) - 4: - (31): - 4: - 3:¡: - 4: + 32 

Obscn.e que la suma _l el prrxluao ,Je 11n mimero romplejo y s11 cm,j11godo son 
mimeros f't!ales. Los conjugados son lmlcs para determinar el im·uso m ultiplk a­
tho de a+ b,. 1/(o + b1) o paro s1mphficarcl eoc,cntc de dos números compleJOS. 
Como se ilustro en el siguiente ejemplo, estos upos de s1mpltficaciones se pueden 
cons1dernr simplemente como rc,c10,u1/i.wd6n del d,momm,lllor. puesto que se esta 
nmlupl1cando el coc1en1e por el con Jugado del denonunador di\11dido entre si mismo. 
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UiftGH•I I Cocientes de números complejos 

Exprese en la forma a + bi, donde a y h son números reales: 

SOLUCIÓN 

b) 2::...!_ 
3 - 5, 

l 1 9-2, 9-2, 9 2_ 
a) 9 + 2; • 9+27 · g':"T, • 8 1 + 4 • is - 85' 
b) 7 - , 7 - ; 3 + 51 21 + 351 - 31 - 5P 

~ - ~·~- 9+25 
26 + 32, 13 16 ------+-,' 

34 17 17 

Si pes un número real positi,..o, entonces la ecuación r - -p 1icnc soluciones 
en C. Una solución es ./¡, i. porque 

(v'p,)' = (v'p)'f = p(-1) = -p 

Asmusmo. - {iJ i es también una solución. 
L1 definición de ..¡=;. en la s1gu1cnte tabla está motivada por(.¡; IY • - r para 

r > O. Cuando use <..'Sta definición. tenga cuidado de ,,o c-scnbtr ,r,:¡ cuando lo que 
se pretende es escribir -Ir,. 

Terminolopa Ddinicióa Ej,mploo 

Raí~ wadrada princi1,al ~-Vri \/-9• V9i•3i 
v"=;por r > O v=s-vs, 

\Í-1 - vi, - , 

No olvide cambiar al modo rompleJO 

GJ,□--CiJ□ . .c-~frs.,,,\-:;t~, 
Ar6◄ 05882◄+. 94 __ 

GJ,o,aam 100E•1 ns •Frac. 
~- 13/17+16/17' [MAT>< )G:) [ENTIR) ( ·9) 

•• -9 OJ(ENIIR) 
3, 

El signo de radical debe usarse con cuidado cuando el radicando sea negatho. 
Por e1cmplo. la fóm,ula .¡;, .¡;; - ..¡;;¡,_ que se cumple para números rc3les posi11,·os. 
,ro es ,crdadcrn cuando a y h son ncgat1\·0S ambos. como se muestra enseguida: 

\1-3 \1-3 • (V3i)(v'3,)-(V3)';' • 3(-1) • - 3 

Pero \l(-3)(-3) • v'9 • 3 
Por lo tanto. \1-3 \1-3 ,. \l(- 3)(- 3) 
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D1kn'1k 1k :/ot uhm 
:1 b ta b1fa- uh I 

S1 sólo m,o de a oh es nega11\0, en1onccs .¡;; ,,"h - .¡;;¡,_ En general. no se aplican 
las leyes de los rad1calcs s1 los rad1candos son ncgah\OS. En lugar de ello. la rocma 
de los radicales se cambia a 1magmano antes de efectuar alguna operación, como 
se mucs1ra en el siguicnlc CJemplo 

l!if'UC•Q Trabajo con ralcei cuadradas de nllmeros negativos 

Expn..--sc en la fonna a + b,. donde o y b son nümcros reales: 

SOLUCIOH Primero usamos la definición 0 - .¡; i. y luego s1mphficamos: 

(5- \/-9)(-1 + \1-4) • (5- \/9,)(-1 + \/4i;) 
• (5 - 3,)(-1 + 2,) 

• -5 + IOi + 31 - 6f 

• -5 + 13i + 6 • l + 13i 

En la sección 1.4 se md1ca que si el d1scmmnanh: Ir - 4tt<: de la ecuación cua­
drállca ar + bx + e· -= O es ncgat,,.o. entonces no hay ralees reales de la ecuación. 
Oc hecho, las soluciones de la ecuación son dos números 11nagmarios. Además. las 
soluc1ones son conJugadas cn1rc si. como se \C en el s1guu::n1c CJCmplo. 

Qjl'UH•#·I Una ecuación cuadrilica con soluciones complejas 

Rcsuel\ a la ecuación s.r + 2x + 1 - O. 

SOLUCIÓN S1 aplicamos la fónnulacuadrá11cacon a • 5. b • 2 ye • l . \Cmosquc 

-2:~ , . 
2(5) 

-2 :!: v=-i6 -2 :!: 41 - 1 :!: 2, 1 2 ----------- --::-, 10 10 5 5 5 

Por lo lllnlo. las soluciones de la ecuación son -i + ; i y -; - i i. 

Qli!f4Uii Una ecuación con soluciones complejas 

Rcsuelrn la ecuación ,., - 1 - O 

SOLUCIOH Usando 13 fónnula de foctonzac1ón de la diferencia de dos cubos con 
a - xyb • l.cscnb1mosr 1 - 0como 

(x- t)(r+x+ 1) - 0 

Al igualar a cero cada ractor y resohcr las ecuaciones rcsu\tan1es. ob1enemos las 
soluciones 

- 1 : y¡--::-¡ - 1: VJ, 
l. - --2--

o bien. de manera equi\alen1c. 
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Como el número I se denomina número real uni1arlo y la ecuación dada puede 
escnb1rse como x1 - 1. a es1as 1rcs soluciones se les llama rakes t úbku d e la 
unidad 

En la sección 1.3 se mencionó que .r + 1 es m cduc1blc sobre los numcros rea• 

/e~. Sin embargo. s i faclori,.amos sobre los numeros complejos. entonces r + 1 
puede fac1orizarse como sigue 

.r-+ 1-(.r+i)(x-J) 

Eju. 1-J.l: [Mriba la u:pttSión en la fornu1 o+ bi. 
dond~ a y b son núm~ftll!i rniles. 

Eje.r . 35-38: Enroenltt los ,alorH de x y 1· donde x y 1 
son núnw:ros n-ales. 

1 (5 - 2,) + (-3 + 6,) 

3 (7 - 8i) - ( -5 - Ji) 

S (3 + 5,)(2 - 7,) 

7 (4 - J,')(2 + 7,') 

9 (5 - 2i): 

11 1(3 + 41)? 

13 (3 + 4i)(3 - 41) 

1S a) ¡" 

17 a) t ' 

19 _3_ 
2 + 41 

1 - 71 
21 --

6 - 2i 

-4 + 6, 
23 --

2 + 7, 

2S 4 -2, 
- 7, 

27 (2 + 5,)' 

29 (2 - v-,}(3 - v-16) 

2 (-5 + 4i) + (3 + 9i) 

4 ( - 3+8i) - (2+31) 

6 (-2 + 3,)(8 - ,1 

8 (8 + 2,)(7 - 3,) 

10 (6+7if 

12 i(2 - 7,): 

14 (4 + 7,)(4 - 7,) 

16 a) ~ 

18 •l i"' 

20 _s_ 
3 - 7i 

22 ~ 
-3 - ¡ 

- 3 - 2i 
24 --

5 + 2, 

26 -\; 6' 

28 (3 - 2,')' 

10 (-3+ v-E)(s - '11=36) 

31 4 + v=ij 
~ 

33 Y-36 ','-49 
~ 

Y-25 
34 ~ 

3S -l+(A-+2))/ • f+li 36 (.r-~·)+3/•4+11 

37 (la- - \) - 16, • 10 + 4,i 

38 8+(lr+J)i•b-41 

Eje.r . 39-56: t:ncue.nltt las solut"io1.es de la ttm1d6n. 

39 t 1 - 6.t + 13 • O 

41 r 1 + 12r + 37 • O 42 .r~ + 8.f + 17 • O 

43 :t1 
- 51 + 20 • 0 44 x1 +:h+6•0 

45 -lrl + 1 + J • 0 

47 r 1 + ~ • O 41 .\' 1 - 27 • 0 

49 27.r' • (.r + 5)1 

SO 16x' • (J. - 4t 

S2 .t1 
• 81 

S3 4.r' + 25.r 1 + 36 - O 

SS x 1 +1r ? +4x • O 

S6 8.1", - 12x1 + lr - 3 • O 

Ejer. 57..(il : Verifique la propiedad. 

60 :.¡ ... - :_¡¡; 

61 :' • :::s1ysólos1 :. c:5n-al. 
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Desigualdades 

F16UlA1 

FIGURA.2 

Una desigualdad es un enunciado que establece que dos cantidades o exprc-s1oncs 
no son iguales. Puede ser el caso que una can11dad sea rncnor que(< ). menor o 
igual que (s ). mayor que(> ) o mayor o igual que ( o!:) otra cantidad Considere la 
desigualdad 

2x+3 > 11, 

donde .x es una \•ariable. Si se oblicne un enunciado \iCnladero cuando un nUmero 
b se susti1uyc por x, cn1onccs bes una solución de la desigualdad. Asi. x - S es 
una solución de 2x + 3 > 11 porque 13 > 11 es \ierdadcro. pero x • 3 no ~ una 
solución porque 9 > 11 es falso. Rt"soh l'r una desigualdad significa cncontrnr 
rodas las soluciones. Dos desigualdades son equh·alenles si tienen c.xactamcn1e las 
mismas soluciones. 

La mayoría de las desigualdades llenen un nUmcro infimto de soluciones. Para 
ilustrar eslo. las soluciones de 1:1 desigualdad 

2 < t < S 

cs1án fom1adas por todo nUmero real .r emrc 2 y S. A este conJunto de nUmcros 
se le denomina in1t rn 1lo abien o y se denota con (2. 5). La gr i nca del intervalo 
ab1cno (2. 5) es el COIIJUnto de todos los puntos de una recia de coordenadas que se 
encuentra entre. pero no los mclu}e. los puntos com:spond1entcs a ;r - 2 y t - S. 
La gráfica se representa al sombrear uno pane apropind:1 del eJc. como se aprecia 
en la figura I . A este proceso se le conoce como Ira.zar la grUka del intervalo. Los 
números 2 y 5 se denominan pu111os ci:lrcmos del 1111ervalo (2, 5) Los parén1csis 
en 13 notación (2. 5) y en la figura I se usan para indicar que los puntos extremos 
del mtcnalo no es1án mc:luidos. 

Si se desea mclu1r un punto exm:mo. se usan un corchete en lugar de un parén• 
tesis: por eJemplo, las soluciones de la des1gualcbd 2 :S x :S 5 se denoian por (2. 5) 
y se les conoce como un lntrna lo crrn1do En la figura 2 cs1á 1ruada la gráfica 
[2. 5), donde los corche1es 1nd1can que los pumos ex1remos csuin mclu1dos. Tam­
bién se consideran inlt n a los scmiabirrtos [ll. b) y (a. b] e intr n a los infinitos. 
como se descnbc en la s1gu1ente rnbla. El simbolo 00 (léase "mfin1to .. ) que se usa 
para mtcrvalos mfimtos es sólo una notación y 110 representa un número real. 

lntff\l'Jllos 

No1adón lxsiguaklad Gráfica 

1) (u,b) a < x < b 

2) [u,b] a :!ii .t ::!ii b 

J¡ [u.b) as \'<b 

~) (u.b] u<x:!iib 

5) (u.~) x>" 

6) [u.~) X iO U 

7¡ (-~.b) x<b 

8) (-~.bJ ,sb 

9) (-,:,o,,:,o) - $< t<Ol;I 
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Los mé1odos par.J resol\ er dcsiguald;:idcs en x son scmCJ3nlcs a aquellos que se 
emplean para resoh•er ecuaciones. En p:lrticular. con frecuencia se usan has pro­
p iedades de desigualdades para sus111u1r una desigualdad dada con una hs1a de 
desigualdades cquh'alcntcs. tcmunando con una desigualdad de la que se obtienen 
soluciones fácilmente. Las propiedades de la 1abla siguiente se pueden demostrar 
paro nümeros reales "· b. e y d. 

PropiedadH de las desi¡ualdadH 

PN>p;,,tad Ejemplo 

1) S10< by b < c.c:ntonccs u< e 2 < 5 y 5 < 9. por lo tanto 2 < 9 

2) S1" < b, entonce~ 2 <7.por lol:mto 
a+c<b+cyu-c<b-c 2+3<7+3y2-3<7-3 

J) S1a < by e> O.c:nto~ 2<5 y 1>0.porlo1an10 
a b 2 S 

ar<l>cy - < - 2·3<5·3 y 3<3 e e 
4) Sía < by e< O.cmonces 2 < 5 y -J <O.por lo1an10 

" b 2 S 
ur>bf:y->- 2(-3) > 5(-3) y ::"j > ~ 

e e 

Es 1mponantc recordar que al mul1iphcar o dividir ambos lados de una desigual­
dad por un nümero real negat1\0 el signo de desigualdad se tnl'lerte (,cala propie­
dad 4). Las propiedades semejantes a las mencionadas líneas antes son ven.laderas 
paraotrasdcs1gual<bdcsyparaSy ~- Por lo tanto. sia > b. entonces u+ C' > b + e: 
s1 a o?: h y e < O. entonces ac S be, etcétera. 

S1 x rcpn.~enta un número real. entonces. por In propiedad 2. sumar o l'C'Star 
la mb,ma expresión que conllene x en ambos lados de una desigualdad dari una 
ck."'S1gualdad equwalente. Por la propiedad 3, se puede multiplicar o d1v1dir ambos 
lados de una desigualdad por una expresión que conlenga x si se llene la seguridad 
de que la expresión es positn,a para lodos los ,,a loro dex baJO consideración. Para 
CJcmphficar, la mult1phcación o di\ isión por~ + 3,r + S seria pcnnisiblc. puesto 
que esta c,.prcsión es siempre positiva. S1 mulllpheamos o d1,..1d1mos ambos lados 
de una desigualdad por una expresión que siempre sea negativa. corno-7 - .r?. 
entonces. por la propiedad 4, la desigualdad se 1n, 1erte. 

En los ejemplos describiremos soluciones de desigualdades por medio de inter­
valos y 1amb1én se rcprescntan\n gn\ficamcn1e. 

E.li.':J.ili!III Solución de una desigualdad 

Resuelva la desigualdad - 4.r - 3 > -lr - 11. 

SOLUCIÓN 

- 4.r - 3 > -2r - 11 

-2:r > -8 
,<4 

Entonces. las soluciones de la desigualdad están fonnadas por todos los números 
reales .r 1alcs que x < 4. Este es el 11t1cl'\alo (-xi, 4) trazado en la figura 3 
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li.ii:Jil:.aM Solución de una desigualdad 

. . 4 - 1r 
Rcsueh·a la desigualdad contmua-S s -

2
- < 1 

SOLUCIÓN Un número .'Ces una solución de la desigualdad dada si y sólo si 

4 - 3x -ss-
2

- y -4 - 3x 
--< I 

2 

Podemos trabaJar por separado con cada dcs1gu:1ldad o rcsoher de forma simultá­
nea ambas desigualdades. como sigue (tenga en mente que nuestra meta es :uslar x) 

4 - 3x -ss-
2
-< 1 

- 10 s 4 - 3r < 2 •2 
-14 :S - 3., <-2 »I 

"- tnlfl _, 

Así. las soluciones de la desigualdad son todos los números del mtmalo scnua­
b1cno (i. T] 1ra7,ado en la figura 4. • 

ll#l'Ul•li Solución de una desigualdad racional 

Resuelva la desigual<bd ~ > O 

SOLUCIÓN Como el numerador es positivo. la fracción es po~iti,a si y sólo si el 
dcnormnador. x - 2. es también positl\0. Así. r - 2 > O o. lo que es cqu1,alente. 
'C > 2. y las soluciones son todos los números del intervalo infinito (2. oo) trazado 
en la figura S. 

IJli!.Ui:itj Usodelafórmuladeunalente 

Como se 1lustrn en la figura 6 . .s1 una lente conHxa llene long11ud focal de/cen­
tlmetros y si un obJCIO se coloca a una d1smnc:ia de p centímetros de la leme con 
p > f. entonces la distancia q desde la leme a 13 imagen cs1á relacionada con p y/ 
mediante la íómmla 

1 1 1 -+---
p q f 

S1/- S cm. ¿qué tan cerca debe t.-star el objeto de la lente para que 13 imagen esté 
a m:is de 12 centímetros de la lente? 

SOLUCIÓN Como/- S. podemos escribir la íónnula dada como 

1 1 1 -+- - -
p q 5 

Deseamos dctcnmnar los "alo~ de q 1ales que q > 12. Primero resohemos la 
ecuación para q: 
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5q+5papq 

q(5 - p) • - 5p 
5p 5p q-------

5-p p-5 
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Para rcsol\cr la desigualdad q > 12. procedemos como sigue: 

..2!!..__> 12 
p - 5 

5p > 12(p - 5) 

-7p > -60 

p< ~ 

Al combmar la t'1h1ma desigualdad con el hecho de que pes ma)or que 5, obtene­
mos la solución 

Si un pu1110 X en una recta de coordenadas tiene coordenada x. como se aprecia 
en la figura 7, entonces X es1:\ a la derecha del ongen O s1 x > O y a la 1zqu1erda de 
Osi r < O.En la sección 1.1 se ,ioquc la distanci3~O. X)entrcOy Xcs el número 
real tlQ m•g(lffro dado por 

Deducimos que las soluciones de una desigualdad como .x1 < 3 están fonnadas 
por las coordenadas de iodos los pun10s cuya d1stnnc1a desde O es menor que 3. 
Esu: es el m1ervalo ab1cno (-3, 3) 1az..·ulo en la figura&. Por lo tánto. 

~tj<3 cscqul\alen1ea - 3 <x<3 

Del mismo mOOQ. para jx1 > 3. la distancia entre O y un punto con coordenada 
x es mayor que 3: es decir . 

. ..¡> 3 esequi,·alcntea:c<-3 o .r>3 

La grifica de las soluciones a lx' > 3 está trazada en la figura 9. A menudo se usa 
el símbolo de unión U y se escnbe 

(-", - 3) U (l. ,q 

p.3ra denotar todos los números reales que están ya sea en (-ix.. -3) o (3. 00). 

La notación 

representa el conJunlo de 1000$ l0$ números reales excepto 2. 
El símbolo de in1crs«ci4'.ln n se usa para denotar los elementos que son ronw­

,u,,s a dos e0nJUnlOS. Por eJCmplo. 

(-x, )) n ( -), X ) - ( -),)) 

porque 13 mtersecc,ón de (-00, 3) y ( - 3, ix.) está fom1ada por lodos los números 
realcsxlales que t < 3 y t > -3. 

La exposición an1erior puede generah7.3rsc ~ra ob1ener las sigu1cn1cs propicd.3• 
ck.--s de los valores absolu1os. 
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Propiedades de valores 
absolutos (b > O) 

flGUI.A.10 

flGUll:A11 

l}lul < h escqu1,alentcn - b < o < h. 
2)lal > b escqu1,alentca a < -b o o > b. 

En el CJcmplo siguiente se usa la propiedad I con a - .- 3 y h - 0.5. 

ÜWüi:11 Solución de una desigualdad que contieM un valor absoluto 

Rcsucl\'a la desigualdad ¡X - 3J - 0.1 < 0.4 

SOLUCION 

1, - JI< o.s 
-0.5 < , - 3 < 0.5 

2.5 < t < 3.5 

Asl, las soluciones son los nllmeros reales del intcnalo ab1cno (2.5, 3.5). La gráfica 
se traza en la figura 10 • 

En el siguiente ejemplo usamos la propicd:ld 2 con a - 2x + 3 y b - 9. 

Qli*fJl•#·I Solución de una desigualdad que contieM un valor absoluto 

Resucha la desigualdad 21" + 3) > 9. 

S.OLUCION 

12...+· 31>9 
l.+3<-9 o 2.1+3>9 

a< -12 o 
A< -6 O 

2r> 6 

'> 3 

En consccucnc1a. las soluc10ncs de la desigualdad 12.- + 31 > 9 están íomU<bs por los 
números en (-oc. -6) U (3. xi) U gráfica se traza en la figura 13. ■ 

La ley de tricotomfa de la sección 1.1 establece que, para cualesquiera nllmCfos 
reales a y h. exactamcnlc uno de los siguientes casos es , erd3dcro: 

a > b. a < b a • h 

De esta manera. después de rcsoh-cr h + 3j > 9 en el CJemplo 6. se obtienen con 
facihdad las soluciones para 12.r + 31 < 9 y 12,r + 31 - 9. es decir. (- 6. 3) y 1- 6. 
JL respc..-c11\-amcn1e. Obsenc que la unión de estos tres con,u111os de soluc iones es 
neccsanamcmc el conjunto de números reales R. 

Cuando usamos la notación a < x < b. debemos lcncr a < b. Asl, no r.s COITJ!CW 

e$cr,b1r lo .,o!ución x < - 6 o x > 3 (en el CJemplo 6) como 3 < :r < - 6. 01ro 
error en la no1ac16n de dcs1gualdodcs es cscnb1r o < x > h. ya que cuando se usan 
vanos símbolos de desigualdad en una ex presión, éstos deben a¡nmtar en la m/$n,a 
dirección. 

Para resohcr una desigualdad que conttenc polinomios de grado mayor que 1. 
cada pohnom,o debe expresarse como un producto de rac1orcs lineales ax + b o 
fac1orcs cuadrá11cos irreducibles ar + bx + e, S1 cualquiera de estos fac1ores no 
es cero en un inten•alo, entonces es pos111vo en todo el mtervalo o nega11, o en iodo 
el mtervalo. Por consiguicn1e. s1 se escoge cualquier k del mtcnalo y si el factor 
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es postll\O (o ncgatt\·o) para x - k. c-n1onces es pos1mo (o ncgarn,o) en todo el 
1nleJ'\alo. El valor del füc1or en x - k se denomina ,·alor de prueba del factor en 
el numero de pruebá k. Es1c conceplo se ilustr::t en el s1gu1cn1e eJcmplo. 

Uii!liED Solución de una desigualdad cuadrjtica 

Resuelva la desigualdad 2.-: - x < 3. 

SOLUCIÓN Para usar ,11lorcs de prueba. es esettl"iol lt''1t>r O e" 1m lodo del sig"o 

de des,gua/d"d. Asi. procedemos como sigue: 

2rl - r - 3 < O 

(x + 1)(2x - 3) < O 

Los factores x + 1 y 2x - 3 son cero en -1 y ~- rcspcc11vamc111e. Los pun1os 
corrcspond1cn1cs en una recta de coordenadas (,Ca la figura 12) dc1cm1inan los 
inteJ'\ o los que oo se cruzan 

Los signos de :e + 1 y 2x - 3 en cad3 in1crvalo se pueden dc1cmunar usando un 
valor de prueba lomado de cada m1erv-alo. Para 1lustrarcs10, s1 escogemos k - -10 
en(-~. - 1). los ,olores w.mode:c + 1 comode2t - 3son ncgall\os. y por lo tamo 
son ncga11\oscn todo(-,x;, - 1). Un proccdim1cntoparcc1do para los dos mtmolos 
res1an1cs da la s1gu1cntc 1ab/a ele signos. donde el término signo resuhantt' de la 
última fila se refiere al signo ob1cn1do al aplicar las leyes de los signos al producto 
de los factores. Note que el signo rcsuhantc es pos1tl\O o ncgah\O dependiendo de 
s, el número de signos negat1\0S de los factores es par o impar. rcspcc11vamcntc, 

lnlenalo (-00, - 1) (- 1.l) (f.~) 
Signodcx + 1 + + 
Signo de 2.,· - 3 + 
Signo rcsultanlc + 

A veces es com emcntc representar los signos de x + 1 y 2x- 3 al usar una recta 
de coordenadas y un diogramll de slg,ros, del 11po que se prcscn1a en la figura 13. 
Las lineas \Cr1tcalcs md1can que los factores son cero. y los signos de los factores 
se muestran encima de la recta de coordenadas. Los signos resultantes se indican 
en color naranJa. 

flGUlltA IJ 

S, 1n;: nante: -♦ 1 
S11m0Jc h • ' 
S1¡?node t ~ 1 

1 O 

Las soluciones de (x + 1)(2x - 3) < O son los valores de x para los cuales el 
producto de los íactorcs es ,reglltno. c:s <k."Ctr. donde el s1g_no resultante es ncga11\O. 
Esto corresponde al intervalo abierto ( - 1. i>-
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En In página 45 se annhza el teorema del factor cero. que ir.un sobre ig11a/d(1• 
des. Es un error común extender este 1eorcma a las des1g1mld,ule.t. La s1gu1c11te 
ad\enenc1a muestra es1a extensión incorrecta aplicada a la desigualdad del 
ejemplo 7 

(x+ 1)(2:c-3) < 0 noescqm\'alenlcn x+ 1 <O o 2r 3<0 

En e1emplos pos1enores (aquí y en el capitulo 3) se uolizará ya sea una tabla de 
signos o un diagrama de signos. pero no ambos. Cuando trob:l1c con e1cme1os. eh1a 
el método de solución que le resulte más cómodo. 

fflj :taU#·i Uso de un diagrama de signos para resolver una Mslgualdad 

Rcsueh·a la desigualdad (x + 2)(3, - x) s o 
(r + l)(r + 1) 

SOlUCIÓN ComoOyaestáen el lado derecho de ladcs1gu.1ldadyel lado1zqu1erdo 
está factonzado. podemos ir dm.-ctamcnte al diagrama de signos de la figura 14. 
donde las líneas \ cmcalcs md1can los ceros ( - 2. - 1 y 3) de los factores. 

flG A14 

S1 no n. lbnlc + 
S1¡modc, - .1 + 
S1~1\ó OC .l + 1 
S1in•-' e.le , + 2 

., 8l o 

+ 
+ 

El cuadro alrededor de - J indica que - 1 hace que un factor del denominador 
de la desigualdad ongmal sea igual a O. Corno el foetor cuadrático es siempre 
positivo. no uenc cfcclo en el signo del cociente. y por lo tanto puede om111n.c del 
diagrama. 

Los dl\crsos signos de lo~ factores se: pueden hallar us.1odo \alorcs de prueba 
Oc manera opcional. sólo se ne<::csita recordar que cuando aumentar. el signo de un 
füclOr lmeal ar + b cambia de ncgamo a pos11t\·O si el coeficiente,, de res pos1u ... o 
y el signo cambia de pos11no a ncga11,os1 a es negati,o. 

Para detcrmmar dónde el eoc1en1c es menor o igual que O. pruncro se observa 
en el diagrama de signos que es negatwo para números en (-2. -1) U (3. x ). 
Como el coc1cn1e es O enx - -2 y x - 3. los números -2 y 3 también son solu­
ciones y deben mdmrse en la solución Por último. el cociente es mdefi11ido t:n x 
- -1. de modo que -1 debe excluirse de nuestra solución. Así. las soluciones de 
la desigualdad dada son detennmadas por 

[ - 2. - l)U(J.~) 

IJl&!Jil1:i:I Uso de un diagrama de signos para resolver una desigualdad 

Rcsuel\'3 la desigualdad (2 r + lf(x - l).?: O 
,(,' - 1) 
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SOLUCIÓN La dcsígualdad se vucl,.c a cscnb1r como 

(2., + 1)'(,- 1) _,, O 
,(, + 1)(, - 1) 

observamos que x - 1 es un factor del numcr'Jdor y del dcnonunador Asl. s11ptr 

mendo que .'C' - 1 'F O (es decir. x ,;. 1 ). este factor se cancela y la búsqueda de 
soluciones se reduce al caso 

(2., + I)' "'º 
4,+ 1) 

, ,. 1 

Enseguida 'f observa quc_cste cociente es O si 2x + 1 - O (es decir, s1 x - -~) Por 
lo tanto. - ; es una solución. Para encontrar las soluciones restanacs se construye 
el d1agr.:mtá de signos de la figura_ IS. No se mcluy~ (2x + 

1
1 )2 en el d1agra1na de 

signos. porque esta expresión es siempre pos11iv:• s, t-+ - 1 y entonces no he~ 

efecto en el signo del cociente. Al consultar el signo rcsuhan1e y rccor<br que-~ 
es una solución. pero I no lo es. \emos que las soluciones de la desigualdad estiñ 
dadas por 

e-~. -1> u {-Hu co. 1> u c1.~> 

i!li '141•11•# Uso de un diagrama de signos para resolver una desigualdad 

RL-sueha la desigualdad ~ :S 2. 
,+3 

SOLUCIÓN Un error común al resol,.er este upo de desigualdades es multiplicar 
pnmcro ambos lados por x + 3. Si se hace así, se tendrían que considerar dos 
casos. porque x + 3 puede ser positi\,o o negah\0 (suponiendo que \' + 3 -+ 0) y 
podríamos 1n\ert1r la desigualdad. Un método mis sencillo es obtener primero una 
cks1gualdad cquivalen1e que tenga O en el lado derecho y conunuar a partir de ahl: 

~s 2 
• + 3 

,+I 
--- 2so 
'+ 3 

,+ 1 -2{,+3)"'º 
,+3 

- x -5 --so 
x+3 
A+ 5 --.. o 
'+ 3 

J " ... 

fi,.;ml( 

Obscne que la d1rccc1ón de la desigualdad ea.mb1ó en el último paso. porque se 
muh1plica por un número negal1\·0. Esta muhiphcación se realizó por comodidad. 
con la finalidad de que todos los factores tengan cocficienlcs posih\OS de x. 

Los factores x + 5 y x + 3 son O en .x - -5 y x - - 3, respec11vamentc. Esto 
llc\a al diagro.ll\3 de signos de la figuro 16. donde los signos se dc1enmna.ron como 
en c1cmplos previos. A pan1r del diagrama observamos que el signo resultante. y 
Por lo tanto el signo del cociente. es positivo en (--x.. -5) U (-3. :x). El cociente 
es O en x - -S (incluido -5) y no cst:\ definido en t - -3 (excluido -3), Por 
cons1i:u1cntc. la solución de (.t + 5) (x + 3) ~ O es (--x.. -5] U (-3. 'JO). 
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FIGUU.16 

S1 n, 11 n + 
S1gnodt, + .1 -
s.,fk,dc,+'.'i -

. 
+ 
+ 

1 ,....J:; 1 

l=lJ 

Un método ultcmo de solución es comenzar por mult1phcur ambos lados de la 
desigualdad dad.a por (X + 3)1, supomemlo que x l. -3. En este caso (x + 3)2 > O 
y la multiphcac1ón es pcmns1blc: no obstan1c, después de rcsohcr la desigualdad 
rcsuhantc, el valor de x - -3 debe excluirse. Rcsucl\'a de esta manera para com­
probar que se ob11ene la misma solución • 

011 S,Q 1-111 ~terminación de rangos terapfutlcos 

Para que un mcd1camen10 1cnga un efecto benéfico. su concemrac1ón en el íluJO 
sanguíneo debe exceder de cien.o valor. que se denomina nfre/ mimmo efica::.. 
Suponga que la concentrnc16n e (en mgtL) de un mcd1camen10 pan.1cular en un 
lapso de I horas después de ingcnrlo es1á dada por 

201 
e • ~ 

S1 el n1\cl mínimo efica.t es 4 mg/L. dctcm1ine cuándo se excede este m\el 

SOLUCIÓN El m\-·el minuno eficaz. 4 mgtl, se excede s1 e> 4. Por lo tanto, debe• 
mos rCSOl\-cr la desigualdad 

201 -->4 ,i + 4 

Como f- + 4 > O para 1oda ,. ambos lados se pueden multiplicar por f- + 4 y pro­
seguir eotno s igue: 

20, > 4,: + 16 

-4r! + 201 - 16 > O 

,, - s, + 4 < 0 

(1 - 1)(1 - 4) < 0 

Los factores de la úluma desigualdad son O cuando , - 1 y , - 4. Éstos son los 
tiempos en los que e~$ ig1wl u 4. Al igual que en ejemplos anteriores. una tabla 
de signos e, di.igrama de signos (con , ~ 0) se pueden usar para mos1rar que 
(t - 1 )(t - 4) < O para loda I en el mtcnalo ( I, 4). Por lo llmto, el nwcl mímmo 
eficaz se excede s1 1 < , < 4. ■ 

Como en el sigu1cn1c capi1ulo se m1roduccn las gráficas en un plano de coor• 
dcnacbs. seria premmuro demostrar aqui el uso de una calculadora graficadora 
o software para rcsoher desigualdades en 1". Estos métodos se considerarán más 
adelante en el hbro. 

Algunas propiedades básicas de las desigualdades se definieron al princ1p10 de 
la ült11na sección Las siguientes propiedades adicionales son úulcs para rcsoh·cr 
ciertas desigualdades. Después de la gráfica se proporcionan eJcmplos de las pro­
piedades 
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Propiedad.-adkl~s de las d.sl1uakiades 

[j,mplo 

1 1 
1) SiO <t1<b.por lo1an10-; > -¡; . 

1 1 1 1 
Si O < -:;- < 4 . por lo 1an10 Vx > 4 . o x > 4 • 

2) Si O < o< b.porlotantoO <o:< b:. Si O< VI < 4. por lolantoO < (\h)! < 4:0 O <_.< 16. 

3) S10 <a< b.porlotantoO <Va< Vb. Si O< r < 4. por lo tanto O< W < \/4. o < 1-1"1 <2. 

DEMOSTRACIÓN 

1) S i O< a< b. entonces al multiplicar por 1/(ab) obtenemos 

2) Si O < a < b. entonces al muh1plicar por a obtenemos a · a < a ·by al mul­
t1plicar por b obtenemos b · ,, < b · b, así. tr < ah < Ir y por lo tanto tr < Ir. 

3) S i O < a < b. entonces h a> O. o bien. lo que es equivalente. 

(w + v'a)(w - va) > o 
Al dl\'idtr ambos lados de la Ultima desigualdad en1re .¡¡, + .Jo obtenemos 

..fb - .,¡;; > O: es decir. 'll, > .fa. 

liiil Ejercicios 
Ejer . 1-4: Exprese la desigualdad w mo un Intervalo y Ira~ 
su gráfica. 

1 x < -2 2 .ro!: 4 

3 5 > X 2: -2 

Ejer. 5-6: F.xprt"H d inl" ~ ·alo romo una dn-igualdad f:n l111 
,·a riable.r. 

S (-S.4] 

Ejer . 7-50: Rt5ueln la dHigualdad y u:pr'HI' la'i soludonH 
en fondón de los inlen '11ios 'iÍempre que •111 posible. 

7 2x+5<1,-7 

9 3s
2
';

9
<7 

11 -
4

- .. o 
3t + 2 

-7 
13 -->O 

4 - l t 

S .r-6>5"+3 

4, + 1 
10 -2<-J-"'º 

12 -
3

- .. o 
l, + s 

-3 
14 - <0 

2 - , 

15 (1 ~,y>O 1, ,::4<0 

11 lx + 31 < 0.01 18 l,r - 41 s0.03 

20 21-1 1 -1.rl - 2 > 10 

22 lfü -Sls-2 

2S -2<1.,1< 4 26 1 < 1.,1 < 5 

27 (1.r + 1)(5 - lfü) >0 28 (.r + 2}(x- 1)(4 - .r) S O 

29 .r:-x-6<0 )0 .r2 + 4t + ) o!: Q 
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31 d2.r+3) 2:5 

33 2.s..-: - 16<0 

35 ~ :s O 
(x + 2)(.t + 1) 

.t: - r 
37 _, :+2x:s.0 

39 -•-- -
2
- a, O 

,: - h- 10 

-3, 
41 ~ >0 

43 ~~
1
3>2 

45 ~2:-'-
' - 2 .1 + 1 

47 -'-s-2-
1t - 5 , - 1 

12 s..- - 1s > r 

38 
(t+3)!(2- r)

50 
(1' + 4)(1"? - ,1) 

40 ~so 
,tl - 1x + 12 

42 16 ~ .. , < 0 

,. - 2 
44 --s• 

3.r + 5 

46 _,_,._2_ 
2x+3 , -5 

.. _,_.,_,_ 
2t- 1 t + 2 

E~r. 51-52: R\"Suclnt t'I irK'iso a) y use la respuesta para 
ddcmdnar hu ra:puntas de kll inds.m b) y e). 

e) lx +S l >J 

S2 •) [., - 4 [ < 3 

e) jx -4[ >3 

b) [,+5j<3 

•:Jer. 53-54: •:xprUC' ,1 enunciado t'n íundón dt- una dn l¡:u1l­
d.1d quti 1ug.1 un n lor absoluto. 

Sl 1:1 peso w de un luchador debe- estar entre 2 y 141 libras 

54 El rad,o r de una bola de metal debe medir cnlrt O 01 eentl• 
mcuos y I ccntlmctro 

55 A1 'P' lfic d ~ lhtt lf Cn l.a figura se mucstm una lcrue de 
:iumcnlo simple fomuda por um. k.,ue comexa. LI obJCIO • 
Mnplificarsc está ubicado Je: IT\3ne:ra que: la d1stanc1.1 p desde 
la lente es menor que la long;1rud focal/ LA amphficac,on 
lmeal Al N la ntzón entre el 1airuflo de la 1m3¡;cn y el tamafto 
del obJCIO. En fü,cascdcnn~straqoe M =P(f- p). S1/= 
6 cm, ¿a qué d1ssanc1a de la kntc debe colocarse el objC1o 

p:1m que su inugcn 3patt'LC.1 por lo menos tres vc«s mis 
grande? (Compare con el cJcmplo 4 ) 

fJ[ CtCfO S 

-i ~~r~ 
' ' ' 1 ~p___.. 
~,----.: 

S6 CO"""nlrk )n M ~~ 1to Para mi.tar la amtnua 
(pulso nrcvulu del cotnón) se 1n1roducc un mcdteamcnto 
en el torrente s:anguineo por una \CA3 Suponga que la ron­
ccnt~tÓn r del medicamento dcspu6; de , horas está dada 
por e = 3.St (1 + 1) mg.¡L S1 el m\cl mimmo eficaz es 
1.5 mg,'L, dcicrmmc cuándo se excede e-sic n1\cl 

57 Gutc en~ , n ~ -s Una comp3.llia construetont IN.ta de 
decidir cmil de~ modelos de Ul'l.l ¡rúa comprar El modelo 

A cuc:sla $100,000 y su ma.n1cmm1cn10 anual cuesta $8,000 
El modelo B tiene un costo inicial de SS0.000 y su man• 
1en1m1cn10 CUC!iUI $11,000 por afio c,Dwun1c cuántos ailo.s 
debe usarse el modelo A antes que st-a más «onónuco que: el 
modelo B., 

58 <ompr1 de un auto"'41YII Un consumidor trata de dtt1• 
d1r si compr.i el automó,11 A o el B. l:l 1u1omóHI A cucsla 
$20,000 y ucnc un rendmucmo de combustible de 30 m1ll:u 
por galón. y el seguro cuesta Sl.000 al 11.00. El automóvil 
8 cucst.a 524,000 y oc-ne un rtnd1m1cn10 de 50 millas por 
galón y el seguro cuesta S1.200 por año. Supoog.a que el 
consunudor n:-corrc 15,000 m1lla.s por ai\o y que el pt'ttlO 
dd combus11blc pem'lanccc eoru;ranlc en S3 por galón Con 
base sólo en estos datos. dc1crm1nc cuán10 ucmpo trans• 
curnni pam que el costo 10111! dcl au1on\Óv1I 8 st'a menor 
que el del automóvil A 

S9 R1 wd de t. lto v rtic 11 El ll/tro Guin""" lH' Réronh 
MunJlule.1 informa que los pcrro!i pascor alcndn pueden dar 
saltos vemcalc.s de mis de 10 pies cwndo cscabn paredes 
S1 la d1stanc1a 3 (en pies) desde el sucio después de t sc¡un­
dos está dada por la ccuacM'm.r = -16r + 24t + 1, ¿duran1e 
cuántos segundo$ el perro cs1á a má.1 de 9 pies del rucio,. 

60 Altura ft un obj•t• tanzado S1 un obJcto se lan1.a vert,cal• 
mente hxia arriba dl--sdc el m\el del sucio con wu \Clornbd 
mac,al de: 320 fls. m1onces iu dtstancu.1 desde el sucio des­
pués de , segundos cst, dada por 1 = - l6r + 3201 tPani 
qué nlon:s de t el obJclo cstarii a nW de 1536 pies sobre el 
sucio? 

61 0,.,1o1Mi.act.h ~ La d1stanc1addcfrcnado(mp1ct}dc 
cieno au1omóv1I que \13Ja a,, mJ/h está d3<b por 12 ccuaclÓfl 
d = ,, + (1P20). Dc1crmmc las Hloctdadcs que den como 
resultado d1s1anc13$ de frenado mcnofcs de 75 p1c.1 



62 R -,¡ ..,-to dt- , , ~1t1bl• U numero de mtllas M q~ 
cierto automóvil comp:1cto poc:dc v1a1ar con un galón de 
gasolina cs1.fi relacionado con su \CIOt'idad ,-(en milh} por 

M - -i,.! + !1· p:u-aO< ,, < 70. 

<-Paro qué \Cloc1dadcJ Alscri por lo n\COOS 45? 

63 D1str1fnuc:ión 1M matur• La cst;ilurI de una persona por lo 

&Cncnl d1.sminuyc O 02-1 pulgadas cada ai\o después de los 

'º"'°' 
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64 VrlOri-dad d• at«nujf ff u\ 1\IK"I- -~ en el d1KOO de 
clCttO anón pcqud'io de 1urbohéhc:c, Ll \ cloc:1dad de alttnLaJC 
f ' (cn ft's) es de1crm1nad3 por l.i fórmula 11' = O 003341-:!S. 

donde W es el peso bnuo (en hbf'as) del a'"IOO y S d área 
superficial (tn I\!) de las alas S1 el pe$() bruto de la na\e es 
entre 7,500 y 10,000 hbras y S = 210 f\!, dc:1enmnc: el rango 
de las \ cloc:Kbdes de atcmn,c: en m1ll:u por honri. 

t-:jn. 65-66: Uu una ubla de nlores como •pofo para rcsol­
, er la dNl5tualdad en t-1 lnlen alo dado. 

1) S1 una muJcr mtdc S pies 9 pulg3das a la edad de (' l)(lr 9) 
J0;,.ftos,prcd1psucsta1uraalaedaddc70 6S ¡1-=._·r)(~; I) >O. [-2.3.5] 

b) Un hombre de SO ar.os de 003d mide: 5 pin 6 pulgadas 
Dctcmunc una desigualdad pani el rango de cstatunas 66 x 4 

- x' - 16.1 J + -1.r + -18 < O, [ - 3.5. 5] 
(en pulpdH) que d ie hombre expcnmc:ntar:i Cnlrt: lu 
cdadCj de 30 y 70 

iiUii',S.11 EJERCICIOS DE REPASO 

Ejer. 1-Z: Rceurlb1 11 c,;prnlón .sin usar rl slmbolo dr nlor 
1bsolu10) shnpllRqut- rl ~sultado, 

1 l.1:+3ls1.r$-3 

2 !(.r-2)(.l-3)ls12<x<3 

Ejrr. J-1-1: Simpllfiqur 11 u.pttsi6n) ncionaliu rl drnomin1-
dor ruando St'a apropiado. 

3 ( "';:"] 

! (f)' +('';")' 

10 '\Y(--kl''b?cY 

Ejtr, IS.Z2: E.1pmt romo un polinomio. 

16 (1 + 4)(.,· + J) - (2r - 3)(.r - 5) 

17 (3u - 5b)(4o + 7b) 11 (-Ir: - 3s): 

19 (I.Ja! + Sb)(I.Jal- - Sb) 20 (2a + b)' 

21 (3x + 2)-)l(l.r - 2y)l 22 (u + b + e+ úr 

t:jer. 2J..JO: farcorke el polinomio. 

23 60.rn+~ 

27 p'-q' 28 ,, - 12.,1 + 36.tl 

29 .r - 49).: - 14r + 49 

Ejr r. 31-36: Simplifique 11 u:prntón. 

,, _. __ _ 15_ 

-11· - S lfu + 1 

' 4 

35
r+2-,· +2 

6 
r-3-­

x+2 

t-:Jrr. 37-60: Rn ueln la ttuadón o drslgualdad. E•prt'K' IH 
soludonn r.n función de~ lnten·1los cuando sr• posible:. 

3.r+ 1 6.x+ 11 37 -----
St + 7 lfü - 3 

38 2x1 + 7, - IS • O 

39 .-(3.r + 4) • 2 
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43 212, + • I + 1 - IS 

4S ~+x•6 

47 I0-7x<4+8.r 

s, 2J J - '1 + 1 > 5 

s1 1nr + 11 .. > 6 

s, ~<-'-
2.r + J t' - 2 

46 yj;+T - \/t+4 • 1 

1 2.r + 3 3 
41 -- < --< -

2 S 2 

so l4r+ 71<21 

S4 t(t - .\) s 18 

56 x' -,-l $0 
t'l + 4t +) 

SI ~ sO 
r1 

- 25 

60 (r1 - r)(r1 - S..r + 6) < O 

Ejer. 61-6-1: Despeje la ,·ariablt' a-pocificada. 
C+2 

61 I' + N - ~ para C 

ff"PR4 (le) de Po1scu1lle 
63 F • 8VL ~ R para fluidos) 

64 V • \-mt(r1 + RJ + rR) parar (\olumen del lronco 
de unrono) 

1-:jer. 65-68: ExpttW en la forma a+ bi, dond" a y b 
son númuos ttalts. 

65 <5 + s,r 

61 
6-3i 

2 + 7, 

66 9- ✓-7 

68 
24 - Ri .. , 

69 tnrr~ pot" ..,....~ Un m\'crSion1sta llene una opción 
de dos m\crs~s; un fondo de bonos y un fondo de acc10-
nrs. El fondo de bon<K ofrece 7.186•. de m1cré! anual, y no 
paga impuestos fcdc-nalc:!li m e5talalcs. Suponga que el 1mcr• 
sionista pa~ un impuesto sobre la f'C111a f1.'0Cf"IIII a una tau 
de 2s♦ • y un impuesto sobre la renu, est11al a un:i usa de 

.,. • Oc1crmmc el.di debe scr el n:nd1m1cn10 anual so~ el 
fondo de acciones gnl\ ablc para que k>s dos íondos paguen 
la misma canh<bd de mgrdOS por mtcrl!SCS netos al 1mcrsio-

70 M.rtJa di oro y ~•t• Un :1n1l10 que pesa 80 gnuno,: cs(j 
hecho de oro y plata Al mc:drr el desplazanuento del amlló 
en agua. se ha detcmunado que el arnllo 11cne un \Olumcn 
de 5 cm1 Boro pesa 19.3 g;cm' y la pla1.:1 pesa 10 S g.cm1 

¿.Ctdint01 granlOS de oro con11cnc el amlk>? 

71 P~ra.ción de a.hmtntos • un hotpit11 La dic11sta de 
un hospnal quiere prcprar:ar un pl:111llo con 10 onns de carne 

y "enturas que proporcionari 7 &nmos de prOl:dnas S1 una 
onza de ,enturas proporcl003 112 gr.uno de prOl:cína y una 
onza de carne proporctOna I gramo de proccina. <,cuánto 
debe usar de cada una,. 

n Ca. numw-nto M lu Un panel solar grande de e.tlcfacc1ón 
m:¡u1crc 120 piones de un fluido que es lo♦• :1n11oongc­
l:mtc y viene en solución al 50', o :al 2o♦+. "CUJntot galones 
de cada uno deben usarse p:1ra prq,ar:ar un:a solución de 
120 galones" 

73 fabn<1clon de lalOfl Ulloll m1prcsa dese-a haccr una alc:.­
c1ón de latón. que se compone de 6S•• cobre y 3S•• zmc 
¿Cuánto cobre debe mezclarse con 140 kg de zinc p:tr.11 hai.x-r 
ll11ón., 

74 lk- d un con M"Pt.or Un cx1rusor puede llenar un 
con1cncdor, acio en 2 horas., y un equipo de en\.."3Sado puede 
\-attar un contenedor lleno en S horas. S1 un con1encdorcs1á 
mcdto lleno cua;ndo un C'lltNSOr comienza a llenarlo y un 
equipo cooucna :a \'11C1arlo. ¿.cuánlo tlCfflpo tornar-3 llen:u el 
con1cncdor? 

75 V•tr ffl urretua. Una cam:tffl en sentido none-sur cruz.a 
oln c11m:tm en :!licnlldo CSlc-ocstc en un punto P Un aulomó-­
\..ll cNl.t Palas 10 AM ., Yl-ÍIJ3 hacia el C'StC3 una \elocKbd 
cons1:1n1c de 20 m11ñ l:.n el m1sino 1Mun1e, otro automól-11 
csiá a 2 m,llas al l10r1(! dc P. ,1aJando al sur a S-0 m1!h 

-1) Encuentre una fórmufa p.1ra la d1stancl:'I d entre los 
DUIOl:t\Ó\-IICS I horas después de LH 10:00" M 

b) <,Apro,:unada.mcnte a q~ hon ~ autonl6, ,le~ M: 

cncontr.lrán 11 104 millas de dastanc1a entre sl1 

76 Ctrt* et. u, 1a perrera El ducfto de una perrera 11cnc 
270 pies de matcnal para CC"rcar y dMd,r un .\rea r«:tangul:ir 
en 10 Jaula~ iguales. como se mucslr-a c-n b ligun1 l:.ncucntrc 
d1mcns1om-s que pcnn1t:i.n un medida de 100 n1 para cada 
un:i, de las Jaulas 

EJERCKl076 

n Din.....1,ioPH M un ,. .wi n> Se consmmi una pecera sm 
tapa con costados de 6 pies de largo y c:ctremos cuadrados. 
como se aprttta en la figura 



3) Calcule la :lhuta del acuano s1 el ,olumcn scri 48 ft1 

b) Calcule la a hura u se us:uín 44 ít! de , Klno 

EJ(RCICIOn 

78 Ley dt: loy~ La ley de Bo)'k para cierto ¡a5 expttsa que s1 
la tet11p,.---ratura es ooosuantc.. cnl()O('CS /J'I = 200. donde p es 
la presión (en lb.pul¡!) y, es el ,olumm (en pulg') Si 25 ~ 
,, ~ SO. ¿cuál es el mrcrnlo oorrc$pOl'ld1cnte para p'.» 

79 Cornil H11k- v ... lH Un recién graduado dc la UOI\Cf'tltbd 
uene ofcnu para un empico de \alias m dos empresa., de 
comput;wor;lS. El emplw A J»P SS0,000 al ai\o ffias I O-• 
de comisión El empico B paga sólo $40,000 al :at)o, pero 
el porccntaJe de commón es 20- •- t,Cuántas \·cntaJ al allo 
debe haccr el \cndcdor para que el sc¡undo m1plw sea más 
lucrall\07 

80 Velocidad de4 sonido la ,eloc1d.td del somdo en el a,rc 
:i O C (o 273 K) cs 1087 füs. pcm csta \eloc,d.td se 
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1ncrcmcnl:ll conforme :iurncnt:i la tcmpcr:uur.1 L:i , eloc1-
dad \ del somdo a una 1cmpcn11un1 T m K csti dada por 
, = 1087.J'fii?j, ¡,A qui 1cmpe111tW1LS la ,eloc1dad del 
sonido rebasa los 1100 f\is" 

81 Plantarunhu•rtod4 m.anan11s Elprop,cunodcunhucrto 
de man7..ana.s es11ma que 51 se pllllllan 24 árboles por xrc. 
cmonces ca<b ,rbol maduro producui 600 nwu.anas por 
al\o. Por cada árbol achcional plan1ado por acre, el nllmcro 
de m.ananas produc,du por COO.I :irbol d1sm111uye en 12 por 
aOO <-Cuántos áfbolcs debe plan1u por ac~ para ob1cncr por 
lo mt"OOS 16,416manzannal 300? 

82 ~n d- deput~os Una cn\prcS:. de bienes ralees 
posee 218 dcpan.amcn1os en ed1fic1os. que se ocupan por 
complc:10 cuando la renta es de S940 al mes, La empresa 
cstmu que por cada S25 de aumento en la renta se desocu­
pan 5 dcpartamcnios ¿Qué renta debe cobrarse para pagar 
las facturas mcnsualcs, que suman un 10131 de S205.920" 

13 EscoJa la ecuación que dcsmba mc,or la tabla de d.nos 

, 
' 

1) l • I.S529r + 0.568..t 

1 2.1213 

2 3.6742 
2) \ - ~ + ( J - 1 

' 
J 4.7434 ] ) l • Jv'x - 0.S 
4 S.6125 

5 6.36-IO ., > • 3.r1 ' + 1.1213 

Mi.Phi•li·ii EJERCICIOS PARA ANÁLISIS 

1 tu,...ta de credito ton punto, en ft-:ti~ Por cada SIO 
que: se car¡an a una lalJCla de créd110 en p:u11cular. se ocorga 
1 pw110. Al final del año. 100 puntos se pueden 1nu:rc:1mbaar 
por SI en cfccm-o ¿Qué portcntaJe de descuento rq,c'CSCOla 
esu: du1ero en erccu,·o cn función de la canudad de dinero 
que se carga a 13 lllrJc1a de em:hto? 

2 Dc1cmune lu cond.1clOflCs b.t.JO Ju cuales~ = u+ b. 

3 Dcmucstn:- que la suma de los cuadrados r + 25 puede fac• 
1001..ar,c al sumar y rtSLlr un 1énn1no en p:u,,cular y seguir 
d método mostrado en el CJCfflplo 2c) de la sca:1ón 1.3 

4 ¡,Cuil n la d1fcrcnc,a entre las cxpn:-s1oncs ~ y .:i --=._ \ 1 

S Escoba el coc,emc dc dos polmom,os :ubnranos de scaundo 
&rada en ,. y evalúe el coc,ci1te con ,.nos nlorrs ¡randcs de 
.r. ¡,Qué conchmón general puede formular acerca de csios 
COCICfllCS-, 

lfl - 5{ - 2 
6 S1mphfiquc la cxprcsión --;:,-:-¡- . Ahora C\-alllc 

ambas cxpn:-s,oncs con un \'lllor de r (.T -:t. ~ 2). Comente lo 
que dcmucstn. (o no) esa culuación )' lo que dcmucsira (o 
no) su sm1phficac,ón 

7 Tr1.1<0 p,ua \!'PI flf'~ta Para ad,...-mar la edad y esi.uura de su 
partJa. h.3g-a que él o cll.a haga lo s,gu,cntc 

1 Anoic la edad de CL·ell:t 
2 Mul11pllquds por 2 
3 Sume S 

Muh,phquc 13 suma por 50 
Rc<ite36S 
Sume la cstJIW'D de el ella (en pulgadas). 
Sume 115 

Los pnmcros dos dígitos del resultado soo iguales a la edad 
de él o ella y los Uh unos dos d1g11os soo ,gua.les a su cslatun 
Exphqoc porqué esto cs \Crdldcro 

8 Problftlui dt cirtuiti En un problema de c1rcu11os dctcr­
mm3do. el \'Oll:IJe de uhd.1 t'!ici definido por 

fómmla pan 1•,. en functón de V• cu.ando R cs 1¡ual a,'( 
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9 Cuando se factonu b suma o d1fcrem-1a de cubos. x ' ~ r 1, lS Exphquc por qué no debe trat:i.r de rcsoh cr una de csw 
¿el fac1or ('r .:;: .n + .).!)es fae1onzabk sobre los numeros ecuaciones 
rcalt:$? 

10 ¿Cuál es el promedio de l:ts dos soluciones de l;i ecuación 
cuadritica arb11rana a-C: + b1 + r- =- O ? Comen1e cómo este 
conoe1m1cnto ayuda a comprobar fác,lmcnte las .soluciones 
de 1.uu CCU3('ÍÓn eu.adníuea. 

11 a) Encuentre una e:<pttslón de la forma p + qi para el 

1mcnomui11phca11,odc;:: ,dondco,h,cyd:son 

numeros reales 

b) ¿La expresión que encontró se aplica II numcros reales 
de la form:a u e"! 

e) "Hay alguna rcstnccKln en su rcspucsia Pffll el mciso 
a)'1 

12 Al rcsol"cr la dcs1guald:,d ; = ~ ~ J, ¿qué hay de malo en 

empicar como prnncr p.-iso.r - 1 ~ J(x - 2)? 

13 Considere la dcs1gualdád ar + In· + e = O, donde u, h y 
e soo numcros n:alc, con a 't- O Suponga que la 1guakbd 
asociada ar' + h) + ,: = O tiene d1scnmm:mtc D Catcgoncc 
las .soluc1one:s de la desigualdad con base en los s1,oos de a 
yD 

14 NiVI 1 .S. c~llclo ffl .., 1 nube Coosuhc los c1m:ic1os 
73-75 en la sección 1 4 

1) Aproxime 13 altun1 del ,md de congelación en wu 
nube si la temperatura del sucio es 80 ~ y el pun10 de 
rodocs68 ·F 

b} hncucn1rc una fórmula para la allura h del n1n·I de con• 
gclxión en una nube para la tcmpaatur.t dd suelo G y 
c:I pun10 de rodo D 

~ + v7Ts - o 

16 Rcsuch a la ecuación 

v'; -('.r-21<-

para .1", donde r - 2 X 10*. Con,cn1c por q~ una de sus 

soh,ICIOIIO J)05111\ l1S C1I cxtrat\a 

17 Relac -n d. rk wd1. d• Wilbol Con base en el numero de 
carrcra.'li anouda.1 ¡S) yc.'\!Teras pcnn111das (A). el porccnlaJc 
ganadcw de P1tágoras cs11ma cuál debe ser el porccnt:&Je gana­
dor' de un equipo de bt1~l. Esta fonnula, dcwmllada por 
el e,;pcno en e:stadis11cas 8111 Ja~ 11cnc la forma 

S' 
F+A 

James dctcmunó que r = 1 83 da los resultados mis pn:c1sos 

El equipo de los Yanquis de Nuc,·a York de 1927 se consi­
dera uno de los mtJOl'd cqmpos de 13 h1s1ona TU\ 1l-ron un 
récord de 11 O , 1cton:as y 44 derrotas. Ano1aron 975 carm-u. 
mientras que pcrm1l1L't00 ""61o 599 

~) l:ncucntrc el rttO«I de ganados-perdidos de P1tigoru 

b) Es111nc el ulor de 1' (al 0,0 1 más cercano) que predice 
mCJCW el récord n:al de g;ll\;100$ y perdidos de los Yan­
quis de 1927. 

11 AfH wp •ñk••• CM un tanqw Se sabe que un Wlque csf~. 
rico cont,cnc 10,000 galones de agua "Qué ncttS1~ conoca­
para dctcmunarel área superficial del tanque? Estime su área 
superficial. 



>" 
1 S1 .res p0:5111,oy I es ncga11,o, e,MI cscl signo de ~" 

2 ExprHC l:1 afirmx16n .. el cociente de .r )· 1 no H m:11yor que 5 .. como una dcil1gmld:Mi. 

3 S1 , n neg:111,0, rttSCnha 1-r - 3; sin u11l1zar el símbolo de nlor absoluto. y .s1mph-
fiquc el resultado 

4 Si 13 d1s~1a de 13 Tittn al Sol es de 91.500,000 m1IIH y la ,eloctd3d de 13 IU2 es 
de 186,000 millas por segtmdo. apro,unc et número de segundos que toma la luz para 
\/Uljllf desde el Sol • Li lícm 

5 S1mphfiquc ....;..._ ---: Escnb.21 su respuc:slil con cxponc-n1es pos111,os ..,,,-' (,,.)-' 
~ Z' .. 

6 S1mphfique x 1 ':r-U l~nba su respuesta usandQ la notactón ra;,hcal 

7 S1mpl1f.quc .Jq- al racaonalt7.arcl numerador 

11 Exprese el produc10 (.t + 2Krl - Jr + 5) como un pohnonuo 

9 S1 2.r(lr + ))" está cscrno como un pohno,mo. ¿cuál es el témuno PfllK"tpal,. 

10 Facconccc\pohnomiolr+7:c-15 

11 Factonce comp\ccamcntc el pohnon110 3"1 
- 2h 

12 Facc~ 64.r' + 1 

13 l'ac:toncc r - S como una d1fcrcnc1a (k cubos 

14 Factoncc 2.r + 4,,.. - 3n - 61 

15 Fáetoncc r•1 
- 1 

1, 5 12 
16 S1mphfiquc y n.-duzca la C).prt.)100 ~ +-; - ,r _ 2.t 

,,, 
17 Sm1phfiquc y rcdll7ca la expn::116n _ ) __ , _ 

~ + 1 + l.. 
' ' 

18 S1mphftquc y reduzca la c,.i¡prcs1ón b + h): + 7<x : Ir) - (.r + 7 r) 

61,' 
19 Rac1onahce el dc.·nonunador de b expresión Vx+h _ v.; 

20 S1mphfiquc la expresión (,r + 2)'(4)(x - 3)' + (.1 - 3)'(3)(.r + 2'r escnb1éndola como 
el producto de tres fac1ores 

( . .-' - 3)'(2x) - x'(2)(x' - 3)(2,) 
21 Simplifique la cxprnión [{.r' _ )ff . 
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22 Re1uclu la ccuac1ón "~ J + ~ • ,:1 ~ lr pv:u 

23 Rrsuclu la ecuación A • i:~ 
5 

p.:ara 8 en ÍW\Ción de A 

24 Una IIC'Ción aumcnll 20"• un aAo y JO-. el M\o s1gu11.•111c. Su ,.tlor actual es $2,720 
Ocfin.i una um1blc. c.-scnba una ccux1ón y rcsuc:h'"I 1:1 ecuación par.1 determinar su 
uklrongm.al 

2S Use la fónnula cu;,dr.\t1ca ~ rcsol\-cr la ecuación 3.1
1 + \/601)· + Si • O para "m 

función de, 

26 Rrsucha la «u:1C16n (.r - y + :)1 - 9 par.11 x en función de r y: 

27 La altura sobre d sudo h de un obJl'10. t segundos dc-spuk de .su bn7.rumcmo. c:sti d:ld3 
por h - - 16r + 320/ ¿Cuándo estanl el obJcto a 1,584 pies sobre d 1uclo? 

28 S1 "es cualquier número real y la expresión'°"., .se s1mpl1fica y cscnbc en la forma 
a + b1, encuentre los n \or-cs de a y h 

29 t.ncucntrc las tres 50luc1oncs de la ccuac~ ;r' = 64 

30 Rc.such-a la ccux,ón A • 8 ~ para .r 

31 Encuentre las mluc1ond de la ecuación 11"9,x + 2f'(x - 5)1'(.r11 - 4) = O 

32 Una bola t1Ct1e un ,olwncn de 20,000 pul¡1, que se 1ncmncn1:1 en un 25•• a 
25,000 pult;1 Eocucntrc el cambio com-spond,cntc rn el radio. al d&1mo de un por• 
ciento n\ás cercano 

33 Una mu.,cr podrlaJub,larsc a los SS al'los (plan A) y rcc1b1r$3,300 al mes porcl resto de 
su , Kb O bien, podri.a rcurarsc a los 65 ai'los (pl:an U) y rte1b1r $4.200 al mes. l::.scnba 
u11.:1 d~1¡ualdad que relacione los paaos 1ot:des de los pl;mcs y rcsuél\"ala para dc1cnn1• 
nar cuánto 11cmpo tomari que los pagos IOlalcs del plan B sean como mm1mo iguales a 
los pagos tO(ales del plan A 

34 Rcsucl,a 1:i dc$1gU31cbd -¼13 - 2., 1 + 6 ~ 2 pan .T y cscnb# su respuesta en ll0t3-

cl0n de mtcnalos 

3S OcspcJc , en b dcs1gual<bd 1'(2.t + 1) ~ 3 y :1no1c su respoesia en un:a no1ac16n de 
m1m·alos 

37 Rcsucln 13 des1guakbd x ~ 
3 

s ..I' ! 
1 

para x y cscn~ su respuesta en notación de 
1n1cn•1los. 

38 La suma de la longitud y el ancho de un rcclingulo es 14 Calcule los , alorcs del ancho 
para el cual el A.rea del rcctJin¡ulo es por lo n\CIIOS 45 



fí'II Sistemas 
de coordenadas 
rectangulares 

Lu J Gráficas 
de ecuaciones 

l:Ji1 Rectas 

li;.il Definición de función 

ITTJ Gráficas de funciones 

l2.61 Funciones cuadráticas 

12,!) Operaciones 
con funciones 

2 
Funciones y gráficas 

El 1érmmo m:-ucmáhco/u"c,ó11 (o su cqu1,·alen1c humo) da1a del Mglo \\ 11. 

cuando el dlculo c~taba en las primcr.1S ct:apas de desarrollo. Es1c 1mpor­

lantc concepto es ahora Is espina do~! de cursos avllll2.ados de matcmát1-

cas y es md1spcnsablc en todos los campO:!> de las c1cnc1as. 

En csh.~ caphulo csludiaremos las propiedades de las funciones usando 

métodos algebraicos y gráficos que mclu)'cn la loc:1117..:tción de puntos. la 

dc1em11nación de simclrias y despl:u.anuentos hon.ron1ales y , crticalci. 

Estas técmcH son adecuadas ~ro obtcnt.-r bosquc,o:~ aproximados de gr:i­

fica~ que ayudan a en1cndcr las propiedades de las funciones; los métodos 

modernos usan sofl"are complCJO y ma1emá11cas a\aOLadas para generar 

rcpre~niaciollC!t gráficas sumamente precisas de las fünciones. 

n 
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Sistemas de coordenadas 
rectangulares 

Fórmula de la distancia 

En la sección 1.1 estudiamos la forma de asignar un número real (coordenada) a 
cada punto sobre una recta. Ahora mostraremos cómo asignar un par ordenado 
(o, h) de nümcros reales a cada punto en un plano. Aunque también se ha empleado 
la nomción (a, h) para dcnomr un intervalo abicno. hay poca probabilidad de confu­
sión. puesto que en c:.ta cxpos1c1ón siempre está claro s1 (o. b) represcma un punlo 
o un in1er.-alo. 

ln1roduJ1mos un ilstema de coordenadas rectangulares o cartesianas• en un 
plano por medio de dos recias perpendiculares coordenadas, llamadas tjes coor­
denados, que se cruzan en el origen O, como se muestra en la figura I A menudo 
se hace rcfi.-rcncia a la recta hori1.ontal como eje x y a la ven1cal como eje J'. y los 
marcamos comox y y. respectivamente. El plano es entonces un plano coordenado 
o plano .\'J'· Los ejes coordenados dividen el plano en cuatro panes denominadas 
primtro. ugundo, terC'ero y cuarto cuadrantes, marcados como l. 11. 111 y IV. rcs­
J>CCll"amcntc ("ea la figura 1 ). Los puntos sobre los ejes 110 pcnencccn a cuadrante 
alguno. 

A cada pun10 P en un planox:r se le asigna un par ordenado (o, b), corno se apn:­
cia en la figura 1. Llamamos a a la coordenada x (o abscis• ) de P. y bala coorde­
nada)' (u ordenada). Se dice que P tiene coortkntKlos (a, b} y se hace referencia al 
punto (a. b) o ¡nmto P(o, h). A 13 111,cr-sa. iodo par ordenado dctcnmna un punto P 
con coordenadas a y b. Un punto se trau al marcarlo. como se 1lus1ra en la figura 2. 

flGlUtA 1 FIGl/lltA 

o ' u o ' 

' . \ 
Para dc1cmunar la d1s1anc1a en1rc dos puntos de un plano coordenado usamos la 

siguiente fónnula : 

La distancia t(P,. P!) entre dos pun1os cualesquiera y en un plano coordenado es 

• 1:1 ltffl\llktcaruda,"u ~ llA t'II honor al ftUltmllK'O )' filoso~ Rcnl Ddc:antS C 15%-IU0).qultft 
fue uno de los pn~ ,en ffl"lrk;u CSIOI $~CflW dc (~. 
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DEMOSTRACION Si x1 ,,. x? y 1 1 + '':• cn1onccs. como se ilustra en la figura J. 
los pun1os P

1
• P

1 
y P¡(:c1• y,) son , Crt1ccs de un tnángulo rectángulo. Por el teo­

rema de Pitágoras, 

[<-1:P,. P,))' - [<-1:P,. P,)]' + (<-1:P,. P,J)' 

En la figura , cmos que 

cl(P1• P1) - •": - x11 cl(P,. P:) - ~': - y11 

Como lul: - tr para todo número real u. podemos escribir 

[,~P,. P,))' - ((r, - x,)' + l•·, - •·/ 
Tomando la rai;, cuadrada de cada lado de la Ultima ccuxión y partiendo del hecho 
de que d(P,. P1 ) ~ O, obccncmos la íónnula de la distancia. 

Si y1 - Y:· los puntos P1 y P: se encue111ran en la misma recta honzon1al y 

d(P,. P,) - (., , - t , ( - V(r, - r,)' 

Del mismo modo. si x1 • xr los pun1os cs1án en la misma recta ,ertical y 

d(P •. P:) - IY: - \'11 - Vü1 - .,·,)2 

E.s1os son casos especiales de la íómmla de la d1sumcia. 
Aun cuando nos rcfonmos a los pumos que se muestran en la figura), la prueb.'\ 

es mdcpcndiente de las posiciones de P
1 

y P:. 

Cuando aplique la íómmla de la dis1ancia, observe que d(P
1
, P:) - df,P:, P,). 

y. por lo tanto. el orden en el que se restan las coordenadas x ) las coordenadas y 
de los puntos es m1rascendcntc. La dlSlancia entre dos puntos se puede considerar 
como la longitud de la h1pocenusa de un lnángulo rectángulo. 

lli19j:Ji•II Cómo dderminar la distancia entre puntos 

Localice los puntosA(-3, 6) y 8(5. 1) y encuentre la d1s1ancia ~A. B). 

SOLUCIÓN Los puntos están 1nv.ados en la figul'2. 4. Por la í6nnula de la d1stanc1a. 

d(A.B) - V[5 - (- 3))' + (1 - 6)' 

- v's' + (-5)' 

- v'64 + 25 - V89 - 9.43 

Qll'IQl•II OemostrKlón de que un trljngulo es un trljngulo recUngulo 

a) TmccA(-1 , -3), 8(6, 1) y Q2. -5) ydcmucs1rc quccl triánguloABCcs un 
lriiingulo rectángulo. 

b) Dclenmne el área del tnángulo ABC. 

816. 1) SOLUCIÓN 

Ct2. -5) 

a) Los punlos están 1ruados en la figura 5. Geométricamenle. el lnánguloABC es 
un 1riángulo rectángulo s1 la suma de los cuadrados de dos de sus lados C!I igual al 
cuadrado del l3do restante. Por la fónnula de la distancia. 

d(A. 8) = V(6 + I)' + (1 + 3)' - V49+l6 - v'65 
d(B.C) = V(2 - 6)' + (-5 - 1)' = \/Í6+36 = V52 
d(A.C) • V(2 + I)' + (-5 + 3)' - V9+4 - Vil 

(com,mía) 
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..\rr-u I~ un ITHlng ,l 

,h 

f 1GUJIA6 

8 (-J, ?1 

\(1 7) 

Como ~ A. 8) - V65 es el mayor de los 1res valores. la cond1ción que debe sat1sfa• 
cerse~ 

[d(A. B)J' • [d(B. C)f + [d(A. C)f 
Al sus11tu1r los \ealorcs encon1rados usando 111 fómmla de la d1s1.1mcia, obtenemos 

[d(A. 8)]' • ( \/65)' • 65 

y [d(B.C)f + [d(A.C)]' • (VS2)' +(Vil)' • 52 + 13 • 65 

Asl. el triángulo es un triángulo rectángulo con hipotenusa AB. 

b) El área de un 1ri:\ngulo con ba!>e h y altura Ir es {bh. Al con:i,uhnr la figura 5, 
establecernos que • 

b • d(B.C) • VS2 h • d(A.C) • Vil 
Por cons1gu1cnte, el área del triángulo ABC es 

;bh•\VS2Vll • \·2Vl3Vll• 13 

UiJ!lii:ill Apliaclón de I• fórmula de la distancia 

03dos A(I. 7), 8(-3. 2) y Q4. {), demuestre que C está en la medrntnz del scg-
mcn10AB • 

SOLUCIÓN Los pumos A. B. C y la mediatrl:. I se ilustran en la figura 6. Oc la 
geometría plana. / puede caracterizarse por cualquiera de las s1gu1cn1es condi­
ciones: 

1) / es la recta perpendicular al scgmenlo AB en su punto medio 

2) / es el conJunto de todos los puntos cqu1d1stantcs de los puntos extremos del 
segmento A8. 

Usaremos la condición 2 para demostrar que C está en f al ,criticar que 

dl,A. C) • dl,B. (). 

Aplicamos la fórmula de la distancia: 

d(A.C) • 1/(4 - I)' + {l- 7)' • 'P' + (-~)' • 1/9 + ~- -.pfi 

tl(B. C) -1/[4 - (-3)]' + (½ - 2)' • \fÍ' + H)' • 1/49 + ~ • -f-r. 

Por lo 1an10. Ces equ1d1stan1c de A y B y la , t.-rificación está comple1a. 

lirm Determinación de una fórmula que desuibe una med latriz 

Dados A( l. 7) y 8(- 3. 2). encuentre una fórmula que exprese el hecho de que un 
punto arb11rano P(x. r) está en la mcdi3triL / del segmento AB. 

SOLUCION Por la condición 2 del CJcmplo 3. P(r, _1·) está en/ si y sólo si t~A. P) 
- d(B. P); esto es. 

v'~r- I)' + (.1 - 7)' = v'[r - (-3)]' + (., - 2)' 

Para obtener una fórmula más sencilla. clc\.'amos ambos lados al cuadrado y s1m­
phficamos los tém1inos de la ecuación rcsultame. como sigue· 

(.r - 1)' + (¡• - 7)' • [, - (-3)f + (y - 2)' 



Fórmula del punto medio 

FIGIJU7 
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,,: - 2.r + 1 + ,Y: - 14., + 49 • X: + fü + 9 + ,.: - 4)' + 4 

- 2.x + 1 - 14) + -19 • 6.1' + 9 - 4y + 4 

-8.r - JO, = - 37 

8x + IOy • 37 

ObSCl"\-C qu~. en panicular. la llh1ma fónnula es \.C~dcra para las coordenadas del 
punlo C(4, ; ) del eJcmplo 3. porque SIX • 4 y y•;, la SUShtuc16n en 8x + IOyda 

s . .i + ,o . I - 31 

En el ejemplo 9 de la sección 2.3. encontraremos una fónnula para la mcdiatriL 
de un scgmcn10 usando la cond1c16n 1 del ejemplo 3. 

El punto ml-d10 de un segmento de recta lo dctcnninamos usando la sigu1cn1c 
fórmula: 

OEMOSTfl:ACION Las n .. -ctas que pasan por P
1 

y P: paralelas al CJe.' se intcrsccan 
con el eJC .Ten A

1
(x

1
• O) y A:fx

1
, O). Scgl.ln 13 geometría plana, la recta que pasa por 

el punto medio M. paralela al CJC _,·. biseca al segmento Ar-4
1 

en el punto A/
1 
(,ea la 

figura 7). Si .l"1 < x:, entoncesx1 - T1 > O y, por lo tanto, ,~A,. A: ) - ,rJ - '"•· Como 
M, está a la mitad de A1 aA:. la coordenadaxde /111 es igual a la coordcnadax deA1 
más la muad de la d,sumcia de A1 a A:, cs10 cs. 

coordcnada:rdcM
1 

• :r
1 
+ f<r: - -r

1
) 

La cx1>rcs16n del lado derecho de la Uluma ecuación se simplifica a 

x, + xi 
2 

,r Es1c coc1cn1c es el promed,o de los números x1 y .r1• Deducimos que la coordenada x 
de Mes también (-r1 + x:}2. Del mismo modo. In coordenada ,·de Mes ()·1 + ·'':) 2. 
Estas fórmula!! se cumplen para 1odas las posic iones de P

1 
y/\. 

Parn :1phcar l:1 fórmula del punlo medio, puede ser suficicmc recordar que 

y que 

IJ1i!Jii!D Obtención de: un punto medio 

Encuenirc el punto medio Mdel segmcn10 de recta de P
1
(-2, 3) a P:(4. -2). y 

,enfiquc que ~P
1

• M) - <k.P:. M). 

SOLUCIÓN Por la fónnula del punto mt.'<lio. las coordenadas de M son 
(co1111mia) 
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FIGURAI 

, • .? 

Introducir kn dilos. 

( ~ ~) ( 1 _!_) 2 . 2 ° '2 

Los tres pun1os P1• Pi y M se gralican en la figura 8. Por la fómlUla de la d1s1ancia. 

d(P,.M) • 1/(1 + 2)' + {l - 3)' • ,R 
d(P, .M) = 1/(1 -4)' + (\+2)' = ~ 

Una hC"r ramienla para granea r es una aplicación en wia cak:uladora o com• 
putadora. equipada con soOware apropiado, la cual pemu1c elaborar gráficas. La 
nin1ana de ,·isualiuclón de dicha hcmmienta es simplemente la porción del 
plano X)' que se muestra en la pan1alla. Los márgenes (lados) de la ,cntana de 
\ISualiaacíón se aJus1an manualmente si se asigna un ,alor x mimmo (Xmin). un 
valor x máximo (Xmax). la diferencia entre las marcas de graduación sobre el eJe 
r (Xscl). un valor l ' mínimo (Ymm). un valor l ' máximo (Ymax) y la diferencia 
entre las marcas de graduación $Obre el cJe J (Yscl). En los ejemplos. a menudo 
usamos los valores est:\ndar (o predeterminados) para la \Cntana de visualización. 
los cwles dependen de las dimensiones (medidas en pixclcs) de la pantallo de la 
hcrram1en1a para graficar. S1 deseamos una \ 1sta d1ícrcn1e de la gráfica. usamos 
la frase 

··usmg fXmin. Xmax. Xscl] by (Ymm. Ymax. Ysclr 

para 1ndicarcl cambio en 1B \enuma de visualiz.ación. S1 om111mos Xscl o Yscl. el 
\·alor predc1em1111ado es 1. 

... Traro de puntos en una calculadora 1raficadora 

Las es111naeK>nes de la p0blación de Es1ados Umdos para el I de JUiio de \'arios ai\os aparc«n 
en la tabla 
a) Grafique los datos. 
b) Use la fórmula del punlo medio para e:sumar la población Año Pobladóa 

en 2007. 
e) Oc1ermme el 111crcrncn10 porcentual en la población de 2008 2005 29.5.753.1.51 

a 2009 2006 298.593212 

2008 304.174$46 . 
1 ·~ 

a) Escriba los allos en LI (hs1a 1) y las poblaciones en L2. 2009 307006.550 

( STAT] (TI 2005 ( ENTER) u u " ' 2006 ( ENTER ) 2008 ( ENTER ) 2009 ( ENTER ) !'°' un: ·--··· ¡g¡ 
(61' "'"!) ~ 295.753.151 ( ENTER) 

, .. , -298 593,212 ( EN'TER) 30<)74146 ( ENTER) 

307 006.'50 ( EN'TER ) U(U: 



Actl,oarSTATPLOT1. 

Tra zar k>s datos. 
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AscgUrese de t1P3gar o borrar todas las asignaci~ Y. Si usa ZOOM STAT. la calculadora 
sclccc1onará au1omá11camen1c la ventana de v1sualizac16n para que se C'(hiban iodos los dalos 

D 
b) Para estimar la población en 2007, dc1emlinaremos el promedio de las es11mac1oncs de 

pobl:1ción de 2006 y 2008. -­••rn2m0•• (D,(D 
1 ENTER l GJ 2 1 ENTal l 

El valor dc1cnninado. 301.484.029. es una buena aproxunación a la cst1mac1ón real de 2007, 
que ruc 301.579,895. 

e) Para dctcmunu el mcremen10 porccn1ual de la población de 2008 a 2009. debemos d1vid1r 
la d1forcnc1a en las poblaciones entre 13 población de 2008 

Hubo un mcrcrncn10 de alrededor de 0.86~• de 2008 a 2009. 
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WWW Ejercicios 

1 Graliquc los pun1os A(S. -2). 8(-S, -2), ('(5, 2). D(-S, 
2). E(J. 0) y f)0. J) m un pl:ano de coordcn3'bi.!i 

2 Grafiquclospun1osA(-J. l),B(J.1),C(-2. -3).D¡O.J)y 
E(2, - 3) en un plano de coordenadas TDcc los scgmcn1os 
dc recta AB. BC. CD. DE y EA 

3 Grafiquc los pun1os A(O. O). B( I. 1). CU. 3). D(-1. - 1) y 
E( --2. - 2). Dcscnb:a el conJUOIO de lodos los ponlos de la 
forma (u. u). donde u e-s un numero real 

4 Gr.11iquc los puntos A(O. 0). IJ(I . - 1). C(3. - 3). D( - 1. 1) 
y E(-3. J) Ocscnba el COl'IJUOIO de lodos los puntos de lt 
forma (u, - a), donde o ci un numero real 

Ejer. S- 6: Earurnln IH roonlrnadu dr los punlos A- ,-·. 

Ejrr. IS- 16: Demutttnqueel lrHngulo coa , t nirn A.ByC 
es un 1rllinr;ulo C'N'liinr;ulo ) drlt'rmlnr JU área. 

17 l'.X-mucstrc qucA(-4. 2). 8(1. 4), C(J. -1) y D(-2. -3) 
son ,ém~ de un cuadrado 

18 Demuestre qocA(-4. -1), 8(0, -2). Q6. 1) y 04.2, 2) son 
,cmcn de un P3ralclogramo 

19 Dado A( - J. 8), mcuentrc las coordcna<bs del pun10 8 1alcs 
que C(S. 10) sea el punto medio del segmento AB 

20 Dados A(5. - 8) y B(- 6. 2), encuentre el punto en el seg­
memo A B que otC a un cuar1os de la d1Jtanc1a de A a 8 

Ej rr. 11 22: Drmuntn- qur C ni, rn la mrdlalriz drl J~ 

menloAB. 

21 A( - 4. - 3). 8(6, 1), C(3, - 6) 

Ejr r. 7- 8: Dcsrrib1 rl conjunto dr todo!i 101 punlos P(.r, J') 22 A( - 3. 2), B(S, - 4). C{7, 7) 
t'n un plano dr roordenada.1 qur H lisf1g1 la condición dada. 

7 J) X• -2 b) '• 5 e) x~O 

d) ')'>0 

a ,) ~- - -2 b) x • 4 e) xi,\' <0 

d) -"''• O e) ~ > 1 f) \' - o 

Ejtr. 23- 14: Encutntrt una fórmula qut u prnt ti httho dc­
qur un punlo arbilrarto P(x.J•) nd rn la mtdi:atriz / del srg­
mt nlo AH. 

2l A(- 4. - 3).8(6.1). 24 A(- 4 , 2), BtS, - 4) 

2S Encuenl.J"C wu fónnub. que exprese el h«,ho de que P(.r. , ) 
csiá a UIU distancia s del ongcn. Dcscnba el COOJUIIIO de 
todos esos puntos 

26 Encuentre un.1 fórmula qoc e"<prc:sc que P(f, , ) es,,. a una 
d1stancm r > O de un punlo fi,o Qh • .t) lkscnb3 el CODJUOto 
de lodos rs,os puntos 

Ejer. 9 - 14: a) Cakuk 11 di1tanda J(A , 8 ) entre A ) B. 27 Encuentre iodos los pumos sobre el c,c > qoc estén .:1 una 
b) Encut111rr el punto med.lo del sr,tmrnloAR. d1s1anc1a 6 de P{S, J) 

9 A(4, -J). 8(6, 2) 10 A(-2. -S). 8(4, 6) 

11 A(-7 . 0). 8(-2. - 4) U A(5. 2). 8(5. -2) 

13 A(7. -3). 8(3. -l) 14 A(-4. 7). 8(0. -8) 

28 Encuentre 1000,. los puntos sobre el c,c r qoc estén a una 
d1stanc1:i 5 de P(- 2. 4) 

29 Enc~trc el punto con coordctUd.:as de la forma (2a. a) que 
cst& en el ICTCer cuadrante y se s11ua a una d1stanc.a S de 
l'(I. 31 



30 ~ncucntn= lodos los puntos con coordenadas de la forma 
(u, o) que es1in a una d1s1anc1a 3 de M.- 2, l) 

31 (,Para qué \oilorcs de u la d1s1anc1a cn1n:- P(.u. 3) y Q(3, lo) 

es ma)·or que \l'u'.' 
32 Dados A(-2. 0) y B(2. O}. cncuenltt W\3 formula que no 

con1cnga radicales y que exprese el hecho de que 1, suma de 
las dLSUn(i:U ck o P(.,. I') a A y B. rtspC'Ctl\ammtc, SC3 3 

33 Demuestre que el punto medio de b h1po1enusa de cualquier 
1nángulo rcclángulo es cqu1d1s1an1c de los \611ccs. (S11gt"• 
,w,cw nurquc los u:rtte:cs del 1ningulo 0(0, 0), A(o, 0) y 
(10.b).) 

34 Dcniucsttt que las dugonrsks de cualqu1ttparaklognlmo se 
blSC'Can cmrc si (5'4gt>m,c/o marque lrcs de los \émccsdcl 
paraldo¡:;ramo 0(0. O). A(u, h) y C(O. e)) 

Ejer. 35-36: Tnct l■ gr,nc■ dt IM puntos en la \tnt■n■ dt 
, b:u■Uzad6n da d a . 

3S A(- 3. - 3.3), 8( - 2. 2). QI, 0.3), 0(4, 1) y E(7, 2.3) en 
(- IO. IO(po,(- 10.10( 

36 At- 10,4),B(-7,- l l),Q0,-6),D(],-3.l)yE(9.2.I) 
cn( - 12.12(po,(-8.8) 
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37 F1mtf1a, con computador• La s1gu1cn1c tabla 1nd1c.a el 
nUmC10 de familias en Estados UnKk>s con compu1000rn 
pana los a/los sclccc1onados. 

A"° Familia§ (tn miln) 

1984 87J)73 

1993 98,736 

2003 113,126 

2009 119.296 

il) Grafiquc los da1os en la \ cman.:a de \11suahU1CIOO ( 1982. 
2012) por f80 X 101

, 120 X 10', 10 X 10') 

b) Comcnlc cómo c.-\li cambl,llldo el nümero de familias 

38 P.núdKOI publk.ados La s1gu1cnte labla lisia el número 
de pcnód1('()) pubhcados d1anamcn1e en Estados Unidos 
duran1c ,,anos al\os 

a) Grafiquc los datos en la \Cnt.ana de v1sual1zac1Ófl ( 1895. 
2005. 101 por (O. 3000. 10001 

b) Uk la fórmula del pun10 medio para csum:u el numero 
de pcrióchcos en 1930 Comp,uc su rcspuc.s111 con el \er, 
dadcro valor. que es 1942 

Año PmódKCK 

1900 2226 

1920 2042 

19-lO 1878 

1%0 1763 

1980 1743 

2000 1480 

Con frecuencia se usan gráficas para ilustrar cambios en cantidades. Una gráfica 
Grificas de ecuaciones en la sección financiera de un periódico puede mos1rar la íluc1uac1ón del promedio 

Oow-Jones durante un mes dclcnninado: un meteorólogo podría usar una gr:ifica 
para indicar la fomu en que la 1cmpcra1urn varió a lo largo de un día: un cardiólogo 
empica gráficas (clcclrocardiogramas) para anahzar 1rregul:mdades en el corazón; 
un ingeniero o fisico puede recurrir a una gráfica para 1lus1mr la foma en que 
aumenta 13 presión de un gas confinado cuando se cahen1a. Estns ayudas , ,sualcs 
por lo general revelan con más facthdad el comport:mucnto de cantidades que una 
extensa tabla de valores numéricos. 

Dos can11dadcs se rclocionan a H.-ccs por medio de una ocuacíón o fóm1ula que 
contiene dos ,anablcs. En esta sección se examina cómo represcniar gcomé1rica­
men1c esas ecuaciones por medio de una gráfica en un plano de coordenadas. La 
gráfica puede usarse cn1orx:cs para dcscubnr propiedades de las can11d:tdcs que no 
son ev1dentcs a par11r sólo de la ecuación. La s1gu1cn1c tabla m1roduce el concepto 
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básico de la gráfica de una ecuación con dos variables x y J'. Desde luego. también 
se usan otras lc1ras para las vanablcs. 

Solud6n de Ur\11 ecuación Un par ordenado (u. b) 
en .r y ,. que hace \ crdadcro un 

cnunc13do 

[jt-mplo 

(2. )) es una soluctón dcJJ = 5x l. porque suslltmr 
T;2y1 ;)da 

LI 31 =9 

LO· 5(2) - 1 =- 10 - 1 = 9. 

Para ca<b solución (a. h) de una ecuación en .- y _,, hay un ponto Pf.a, b) en un 
plano de coordcna<bs. Al conJumo de todos estos puntos se le llama grUica de la 
ecuación. Para lra:.ar la gri,fica ,W untt tt11ación, mostramos las caractcris11ca.s sig­
nificativas de la gráfic3 en un plano de coordenadas. En casos sencillos. una gráfica 
se puede ltru"..3f al marcar algunos pumos. si acaso. Para una ecuación complicada. 
marcar los puntos puede brindar muy poca mfonnac1ón acerca de la gráfica. En 
estos casos. con frecuencia se emplean métodos de cólculo o gr6ficas por c01npol!l­
dora. Iniciaremos con un CJcmplo scnc,llo. 

Utm:iliiU Trazo de un<1 grjfiu sencilla al marcar puntos 

Trace la gráfica de la ecuación J • 2x - 1. 

SOLUCIÓN Deseamos encontrar los puntos (.r. y) en un plano de coordenadas que 
corresponden a las soluciones de la ecuación. Con\ ,ene eloborar una hsta de coor­
denadas de vi:mos pun1os en una tabla. donde pam cada x se ob11cne el volor para,, 
a partir de_,, - 2'C' - 1: 

-3 -2 - 1 o 1 2 31 
-1 -5 -3 -1 1 3 5 

Los puntos con estas coordenadll parecen estar en una recta y se puede trazar la 
gráfica de 13 figura 1. Por lo general. los pumos marcados no son suficientes para 
1lus1rar la gráfica de una ecuación. pero en este caso elemental es posible que c-sle­
mos razonablemente- seguros de que la gráfica es una recia. En la s1gu1cntc sección 
estableceremos este hecho. 

Es 1mpos1ble traar 1oda la gráfica del eJcmplo 1. porque se pueden asignar 
valores a x que son numéncamcnlc tan grande~ como se desee No obstan1e. al 
d1buJO de la figura I lo dcnommarnos gráfica de la ec,u,c16n o frt1=o de la gráfim. 

En general. el 1razo de una gráfica debería ilustrar sus características esenciales 
para que las partes restan1es (no dibujadas) sean evidentes por si mismas Por 
eJcmplo. en la figura 1. el compor1amlcn10 linal la fomm de lo gráfica cuando 
x toma ,alorcs positivos y negativos grandes (es decir. la fomla de los extremos 
derecho e izqlllcrdo) es evidente para us1ed. Para el trabaJo esenio, se usa la 
no1ad6n de nccha de la s1gu1en1e 1abla cuando se de$cr1ben las funciones o 
ecuaciones y su comportamiento final. 
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, 01ad6• lt'rmiaoh>1la 

., 'ª ~x1ma a a desde la izqulefd.3 (n~han1c ,a~ ntetKH'l';f ~ 

·' •U 'f .se aproxima a a desde la derecha (mcd1an1c valores mm'On'.f que a) 

' • a , se arwmuma a a desde cualqu1C'f'3 de los Lados de" ('f se acerca c.1da 
\CZ m!s al numero u) 

M ,X ft,r) (o r) aumenta sm llm11c (puede ser un numero pos1li\O 1an gnmdc 
como se des«) 

JM • -x .ftr) (o ,t) d1smmU)C sin limite {puede ser un numero ~gamo tan 
grande como se dcscc) 

Los simbolosocc(sc 1cc·•mfim10 .. )y -occ(sc lcc .. menos mfim10'") no representan 
mimeros reales; sólo especifican cienos 11pos de componanuento de funciones y 
variables. 

Si uns gráfico tenmna en olgún punlo {como seria el caso de una semírrcctn 
o segmento de n.-ct3), se coloca un punto en el pu,ito l.'Xfremo tlpropmdo de la 
gráfica. Como obseruc16n gener::1.l final. st las marcas di' grad,wción e,1 los i'Jf'S 

coordenados no están ro111lud,1.:i (como en la figur:1 1 ). €'11tonct'scada man:a N•pre. 

st•nta 11110 1mltl,KI Sólo colocamos una leyenda cuando se usen umdades diferen­
tes en los eJes. En las gráficas arbitrarim, donde las umdadcs de medida no son 
relevantes. omi1imos las marcas de gr::1.duación por completo (,ea, por eJcmplo. 
las figuras 5 y 6). 

iJtmii:D Trazo de la gr4iftu de una ecuación 

Trace la grálica de la ccuac16n y - r - 3. 

SOLUCION Al sus11tu1r \Olores por T y encontrar los valores,, correspond1cntcs 
usando y - :r - 3. obtenemos W1.'.I iabla de coordenadas dc varios pun1os en In 
gráfica: 

1 X 1 -J -2 - 1 0 1 2 3 1 
y 6 1 -2 -3 -2 1 6 

Los \·atores mayores de !xi producen valores mayores de J Por ejemplo, los 
r pu.neos (4, 13), (5. 22) y (6, 33) están en la gráfica. al igual que (-4, 13). (-5. 

22) y ( - 6. 33). Al marcar los puntos dados por In 1abla y dibuJar una cun.a poco 
pronunciada que pase por cs1os puntos (con los valores de x en orden crcc1cn1e). 
ob1cncmos el trazo de la figura 2 

Obse"•amos que cuandox - 2.y- l . (De modo s1m1l:ir. confonne x- 2 . o 
x - 2 ·, _l'-. 1.) Además. \cmos que cuando r - :!:oo.j{x)- oc, ya que los \'alores 
dey aumentan sin lim11c a medida que x odqu1ere un valor po:iill\O cada ,cz mayor 
o un \alor ncg:Ui\-·O cada vc1.: mayor. 

La gráfica de la figura 2 es una parábola y el CJC > es el t j(' df' la parábola. El 
pun10 más baJO (O. - 3) es el ,·irlk c:- de la par.ibola. y afirmamos que In parábola 
abn- h,,cla ambo. S1 se mvicnc la gráfica. cn1onccs la parábola ahn- haóa ahaJo. 
y el ,émcc es el punto más nito en la gráfica. En gcnernl. In gráfica de ma/q111er 
ecuación de la fonna ,, - ar + e con u + O es una parábola con \én,cc (O. e). que 
abre hacia arriba si a > O o hacia abaJO si a < O Si e • O. la ecu:ición se reduce a • 
- ,,.r y el \ér11cc es1á en el origen. (0. 0). Las parábolas también pueden abnr a la 
derecha o a la 1¿qu1crda (,ca el CJemplo 5) o en otras d1rccc1ones. 
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U11li1.aremos la 1ermínologia s1gu1en1e para de.scnbir el lugar donde la gráfica de 
una ecuación en x y y m1crseca el CJC x o el CJC 1·. 

Intersecciones de lai gráfica de unai ecuación en x y en y 

1't:rnaiao101tl• 

lnlU~l"dOnH 
,,1._.(o absc:lsa 
al orlg,n) 

lk8■kl6a 

LM ooorden:Mbs :r de punlM 
donde 13 gtáfic3 1ntcrscca al 
CJC' 

C6mo dl'll'rmi■arla1 

Convterta ,, :; o'/ despeje '( 
Aquí. U "j ~ son 1ntc:rscc:CIOI\CS 

lnltrs«donH Las coonknad.ts _1 de puntos 
C'ny(u ordC"nada donde la grifica m1cncca al 

Sea " = O y dcspcJc I Aqul. h 
CJ 13 1ntcnc«16n en 1 

al origen) l"JC 1 

Una mtcrsccc1ón con el e Je x a, eccs se conoce como cero de la gráfica de una 
ecuación o como ral: de una ecuación Cuando se usa un dispos11i,o de gráficas 
para encontrar una m1ersccción en :r. se dice que es1amos usando una raí= /un• 
cwnal 

Qjj'JQl•ii Cómodeter-mlnair f¡¡s Intersecciones con el eje x y con el eje,• 

Eneucmre las m1ersccc1oncs con los eJCS x y y de la gráfica,. • ,? - 3. 

SOLUCIÓN La gráfica esté. trazada en la figura 2 (ejemplo 2) Obtenemos las 
m1crsec:cioncs como se indica en la 1ablB an1crior. 
1) m1ersecc1ones con el CJC r. 

, - r-J 
o- .r - J 
.r - J 
X • :!:VJ ~ :!: J.73 

onc..¡u1 a k 

Asi. las intersecciones con el cjcxson - v'i y V3. Los puntos en los que la gráfica 
cru,a el eje, son (-V3. O) y (V3. O). 

?) intersecciones con el eje y·: 

,· - T - 3 dado 

Así, la intersección con el eje _i es - 3. y el punto en el que la gráfica cruza el ejeJ 
es (0. - 3). • 
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omm;:, Cómotrazarlagrlifiuideunae<uadón l 
y encontrar las lnterse<clones en , y J 

Trace La gr.ifica de}' - .r 3 y encuentre (o estime) sus mtcf'Sl..--cc10ncs con los CJCS x y r. 

Antes de contmu.ar. desac11,c la íunción STAT PLOT I Aparece .. Done"' en la pan1alla inicial 
al tcnnmar la CJccución. 

(ii) tiiiüiiil CD ( ENTER l 
""""'ª"" ......... G:)[x.r. .. )08 3 

Ttai.r ll 1rafka en una ( ZOOM J C!J 
wnun.a die wlsualliacl6n 
estancl.ar. 

'"'º""" ~ '"'"""""' 1ii1 Ciii1 CD o I ENTtR l 
eny. 

?,:!~ª' 1.aslntuseccionu l&I CiiiJ (D 

Encontraremos la mlersccción en T pos1t1\-0. En 
respuesta a .. Lcf\ Bound?"'. muc\'a a La derecha el 
cursor para que la coordcn:ub l' sea un número 
ncg:111,0 pequei'\o y luego pulse~ 

En respuesta a ··R1gh1 Bound'r. mue,a a la 
derecha el cursor para que la coordenada •• sea 
un nümcro pos111,,o pcqucilo y luego pulse~ 

En rt5puesta a "Guess'r'. sólo pulse 
~ porque ya csi.3 muy cerca de la 
1ntersccción en " 

En 
LJJIJ 
~ l 
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Del CJcmplo previo. sabemos que las in1crseccioncs en .T 

\ / son :iproximadamcn1e :!: 1 73. 

\ 

~!t~nzos♦1 f't&0 

Nola de calculadora: s, us1cd conoce una aproximación de la mtcrscce1ón en x. en1onces 
puede 1ntroduc1r \la lores dcx para sus respuestas. Las respuestas s1gu1cn1es producen el mismo 
rcsuhado que el an1crior. 

Len bound? 1@@ 
R1ght bound'! 2@® 
Gucs!? 1.5@® . 

S1 el plano de coordenadas de la figura 2 se dobla a lo largo del eje l._ la gráfica 
que se encucn1ra en la mitad 1zqu1crda del plano coincide con l:i de la mitad derecha 
y decimos que t,, gráfica r.s s1melric11 ~specto ul e1,· y. Una gráfica es simétrica 
respcc10 :il eje J siempre que el punto (-x.y) es1é en la gráfica cuando (.t, _r) se halle 
en la gráfica. U gráfica de y - r -3 del ejemplo 2 1.1enc esta propiedad. pues10 que 
la sus11nición de - x por xda la nusma ecuación: 

y - (-.,f - 3 - .-' - 3 

F..sta susmuc1ón es una aphcación de la prueba I de simc1ria en la siguiente 1abla. 
Otros dos tipos de s,metria y las pruebas apropiadas también se mues1ron aquí, Las 
gráficas de x - l y 41• - .xl de la columna de eJemplo se estudian en los eJcmplos 
S y 6, respi..~lwamentc. 

Simetrfas de las grifius de tcu.aclone$ enx y y 

fnmlno'°JI• 

Lagrifie• es 
sunétnc.a rnp«to 
llli CJC_l 

La gráfica es 
s1métnca rnpecto 
:111 C)C 1° 

lntupn-t•d6n , ... ,nu 

* 
' 

X 

Pr■rb• dt Jimrtrf• 

1) La SUSIIIUCIÓn de 
- , por , IIC\'.11 a la misma 
<CUX>ÓO 

2) La sus111uc1ón de 
- 1· por _rlle\a-.a a la misma 
ccuxión 

Ejrmpk> 

(contmrío) 
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Slmt:trfu dt: las grifius de «u~dones en x y y 

Trr-mlnologl• 

La grifica es 
s1mé1nca n.-spcc10 

1 

al on¡cn 

fl( llAJ 

l •1c-r-pn1aclón cr-Hin Pruc-b■ de- ilmc-tria t.'.jt:naplo 

+ 
J) la WJillhlCtÓn s1niultinc:ri ' de - ."f por :e y de -, pon 

) llc.,.a • la n11sma ccWK:t6n 

( ' 
' 

Si una gráfica es simétrica n.--specto a un eJe. es suficiente detenmnar la gnifica 
en la mitad del plano de coordenada). puesto que podemos 1raiar el resto de la grá• 
fica al tomar una imagen espej o. o rt.,jle"fiÓn. por el CJC apropiado 

IINJ!f4UQ Una griftca que H slmftrk• respecto al eje'" 

Trace la gráfica de la ecuación ¡.l - .-. 

SOLUCIÓN Como la sustitución de - •por ., no modifica la ecuación. la gráfica 
es simétrica respecto al CJC x (vea la prueba de sunctria 2). En consccucnc1a. si el 
punto (x. 1·) está en la gráfica. entonces el punto (."f. - ,1·) está en la gráfica. Por lo 
tanto. es suficiente cnc-Ontrar punlOS con coordenadas y no ncgat1\,3S y luego refle. 

Jarlas por el CJC . .-. La ecuación 1.l - res cqui,alenlc a y - ~Vx. Las coorden:id3s 

11 de puntos ¡,or em:,ma del CJC x (1 es pos,11,•a) están dadas por·'' • Vx. mientras 

que las coordenadas r de puntos¡,ordebaJo del eJe .r (res ni"gar11·a) están dadas por 

.1· • - ½. Las coordenadas de algunos puntos sobre la gráfica aparecen a continua­
ción. La gráfica se traw en la figura 3. 

3 4 9 

VÍ • l.4 V3 .. 1.7 2 3 

La gnifica es una parábola que se abre a In derecha. con su -..én1cc en el origen En 
es1e caso. el eJC fes el CJC de la parábola. 

iJlih/.ii•l·I Un,a griftca que es ,lmltrlcai respecto al origen 

Trace la gráfica de la ecuación 41 -.r. 

SOLUCIÓN Sustltmmos simultáneamente - x por .T y - y por y. entonces 

4( - y) - (- x)1 ob1en. loqueesequi ... aleme. - 4y • - ..r' 
Al muh1plicar ambos lados por -1. "cmos que la úluma ecuación 11enc las mismas 
soluciones que la ecuación 4y - .r1• Por lo tan10. por sunetria de la prueba 3, la 
gráfica es simé1rica respecto al origen y el punto (x, y) cs1á en la gráfica. y c01onccs 
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el pun10 ( - .r. - ,·) cs1á en la gráfica. La 1abla sigu1cn1c con11cnc coordenadas de 
algunos puntos en la gráfica. 

o ~ 1 j 2 

iJ 2 if 

Debido a la s11ne1ria. podemos \.Cr que los puntos (-1. -~). (-2. - 2). e1cé1cra. 
1ambién es1án en la gráfica. la cual se muestra en la figura 4. 

S1 C(h. k) ~ un punlo en un plano de coordenadas. entonces una c1rcunícrcnc1a 
con centro C y radio r > O cs1á fom1ad:i por todos los pun1os del plano que estCn 
a r unidades de C. Como se puede ,._cr en la figura S. un punto P(r. )") c~,a en la 
circunferencia siempre y cuando !A;C. P) - r; o bien. por la fónnula de la d1stanc1a. 

v'(, - h)' + (J - k)' • , 

x Esta ecuación es equivalente a la siguiente. a la que llamaremos N u11ció11 eslllndar 
dt un11 circuníerencia. 

Ecuación esUndar de una circunferencia 
con centro (h, k) y radio r 

flGUtA, 

u' 

1 r 1)1 

Si I, - O y k - O. cs1a ecuación se 1\---ducc a ~ + y1 - r. que es la e<:uación de una 
círcunfcrcncía de radio r con centro en el ongcn (,ca la figura 6). S1 r • l. a la 
gráfica se le llama tirt'unfcrcnc.ia unilaria 

QI 11 Ull•Q Cómo encontrar I• ecuación de un• circunferencia 

Encuenlre una ecuación de la circunferencia que tiene centro C(-2. 3) y contiene 
el pun10 D(4. 5). 

SOlUCIÓN La circunferencia se muestra en la figura 7. Como D cslá en la circun-
r fcrencia, el radio res atC. D). Por la fómmla de la distancia, 

, • v'(4 + 2)' + (5 - J)' • v'36 + 4 s \/40. 

US3.ndo la ecuación c.stándar de una circunfcren<::ia con I, - -2. k - 3 y 
r • \/40, obtenemos 

(x + 2)' + ú - 3)' • 40 

S1 los ténnmos se clcvan al cuadrado y s1mpltficamos la úhtma ecuación. és1a 
puede escribirse como 

Al igual qlK! en la solución del CJcmplo 7. elevar al cuadrado los términos de una 
ecuación dc la fonna (.r - h'f + ú' - k): - r y simplificar lleva a una ecuación 
de la forma 
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donde a.by C son números reales. Recíprocamente. st comenzamos con es1a ecua• 
ción, siempre es posible. al complelarcu,Klrados, obtener una ecuación de la forma 

(x - /1)' + (J - kY - d 

Este método se ilustrará en el c1_emplo 8. S1 d > O, la gráfica es una circunferencia 
con centro (h. k) y radio r - Vil. S1 d - O. la gráfica consta de sólo el punto (h. k), 
Por úhimo. si d < O. 13 ecuación no tiene soluciones reales, y por lo tanto no hay 
gráfica . 

1Uf 1jiji•I I Cómo detuminu el centro y el rMtio de una circunferencia 

Encucmrc el centro y el rad10 de la circunferencia cuya ecuación es 

3,r + 3,.: - 12x + 18.r - 9 

iOLUCIÓN Como es más fácil completar el cuadrado si los coeficientes de r y J.: 
son l. comcn.-.amos con la d1, ísión de l.:i ecuación dada entre 3. para obtener 

.i-+l.: -4x+6y • J 

Ahora. recscnb1mos la ecuación como sigue. donde los espacios subrayados 
representan los números que habrán de dc1cm\ln:use: 

( _ _..: - 4_. + _ ) + {•,: + 6r + _ ) • 3 + _ + _ 

Luego se completan los cuadrados para las expresiones entre parémcsis. tcmcndo 
cuidado de sumar los números apropiados a ambos lados de la ecuación. Pora com• 
plctar el cuadrado para una expresión de la fonna .r + at'. sumamos el cuadrado 
de la mitad del coeficiente de x (esto cs. (a/2)2) a ambos lados de la ecuación. 
Del mismo modo. para l + by . sumamos (b/2r a ambos lados. En cs1c CJcmplo. 
a • -4.b - 6.(a/2)! • (-2)1 • 4y(M2)l - Jl - 9 Estassumasllc,ana 

t, ' - 4, + .i.l + ü' + 6> + .. V • J + .i. + 1. 
(x - 2)' + (y+ 3)1 - 16. 

Al comparar In últnna ecuación con la ecuación esl3nd:ir de una c1rcunferenc1.11. 
vemos que h • 2 y k - - 3 y concluimos que la c1rcunrcrcncia 11cnc ccn1ro (2. - 3) 
y radio VÍ6 - 4. Un d1buJO de esta circunícrencia se muestra en la fi!,'1.lrtl 8. 

En algunas aplicaciones es necesario 1robajar con sólo la mitad de una circunfe• 
rencia. es decir. una stmidrcu11ftrt"11cia. El sigu1cn1e ejemplo indica cómo encon• 
trar ecuaciones de sem1c1rcunfcrencias con cenl['()$ en el origen. 

llll'JQl•l·I Cómo encontr.r e<:uaciones de semicircunferencia 

Encucnu-c ccuac1oncs para la mitad supcnor. la mitad mfcrior. la m11ad derecha y la 
mitad 1zqu1erda de la cucunfercnc1a r + ,.: • 81. 

SOLUCIÓN La gráfica de .~ + J.: • 81 es una circunferencia de radio 9 con centro 
en el ongcn ("ea 13 figura 9). Para encontrar l"CW1c1ones para las mitades supenor e 
inferior. dcspcJarnos ,, en ténmnos de r. 

!C! + ."! • 81 

(t'Olllimio) 
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Corno ~ ~ O, deducimos que la muad superior de la circunferencia 

1iene la ecuación y -~ (,• es pos111va) y la mitad inferior cs1á dada por 

J • -v's1 - r (y es ncgtul\a). como se ilustra en la figura 10 a) y b). 

FIGURA 10 

.a) , - vií'="? 

d) f•-V8J-=-7 

Del mismo modo. para cnconlrar ecuaciones para las m11adcs derecha e 
1Lqu1crda, despejamos x de la ecuación r + J,: • 81 en función de y, para obtener 

.- = :v'81 -y!. 

Corno v's 1 - J.: ~ O.deducimos que la nu1ad derecha de la circunferencia 1icnc la 

ecuación x • v's 1 - y! (x es posi1iva) y la mi1ad izquierda esl.i dada por la ecua• 

ción 1' - - v'si"-=-?" ( .1' es ncga11\'a). corno se llus1ra en la figura 10 c) y d). 

En muchas aphcac1ones es esencial encontrar los pun1os en los que se mtcrsccan 
en x y y las gn\ficas de dos ecuaciones. Para aprox11nar esos punlos de intersección 
con un d1spos1h\-O o herramienta de gráficas. suele ser necesario despejar y de cada 
ecuación en función de x. ror ejemplo. supongn que una ecuación es 

4.,: - 3, + 2y + 6 - O 

Al despejar J' obtenemos 



1te11liur •MlnKi­
do V. 

C6rno1 r1fic11rHUNI 
Y'ffltMII CH YIW111it11d6n 
HUndllr, 

lncwntre un punto 
de Intersección. 

-4.x1 + Jx - Ó 3 
)- 2 --2x2+2c--3 

La gráfica de la ecuación se encuentra entonces al realizar la asignación 

Y, = -2.(2 + ;.l - 3 

en el d1spos11ivo de gráficas. (El símbolo Y 
I 

indica laprim~ra ecuación, o el primer 
valor r.) También despeJamos _1• de la scgund3 ecuación en función de x y realiza• 
mos la o.sign3e1ón 

Y, - una expresión en x 

Al pulsar l:is teclas adecuadas. se ob11enen dibujos de la; gráficas, a las cuales se 
llamará gráficas de Y I y Y l" Luci;o usamos una íunc1ón de la calculadora grafica­
dora. por ejemplo mtersMt, par.a es11mar las coorden:ldas de los punlos de mlcr­
sección. 

En el siguiente ejemplo mostramos esta 1écnica para las gráficas de los ejemplos 
1 y2. 

lJlf/.fQl•lliJ Estimación de puntos de lnterse<ci6n de1rjficas 

Use una calculadora graficadora para esumar los puntos de 1n1crsccción de las gráficas de 
1· - .r 3 y y - 2x - L 

OLUC ON 

G=)(Jtlan)0Q3( ENTER) 

•~O•IENTER) 

( ZOOM J(D 

Plot.1 Pi.U: P,.._) 
, Yt BXZ- 3 
WzB2X-1 
, Y)• 
,Y-.• 
, Ys= 
,y,z 
, Y1= 

00 
A panir de las grñficas de Y1 y Y: OOSCf"\amos que h:1y dos pun1os de m1crsccción; P 1 en el 
pnmcr cuadran1e y P

1 
en el tercer cuadran1c. Encon1raremos P1• 

•-CD 
En rcspucs1a a ·•Firs1 cun,e1'", sólo opnma la 1ccla 
( EHTER ] para indicar que Y I es la pnmcra cuna 

fir~ curv1! .... / ,.,.., 

(contmúa) 
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En rcspucs1a a "Sccond cu"'cr. ~ólo pulse { ENTtR ) para 1nd1• 
car que Y: es la segunda cuí\ a. 

En rcspucs1a a ··Gucssr', mueva el cursor cerca de P
1 

)' luego 
pulse la 1ccla { ENTER } 

Las coordenadas de: P
1 
se cs11man como (2. 73. 4 46), Luego usa• 

mos de nuc,o la función mlcrscc1 para obtener (- 0.73. - 2.46) 
como coordcn.idas aproximadas de Pr 

Nota de calculadora: una respuesta alterna a '-Oucss'!" es m1roduc1runa estimación del \-ak>r 
x del punto de m1crsccción. La siguiente ~ta produce el mismo resultado que el an1cnor 

Guess? 3 ( ENTER ] 

btlm;aclón de puntos de Intersección de gdiftus 

Use Ull3 calculadorn graficadorn para estimar los puntos de mtcrsccción de las c1rcunfcrcncias 
xl + _l,l - 25 )' r + 1,l - 41· - 12. 

N Al igual que en el CJemplo 9, dc."SpeJamosy en .r + -'.: - 25 en función de .1' para 
obtener 

_,- -:!:~. 

y rcalt7.amos las sigu1cn1cs as1gnac1oncs; 

v, - V2s - .i
1 y Y: - - v. 

(A menudo asignamos Y I en función de Y I para ev11ar el tecleo repct1t1\-0.) 
La ecuación de la segunda ctrcunfcrcncia puede considerarse una ecuación cuadriuca de la 

fomm UI.: + br + e - O en y al rcacomodar los 1émunos como sigue: 

,-
1 

- 4~ + tr1 
- 12) • O 

Al aplicar la fonnula cuadrá11ca con a - 1, h - 4 y e r 12 (.r 12 se considera el 1ér~ 
mmo constante. ya que no con11cne una vanable _r) obtenemos 

-(-4);; \/(-4)' - 4(1)(., ' - 12) 
\' • 2(1) 

4;; \/16 - 4(, ' - 12) 4;; 2\/4 - (., ' - 12) . ~ 
• 

2 
• l • 2 :!: V 16 - x• 



HM:er nlpaclonH de Y. 

Cl)fflo ,,af'tur en UN1 

Vtntan. de visuali.adon 
rectanpi.. 

Enc:ontr11r "" punto 
de lnttrM<dOn. 

2.2 Gf¡fic~deKWC::lonH 101 

(No es necesario simplificar la ecuación más de lo que ya se ha hecho. pero 13 forma s1mphfi-1 
cada es más fácil de m1roducir en una calculadora ~'1'3ficadora) 

Ahora realizamos las asignaciones 

Usaremos una ,emana de visuahzac16n cuadrada, de modo que las c1rcunfcrcnc1as se ,can 
como tales y no como óvalos 

(ZOOM) (I) 

A pantrdc las gráficas de las circunferencias, obscn.amosquc hay dos puntos de 1n1crsccción: 
P, en el pnmercuadrantc y P: en el segundo. De nuc,o. encontramos P1• 

(Bl I CALC I CD .------r---, 

En respuesta a •·firsl curve?", oprima la 1ccla ( ENTER ) 

para indicar que Y I es la primera curva En rcspucsla a 

.. Sccond curve?". Opnma CD para saltarSC y: ~~~;an¡:" V=).U: 
como la selección para la segunda cun. a, puesto que no 
mtcrseca a Y

1
. Ahora pulse( ENTER ) para sclecc ionár 

Y~ como la segunda curva En respucs1a a ·-Gue.s.s?". mueva el cursor cerca de P
1 
y luego 

pulse ( OOER ) o sólo cscn ba 3.5 para un cálculo y pulse ( ENTIR ~ 

Asl. se cs111nan las coordcn3das de P
1 

como (3.8. 3.25). Como runOOs c1rcunfercnc1as !i-On 
s1métncas respecto al CJe _1·. Ples aprox1madamcntc (-3.8. 3.25). • 

Oc:bc obscn.-arsc que las soluciones aproxunadas encontradas en los ejemplos I O 
y 11 no satisfacen las ccuac1011cs dadas. debido a la 1mprc<:1s1ón de las cs1imac1ones 
realizadas a partir de la gráfica. En un capitulo postcnor explicaremos la forma de 
encontrar los valores ,.-::cac-u,s para los puntos de mtcrsccc1ón, 
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HJI Ejercicios 

t: je r. 1- 20: 1'nzar la c;riítu de la «uadOn y marcar las 
lnterW('eiones en x y y. 

S , • -lr' 

1s ,-.-i-s 

17 , - ½ 

4 J • -LI' - 3 

8 .Y• -xl + 2 

12 X • 2r1 - 4 

16 .r - -x' + 1 

18 .,.ve; 

20 v• v.;-=-¡ 

Ejer. 21- 21: U1it pruebas df .1ime1ri1 pan delerminart"uf.lN 
gr,Rt"H rn los ejncldos lndlu dos son slmltrkH rnpeclo a 
a) el eje J'. b) el eje :r y e) el o rigen. 

21 Los cJerc1cios con número impar de I a 20 

22 Los CJcrc1c1os con número par de 1 a 20 

Eje r. 2.l- 34: Complete lo1 enunciados. 

i ) Comox • -1-._A.t) , _ 

b) Como.-c 0 2•.ftx) • ­

e) Como.r • 3,ft.r) • _ 

d) Comox , ..-,,_Ar) , _ 

e) Como.r • -s,J,x) , _ 

24 

1T 
i) Como-' , 2-. .,1.r) , _ 

b) Como.- • -1•,ftx) • ­

e) Corno .r , 0 . .,1..-) , _ 

d) Como-' • oo,ft.t) • _ 

e) Comox • -z,ftx) • -

Ejc-r. 25- 36: Trace IH w.r,ncas de la circun(nencia) la H'n1i­

clrcunínucla. 

25 X2 +),J.• J J 26 1 2 + y2 • 5 

V (, + 3Y + h· - 2Y • 9 

2a ¡, - 3Y + (,- + 2y - • 
29 (x + J)l + \·1 • 16 

31 4., 1 + 4,·1 • 1 

33 y• - ~ 

35 x• v'9=? 

30 , 2 +(1-2)1 • 25 

32 9,l + 9}·1 • 4 

34 y-~ 

36 .f •- \/25-y2 

Ejc-r. 37- 48: [nNrntre una ttuad6n de la dreunferenda que 
sa11srag1 IH condiciones upmadas, 

37 Centro C(2. - 3), racho 5 

38 Centro Q - 5, 1 ). radio J 

39 Centro C(¡. 0 ). n d to \Is 

40 Centro C(~. -j). radio JV2 
41 CcntroQ- 4,6),quep,a53porclpuntoPt). l) 

42 Centro en el ongcn, puando por el punto P(4, -7) 

43 Centro C'( - 3. 6). 1.angcntc al CJC • 

44 Centro Q 4. -3).1angcn1c al CJC r 

4S Tangaue a ambos c,cs. cauro en el segWldo CU3dran1e, radto 2 



46 Tangente a ambos CJCS, centro en el cuarto cuadramc. rad,o 3 

47 PW1loscxtrcmosdeW1d1:imctro.A(4 . -J)yB(-2, 7) 

41 Pun1os c:<1rcmos de un d1ámctro.A( -S, 2) y 8(3. 6) 

Ejn . .&9- 58: [ncut'nlrt' fl CHTro) fl ndlo dt' ,. dl't'UnÍt'rH­
d• con l• ttu•c16n d•d•. 

49 ,:+,-:--h'+6\ -36-0 

SO ,12 +,·J+lh- 10,+37•0 

S2 _.: + ,.i - lfü + 18 • O 

53 2tJ+2,1 -12,+.&,-IS • O 

S4 .&_f"J + 4\1 + !Cu + 24) + 31 • O 

55 l!+\·!+4:r-2l+S • 0 

57 \": + \ 1 
- 2.t - 8\ + 21 - o 

Ejn. 59- 62: En<uf nlrt' ttuaclonn pan 11 micad !iuperior. 
11 mllad inítrior. la mitad dutch1 y la mitad ilquiuda dt I• 
clrcunffrC"ncla. 

S9 '":+,i1 - 2s 

61 h - 2)! + () + ()l • 49 

62 (\ - ))1 + (_y - .Sf • ,& 

Ejf r. 63 - 66: Encutnlrf un• ttuadón pan la drcunft'ttncla 
o Hmldrcuaffrt'll<'I•. 

63 64 

2.2 Gflfic:.Hdte<uaclonH 103 

6S 66 

++ 
Eju. 67- 68: Ot'Tt'rn1lnf si t i punlo PHI' dtnlro, fot'ra o 
sobrt la dl't'unfr r encl• con centro C } radio r. 

67 a) 1'(2. 3), C(4, 6), r • 4 

b) l'(.&.2). C(l.-2). r•.S 

e) 11-3. 5). C(2. 1). 

63 ~) P(3, 8), C(-2, - 4), r • 13 

b) P{- 2 • .S). C(3, 7) r • 6 

e) P(J. -2). C(6. -7). r • 1 

Ejfr. 69- 70: Pan h1 dttunftrt'nria dad•. fllCUfftlrt' a) inttr­
sttdonH f n x) b) lnl rnttdones f ny. 

69 ,-:+,-!-.lf-6,• +4•0 

70 r1 + ,·1 
- 10.r + 4\ + 13 • O 

71 Encuentre la ecuación de la c1rcunfcrcnc13 que c::s concén-
1nca (llene el mismo ttnlro)con r= + ,J + 4." 61 + 4 = O 
,,,,...,,...1'(2.6) 

n Akanc:• d• tremmtllVu • r.-.0 La KOOI de wi.a esta­
ct6o de radio ucnc un alcance circular de SO nullas Una 
.segunda cs1ación de nd10. snuada a 100 millas al cs1c y 80 
al noncdc la primera cs1ac160, fl(OC un alc;¡¡ncc de 80 nullai 
f, llay lupesdondc las sdl.al~de ambas cs1ac1oncs de racho 
se puedan rcc1b1r? b:phquc su rcspucs1a 

73 Ulll c1reunfcrcncia C1 de radio S t1cncsu centro en el ongcn 
Dc:mro de cs1.a cm:Wtfcrcnc1a h3y una cm:unfon:nc1a C. de 
radio 2 en d prum-r cuadrante que C$ tangen1c a C

1
• La cOOr• 

dcnada, dd cmtrodc: C
1 
es 2. Encuc:ntrc la c:oordc:nad.a Tdc:I 

CCnlíOdc Cl. 

74 Una c:1rruníerenc-Ll'I C
1 
de racho S tu~nc su centro en el ongcn. 

Fuera de esta e1rcunfcrcncaa cs1:I una e1rcunfcrcnc1a de racho 
2 en el prtfflCf" cuadl"ln1c. qtlC es uni,>entc • C1. La coordc­
lUWI ,. del CC!llro de el CI 3. Eocuenln-: l:1 eoordcnad.l :r del 
CC:OIR) de el. 
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Ejtr. 75- 78: E:1-prtur, tn forma dt lnltnalo. los nlorn dt .l' 
rain qut 1, < ft• Suponga qut- todos los punro.1 dt- la inttn«~ 
dón st muntnn en el hnen·aJo (- -x,ot). 

75 76 

n 71 

'º 

79 Graliquc la c1rcunfcn::ncl.l umum1 .Ir + ,.: = 1 usando l:ss 
CCU3C1oncs Y, = yi-=-;;- y Yi = - Y, en la ,cn1ana dt 
v1suah2ac1ón dada Luego. c~phquc cómo afecta la , cntana 
de \-1Sualr1.x16n a lagrif,ca y dctemunc b ,cn1ana de v1sua• 
hzac1ón que produlca la gnilica que más se parc2Ca a una 
c1rcunfcrcnc1a 

1) [-2.2Jpor[-2.2) 

J) (-2.2}por(-5,5) 

2) [-J.3)por[-2.2) 

4) (-5. 5) por (-2. 2) 

80 Grafiquc la ccux,ón l,rl + ,,· = S. m:mdo l:1s ecuaciones 
V1 = 5 - .l' y Y: = - V en b ,cnta~dc v1suah7..ac1Ón (-5, 
5)po,)-5,5) 

a) Lnc~ntn: el nWllC'ro de 1nlttSC'l."Cioncs en ,r y ., 

b) Use la gráfica paro dc1cnrunar la región donde -'1 + tr' 
< 5. 

Ejtr. 81- 82: Cnfiqut la «uadlin) Hllmt las loltrSttclonH 

82 .\' • r• + 0.85r1 
- 2.◄6.r - liJ7.I' + 0.51 

Ej<"r. 83 - 86: Cnfique las dos ttu■donn en el mismo plano 
dt coordenad.s. )' tsllmt las coordenadas dt sus puntos dt 
lncersccrión. 

83 V• 1' 1 + r. 

(x - ¾): + \ l • 1 

87 OiJUnc11 •11tH 1utom6v1ln La d1s1anc1a D (en millas) 
cntrt 00$ au1omó"1lcs que se cncucmran m 13 misma cam• 
•era. en el tiempo, (en minutos). cs1á descrita por la CCU3C16n 

D ; !2.t - 41 en ti m1C1Vak> fO. 4] Grafiquc D y dcscnba ti 
n'IO\-ln\U..'fll0 de k,s aulomó\-tles 

S8 A,ua tn u111 pi K•na La ca.n11d!ld de agua A en una p1jC1na 
rnddiarestidadaporA:; 12,00Cb 2000.rl.dondcAcsc.i 
en galon« y .I' - O com:spondc al mcdlOOía de un dommgo 
Trace la ¡r.iftca de A en el in1m-11lo (O. 6) y dcscnba la can• 
udad de agw en la. p1sc1na 

89 V 0<id,,,d 6" .otnda La ,'Clocidad del sonido ,, en el atrc 

\-ana con la temperatura Puede calcularse en ptes.s usando 13 

ecuación 1 • 1087 ~ . donde Tes la 1cmpcnnura 

(cnºC) 

a) Aproxime ,, cuando T = 20 C 

b) lktcnrunc 1~ 1rm¡x·ra1ura al grado más cercano. 1anto 
algebraica romo grificamcnlc, cwndo la ~doculad del 
sonido es 1,000 pies s 

90 El arta A de un tmnguk> cqu1131crocon un lado de longnud.r 

C'A = :J._r_ Suponga que A debe ser 1gu:II a 100 p1Cl111 con un 

Cfr'Ofdc como n\&Jumo :!: 1 piel. Dctcnninc gr.ificamcntc coo 
qué pccc1s1ón se debe medir s pan s.ausfaccr es1c rcqu1s110 de 
error (Sugrrr,K"io gráfica, :; A,, = 99 y r :; 101.) 

Rectas 
Uno de los conceptos básicos en geometría es el de una rt!Cla En esta sección el 
análisis se res1ring1rá a rectas que se encucniran en un plano de coordenadas. lo 
que pcrm111rá usar mé1odos olgcbraicos para cs1ud1ar sus propmlades. Dos de los 
pnnc1p.1lcs obJCl1\0S pueden expresarse como sigue· 

1) Dada una recta / en un plano de coordenadas. encontrar una ecU.'lCión cuya gni­
fica co1TCSponda a /. 

2) Dada una ecuación de la recia L en un plano de coordenadas. Ir.llar la gráfica 
de la ecuación 



Definición de pendiente 
de una reda 

L 1111,:, aA(tkta seusa 
nruf mallt p.uu lt nolar , m 

n .f, 1·10dm, JJt.71dr 11fd 

pcn,l 

.l, , mh111en, 

.1t 1,.amb111 ll 

Pcnd1cmc J>OSlll\.l {l.i t'C<:lol asetCndc) 
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El siguiente concep10 es fundamental J)3nl el estudio de las rectas. 

Sea/ una recta que no es paralela al CJC r y sean P¡(r1,y1) y /\(.r:.J:) puntos distintos 
sobre/. La pe11di~11tt! ni de/ es 

S1 / es paralela al CJCJ', cn1onccs la pcndien1c de/ no está definida. 

Los puntos típicos P
1 
y P: sobre la recia/ se muestran en la figura 1. El numera­

dor 1·1 - _l'1 en la fónnula para mes el cambio ,ert1cal en la dirección de P1 a/\ y 
puede ser pos1l1\.'0. negat1\<0 o cero. El denonunador .r1 - .r1 es el cambio horizontal 
de P, a Pz, y puede ser positl\o o ncgauvo. pero nunca cero, porque/ no es paralela 
al eJe _1· si existe uro pendiente. En la figura la) la pendiente es pos11iva, y se dice 
que la recta es asu,ickmt•. l:n la figura lb) la pcndu:nte es negativa. y la recta es 
cksce,uknte. 

En el proceso para hallar la pcnd1cn1c de una recta. no importa cuál pun10 se 
marque como P

1 
y cuál como P2 porque 

S1 los puntos se m3rcan de modo que '"• < x:, como en Ju figura l. cn1onces 
x: - x, > O.y por lo tnnlo la pend1en1c es positiva. negativa o cero, en caso de que 
,.J > '°i· _,·:<y, o yl - y 1, respcc11vamcnte. 

La definición de pcndíeme no depende de los dos puntO:i que se escoJan en f. S1 
se usan otros puntos P;(.r;, y '.) y P;c.,;. y;). e111011ces, como en la figura 2. el trián­
gulo con ,értices P;. P; y P; (x;.y;) es semejante al triángulo con ,énices P

1
• P: y 

P 1(x :• r 1 ). Como las razones entre lados correspondientes de 1riángulos scmc1antcs 
"1 l son iguales. 

,) Pcnd1cn1c ncgauva (la rccta dcSC"tCndc) 

flGUll:Al 
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Qi111:Jl•II Determinación de pendientes 

Trace la recta que pasa por cada par de puntos y encuentre su pendicnlc m: 

a) A(- 1.4) y 8(3.2) b) A(2.5) y 8(-2.- 1) 

e) A(4.3) y 8(- 2.3) d) A(4. -1) y 8(4.4) 

SOLUCIÓN Las recias se truan en la figura 3. Ut1hzamos la definición de pen• 
d1en1e para dctem1inar la pendiente de cada recta. 

,) m •O 

2 - 4 -2 1 
a) "' • 3 - (- 1) • 4 • -2 

5-(- 1) 6 3 
b) "' ª 2-(-2) ª 4 ª 2 

e) m • 
3

- 3 -~-o 
-2 - 4 - 6 

d) mnotkfinad.i 

d) Ul pcnchcnte no está definida porque la recia es paralela al eje y . Obser,.c que s, 
se usa la fórmula para m, el dcnonunador es cero. 

Üii!Jii!II Trazo de una recta con una pendiente determinada 

Trace la recta que pasa por P(2, 1) que 11L'nC 

a) pendiente ; b) pend1en1e -{ 

SOLUCIÓN Si la pendiente de una n..-cta es a by bes pos1tm1. entonces por cada 
cambio de h umdades en la dirección horizontal pos1l1\'a. la recta asciende o des­
c iende ji,¡ unidades. dependiendo de si a es posiuva o ncg:uiva. n::spccti\'amcn1c. 
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a) Si P(2. 1) cs1á en la recta y m - {. se puede ob1cncr otro punto sobre la recia 1nt• 

ciando en P y al moverse tres unidades a la derecha y cinco unidades haóa omba. 
Es10 da el punlo Q(S. 6). y la recia es dclcrmmada como en la figum 4:i). 

b) S1 P(2. 1) está en la recta y m - - i, al desplazarse tres unidades a la derecha y 
cinco unidades h1,cia ahiyo. obtenemos la recia que pasa por Q(S. - 4). como en la 
figura4b). 

El diagrama de la figura 5 md1ca las pcnd1cn1cs de vanas recias que pasan por 
el origen. La recta que se encuentra en el CJC .t licne pendiente,,, - O. S1 es1a recia 
se hace girar alrededor de O en se,r11(/o cuntrtmo a ltu m(mt•c:illas del reloj (como 
se indica con la ílecha gris). la pendiente es positiva y aumenta. llegando al \Olor 
1 cuando la recia biseca al pnmcrcuadrnn1e y contmlln aumentando a Olí. .. "<i1da que 
la recta se acerca al eJc \'. Si dicha recta con pendiente m • O se hace girar"" e/ 
untülo dt' las mumxilla'l del "lo} (como se md1ca con la flecha color naranJa). 
la pendiente es ncga11va. llegando al \Olor -1 cuando la recta biseca al segundo 
cuadrante. y se hace grande y ncgat1\a a medida que la recta se acerca al CJey. 

r lGURA> 

Las rectas que son honzonu1lcs o \Cn1calcs 11cncn ecuaciones sencillas. como se 
md1ca en la siguien1c tabla. 
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FHiURA6 

fKlURA 7 

Tt rmhtolagia Dtn■k'6■ Criflu Et:uadón Ptndlt■lt 

Rtct11 horizonlal Unarcct:1 

f 
1=b La pcndu .. -nte n O 

paraleb• al CJC ..- l:itnten«'(1Ófl 

en I es b 

Rtcla , r rtlcal Unarcc1a 

--fF 
x = o La pendiente oo 

pu;ilcla 11) CJC .1 13 1ntcrsccc1ón ntii definida 
en tCStJ 

Un error comlln es considerar la grlifica de y - h corno s, sólo consisuera de 
un punto (0. b). Si se expresa In ecuación en la fom,a O .r + r - b. 1,,emos que el 
,•3lor x es irrelevante, así. In gr:ífica de,. - h está fonnada por los puntos (r. b) para 
roda x y por lo tanto es uria recta horizontal. Del mismo modo. 13 gráfica de .1' - a 
es la n.-cta 1,,en1cal formada por todos los puntos (a. r). donde y es un número real 

r Ui.i.!.Ll&:I Cómo determinar ecuaciones de recbs 
horlzontailes y verticales 

Encuentre una ecuación de la recia que pasa por A(-3. 4) que sea paralela a 
a) el eJC 1'" b) el CJCJ' 

SOLUCION Las dos rect~están traadascn la figura 6. Como se md1c6en la tabla 
an1erior. las ecuaciones son y - 4 para el mciso a) y x - -3 para el mciso b). ■ 

A continuación se buscará la ecuación de una recta / que ~ por un pun10 
P1(x1 •. 1-_l con pendiente m. Si P(,r. r) es cualquier punlo con r-+ r 1 (,ca la figura 
7). entonces P está en/ si y sólo si la pendiente de la n..--cla que pasa por P1 y Pes 
m, es decir, si 

L..:..!!.= ,,, 
ir -.r 1 

Esta ecuación se puede escribir en la forma 

y - _,., • mlr - t1) 

Note que (x
1
.y

1
) es una solución de la última ecuación y. por lo mn10. los punios 

en / son prcc1samcn1e los puntos que corresponden a las soluciones. Es1a ecuación 
para I se conoce como forn111 pun10-prndirnlt . 

Forma punto-pendiente 
de la e<uación de una red• 

Una ecuación para la rl!tta que pasa por el punto (.t.,)'¡) con pcnd1cn1e mes 
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Form.a pendiente orden.ad.a 
.al origen de l.a ecu.ación 

de un.a rect.a 
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La forma pun10-pcnd1cn1e es sólo una posibilidad para una ecuación de una 
recta. t-lay numerosas ecuac iones equivalentes. A ,eces se simplifica la ecuación 
obtenida usando la form.'I punto-pcnd1cntc para 

ar+b1••c· o ar + hy+d=O 

donde a. h y e son enteros sm factor común. a > O y d • - e 

Qlf'l:Ji•ii Cómo determinar la ecuación de una 
reda que pasa por dos puntos 

Encuentre la ecuación de la recta que pasa por A(I. 7) y B{ - 3, 2) . 

SOLUCION La recta se mues1ra en la figura 8. La fónnula pmil la pendiente m da 

7 - 2 5 
"' - 1 - (-3) - 4 

Las coordenadas de A o de B se puedt."tl usar para (x1• y1) t."n la fom1a punto pcn• 
diente. Al usarA(l. 7)obtcncmos 

.v - 7 • ¾(r - l) 

4(, - 7) • 5(.r - 1) 

4,· - 28 "" Sx - S 

-Sx + 4, - 23 

Sr - 4y = -23 

La úhuna t..-euación es una de las formas deseadas para la ecuación de un.a recta. 
~raa~ - b + H • ~ ■ 

L.a fonna punto-pcn<hentc paro la ecuación de una recta se puede recscnb1r 
corno y• ,n.r - 11rx1 + y1. que es de la fonna 

1 • m-r+b 

con b • -nu
1 

+ y ,. El número real bes la m1crsecc16n en ,. de la gráfica. como 
se mdica en la figura 9. Como la ecuación,. - m:r + b muestra la pendiente m 'i la 
mtcrsccc1ón ben .r sobre/, se le llama forma pendlentt ordenada al origen de la 
ecuación de una recta. Por el contrario. s, se co1nien¿a con y - mx + b. podemos 
escribir 

Al comparar esla ecuación con la fom,a punlo pendiente, \emos que la gráfica 
es una recia con pcndicn1e m y que pasa por el punio (O. b). Se ha dernomado el 
siguiente resultado 

La gr.1.fica de y - t,U + bes una recta que llene pcnd1en1e me mtcrSeec1ón con el 
ejeJ en b. 

IJH'lal•U Expresión de unaecuM:16n en laform.a 
pendiente orden.ad• al origen 

Exprese la ecuación 2.r - Sy - 8 en la fom1a pendiente ordenada al ongen. 
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f a general de la ecuación 
de una recta 

flGURA.10 

SO1UCIÓN El objc11,o es dcspcJar y de la ccuoción dada p3rn ob1encr la forma 
,, - m:c + b. Podemos proceder como sigue: 

2., - Sy • 8 

-5.v -= - 2x + 8 

"""' < 

La última cctt~ión es la fonna pend1en1e ordena~ al ongeny • nLr + b con pen­
d1cn1c m - ; e intcrsct:c1óncon el CJcydc b - -;. 

De la forma pun10 pendiente se deduce que 10Wl recta es la gráfica de una ecuoc,ón 

ax+by - c· 

donde u.by e son nllmeros reales y u y h son ambos diíercn1cs de cero. A esta ecua­
ción se le llama <'<'u ación lineal en x y y. En cambio. se demostrará. que la gráfica 
de a.r + by - ,:, con a y b diferentes de cero ambas. es siempre una recia. S1 b 'f'- O. 
se puede de-spcJar ,. y obtener 

( ") e y = - -¡; r+-¡; 

que, por la forrn3 pcnd1cn1e ordenada al ongen, es una ecuación de una recta con 
pcndicmc - ulh e intersección crh en , .. Si h - O pero u + O. podemos despejar x. 
obteniendo .r • c'a. que es la ecuación de una recia ,er11cal con in1crsccc1ón d tl en 
x. Es1a discusión cs1ablccc el sigu1cn1c resultado. 

La gráfica de una ecuación hncal a.r + by • <· es una recta y, rcclprocamcn1c, 1oda 
recta es la gráfica de una ecuación hneal. 

Para mayor sencillez. usemos la tcm1mología la rocw a.r + hr - e en \-CZ de la 
n•clt1 con ,,,:,u,ci6n tu + by = c. 

UtmiiSl1i Trazo de la grifica de una ecuación lineal 

Trace la gráfica de 2r - 5,r - 8. 

SOLUCIÓN Sabemos que la gráfica es una recta. y que es suficiente determinar 
dos puntos en la gráfica. Se encontrarán los puntos de 1ntersecc1ón con los ejes x 

y y al susti1u1r y - O) x - O. rcspcct1\amcn1c. en la ecuación dada. 2:c - Sy - 8. 

mtcr..ección en .r: Si y • O. entonces 2x • 8, o x • 4 

intersección en _,-: Si x • O. entonces - 5y • 8. o ) • -¾ 
Al marcar los puntos (4, 0) y (O. -i) y 1nw1r la recta que pase por ellos obtenemos 
la gráfica de la figura 10 • 
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2.3 Rtd.a~ 111 

El siguiente teorema especifica la relación entre rtCIH paralelas (rccw en un 
plano que no se mtcrsecan) y pcnd1en1e 

Dos rectas no ven1ealcs son par..llelas si y sólos, tienen la nusma pendiente. 

D'EMOSTRACION Sean /
1 

y /J rectas distintas de pend1en1cs m
1 

y m
1
, respecti­

vamente. Si las m1erseccioncs en)' son h
1 

y h
1 

(ve:1 la figura 11). entonces. por la 
forma ¡x.---nd1cn1c ordenada al ongcn, las rect:1s tienen ccuac1oncs 

Las rectas se m1crsccan en algún punto (x, ,·) si y sólo si los ,alorcs y son iguales 
JX!rtl alguna T. es decir. s1 

o bien. 
m 1X + h 1 - ,n!-y + h2 

{m1 - mJ.r • b1 - b1 

De la última ecuación se puede dt.-spcjar x s1 y sólo s1 m1 - m! t/& O. liemos dcmos-
1rado que l3S rectas 1

1 
y 1

1 
se in1crsccan si y sólo si m

1 
+ m

1
• Por lo tanto. no se 

mtcrsccan (son JXiralclas) si y sólo si m
1 
= '"z• • 

QH1I41•11 Cómo encontrar la ecuación de una 
recta par11lela a una recta dada 

Encuenlre la ecuación de la recta que pasa por P(S. - 7) que es paralela a la recta 
6x+3\' - 4 

SOLUCIÓN Pnmero se expresa la ecuación dado en 13 fonn3 pendiente ordenada 
al ongen: 

6.~+3_,=4 

h • - 6.r + 4 tu 

_,. - - 2., + l 
La úhuna ecuación está en la forma pendiente orden~da al origen. y - mx + b. 
con pendiente m - -2 e mtcrsccc16n con el CJC _l ' en i· Como las rectas paralelas 
tienen la misma pendiente. la recta rcqucnda también 1iene pendiente - 2. Usando 
el punto P(5. - 7) obtenemos lo sigu1en1e: 

y - (-7) • -2(, - S) 'º" 
y + 7 • - 2r + 10 h rnt 

y = -2r + 3 

La última ecuación está en la fonna pendiente ordenada al origen y mucs1ra que 
la recta paralela que se ha encontrado tiene intersección ,·en 3. Esta recta y la recta 
dada se mueslran en la figura 12. 

Como ~lución ahcma. podríamos usar el hecho de que las rectas de 13 fonna 
6.r + 3_, • k 11encn la misma pendiente que la recta dada y. por lo tnnto. son 
p;tralelas a ella. Al sus111uir x - S y .,. - - 7 en la ecuación 6.r + 3y - k ob1cncmos 
6(5) + 3(- 7) • k o bien. lo que es cqul\'alentc. k • 9. La ecuación 6x + Jy • 9 es 
equivalente ar - - 21' + 3 • 

Si las pendientes de dos rectas no ven1calcs no son iguales. entonces las rectas 
no son paralelas y se mtcrsccan cxactamcn1c en un pun10. 
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de rectas perpendiculares 
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El siguiente teorema proporcion.1 información nc:erca de rttlaJ pcrpt ndkulares 
(rectas que se cruzan fom,ando un ángulo recto) 

Dos rectas con pend1en1e m
1 
y'": son perpendiculares si y sólo si 

DEMOSYIA,CION Para ma)or sencillez. considere el caso especial de dos recias 
que se intersccan en el origen O. como se 1lus1ra en la figura 13 Las ecuaciones 
de es1as recias son y • m

1
x y J • m,:-c. S1. como en la figura. escogemos los pun• 

IOS A(.-c
1
• m¡-r1) y B(x:. m;c;l diferentes de O en las recias. entonces las rectas son 

pcrpcndicu13res s1 y sólo si el ángulo AOB es un ángulo recto. Por el 1corcma de 
P11ágoros. sabemos que el ángulo AOB es un ángulo n.."<:IO si y sólo si 

[d(A.B)J' • [d(O.B)J' + [d(O.A)J' 

r o bien. por la fónnula de la distancia. 

(.-c2 - X1): + (m:X: - m1X1): • x i + (m:x:f + xi + (m1X1f 

Elc\'ar al cuadrado. simplificar y foccori.tar los 1érrr1111os da 

- 2m1m!-, 1x: - 2"1.\': • O 

-2x1.r:(m1m! + 1) • O 

Como 1'
1 
y x

2 
no son cero, se pueden d1, id1r ambos lados entre - 2xr1':, obteniendo 

m
1
m? + 1 • O Así, las rectas son perpendiculares s1 y sólo s1 "',"': • - 1. 
El mismo 11po de prueba puede hacerse si las rectas se 1111crsec::m en cualquier 

pun10 (a. b). • 

Una forma cómoda de recordar las condicion<.'S sobre las pcndicn1cs de rectas 
perpendiculares es notar que m , y "': deben ser,:/ negu1i1'0 del 11.-,:fpr()(X) entre si. es 
decir, m1 • - 1/m: y "': - - 1 m 1• 

Se puede v1suahzar el resultado del úh1mo 1corcma como sigue. Trace un trián• 
gulo como en la figuro 14; la recta que con11ene su h1po1enusa tiene pendiente 
m

1 
- blu. Ahora haga g,ror 90Qel triángulo. como en la figura IS. La recia ahora 

1ienc pendiente"': - o,( - 1>). que es el nega11,o del recipn,co de m
1
, 

UIIZlii:i:I Cómo encontrar la ecuación de una recta 
perpendicular a una rec:tl dada 

Encuentre la fonna pendiente ordenada al ongcn ¡xira la recta que pasa por 
P(S. - 7). que es perpendicular a la recta 6x + Jy - 4. 

SOLUCIÓN En el ejemplo 7 consideramos fa l\-"Cl3 6x + 3_1· - 4 y encontramos 
que su pendiente es - 2. Por cons1gu1en1e. la pcnd1cn1c de la recta requerida es el 
negatl\O del reciproco- ( 1/( - 2)). o f. El uso de P(5. - 7) da lo s1gu1cn1e: 

y -(-7)•\(,-5) 

J + 7 • ¡., - l fi 

J • t 1' -



FIGURA 1' 

flGUftAl1 

2.3 Rect-H 113 

La Uhuna ccu.ac,ón está l~ la forma pendiente ~dcnada :! ongen y muestra que 
la recta perpendicular ucne 1ntcrsecc1ón con el eJe ,, en - 7 . Esta recia y la recta 
dada se tra.1..an en la figura 16. • 

lti!'li:19•11 Cómo encontrar la ecuación de una me-diatrlz 

OadosA(- 3, 1) y 8(5, 4). encuentre la fonna general de la med1atriz / del segmento 
\" de recta AS. 

SOLUCIÓN El segmento de recta AB y su mcd1atnz / se muestran en l:i figura 17. 
Calculamos lo siguiente. donde Mes el punto medio de AB. 

Coordenadas de M: (-3/s.1;4) •(1.½) 1 nto 

Pendiente de AB: 
4 - 1 3 

5-(-3) - 8 

1 8 
Pendiente de /: -T - - 3 11\ l (\; proc I UC 

• 
Al usar el punto A·(I. i) y la pendiente -i se obtienen las siguientes ecuaciones 
equivalentes de/ 

.\' - Í • - {(.r - l) 

61• - 15 • -16(x - 1) 

6,• -15 = -16.r+ 16 

16.r + 6,• - 31 

punmr-. 

p 1c:tmO!o pDf ~I md 6 

Dos ,anables x y)' están relacionadas linealmente si y - a:c + b. donde a y 
b son nllmcros reales y a * O. Las relaciones lineales entre variables se presentan 
con frecuencia en problemas aplicados. El siguiente e,emplo proporciona una ilus­
tración. 

1111\!IAl•ll•I Cómo relacionar la temperatura del aire con la altitud 

Li, relación entre la tempcr.uura del aire T {en º F) y 13 31t11ud h (en pies sobre el 
mvcl del mar) es apro.:umad.:i.mcntc hncal p.:,.ra O S h S 20,000. S1 la 1cmpcra1ura 
al nhcl del mar es 60 º F. un aumenlo de 5.000 pies en altimd n..--duce la 1cm¡,c11uum 
del aire alrededor de 18 º F. 

a) Exprese Ten ténnmos de h y 1race la grifica en un sistema de coordenadas h T 

b) Aproxime la temperatura del aire a un:1. alti1ud de 15.000 pies 

e) Aproxime 13 al11tud 3 Jaque la 1empcra1ura sea Oº. 

SOLUCIÓN 
a) Si Tcs1á linealmcn1e relacionada con h . en1onces 

r - ah + b 

para algunas eonstan1cs a y b (a representa la pcnd1cn1c y b la mtersccc1ón en 7). 
Como r- 60" cuando h - O n (m\.CI del Jll3r). la intersección en res 60. y la 1cm• 
pcr.uura Tpara Os h :S 20.000 es-iá dada por 

T - al,+ 60 

(commúa) 
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T (lcmpcrn1ur.1 cn•F) 

60 

'º 

Oc los datos dados. observamos que cuando la alti1ud h • 5000 ft. la 1cmpcmtura 
r - 60° - 18º - 42°. En consccucnc,a. se puede dctennmar a como sigue: 

42 • •(5000) + 60 
42 - 60 9 

{I - 5000 - - 25(X) 

Al sustituir para a en T • oh + 60 nos da la fórmula siguiente para T: 

La gráfica aparece en la figura 18, con d1 ícn."'fllC'S escalas en los CJCS. 

1000 m:, h b) Usando la úhima íónnula paro T obtenida en el inciso a), encontramos que la 
(al111ud en plC's) 1empcratura (en ,;,F) cuondo h • 15,000 es 

T • -~(15Jl00) + 60 • - 54 + 60 • 6 

e) Para dctermmar la ah1tud h que corresponde a T • 0°. se procede como sigue; 

T• -roih + 60 

0 • -~J, + 60 T O 

~l1•60 

5-0JJOO 
h • -

3
- • 16.667 fl 

Un modelo mlillt~nuillco es una dcscnpción matemática de un problema 
r ara nuestros fines. estas ~ripcioncs serán gr.\ficas y ecuocioncs. En el último 

CJcmplo. la ecuación T • -r;¡¡,h + 60 modela la relación en1re lemper.uura del a,re 
y altitud. 

En el s,gmcntc CJemplo se cncucnlm un modelo de la forma y • mx + b. lla­
mada n-cta de regresi611 /mea/. Esta r«ta se puede considerar como lo n't'UI de 
ntt'}or aj11s1e, es decir. la úruca recta que dcscnbe mcJor el componam1ento de los 
dalos, 

Cómo encontnir la recta de mejor ajuste 

a) Encuentre la recta de ntcJor aJustc que aproxmtc los d:uos s1gu1entC$ sobre uempos de 
récord mundial para catTcras de 100 metros planos rara mUJCrts. 

Corndon 

Mml)OflcJacbon 

\\1lma Rudolph 

Rcnatc Stcchcr 

b) Gmfique los datos y 13 recta de regresión. 

114 

11.3 

11 .07 

10.76 



lntroducird,\0$. 

t:ncontrarlar«uide 
mejor .¡ustt (la ecuadón 
de rqreslon) 'J cuudlrt. 
tnYl" 

ActiYarSTA.TPLOT1. 

2J Rcct.H 11S 

e) En 1968, Wyomrn Tyus tenia el récord en 11 .08 segundos. ¿Qué tiempo pronostica el 
modelo para 1968? Esta pregunta requiere lnlcrpolac16n. ya que se debe esumar un \alor 
entre \alores conocidos. ¿Qué tiempo predice el modelo para 1988? Esta pregunta requiere 
extrapolación. porque se debe es11m:u un \alor fuera de \a lores conocidos 

d) Interprete la pendiente de la recta 

a) Ingrese los ailos en L 1 y los tiempos en L2. 

Borre en cs1c momento todas las as1gnac1oncs de Y y las hstas. Una lista se puede OOrror al 
colocar el cuMr en el nombre de la lista y pulsar las teclas ( CLEAR } y ~ 

( STAT J(D1952( ENTER) 

1960 ( ENTER) 1972 ( ENTER) 1984 ( ENTER) 

(A(4,....¡)~114( ENTER) 
113 ( ENTER )11 07 ( ENTER) 1076( ENTER) 

" 

.LnKe9 
v=t11x+~ ~= -.0 1190476 
b•50. 666667 

En la pantalla \emos que la recta de 1ncJor ªJuste uene la ccuac1ón (apro.-.:,mada) ,, - -0,02x 
+ 50.71 En la calculadora Tl -83 4 Plus. para ,er los ,_,lores parar y r CJcCulc la ms1rucción 
01agnosticOn de CATALOG. 

b) 

---QJ(ENTER) 

Gmlarlosdltostnll ( ZOOM)(!) ,.,.. .. ..,, .. ,.... ~ 

l~---~-····••······_········•·····_···· (ro_____,nlmúa) J 
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( e) 

Dttemünar v, (1961). 

Dtitrminar Y1 (19"). 

Vt < ~YY'. 11238095 
v, ( 1988) 10. 71 

Del modelo. obtenemos una estimación de 11.11 segundos para 1968; el tiempo real fue 
11 08 segundos. Para 1' - 1988. obcenemosy - 10,71 . En 1988. FlorenceGnffith-Joyncrrom• 
ptó el récord mundial con un tiempo de 10.49 segundos (récord que aún mantiene). un tiempo 
mucho menor que esa predicción 

d) La pendiente de la recta de regresión es alrededor de -0.02. lo cwl indica que el tiempo de 
récord mundial está dccn:cicndo 0.02 segundo:. por ai\o • 

til Ejercicios 

Ejtr. 1- 6: Tnct la r«ta qur pa.u por A y H ) enc:urntre 1u 
¡K'ndie111e m. 

1 A(-3, 2), 8(5, - 4) 2 A.(4, -1). 8(-6, -3) 

3 A(3,4), 8(-6,4) 4 A(4. -3), 8(4.2) 

S A(-3, 2). 8(-3, 5) 6 A(4. -2), 8(-3, -2) 

Ejt r. 7 - 10: Uw ptndlt nlts para dtmo11nr qut los punros 
son ,·irrkn del polfgono ttp«ilicado. 

7 A(-2. 1). 8(6, 3), C(4, 0), D(-4. -2): pan.lclogramo 

8 A(O, 3), 8(3. - 1), C(-2. -6), D(-8. 2); <r>p<co<> 

9 A(6,J5),8(ll,12),C(-J,-8),D(-6,-5); rc<t~guk 

10 A(I. 4), 8(6. -4), C(-15. -6): triánguk> rectángulo 

11 S1 tres vén1ccs consc-cuuvos de un paralcloVf21mO Mln 
A( - 1. -3). 8(4. 2) y Q -7. S). cncucnt~ d cuno ,~n,ce. 

12 Los puntos A(:r, •. 11). B{.r:. 1~). (11·. 1,) y IJ(r •. y.) di,:no(an 
los \ttl1ccs de un Ct.llidnl.31cro 1rh11nano. Demuestre que los 
segllk'n101 de rece.a qllC unen los puntos medios de lados 
adyacentes fonnan un paralelogramo 

Ejrr. IJ- 14: Traer la ~rUk■ drJ' = '"-" p■ra los nlor'n'. d■dos 
dr1P1. 

n '" - 3. -2. L-¾ 14 '" - s. -3. J. -l 

Ejtr. 15-16: 1'nu 1■ grli nca dr la rttla qur p■.ui por Ppar■ 

cada ,·alor de '"· 

15 1'(3. )); 

,. l'(-2, 4); 

E~r. 17-18: Escriba las ttU:lcionts de las rttlai 

17 

18 



Ejtr. 19- 20: Trau hu gr,nca.s dt las rtt1a.s tn ti mismo plano 
dt coordrnadas. 

19 \"•X+ J. , • r + l. \' • -.1" + 1 

20 ,. • -2., - 1. , • -2, + J. ,. • ½-r + J 

f.'.jer. 21 - 32: Encul'nln" la forma grnt>nl dt' 11 ttuación d t' 11 
rttll qut pasa por t i punto A qut utisfaga la tondldón dada. 

21 A(3, - 1) 

a) pmik:lo al CJC , 

b) pcrpcnd1cular al CJC, 

22 Al-4.2) 

a) p;miklo al CJC r 

b) pcrpcnchculu al CJC r 

23 A(5. -3): J)Cl'NhC'nk -4 24 A{- l. 4); pendK'nte ~ 

2S A(4, I); pcndicnlc -t 26 A(O, -2); pcnd,cnic 5 

27 A(4. -5); que pase: por B(-3. 6) 

28 A.(-1.6); 1n1crsecct6n5cnr 

29 A(3.-I): p;ankloal;1n:<'ta Sr- 2)'•4 

30 A.(-3.5); p;u-alcloal:s~1a r+ 3_,. • 1 

31 A.(7. -3); pcrpmdK"Ulara la m:1112, - 5, - 8 

32 A.(5.-'): pcrpcnd1cul:u a la recta 3, + 2r • 7 

Ejt>r. JJ - 36: E:ntuflllrt' la forma pt>ndit'nlt ordenada al ori­
i,n dt" la n"t"II qut' 111iifau IH condidonn dadas. 

33 lnu:rsccc1ón 4 cnx. mtcm:cc1ón -3 en, 

34 lntcrsccc16n -6 en .r, intersección -1 en, 
]S Qucp.ascporlospuntosA(5,2)y8( - l, 4) 

36 Qucp.1scporlospun1osA(-J, l)y8(2, 7) 

f.jtr, 37- 38: [ncutnlrt la forn,a gtnt'nl dt la ttuaclón pan 
la 111l'di1triL dr.l u•g.mrnlo AB. 

37 A(J. - l),B(-2,6) 31 A(4. 2). 8(-2. -6) 

f.jtr. 39 -'O: [nl'ut'11trr una « uadOn para la r ttla qur bis«• 
IM tuadrantH dados. 

39 11 y IV 40 1 y lll 

f.jt>r. 41 - 44: Ust' la forma prnditnlt' ordt'n1da al orlgt-n pan 
('ntonlrilr la pc-ndi('nlt') la lnlUltttlón t o 1 d• la rttla dada 
) lratt' su grífka • 

.. , 2x • 15 - ]\ 42 7.f - - 4) - 8 

44 ,-.s, --1.s 

2.3 RKt~ 117 

t:Jtr. 45- 46: Entutnlrt la ttu•tiOn dt I• r«fl qut u- mutslra 
rn I• fig_ul"II. 

45 •l b) 

++ 
e) d) 

+ 
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Ejtr. "7-◄8: SI un■ rttfl I tlrnr punlos dt lnltrstttl6n • )' b 
con ~ rjn ,,r ) J '• rnpttth 1n1rnl l', r nton<'H su fur#to """º"lt'" 
o simltrir11 (punlos dr lnlrr-Sttd ón) H 

!... + L- 1. . . 
EMurnttt la forma canónka para la rttta dada. 

47 4,· - 2\· • 6 '8 .t - 31 • -2 

49 l:.ncut-ntre l::i ccu:.c,6n de la c1rcunfcn:nc1::i que llene centro 
Q3. - 2)ycstangcntea la recta1• = 5. 

SO l:ncucn1rc b ccUK1ón de la recta que es t1ngcn1e a la e1n:un­
fcrcnc1a r + •' = 25 en el punto Pt), 4) 

51 CrKirniffltO ftlld 1:1 crcc1m1ento de un feto de 00 de 
12 semanas de edad se puede aproiumar con 1.3 fórniul1 
L = 1.531 6.1. donde L c-s la longitud (en em11mctros) y t la 
cd~ (en $C~naJ) La long11ud pren31::il se puede dctcrmtl\3r 
por ultrnorudo. Aproxime la C\bd de un fc10 cuya long11ud 
es de 28 cmtlmctros. 

S2 E,Umaci •n d4I " ldMI La sahrudad del o«ano se rdicrc 
a la canud3d de uks nuncralcs d1s:uchas que K mcurnu:a en 
una muestra de agua de mar La salinidad S se= puede cstmw 
a pan1r de la cantidad C de cloruro en agl.13 de mar usando la 
fórmula S = O 03 + 1 80SC. donde S y C se miden por p.·so 
en ¡»rtcs por millón. Apro,umc: C s1 S N 0.JS 

Sl ~ d• tma lt •na fU"obt :la El peso esperado fl' (en 
1oncladai) de W\I ballena Jorobada se puede apro,mw por 
su longuud l (en p1c.s) con la fórmula lf' = l.70l - 42 8 
paraJ0!!ol:!.50 

a} Esitmc el peso de una ballcna )OrOOOda de 40 p1C$. 

b) S1 el error al cstmur la longitud puchena scr de h:lsla 
dos pies, c,Cuil ~ el ttrof con-Nponchcn1c pan. el peso 
csumado? 

S4 Cft<iffli 'llo dt ur ,a .,.,i.t. -1 UUI Las ballenas azuks 
recién nacidas miden 1pro:umadamtnte 24 pies dc: largo y 
pesan 1rcs 1oncladu Las ballenas JÓ\COC$ son llll\amantadas 
duramc s1e1c meses )', llegado el ucmpo de: dcstctc. suelen 
medir 53 pies de largo y pcs::ir 23 rondadas Sean l y W 11 
l~g11ud (en pies) y el peso (en toneladas), m:pccln'311lCn1e, 
de una ballena que tiene , n-.c:scs de edad 

a) Si l y , se n:l::ic1onan hncalmcmc:. c:Jr.f"\"SC len función 

"'' 
b) (,Cual es el 1ncremcn10 dio.no en el tamaflo de un baile• 

naco? (Considere un mes = 30 d1as ) 

e) S1 W y r se relacionan hncalmcntc, exprese Jf' en fun­
ción de, 

d) (.Cuál es el 1nc:rcrncn10 dur,o en c:I peso dc:I ballauito? 

SS (st.., ,sllc deM bol SupoogaqucunJugadordcbé1.sbol 
de las Grandes Ligas ha conectado 15 cuadran¡ul:11es en los 
pnmcros 14 Juegos y manucnc este paso en toda la tempo­
rada de 162JUC~'OS 

a) J:..\:prc:sc ti numero) de cuadrangulares en fuDC1ón dcl 
nl'.lmero ..- de Juego,: JU¡ados, 

b) ¿Cuánto, cuadrangulares concc1ari el Jug:)OOI" en la 
ltmporada? 

S6 Proch >n • 111" Un íabr1can1c de queso produce 
18.000 libras de queso del I de cncrn al 24 de marzo 
Supong1 que este ntmo de producción continua duran1c el 

rcstodclal\o 

a) Exprese el numc-ro • de hbn.s de queso producidls en 
función dc:1 numero x del dia c:n un afio de 365 du\S 

b) Prediga. a l:1 ltbra más cm::ana, el numero de libras pro­
ducKW para el aoo 

S7 '1,:&0 en la infancia Un bebé pesa 10 libras al nacer. y tres 
8005 mis tarde c:I peso del mOO c:s de 30 hbru Suponga que 
el peso W (en hbras} en la mfancia c:s1! lmcalmcntc relacio­
nado con la cdAd 1 (en ail,os). 

a) bxpresc H' en términos de , 

b) e.Cuál es c:I valor de ll'en el ~to curnplcaOOSdcl ml\o':' 

e) e.A q"" edad pesará el nu\o 70 hbnis" 

d) Trace:, en un plano tW, una grific:a que muc::strc la rela­
ctón cnttt Wy I pan, 0 :s; 1 :s; 12 

S8 Pa110 CM' un prf,1,tuno Un csu.x11antc unl\crs1ta.no recibe de 
un fanuhar un prcstamo sm mtcrcscs de S8,2SO Pagar.li $125 
al mes hasta hqmdar el préstamo 

a) Exprese 13 c;umdad P(cn d6IMC!1) pcmhcn1c de pa¡,o en 
función del 11cmpo t (en meses) 

b) ¿Dc.spu6 de cuintos n~ el estudiante dcbcri 
$5,000" 

e) Trace en un Plano 1Puna grífica que muestre la rcbc1ón 
entre P y I par.a la duración dc:1 préstamo. 

59 V 1tiz..i:lón do ,1 11 La cantulad de calor /1 (c-n JOUies) 
necesaria p.:1ni convenir un gramo de ag\13 en , ::ipor está 
hnealmcn1e relacionada con la 1cmpcr:Ullf111 r (en C) de: l.:1 
atmósfcn A 10 ' Cesta con,crs1ón requiere 2,4W JOUies, y 
cada ,u mento en 1cmpcr:11ura de IS °C d1sm1nu)e la c.1nudad 
de calor ncccsam -K> JOUies Lxprese II en témunos de , 

60 Pott1 la ~◄ lea En fü,olog1a del eJcrCKtO. la potencia 
aeróbica P se dc:finc en tCfflunos de nlix1ma inhalación de: 
oxigeno. Para alt11udcs de: has1a 1,800 metros, la po1cnc1:1 
acróbK.t es óptima. c-s dccu, 100',. A mbde J.I«)() metros. P 
d1smmu}c lmcalmcntc: dc:.sdc c:I m.á.,¡;1mo de 100', a un ,_.1o,­
ccrcano a~. a S.000 metros 

a) Exprese l:t potencia aeróbica Pcn 1érfn1005 de la ahmx1 
h(cnmctros)para 1.800 s; h s;- 5.000 

b) ü11mc la poccnc1a acrob1ca en la Ciudad de México 
(altitud 2.200 metros). sede de los Juegos Ohmp1cos 
d< 1968 



61 .,_ • dt c.a.lot L1fMno U fenómeno de una isla de calor 
urbano se ha obscrvado en TokK>. El promedio de tcmpc-ra• 
nn fue de 13.5 ºCm 1915, y desde cn1onccs ha aunlC'l113do 
O 032 -e por al\o 

a) Supon1mdo que la tcmpcra1un T (en ºC) está hncal• 
mcn1c rclac,onada con d hcmpo, (en alk)s) y que, = O 
corresponde a 1915, c,prc-sc Ten témunos de, 

b) Prediga el promedio de tempcnitun en el ar\o 2020 

62 Jtw,t ,t~ d~l•l""JMralu1111d.l +o En 1870,clpromc• 
dio de 1cmpen11un del sucio en París fue de 11.8 C. Ocsdc­
cntonccs. ha subido a un ritmo ca.si eons1;an1c, llegando a 
JJ5'CCfll969 

a) Ex¡nsc la tempcrnlura T(cn ·c1 en functón del uempo 
, (m a"°5), donde, = O corresponde al ar.o 1870 y 
os,s99 

b} c,Dur.tntc qué año el pmmcd10 de tcmpcr:uur.i del sucio 
füe de 12.5 C? 

63 C.. ,sen un ~to El prop1c1:11no de una franquicia de 
helados debe pagar a la empresa matnz S 1,000 por mes mis 
.s• • de KM ingresos mcnsiulcs R. U costo de opcnc'6n de la 
fr.1nqu1c~ u,clu}c un costo tiJo de $2,600 por mes por con­
cepcos como u11hdade-s y mano de obr:1 1:.1 eos:10 de hcbdos 
y abas1tt1m1c:ntos es de SO'• de los ingresos 

a) Exprese el gasto mcnsu.tl E del prop1e1ano en témunos 
deR 

b) bprnc lí1 utilidad mensual Pen 1érmmos de R 

e) De1enmne el mgrcso IIK"1\W3.I rw..-cesano para no perdcr 

n1pn3r 

64 D< CM 1Mdlcant11to Los productos farnw:éuucos OC-ben 
especificar la dosis rcromcndada para adultos y nn\os Dos 
fórmulM pan modttiur los m,clcs de mcdteamento para 
adultos y n1r\o5 son 

Regla de C™"hng: y • !i(r + l)u 

Regla de Fnend: J • ÍJtt,. 

donde a d..--nota la do:us de adulto(cn m1hgramos) y t la edad 
del n1M (en aftos) 

a) S1 a= 100, trace la grílica de las dos .. -c:,iac1oncs lmca­
lN en el nusmo plano de c()()f"denadas p.1ra O s , s 12. 

b) ,rara qui cd3d las dos formul:is cspcc11icu la m1snu 
dosis'> 

65 V1dil!oJ~ En el v1dc0Juca,o que .se muestra en la fi¡ura, 
un o.vtón niela de 1zqu1crd3 a dcrccha a lo largo de la tra}·«-
1ona dada por\ = 1 + (1 r) y d1SJW11 bal:is en la duccc16n 
1angcn1c a gonl.u colocados• lo largo del CJC , en Y= 1, 2. 
J.4 

Meth.111tc un cálculo. la pmdicntc de b recta Wl¡C"lllC a la 

1n1yc<.1ona en P(I. 2) es m - -1 yen (X~. i) es m = -~-

2.3 Rtd.•s 119 

(J(ICICIO 6S 

IA"'lcrm1nc si un gonla s,cr:i blanco de babs cuando el a\lOO 
<ffl!OI 

a) P b) Q 

66 (k'..1IM •• temp."•tura La rcla,c1ón emrc las l«1um de 
temperatura F en la CSC:la Fahr-tnhc1t y C en la escala Cel­

s1lli est.i d.1<ta por e-= ¡(F - 32) 

a) hncucntrc la 1empcn11ura a la que la lcctuni sea 1gU3I en 
ambas escalas 

b) e,Cuándo la lcctur:1 fahrenhc1t es el doble de la Cels1us~ 

67 Cortante wrhcal del Yi nto Una eortanlc \'C11teal del 
\-1cn10 $C presc:nta cuando la \clocidad del \ICnlO \-aria a 
d1ferc:n1cs alturas ~ el suelo. D1cha conanu:: es de gran 
1mport:mc1a para p11o!o1 dWlllnle <k.-spe¡ues y atemUJCS. $1 
la \ cloc11bd del viento es \', a una altura h1 y 1; a una al!ur:1 
h .. enloncc.s el prnmcdio de la cortante de viento II está dado 
por la fómlulii de 1a pcnd1cn1e 

S1 la. \elocl<bd del viento al m\el del suelo cs 22 nn/h y se h:t 
dctcrmmado t¡UC sa O 07. encuentre la ,clocKttd del viento 
a 185 pies sobre el sucio 

68 Corunte wrtluil 1k yj nto En d CSIUdlO de la COl'Wllc 
\-crt1cal del \-1cn10. a \CCCS se usa la fórmula 

donde Pes una vanable que depende del 1crrcno y cslrUCtu­
ras cerca del nn·cl del suelo. En Montrcal se de1cnn1nó que 
el promecho de ulOf diurno para P con vientos del nonc & 
alrededor de 29 nn/h e$ O 13. S, un , •1cnlo del norte a 32 ma.lh 
se mide a 20 pies sobre el sucio. aproiumc el promedio de la 
cortante de ,1C"nto (\ca el CJert'ICIO 67) entre 20 y 200 p}('S 
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Ejtr. 69- 70: Los punlo-s d1dos ff tntontnro11 usando milo­
dos empíricos. Ottermlnt si u t'ncuenrnn tn la misma recta 
y = llX + b ). Ji n Hi. ent"utnlrr los olor f'S d, 11 ) ' b. 

69 A(-13, -1.3598). 8(-0~5. -1 11905). 
co2. -o~m). 0(325,0.10015¡ 

70 A(-0.22. 1.6968). B(-0 12. 1.6528), 
C(I.J. 1.028) D(l ,.!5,0.862) 

EJ.-r. 71 - 71: Ta« la g_rifln dt 1-s rttt•s r• r.l mismo plano 
d, coordenadas) ,ncuenlrr IH coordrnadas dr los punlos dr 
lntersttclón (IH coordl'nad:H ion HIUOS.) 

71 ;r - J,· • -58: Jr - V• - 70 

72 .r + 10" - 123; 2, - .'1 • -6 

F.jrr. 73- 74: Cnriqur IH rtttas en ti mi~mo plano dt coordr,­
nadH y t ncu,ntr, lu coo.-dtnadu d, IM pun101 d f" lnfentt­
dón. ldtntlflqur t.l polígono dtt trn1lnado por las r«lH. 

73 2.r - ,· • -1: .t+21• - 2; 3t+,·• II 

74 10.r - 42J • - 7.14: 8.4.r + 2y • - 3.8: 
0.5.r - 2 h - 2.7.1, 16.Sx + -'> - 1-1 

t:jrr. 75- 76: Pan la labla dt datM. dNtrmlnr una rttla rn 
I• forma J' = ax + b qut' modt':l# 1 prolim1d1men1r los d11os. 
Trace- la mi• junio con Jo, dalos sobrt' los mismos ejn: de 
coordrnadH. Nota: p11r1 t'ju-cicios qur rt'quirnn un modelo 
aprollmado. IH rHpUl'SIH pueden \lrlar dtpudlt'ndo dt los 
punlM dt dllM stlttdonados. 

15 
' . 76 

06 u - -
1 8 3.3 

3 6.2 

46 8.5 44 0.68 

n a,,istro dt di1tanci11 tn ~lto tri lt Las d1sta.n(1u de 
rq;mro mundial (ro metros) para el uho mplc se mucs1ran 
en la tabla 

Alo Oi1la11cia 

1911 15.51_ 

1932 15.72 

1955 16~ 

1975 17.89 

1995 18 29 -
<11) Grafiquc los da1os. 

b) Encuentre una recta de la forma D = aY + b que apro­
iume estos datos. donde D es la d1Stanc1a y Y el atto 
Grafiquc cs1a recta Junto con los da1os en los mismos 
e1cs de eoordenadu 

e) UK la recta para pronosltear la d1st:mc1a récOfd en 1985 
y compárela coo d récord actual de 17 .97 metros. 

d) Interprete la pcnd1cn1c de esta nx:1a 

71 ~rtcordtnU,..I 1■ Losré(:otdmund1alcscn11cmpo 
(en Kgundos) para la carrera de una milb aparecen en la 
1:1,bla. 

Alo Tiempo 

1913 2544 

1934 246.8 

1954 238.0 

1975 2294 

1999 223.1 

<11) Grafique l<>ll datos 

b) Encucnrre una recta de la fom\a T = oY + b que apro­
iumc estos datos, donde Te, el tiempo y }" el ar.o Gra­
fiquc esta n.-cta JUnlO ron IM <btos en los m!SmOS CJCS 

de coordcn:ulalli 

e) Use la rttlll ¡xara prooos11carcl tiempo r&:ord rn 1985 y 
comp5.rcla con el récord actual de 226.3 segundos 

d) lntc:rrrctc fa pcnd1cruc de esta recia 

U noción de t'Orrespondencla se presenta con frecuencia en nuestra \ ,da 0011• 

Definición de función diana. Algunos eJemplos se dan a con11nuac1ón 

EJEMPLO Correspondencia 

A cad:a hbro de unn biblio1cca le corresponde e l número de páginas en e l libro. 

A cada ser huma.no corresponde una f1..-cha de nacimiemo. 
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Definición de función 

rtGu • 2 
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S1 la lcmpcratura del aire se registra durante lodo el di:1. emonces 3 cad:1 ins­
tante le corresponde una tempcr::itura. 

Cada correspondencia en los eJemplos an1enores comprende dos conJuntos, D 
y E. En el pnmcr eJemplo. D denota el eonJunto de libros de una bibho1eca y E el 
conjunto de enteros pos1!1\-0S. A cada hbro x en D le corresponde un entero posit1\'0 
l' en E. es decir. el número de páginas del libro. 

A veces las correspondencias se describen por mecho de diagramas del tipo que 
se mues1ra en la figura 1, donde los conJun1os D y E están representados por pun­
tos demro de regiones en un plano. La flecha cul'\ada indica que el elememo y de 
E corresponde al elemento x de D. Los dos conJuntos pueden tener elementos en 
común, En realidad. con frecuencia se 1icne D • E. Es imponan1e observar que 
"cada t en D corres¡xmde e:cac1<,mer,1e """ .,· e11 E. pero el mismo elemento de 
E puede corresponder a elementos distintos de O. Por CJemplo. dos libros pueden 
tener el mismo nümcro de páginas. dos pcrSOnas pueden tener la nusma fecha de 
cumpleaños y la temperatura pu1..-dc ser igual a diferentes horas. 

En casi todo el hbro. D y E serán conJuntos de números. Para 1lumar. D y E 
denotarán al conjunto R de números reales y 3 cada número real x se le asignará su 
cuadrado T. Es1oda una correspondencia de R a R. 

Cada uno de los ejemplos de correspondencia mencionados es unajimció11. que 
se define como sigue 

Una función/de un conjunto Da un conjunto E es una correspondencia que asigna 
a cada elemento ten D cxactamcn1e un clcmen10 y en E. 

El elemento'" en Des el argumento de/ E:.I conJunto Des el dominio de la fun­
ción. El elemento y en E es el , a lor de/ en x (o la imagen de x baJO/) y se dcnola 
porJ{x), léase 'fdc x .. El rango de/es el subconjun1O R de E fomlado por1odos 
los \a lores posibles dc)l.1") para x en D. Obscr.e que puede haber elemen1os en el 
conjunto E que no eslán en el rango R de/ 

Considere el d1agrruna de la figura 2. Las flechas curvadas 1nd1can que los ele­
mcmosftn),j(:).ftx) y/{a) de E corresponden a los elementos u: =- x y" de D. A 
éadtl elemento de D ua.tigna e:rac1amentc '"' rnlordefimción en E: no obst11n1e. 
difcn.-ntcs elemen1os de D. por ejemplo. n y= en la figura 2. pueden 1encr el mismo 
,·alorcn E. 

Los símbolos 

I 

I) E. 

s1gmfican que/es un.1 función de Da E y se dice que/mapea (relaciona) Da E. 
Al 1mc1O. las notaciones/ y /(.t} pueden ser confusas Recuerde que/ se usa para 
representar la función: no está en D m en E. pcroj{t) es un elemento del rango R. el 
elemento que la función/asigna al elemento x. que está en el dominio D. 

Dos funcíoncs/y g de Da E son iguales. y se escribe 

f • g siempre que.l{x) • g(1') para 1odaxcn D 
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r~b ,.,, qu rn , ru 
ltu M ft¡1¡ + tr/,J 

Por ejemplo. s1 g(x) - i<lr - 6) + J y ft.T) - r para todax en R. entonces g - f 

■ill:Jll:II Cómo encontru valores de l;a función 

Sea/la función con dominio R tal que/(x) - t' para roda ,Ten R. 

•> Encucntre)l-6).A\13).Jlu + b) y )la) + )lb). donde a y b son números reales. 

b) ¿Cuil es el rango defl 

SOLUCION 
;a) Se encuentran los valores de/al sus111u1r :r en la e<:uaciónftx) - .r 

/(-6) • (-6)' • 36 

J(v'J)- (v'J)'- 3 
/(11 + b) - (t1 + b): - a2 + 2ab + b? 

f(a) + f(b) ~ ti' + b' 

b) Por definición. el rango de/ cs1á fom1ado por todos los números de la fonna 
ftx) - r para x en R. Como el cuadrado de todo nümero real es no negau"º· 
el rango está contenido en el conjunto de 1odos los números reales no n~ati• 
\OS. Además. todo nümcro real no negah\O e es un \Olor de[. porque/(Vc) -
(¼~ - e, En consecucnc1a. el rango de/ es el conJwito de lodos los números 
reales no negativos. • 

Sí una fimdlm ('Stá tkfinula como "" el e1emp/o J, los simbo/os emplMtlos ¡xu·t1 
lofimci6n y lo Hmable no 1m¡xman: es decir, expresiones como)tx) - :r! . .J(s) - r. 
g(I) - f y J.(r) - r" definen todas ellas la misma función. Esto es cieno porque si" 
es cualquier número del dormnio. entonces el mismo valor tr se obtiene cualquiera 
que SC3 la expresión que se use. 

En el res10 de nues1ro 1rabaJo. la frase/~s mwfimcM11 s ignifica que el dom1~ 
mo y el rango son COIIJUnlos de números reales. S1 uno función es1á definida por 
medio de una expresión. como en el eJemplo 1. y el dominio D no se expresa. 
en1onees se considera que Des el 101al de números reales x tales que/(T) es real. 
Es10 a \.Cces recibe el nombre de dominio lmplk llo de/ Para iluslrar, sift-c) -
~. entonces el dom mio 1mplfci10 es el conJun10 de números realesx 1ales 
que ~ es real: esto significa que -e - 2 ~ O. o x ~ 2. Así. el dom mio es el 
antcr\-alo infinito [2. rx,), Si -e cslá en el donunio. se dice que/ ettti d,:finída ,:n 
:-e o que ./(x) e-ciste. Si un con Junio S cs1á con1cn1do en el dom mio./ r.rtá drfi• 
mdo en S. La 1cnnmología/ no esri, definido e11 x significa que .-e no esti en el 
donunio de/. 

l1Wiill:D Cómo encontru v;alores de l;a función 

\/4+. 
Scag(x) • ~ 

;a) Encuentre el domm10 de g. 

b) Dctcrm1ncg(5).g(-2).g(-u) y -g(u), 
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SOLUCIÓN 
a) La expresión ~ /( 1 - x) es un número real s1 y sólo si el radicando 
4 + xes no ne-gat11,,o y el denominador 1 - x es d1forente de O. Entonces. g(:r) existe 
SI y sólo si 

o bien. lo que es equiYalente. 

X~ - 4 ) ' X" 1 

Podemos expresar el dominio en 1énnmos de intervalos como (-4. 1) U ( 1. oo) 

b) rora encontrar valores de g. sustituimos por t: 

V4+5 V9 3 
g(5) = --= - = --1 - 5 -4 4 

( \14 + (-2) V2 
g-2) • -----

1 - (-2) 3 

g(-a) • \14 +(-a)• ✓.----=-. 
1 - (-a) 1 + a 

~ ~ 
-g(a) • -~- ~ 

Las func,oncs son comunes en la vida cot1d1ana y aparecen en gran v:mcdad 
de formas, Por cJemplo, el menú en un rcstnuranle (figura 3) se puede conside­
rar que es una función/ de un conJulllo de anículos y un conJunto de precios. 
Obscnc que/esta dado en formato de tabla. Aquífthamburgucsa) - 1.69./{pa­
pas fritas) - 0.99 yj(bcb1da) - 0.79. 

Un eJcmplo de una función dada por una regla se puede encontrar en las tablas 
de 1mpues1os federales (figura 4). Especlficamen1e, en 2009. para una persona 
soliera con ingreso gravable de 5120.000. el impuesto por pagar se dc1cm1inaba 
mediante la regla 

S 16. 750.00 más 28•. de 13 can11dad sobre S82.2S0. 

YIGUU.4 

Tarifa de Impuesto federal 2006 

, .... -u.. ... -----~---

.. ..... 
u.so »tsO ...... ..... 

.. --. .... ..... 
'22:50 171.SSO t .. 7IO.N ♦ 211'!1, 11.HO 

111560 3n.t50 'l,1k.N•""" 17t,ISO 
372MO 10l,21l.N•M% l72.III 

En este ca.so. el 1mpucs10 seria 

$16.75000 + 0.28(Sl20.000 - S82.250) - $27,320.00 

Con frecuencia st usan gráficas para describir la variación de can1idadcs fisi­
cas. Por ejemplo. un cien1ifico puede usar la gráfica de la figura S para indicar la 
tcmpcra1un T de e tena solución en \ anos 11empos T dunmc un cxpcnmc1110. El 
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loefiniclón de 11 grifica l d@ una función 

L Prueba de recta vertical 

FIGURA 6 

Ra 

\ /( 1) 

~ ! /fo) 

V 

{lfnll\lOdc / 

diagrama mucs1ra que la 1empcra1ura aumentó de forma gradual desde el tiempo 
I - O al tiempo/ - 5, no cambió (se manlU\-O) entre I - S y I - 8, y luego dismi­
nuyó rápubmenle de, - 8 a, - 9. 

Asimismo. si/es una función. se puede usar una grifica para indicar el cambio 
en/(.t) cuandox varía en el dominio de/ En específico. se tiene la siguicn1e defi­
nición. 

La gráfka de una función/ es la gráfica de la ecuación y = /(x) para x en el domi­
nio de/. 

A veces se coloca la leyenda)' - ./(x) a un diagrama de la gráfica. Si P(_o. b) 
es un punto en la gráfica. en1onces la coordenada ben y es el valor de la función 
/(o). como se ilustra en la figura 6. La figura muestra el donunio de/(cl conjunto 
de valores posibles de x) y el rnngo de/(los valores correspond1entcs de y). Aun 
cuando se ha descrito el dominio y el rango de mter\.'alos cerrados. los intervalos 
pueden ser infinitos u 01ros conjuntos de números reales. 

Como hay exactamente un \alor/(o) para cada" en el dominio de/, sólo 11n 

punto de la gráfica de/llene coordcna<b a en x. En general. la siguiente prueba se 
usa para dctcmunar si una gráfica es la gráfica de una función. 

La gráfica de un conJunto de pumas en un plano de coordenadas es la gráfica de una 
función si toda recta vertical la cruza como mi.ximo en un punto. 

Por lo tanto, toda IY'Cla W!rticol cr11:a en 1m p11nlo como máximo lt1 grtifico de 
,mafimci6n. En consecuencia. la gráfica de una función no puede ser una figura. 
como por ejemplo una circuníercncia. en la que una recta ,crtical puede cruzar la 
gráfica en más de un punto. 

Las intersecciones con el eJe x de la gráfica de una función/son las soluciones 
de la ccuación.J{x) - O. Es1os núme(O) se dcnomman ceros de la función. La in1cr~ 
sección con el eje y de la gráfica csfi.0), si ésta cxisle. 

IJtntl&I Trazo de la grifica de una función 

Sea J(x) • v:;--=-j_ 

a) Trace la gráfica de/. 

b) Encucn1rc el dominio y el rango de/ 

SOLUCIÓN 

il) Por definición, la gráfica de/ es la gráfica de la ecuación i · - \,l".;'-=-i . La 
siguiente tabla es una lista de coordenadas de \arios puntos sobre la gráfica. 

1=/f.x) I ' vz - 1.4 v'J - 1.7 V5 - 22 
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Al trazar puntos. se obtiene el diagrama que se mues1ra en la figura 7. Obseí\e que 
la m1ersecc16n en x es 1 y no hay m1crsección en y. 

b) Obser. e la figura 7. note que el domm10 de/ es1á fom1ado por todos los nllmel'Ol> 
reales x uiles que x ~ 1 o bien. lo que es equl\·alentc. el mtcn.alo { 1, ,xi)_ El rango 
de/es el conJunto de todos los nllmcros reales y tales que .•'~ O o. lo que es cqm• 
valcnlc, (O. «i) 

La función rafa cua drada. definida por/(x) • Vr, uene una gráfica semcjan1e 
a la de la figura 7. pero el punlo extremo está en (O. O). El \'alorydc un punto sobre 

,. esta gráfica es el nllmcro que aparece en la pan1alla de una calculadora cunndo se 
le pide una raíz cuadrada Esta relación gráfica puede ayudarle a rCX":ordar que V9 
es 3 y que \/9 ,w es :!:3 en cs1a gráfica específica. Del mismo modo,/h) - i . 

ftx) - .r1 y fix) - -,t'; se conocen en ocasiones como la función al cuadrado. la 
función a.l cubo y la función de raíz cúbica. respec11..,amentc. 

En el ejemplo 3. cuando aumcntax. el \lalordc la runc16n}l'.x) también aumenta y 
se dice que la gráfica de/sube (\iea la figura 7). Una función de elite tipo se dice que 
cscn.-cie11te. Para ciertas func1ones,ft.r) d1sminu)c cuando aumcntax. En es1e caso. 
la gráfica cue y /es una función ,k'crl!l'i<•111c. En general. se consideran funciones 
que aumentan o d1smmuyen en un mtervalo /, como se dcscnbe en la s1gu1cnte 
tabla. donde x 1 y r1 denotan números t.-n / 

Funciones cre<ientH, decrecientes y constantu 

Ttrmlnologí• 

/es crttkntc en un 
inlcrulol 

/es d«rcdcntc en un 
mlcn.-.lo/ 

/ es conitantt en un 
imcnalo/ 

1Hfl■id6• 

f(,,) < f(,,) 
,1cmprc que 
r1 < x! 

/(,,) > /(,,) 
siempre que 
r1 <-r! 

/(;<,) - J(,,) 
para toda x1 y 1'1 
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Un ejemplo de urmfimdó" cn-c1eme es la runción idcnlldAd. cuy3 ecuación 
es ;tx) - x y cuya gráfica es la recta que pasa por el ongcn con pendiente 1. Un 
eJemplo de unafimción tk~lellfe es/(x) • - x, una ecuación de la recta que pasa 
por el origen con pendiente - J. Si;tx) - e para todo número rcnlx. entonces/ se 
dcnormnafimción consta,1le. 

USllmos de mancr.1 tnd1s1m1a las frases/ es crecumte y /(x) n crecitmte. liare. 
mos lo nusmo con los términos decrrómte y const,mU! 

1111 'lilUI I Cómo encontrar mediante una gr¡fica el dominio, 
el rango y donde una función aumenta. o disminuye 

Sea/(.<) • \19=-?. 
a) Trace la gráfica de j 

b) Encuen1re el dominio y ti r.ingo de/ 

e) Encuentre los intervalos en los que/es crec icnlc o decn:c1cntc. 

SOLUCION 

a) Por defimc1ón, la gráfica de/ es la gráfica de la ecuación y - ~-Sabemos 
del trabaJO realizado con circunferencias en la sección 2.2, que la gráfica de r + 
) .J - 9 e~ una c1rcunfcrcnc1a de radio 3 con centro en el origen. Al despejar y en la 
ecuac1ón .r + .Y - 9 obtenemos .,· - ~ ~-Se deduce que la gráfica de/ es 
la nmod superior de la c1rcunfcrcncia, como se ilustra en la figura 8. 

b) En rcfcrcncia a la figura 8. \C:lllOS que el dominio de/es el intcnalo cerrado 
[ - 3. 3]. y el rango de/ es el m1cnalo [O. 3]. 

e) La gnifica sube cuando asciende r de - 3 a O. de modo que/ es crecienlc en el 
mtel"\·alo cerrado [-3, 0). Por lo 1an10, como se muestra en la gráfica pn:ceden1e. 

, si x1 < x~ en [ - 3. O]. entonccsJtx
1
) < j(r!) (obser.e que posib/ememe r

1 
- - 3 o 

x
1 

- O). 
La grifica baJa a medida que x se mcrenu.i,ta de O a 3, de manera que/decrece 

en el mh.·n,alo cerrado [O. 3). En este caso, el diagrama muestra que s1 .r1 < x: en 
[O. 3). cntonccs.l{x,) > .J(..r1) (obscl"\c quepos1bleme111e x 1 - Oo r~ - 3) ■ 

Un problema del s1gu1cn1e tipo es de especial interés en cálculo. 

Problema: encuentre la pendiente de la l"l.."Cta secan1c que pasa por los pun1os P y 
Q que se mucstr.in en la figura 9 

FIGUll!At 

''" 



Definición de función lineal 

2.4 CkÍU\lcJón dt funclOn 127 

La pendiente m l'fJ está dada por 

6 1• /(u + h) - /(") 
m,o • ~ • h 

La últ1m3 expresión (con /, ,._ 0) por lo gcncr31 se denomina cocirntc de difcrr n­
das. Ahora se \erá el álgebra que mleJ'\iene en la s1mplifieación de un cociente 
de diferencias. (Al final del capítulo vea un problema relacionado en el ejercicio 
parn análisis 5.) 

U~ Simpllficaclón de un cociente de diferencias 

S1mphfíquc el cociente de d1fcrencías 

f(, + h) -/(.,) 

usando la func16n/(.x) • r + 6:c - 4. 

SOLUCIÓN 

J(,, + h) - /(,,) [(x + h)' + 6(, + h) - 4] - [,' + 6x - 4] 

,,, + 2xh + h' + 6, + 6h - 4) - (x' + 6, - 4) 

(,' + 2xh + h' + (xf + 6h - ¡() - (r + (xf - ¡() 

h 

2.rh + ¡,: + 6h 

h 

h(2x + h + 6) 

h 

•2.r+h+6 

nphfi~ 

b.:-:irl/~llo 

El siguiente 1ipo de función es uno de los rundamcnuilcs en álgebra 

Una función/es una funrlón lineal si 

/(T)- m + b, 

donde x es cualquier número real. y o y b son constantes. 

L., gráfica de/de In definición anterior es la gráfica de y • ax + b. que. por la 
forma pendiente ordenada al origen. es una recia con pendiente a e 1111crsecci6n h 
cny. Así. /a grtijica de imojimdórt /meo/ es mu, r«ta. Comoj(.1') cxis1c para toda 
x, el dominio de/es R. Como se ilustra en el CJcmplo siguiente. si a + O. entonces 
el rango dc/1omb1én es R . 
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IJ1i!llli!D Truo de la grifica de una función lineal 

Sea/(x) - 2r + 3 

il) Trace la gráfica de/ 
b) Encuentre el donumo y el rango de/ 

e) Detcnnme si/es creciente o dccrccicme. 

SOLUCJON 

il) Como.Ax) tiene la fomu ,u+ b. con a - 2 y b - 3.fes una función hneal. La 
gráfica dey • lr + 3 C.lli la n.."Cta con pendiente 2 e intersección 3 en), que se ilustra 
en la figura 10. 

'" b) De la gráfica \.Cmos que r y y pueden scrcualcsqu1cra números reales, de modo 
que el dominio y el rango de/son R. 
e) Como la pcnd1cn1c de a es pos1t1va. la gn\fica de/crece cuando aumen1ax: esto 
es,/(x1} <Jtx1) siempre que r

1 
< x

1
• Así.fes crec1en1c en todo su dommio. 

En apltcacioncs, a \CCCS es necesario detenmnar una función hneal especifica a 
partir de los datos dados. como en el s1gu1cntc eJCmplo. 

l!ii'Jiji•Q Cómo encontrar una función lineal 

S1 / es una función lmeal tal que Jt-2) • 5 y ,A6) - 3, encuentre ./(.r), donde x es 
cualquier número real 

SOLUCIÓN Por la definición de función hncal.j(.r) • ax + h. donde a y b son 
constantes. Además. los valores de 13 función dad3 nos md1can que los puntos ( - 2. 
5) y (6. 3) están en la gr.ifica de/. es decir, sobre la recta y - ,u+ b que se 1lust.r3 
en la figura 11. La pendiente a de e:.ta recta es 

S - 3 2 1 a----- - --
-2 - 6 -8 4 

y por consigmente.l(r) tiene la fonna 

"r) • -¾x + b 

Para hallar e l valor de b, podemos partir del hecho de que.1(6) - 3, como sigue: 

/(6) = -j(6) + b 

J• -~ + b 

b• J~Í =-1 
Por lo tanto, la función lineal que satisfacej(-2) - 5 y fl.6) - 3 es 

J<x> - -¼.r + l 

Numerosas fómmlas. que se pre.scn1an en m:ucmáucas y ciencias dctcm11nan 
funciones. ror ejemplo. la fóm,ula A - n ,-J- para el área A de una circunrercnc,a 
de radio r asigna a cada nümcro real pos11no r cx.ac1amcn1e un valor de A. Esto 
detemuna una fünción/lal quc/(r) - 1tr y se puede escnb1r A • ft.r). La letra r, 
que representa un nllmero arburorio del dom inio de/. se denomina va riable lnde-
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pendirntt. La letra A. que n.<spresenta un número del rango de/, es una ,ulablr 
dcpcndicntr. porque su valor depende del nllmcro asignado ar. S1 dos vanablcs r 
y A están rclac1ona<bs de cs1c modo. se dice que A es mta fimción ffl> r. En aplica­
ciones. In \-:triablc independiente y la va.ria.ble dependiente en ocasiones se conocen 
como In, arla ble de r ntrada y lo , ·arla ble de salida, respcc1i,amcnte. Como 01ro 
CJemplo. si un automóvil VÍ3J3 a unu \-Clocidad uniforme de 50 milh. cnlonces la 

distanciad (millas) recorrida en un ucmpo , (horas) está dada por d - SOt, por lo 
1an10. la distancia des 11na fimci6n del 11empo t 

1Jlf'l41•1·1 Cómo expresar el volumen de un tanque 
como función de su radio 

Un tanque de acero para gas propano se construye en fom\3 de cilindro circular recio 
de I O pies de altura. con una scnucsfcra unida a ada extremo, El rodio r está por 
dctcmunarsc. Exprese el ,olumcn V(cn p1es')del tanque como función de r(en pies). 

SOLUCIÓN El tanque se ilustra en la figura 12. El ,olumen de la parte cilíndrica 
del tanque se puede calcular al multiplicar su ahura 10 por el área nr de la base del 
cilindro. Es10 da 

Volumen del cilindro • IO(wJ) • IOm-1 

Los dos cx1rcmos semiesféricos. tomados Juntos. fom1nn una esfera de radio r, 
Aplicando la fónnulo para el \-0lumen de una esfera. ob1cncmos 

Volumen de los dos extremos • l w -1 • 

Asi. el \0lumen I' del tonquc es 

V• j w 1 + IOffl": 

Esta fónnula expresa V como función der. En fonna faclonLada. 

V(r) - {wi(4r + 30) • iw~(2r + 15) 

liil'lil•l·M Cómo expresar una:dlsUncla como función del tl~mpo 

Dos barcos 1.arpan al mismo tiempo. uno de ellos na"'egando al oeste a razón de 
17 mi/h y el otro al sur a 12 mi/h. S1 /cscl 11cmpo(cn horas)después dcsu sahda. 
exprese la distanciad entre los barcos como función de 1. 

SOLUCIÓN Para ayudar a visualiar el problema. comenzamos por eloborar un 
d1buJO y marcarlo como se obscr. a en la figura 1 3. Por el teorema de P1tágoras. 

d1 • ,r+Jr o d - Va'+ b' 

Como distonc1a - (,cloc1dad)(tiempo) y las ,clocidadcs son 17 y 12. rcspcet1va-

" - 111 y b - 121 

La sustnución en d • v',r + Ir cb 

,, • V(17I~ + (121)' • V2891' + 1-141' • V43Ji' - (20.8)1. 

Es posible usar pares ordenados para ob1cner una aproximación ahcma a fundo­
rk..'S. Primero se olhcr.a que una función/ de Da E dctennina el s1gu11 .. -nte conJun10 
W de pon.."S ordenados: 



130 CAPiTUL02 1 FUNCIONESYGRÁflCAS 

1 D•finlclón alterna d• función 

IY - Hx,/(.x)): .xestáenDI 

Por lo l311to. W está fonn:uto por todos los pares ordenados tales que el primer 
número x está en D y el segundo número es el valor de la función.,1,1'). En el ejemplo 
1, dondeJ1.x) - .r. Wcsel conj un10 de todos los pares ordenados de la fom1a (.x, .r ). 
Es importante obscrvarquc,p"racodax. ""ye:wctt1mente un parorrkm0</o (x. J') en 
IV qm.- tf('ne x '-'" la primera ¡KJsid611 

En fonna reciproca. si comcn7.amos con un conJunto IJ' de pares ordenados tales 
que cada .x en D aparece cxactamcn1c una , cz en la primera posición de un par 
ordenado. entonces IV dccermina una función. De mancrn específica. para cada x en 
D hay exactamente un par (x. y ) en IY, y al hacer que y com .. -sponda a x. obtenemos 
una función con domuuo D. El rango está fommdo por iodos los números reales .)' 
que .:ipareccn en la segunda posición de los pares ordenados. 

Del an31is1s prcccdcn1c se deduce que el siguiente enunciado también podría 
usarse como definición de función. 

Una función con dominio Des un conjunto lf/ de pares ordenados tales que. para 
cada .x en D. hay exactamente un par ordenado (x.y) en IV que tiene axcn la primera 
posición. 

En 1Crminos de la definición anterior. los pares ordenados (x. v:;-=-i) determi. 

nan la func ión del ejemplo 3 dada porftx) - v:;-=-i. Sin embargo. observe que s i 

entonces lf/ no es una función. puesto que para una x dctcrminada puede haber más 
de un p3r en IV con .Ten 13 primera posición. Por ejemplo. s i x - 2. en1onecs (2. 2) 
y (2. -2) están en IV. 

En el siguien1c eJcmplo ilus1ramos la forma en que algunos de los concep1os 
que se presentan en esta sección pueden estudiarse con ayuda de una ca lculadora 
graficadora. En adclan1c. cuando se realicen asignaciones en una de cs1as calcula­
doras. a menudo hacemos referencia a \':triables como Y

1 
y Y! como lasfimciones 

y 1 yY1. 

• l:J Anilisisdelagriftcadeunafunclón 

Seaftx) - r 1 - 3. 

a) Encuentrej{-2). 

b) Trace lo gráfica de/ 

e) Dclcmunc el dominio y rungo de/ 
d) Establezc.1 los mter\'alos en los que/ es creciente o decrecienle. 

e) Estime las in1crseccioncs c.n x de la gráfica a una precisión de una posición dcc1mal. 



HI Ejercicios 

•> AbaJO apan.."CCn cua1ro rcprcscntac10ncs de f. tod.u 
ellas ,álidas en la calculadora Tl-83 4 Plus. En algunos 
otros modelos anU..'Tiorcs de calculadoras groficadoros. 
usted puede obtener sólo el l:tdo derecho de la gnifica de 
la figura 14 Si eso ocurre. eambu: su rcprcsen1ación dcf 

A continuación se muestran dos métodos para dc1crminar 
el valor de una función. En el pnmcro. s1mplcmcn1e se 
encucn1ro el valor de Y,(-2). En et segundo. se guarda -2 
en X y luego se detemuna el ,alor de Y 

1
• 

2.4 Ot'finlClón de funclOn 131 

,.,.u .. ~2 ,.,.u 
~~;i~;ití~~)~z-3 
'-1/JB (XZ)""'( 1/ 3)- 3 

-..V1iB( t.f(X)) 2:-3 
,Vs:= 

v, < -~¡_ 412598948 
·2•X 

·2 
Y1 

• l. 4 l 2~98948 

b) El uso de la ,cntana de, 1suahzación (- IS, 15) por f-10. 10) para grafiear Y I da una pan. 
talla semejante a la de la figura 14 La parte en fomw de, de la gráfica de/en x •Ose llama 
cúspide. 

e) El donunio de/es R porque se puede mtroduc1r cualquier valor para x. La figura md1ca 
quc_r ~ -3, de modo que conclu1mosquc el rango de/es [-3. oc). 

d) En la figura, ,en10s que/es decreciente en(-~. O) y crccienle en (O. QQ). 

e) Con el uso de la función de rol1 .. se encuentro que la m1crsccción posi1wa en x de la figura 
14 es aproximadamente S.2. Como/es s1métnca respecto al eJcy. la 1n1crsc:cc1ón negatwo en x 
es de alrededor de -5.2. 

(-IS. IS) por[-10. 10) 

r---.. 

Como ayuda de referencia. algunas gr.ificas comunes y sus ecuaciones aparecen 
en el apéndice l. ~·luchas de éstas son gn'ificas de runc1one:¡ 

1 S1/M == - r - , 4.cncucntrc,A:- 2).~01 yA4J 3 S1 ~+1r,cncUCfllrcft3),Jl6)yft,11) 

4 S1 x ~ 
3

.cncucntn:)1- 2)./I0)yft.J) 2 S1/(r)== - , 1 rl+J.cncucn1rc,A: J).JI0)y/(2) 
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Ejrr. 5- 10: SI") h son núnH"nK rc"■ln, rncur ntn 

1) /(a) h)/1-•l e)-/(•) d ) /(• + h) 

•l /l•l + /(h) () /ta + h; - /(a) . 5' h -:f. O 

5 /(f) - 51 - 2 6 /(x) • 1 -4., 

1 /(x) • - , ' + 3 • /(x) - 3 - , , 

9 /(r) • f: - r + J 10 /(x) • lt: + l.f - 7 

F.jrr. 11- 1.-: Si" r, un númt"ro rnl positfro. t"llCUt"nlrt" 

<) ,(v.) d),.,,¡;;¡ 

12 _t(f)•2x-7 

14 ,t(f) - ~ 
,· + 1 

F.jer. 15- 16: Elpllqut" por qut la 1,rUk■ no no I■ grUk■ de 
un■ fundón. 

1S 16 

F.jer. 17-18: Ortrrmlnt" t"I dominio D y rl nngo R d t" la fon. 
dón qur .w murscr■ t.n la flcun. 

17 18 

Ejrr. 19-20: Para 1■ 1:,rUka de la funrlón / lr■zada t"n 1■ 

figura. dttrrmint 

1) ti dominio b) el r■ngo r)/(1) 

d ) toda .'f tal qut"J{x) = 1 

r) tod■x 1al que./(,f) > 1 

19 

20 

Ejer. 21-32: [n('utncre el dominio drt 

21 /(,)•Vh+? 

23 /(x) • y'j-¡;-::-;; 

,-4 
29 /(x) • v';"::'i 

31 /(x)-vm+~ 

32 J(x) - \!¡, - 2)(x - •1 

22 /t<) • ~ 

24 /(f) • \/,1 - 2S 

f.jer. JJ- J-4: ■) f.ncurnlre el dominio O ) nn1to R de f. 
b) Enruent~ 101 lntenalos en lo.s que/ti rretlrnte, dttrt-­
drnte o conn■ntr. 



3S Trace la gráfica de una func,ón que sea crccten1e en ( - x-, 

- J) y (2. ~) y dccrec1cnte en ( - 3. 2) 

36 Trace la grifü:a de una función que sea d«:r« 1ente en ( -x, 
-2) y ( l . 4) ycrcc1cnte en ( - 2. 1) y (4, ~) 

Ejrr. 37- 46: a) TNl<'t la griftu def. b) Enruenlrt f'I dominio 
D y ran¡;:,o dt R. r ) Encuenlrt los huernlot t11 los qut / su 
crttltnle, dC'Crttltnlf' o consl.1nlt. 

37 /M - -2, + 1 

39 /(1) • 4 - .... J 

41 /(,)•v;-=, 

43 /(<) • - 4 

4S /(<)•-~ 

l8 /(.t ) • 2.,, - l 

40 /{,t) • xJ - 1 

42 /(t) • ~ 

.. /(x) • 3 

.. /(<)• \/Í6-=7 

Ejtr. 47- 48: SlmpliRqut ti todenlt dt' dlrtrtnda.s 

/(2 + 11; - /(2) s-lh 1'0. 

47 /(f) • .t1 - 6.f 

Ejrr. 49-50: SlmpllRqut ti codtnlt dt dlítrtnclas 

/(x+h;-/(x) sl h 1' 0. 

so /(t) - l/'12 

Ejtr. 51 - 52: SlmpllRqut ti codtnlt dt dlítrt'ndH 

/(x~ = ~(a) !ilx 1' •· 

51 /(r) • ~ (Sugmmc-10 chm1nc los radicales del 
numerador.) 

S2 /(x)• ,' - 2 

F.ju. 53- 54: SI un• íundón llnt'al/salisíact IH condlclonn 
dadas., t'Q('Ut'lllrt /µ). 

S3 /(-3) • 1 y /(J) • 2 

S4 /(-2) • 7 y /(4) • -2 

2., Dfflruc:k>n ~ funclOn 133 

t:Ju. 55- 64: Otltrmlnt' si ti eonjur110 W dt pam ordtn•do. 
Huna fund(ln t'D ti stnlido d t la definid(ln alltrna dt fu11cidn 
dt' la página 130. 

56 IV • ((x. J)c< • 3) + 2) 

57 IV • {(..1, \). t l + \.: • -1} 

SI IV • {(t . .)):.,-: - xl • 4} 

59 IV • {(,,\); \-• 5} 

61 w - {(.l. ,) . ..r\ - o} 62 w - {(.,'. \-):..1+, - o} 

65 M nuf .tura~ una caja De una p1e1.a r«Uu1gular de car• 
1ón que ucnc dnncnslOOCS de 20 X 30 pulgadas. una cap 
ab1cna se cons1nmi al conar un cuadrado 1dént100 de área 
'r de cada esquina y \Ohear los l3dos hacia unOO (,·ca la 
fi¡un). l:.xpresc d ,olumc-n 1' de la CBJ3 COO'IO Wl3 fünctón 

de' 

EJtllCI :1065 

:-+---20~ 
1 '( ....... , ....... ( 1 

:□:------- : -i~f~-t ~ --J 
i i I ~ -¡ 
¡ _____ ___! _jJ L 1__j_.., 

66 Ct'nH e flfl d. un t, .,e di: lmac• ,a1 N'ftlo Consuhc 
el CJcmplo S Un l!lnqliC de acero p3n !!.lmaccnlll' p, pro­
pano se ha de construir en fom\3 de cilindro cu·cul:lr rec10 de 
10 pies de a hura con una scm1csfora unida en cada extremo 
L:.I radio r i:s1á por dctcrnunarsc. Exprese d área de la super• 
ficu: S del 1anquc como funcrón de r 

67 01 ►m d1 un ed1ít w, Una unidad pcquci\a de ofi• 
c1nas debe coo1cncr 500 p1c-s: cuadrados de supcrlic1c de 
p1~. Un modelo simplificado .c 1lus1111 en la figura 

~) Exprese la longuud r del edificio como función del 
ancho t 

b) S1 las p:ircdc,i cuestan S100 por pie hocal. exprese el 
cos10 C de las partdcs como íunc:1ón del ancho x. (No 
cons1dcn: d tspac10 de la p.-in.-d sobtt la.s pucna$ n, el 
gl'MOI' de las parede5 ) 
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(JERCJCt067 

68 0 1m 1e-sd •amnuari•Un acuanodc: l,Sp1esdc abura 
debe 1cncr un \ o lumen de 6 f\1. Sea f la longmJd de 13 base y 
i el ancho (\ca la figura) 

a) Exprese: i· corno íunc)OO de,. 

b) Expt'~ d número IOI.II S de p!CS cu.adrados de vtdno 
ncccsano corno íunc1ón de .f 

Ql.RCICk>'8 

69 Rql ...,.....to d. 'º"'''' ·I""' ti ayuntanuc-nto de un;a CIU• 

<bd está ptopomrodo un nl.lC'\oo ttglamcnto de construccwn, 
el cwl requiere que el retranqueo S para cu.alqu1cr cd1fic10 
desde una residencia k3 de un nun,mo de: 100 pies. n\As 
otro, 6 pies por cada pie de alturll amba de 2S pies. Encucn-
1rc una íunc1ón hncal para S cn témunos de: h 

l!JERClCIO 69 

l'I"!'" rrrrrr ,..,.,. --¡ 
l'l"!'r rrrrrr '"'"" l'l"!'rrrr,r,,..,.,. 
l'l"!'rrr•rrrl"'"" 
l'l"!'r !'l'r•r, r■ "" 
l'l"!'rrrrrrrl"'"" • 
rl'!'r,,.rml"'"" 
r!'!'P rrr,r, I'!'"" 
rr""r.i:t •r,.r:-

70 lrr,.>1.1.,stoalat"""lli Un impuesto a la tticrgia propuesto r 
• la gasolina, que aíl"Clarla el rosto de conducir un \ ·ehlculo, 
se cakulará al mult1phcar el número .r de galones de gaM>• 
lina que una persona compra por 125,000 (el numero de las 
BTU por galón de p50lma) y luego muluphcar cJ local de 
las BTU por el 1mpucs10, 34 2 centnos por millón de BTU. 
Encuentre una func16n hneal para Ten tém11nos de 'C' 

n ,~ 1rn1 nto .n la lnf n.11 Para nulos mire 6 y 10 aoos. 
la csiatura 1 (en pulgadas) suele ser una íunc16n lineal de la 
edad, (en al'io!). La est.1.IW'll de e1erto n11\o es de 48 pulgadll 
a los 6 ar.os y 50.S pulgadas a los 7 al\os de edad 

a) bprcsc r como función de , 

b) Troce la recta del 1nc1so a) e m1crprc,c la pcrw,hcntc 

<) Pronostique la csutura del nulo a la edad de 10 aflos. 

n Contanirs ¡j6n radikt1va Se ha cs11nudo que 1,000 
cunes de sustancia rad1act1, a, mtroduc1da en un punlo en 
la superficie del mar ab1cno, se cxtcndcrfa sobre un irt::i de 
40,000 km! en 40 di:as. Suponiendo que el :irca eub1cna por 
la .suslltnc1a rad1ae11,a es una íunc1ón lmeal del hcmpo t y es 
siempre de forma c11tular, exprci.c el nM:110 r de la conwru­
nac16n como una función de , 

73 Di \tln..:11 1 un lk,bo d• airt calltnlt Un globo de 1urc 
cal1cn1c se lan2a a la 1.00 , .M y asciende "·cn1e.almcntc a ull3 
\clocidad de 2 nu Un punto de Offlenrac,ón está situado• 
100 me1ros de un punto en el sucio, d1rccu:mcn1c debaJO del 
globo (,ca la figura). S, t dcnoea el tiempo (en segundos) 
después de la l •00 , ...... e~prcsc la d1Stanc1a dcn1rc el globo 
y el pumo de obsanc1ón como función de , 

El(ltCICI07J 

....... 
/ ' 

/ ' d .,,.,, • 
/ ' _,,-- _u: 

/ ' Punto de / -• 
obscr.'3C'IÓft,..,."':-----•--•- - • -- ~ -;.::~1oom-- ' 



74 1:.1 triánguloABC cstA mscnto en una Km1cm:unfm:nc11 de 
d1ámc1ro 15 (\ca la figura) 

a) $1 .r denot:1. la longuud del bdo AC. CJEpn:.sc la long•• 
1ud I dd lado BC como func16n de s. (Sug~"ncla d 
ángulo ACB es un ángulo recio.) 

b} Exr,rese el in:a Qf del 1nánguloABCcomo functóndc.r, 
y cxpn:sc el donumo de cs1.1 funcKIH 

75 Di ,tJ 1cia a I Ti • De un pumo c.x1mor P que Cilá a 
h unidades de una c1rcunfC'TfflC1a de rad10 r, una recta 1an­
gcn1e se trau a lll c1rcunfcrcnci:1 (vca la figur.1) Ocnotc con 
1 b, dtstanc1a desde el punto P :ti punto de t.mgenna T. 

a) b:ptt:sc y como función de h (Sugerenc,a si C n el 
centro de la c1rcunfcn:nc1a, entonces PT. es pcrpcnchcu­
lar a CT) 

b) S1 res el radio de la Tierra y h la ah1tud de un transbor­
dador espacial, entonces _1· e, La du;tllllCia máiuma a la 
Ttcm .. la que:: un ISlron:ilUU puede \-'Ct desde: cl trans­

bordadOf En par11cular. si lt = 200 1m y r 4000 m1, 
aproumc 1 

fJ[RCICl07\ 

76 UH'l•twl deo u • cu rda fl< ja La figura 1tw:1ra el apara10 
para un cquihbmta Dos postcs se colocan • .SO p1ti uno del 
otro. pero t'I punto de un)OO /' para la cuerda no se ha deter­
minado 

a) Exprnc 13 longitud L de la cucrdi como funclÓn de la 
d1staneia x de Pal sucio. 

b) S, la canunata total debe scr de 75 pies. dctcnmnc la 
d1staneUl de Pal suelo 

IJER ICI07, 

[' 
L 
"'--

2.4 CkfinlCJón de funtk)n 135 

,.,. __ _ 
n Pbta ~ un r p1 rto Las posiciones rtla11vas de una 

pista para a\lOllCS y una lorTC de control de 20 p1~ de altura 
se \CU en la figura 1:.1 pnnc1p10 de la pista está a una d1s-­
tanc1a perpendicular de 300 pies de la base de la torre S1 r 
denoia la d1sianc1a que un avKln se ha mo, ido por la p1s11, 
c.xprt"sc la d1stinc1a d aun: cl I\ 1ón y la panc supcnor de la 
1om: de control como función de f 

EJEJl:OCl077 

20' 

78 T1•mpo d. W. -a1 la a un ff,tmo Un hombre en un bole de 
remos que:: csú a 2 millas del pun10 A mis cercano a una on­
lla rceta desea llegara su ca.,;;a s11tiada cn un punto B que csú 
6 m1llu mh ab:a,o sobre la onlla (\ea la figura) f.1 pl3nc3 
n:mar a un punlo P que esta cntn: A y B y a ( millas de la 
casa y luego canunari el rcsto de la d1stanc1a SuJ!Oflga que 
pocdc n:mar a 3 nw"h ) J)UOOC canunar a 5 mi. h S1 T. es cl 
ucmpo total ncccsano para llegar a la casa, cxrrcsc T como 
función dc f 

(J(RCICIO 71 
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Ejtr. 79-82: a) 'lhet 11,:ri lica dt/H t i lnttn ■lo dado Ju,bl, 
b) Es1lmt ti nnio de/tn I•• bJ. t ) Es1lmt los lnltrulos en los 
quf'/H trttlentf' o dKrtt.lf'nlt. 

79 /V)• 1 :~: [ - 2. 2] 

80 Jt,) - r4 - O-lr1 
- 0.8.t: + O.lt + 0.1: [-1.1] 

81 /M •.r'- 1,:+ 1: 

1 - , , 
82 /(,) • --:;---¡: 

[-0,7, 1.4] 

[-4,4] 

t:j«-r. 83- 84: En Jos «-juddos 43-44 di" la fft'd 6n 1.4 u.samos 
mltodos 1lg«-bnkos p1r■ «-n«-ontr■r soludonn df' cada una 
d«- IH .lfgul«'nlN N'U■donH. Ahora l'NU«'hl gr1ine1mtnlf' 11 
« uaci6 n. 1I ■signar la upred6n d«-1 lado izqui,rdo I V

1
) d 

número drl lado dt rttho I Vi. ) lutgo t neutnlrt las eoordt-­
nadH.l' dt iodos los puntos df' lnrtn;ttd6n df' la.s dos grineu. 

83 ,) .l'q • 32 b) ..-~• • 16 C) .t:.1 - -64 

SS p.,1,.U.1 dt Uikllladort La pantalla de una calculadon gra• 
ficadora dc1crn11nada mide 9.5 p1xclcs de ancho y 63 put.tlc.s 
dc ■llo 

a) Calcuk el numero total de p1xclci: en la pantnlla 

b) S, una funC'16n se grafica tn el modo de puntos .sm 
concuón, de1cmunc el numero m:ixuno de p1xeks que 
oomúnmcme se oscurectrian en la pantalla de ha calct1· 
bdot:t para mo!itrar b función 

86 Oi<,tal'l"'.ias d◄ frl'Mido La ubll, s1gu1emc hs13 la d1suneia 
de frenado pr.kt,ca D (en pies) para amon)6\ 1les a \eloci­
d:ldcs S (en millas por hora) en superficies a n1,d, como la 
usa la Asoc1actón EstadounideMc de Func1onanos de Au10-
p1stas Lst1ualcs y Transporte 

ll) Trace los datos. 

40 50 60 70 

167 278 414 593 

b) Dc1cmunc ,1 la distancia de frenado es una función 
lineal de la "doc1dad. 

e) Comcn1e W 11nphc:tic1onc~ prk1ica.s de cs1os da.t<K para 
conducir con seguridad un au1omó..,,I 

87 Prt- 1os 4" •utc-i<wr ~ ftlk"'f'C En 199) y 2000, los pre­
cios medios pagados pcw un au1omó, il nuc,o fueron S 16,871 
y $20,356. rcspct:11\'llrtlcnte Supon¡;:- que el precio promc• 
dio aumentó hnealmcntc. 

ll) Encuentre un3 función/ que modele el prtt10 promcdJO 
pagado por un :tiulom(MI nuc,o Trace la ¡rifica de/ 
Junio con los dos pun1os de da1os 

b) lnrcrprctc 13 pendiente de la ¡nifica de/ 

e) Aproxime ¡ráfican,c,ue el aAo en que el pm:tO promc• 
dio pag;ido seria de S25,000 

Gr,ficas de funciones 
En cs1a sección estudiamos apoyos para tl'3.lar gráficas de ciertos tipos de fun­
ciones. En panicular, una función/se 1111.ma par s1j{- r) - ft:x) para toda ."C' en su 
dominio. En este caso. la ecuación ·' ' - ft..x) no se cambia si x es sw.tttui<b por x y. 
por lo tanto, por la prueba de s1mctria 1 de la sección 2.2. la gráfica de una función 

par es simétnca respec10 al CJC y . 
Un.a función/se denomina Impar sift-x) - -.ftx) parn todax en su dominio. 

S1 se aplica la prueba de s1me1ria 3 de la ~ción 2.2 a la ecuación y - .ftx). vemos 
que la gráfica de una función impar es simé1rica respecto a ambos CJe5.. 

Es10s datos se resumen en las pnmcras dos columnas de la s1gu1cntc tabla. 

rnml■olo&i• 

/csun:i fund6np11r Jl-xl-A•I 
pam toda ten el dooun,o 

,-- --t-- -
/csuna íuncl6n j(-t)= - j(t) 
l,np11r pam toda ;r en el dom1n10 

Ejtmplo 
Tipo di' limt1ria 

dt c,rifka 

rtsp«IO al e,c • 

-
respecto a ambos 

'"' 
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UH'f:.IUII Cómo determinar si una función Hparo Impar 

Dctenmne si/es par. 1mparo ninguna de éstas. 

a) /(:r) • 3x• - 2.r~ + 5 

e) /v:) = r' + .r' 

b) /(x) • 2., ' - 7:rl + 4:r 

SOLUCIÓN En cada caso el do1mmo de/es R. Paro dc1cmunar s1/cs paro impar. 
comc1V.amos por cuminarj{- t) donde x es cualquier número real. 

a) /(-.r) • 3(-r)' - 2(-r)' + 5 

- 3l'" - 2x2 + 5 

= 1,,i 
Como /(-.t) - /tt)./ es una función par. 

b) /(-,) • 2(-,J' - 7(-x)' + 4(- r) 

= -2.t ' + 1x' - 4r 

• - (2.t' - 7:r1 + 4r) 

- -1,,) 
Como/(-.r) • -/tr)./ es una función impar. 

e) /(-r) • (-r)' + (-x)' 

= -r' + \ ? 

1mp fh: 

,.. Ji:/ 

IIUlfflm 1 ,or n/ l) 

n\fl' fü:unm 

Comoft- x) ,;, J(:r). y ft-x) ,;, -.l{x) (obscn.-c que -J(x) • -x1 - r). la función/ 
no es par m 1mJ>3T. 

En el eJemplo s1gu1en1e se considera la función \llor absolu10.f. definida por 
ftx) • Ir-

iJii!J1i:D Truo de la grjftu de la función valor absoluto 

Scaftr) • ¡xi. 

a) Determine s1/cs paro impar. 

b) Trace la gráfica de/ 

e) Encuentre los intervalos en los que/es creciente o decreciente. 

SOLUCIÓN 

a) El donunio de/ es R. porque el valor absoluto de x exis1e paro to<lo nllmcro real 
.\'. S1 x está en R. entonces 

Por lo tanto.fes una función par porque_A-x) - j{r). 

b) Como/ es par, su gráfica es simétrica respecto al eJe .r Si :r i:!:: O, entonces l,"rl -
r. y por lo tanto la panc del primer cuadrante de la gráfica comc1dc con la recta 
_,. • :c. Trazar esta scm1m:c:t::. y usar s1mclriá da la figura 1 . 

.x e) Con referencia a la gráfica. \C1nos que/ es decreciente en (-00. O] y es creciente 
en [O. 00). 
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flGUIIIA2 

S1 conocemos la gráfica de, - /(x). es fácil lrn7.ar las gr:ificas de 

_, • /(x} - e 

para cualquier número real pos1tho c. Al igual que en la siguiente gráfica. para 
,, • /{x) + e, sumamos e a la coordenada_,. de cada p unto en la gráfica de y • j(x). 
Esto desplu=u la gráfica dc/hacic, c,mbo una d1s1ancia c. Para _,. - /{x) e con 
e > O. restamos e de cada coordenada y: por lo hlnto. la gráfica de/ se desplaza 
hc,da lllxijo una distancia<.·. Es1os se dcnomman d esplaLamit ntos , t rlkales de 
las gráficas. 

Oesplaumlento vertical de la griflca de y • Jtx) 

Ecuadóo 1 =11.r)+ccone > O y =J(r) t' con > O 

[fttlO 

tn I• grific• 
La grifica de/se dcsplua 
\"crt1calnM:n1c hacia arnba una 
d1stancl3 e. 

La gr.\fica dcftc desplaza 
vcnicalmcntc hacia abaJO una 
d1stanc1a c. 

la1r-rprt1ad6■ 

1rifk• 

Qjj'fiji•II Dflplaumiento vertical de una grifica 

Trace la gráfica de/ 

•> f(,) - , : b) /(.,) • , , + 4 e) /M - ,: - 4 

SOLUCIÓN Se traLar:in todas las gráficas en e l mismo plano de coordenadas 

a) Dadoquc 

la función/es par. y por lo lanto su gráfica es simétrica rcspc,c1O al CJC r. Varios 
puntos en la grá fica de .r - .r son (O. 0). ( t. 1 ). (2. 4) y (3. 9). El trazo de una curva 
sua"c que pase por estos puntos y su rcflcJO por el CJC ,-do el trozo de la figura 2. La 
gráfica es una parábola con ,ér1.1cc en el origen que abre hacia nmba. 

b) Para lra7.3r In gráfica de,, - .r + 4. sumamos 4 a la coordenada, de cada punlo 
t en la gr.ifica de,, - .r; esto cs. la gráfica del u\C1so a) se desplaza 4 umdades hacia 

11mba. como se obSC1"\ a en la figura. 

e) Para traLar la gráfica de_,, - .r - 4, se disnunuycn las coordenadas y de _,. - .r 
por 4: es decir. la gn\fica del mciso a) se dcspla1.a 4 unidades hacia abaJO. • 
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También podemos cons1dmr dttplazamir nlos horlzol'ltales de las gr.Uicas. En 
específico, si e > O. considere las gráficas dey - ./(.r) y_,, - g(1") - /(.t - e) trazndas 
en el mismo plano de coordenadas. corno se ilustra en la siguiente tabla Dado que 

g(a + e) • J([a + e] - e) • /(a). 

,cmos que el punto con coordenada a en x en la gráfica de _1' - ft..r) tiene la nm.ma 
coordenada ,, que el punto con coordenada a + e en .r en la gráfica de 1· • g(x) • 
/(-r-c).~101mphca que la gráfica de .,• • ~,(.r) -.1(.r-c) se puede obtener al dcs­
pla.r.ar la gráfica de y - ./{x) a la derecho una distancia c. As1m1smo, la gráfica de 
y • ll(x) • ./(t + e) se puede obtener al desplazar la gráfica de/"'" 1:qillcTda una 
distancia c. como se muestra en la tabla. 

DHpluamlento horlzonUI de la gr4if1ca de y - /µ') 

Et-uadón 

·· • g(.t) 
- j(x - e) 

conc > O 

,•- /,(.r) 

- fl..t + e) 
conc > O 

FIGURA) 

Erecto tn grártea lntt'rpretacit\n gr-6f1ca 
La grific:a de/se despbn 
honzon1almcnte a la 
~ha una d1stanc1a , . 

\ .:/( ti 

La grific:a dc/K despla7.a 
honzon1:llmcntc a la 
l:.q111enla una distancia e 

(a - r ,b) 

(a.b) 

u 

' ' M-l' >O -

(a+ c.b} 

/ fül 

Los dcspl3ün11cntos hon.zontalcs y \-Crt1cales también se conocen como 1ras­
ltu-io11es. 

Qllti/48'11 Desplazamiento horizontal de una gr.iftca 

Trace la gráfica de/ 
•) flx) • (., - 4)' b) fl.t) • (x + 2~ 

SOLUCIÓN La gráfica dc.r • .i se traLa en la figura 3. 

a) Desplazar In gnificn de l' - r 4 umd3dcs a la dcrcch3 dn la gnífica de 
1· - (.1" 4f. que se mues1ra en la figura. 

b) Desplazar la gráfica de ,. - .r 2 unidades a la 1Lqu1crda lleva a la gráfica de 
r • (x + 2)2. que se mucma en la figura. 
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FIGURA' 

Para ob1cner la gráfica de)' - c/(x) para algún número real c. se pueden mul­
tiplict1r las coordenadas_,. de puntos sobre la gráfica de .,· - Jlx) por c. Por CJCm­

plo. SIJ' • 2/(r), se duphcan l:is coordenadas y; o s1y - ;/fr). se multiplica cada 

coorJcnadaJ por~. Es1e procedimiento se conoce como al.argamicnlo H'r1ical de 
la gráfica dc/(si e > 1) o con1racción ,er tlcal de la gr,fica (si O< e < 1) y se 
resume en la s1gu1cntc mbla. 

Al•rgamlento o contrKdón vertical de 11 gr.tfiu de,, :, }ti:) 

[cudóa 1-''-=-'-<fi_r,)'-co_n_,_>_I ------+'~=-'-,/l.'--.,'-) c_on_O_<_,. <_I ____ __, 
Eíttlo t'a la gr-inca La it'Ífka dc.f La gráfica dl:f 

1 n1erprnadóa grilka 

se prolonga ,cmcalmcmc se coo1rac ,cn1calmcntc 
un factor e un fac1or I C' 

J • /(xl ,. / h l 

Di.lMlli!U Al1rg•mlento o contracción vertiul de una gr.tflu 

Trace la gráfica de la ecuación· 

SOLUCIÓN 

•> Para trazar la gráfica de y • 4.r podemos consultar la gráfica de ,, - r de la 
figurn 4 y mull1phcar por 4 la coordc-nada y de cada punto. Esto alarwi ,er11cal­
mente la gráfica de ,. - ~ en un factor 4 y produce una parábola má.s angosta que 
es más pronuncia<b en el \én1ce. como se ilustra en la figuro. 

+<-++-+-+-'""l''<'-+-+-+-++<>-r b) La gnUica de J' - ~,r Se puede tnuar al mult1plicar las coordenadas y de punlos 
en la gráfica

1 
dcy - .r por¡. Es10 comprime \Cn1cahncn1e la gráfica de .l' - .rl en 

un factor 11¡ - 4 y forma una pacibola mis ancha y plana í!n el \én1cc, como se 
l..4r llfllllH. 1 f.'4 l t 

•rafi, :1 /¡ ll/ 
, n:P,, aprecia en la figura 4. • 

Podemos obcener la gcifica de y = - )!):) al multiplicar por - 1 la coordenada 
J de cad.l pun1O sobre la gráfica de J • j{x) Así, todo pun1O (a. b) sobre la gráfica 
de J • /(t) que se encuentro por encima del eJex de1enmna un punto (a. - b) sobre 
la gráfica de r - - J(x) que se encuentra por debaJO del CJC , . Del mismo modo. si 
(c. á) esd por debaJo del CJe x (esto es, d < O). entonces (c. - á) se encuentra por 
encima del CJC x. La gráfica de J' - - Jtx) es una reflexión de la grifica de _r - ){1") 
por el CJC t 

Ql#*j:jj•j-j Reflejar una grifica que pase por el eje .T 

Trace la gráfica de_,, - - :r. 
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SOLUCION La gráfica pucdcdctemunarseal trazar puntos. pero como lagrófica de 
_,, - :r! resulta conoc1da. se traza como en la figura 5 y luego se mult1phcan por -1 
las coordenadas y de los puntos. Es1e procedimiento da la reflexión a lo largo del 
eje '< que se md1ca en la figura • 

A HX'CS es lltil comparar las grificas dey - /{x) y .,. - ./(c.r) s1 e+ O. En este caso 
los ,alorcs de la funciónj(x) para 

ll'S.:r ~ b 

son los mismos que los \alo~ de la fw1<:1ón/(c.r) para 

" b as ex s b.ob.cn.loqucesequ1valen1e. - s r s -
e e 

Es10 implica que la gráfica de/ se comprime horiwntalmcnlc (st e > 1) o se 
alarga hor izontalmenlc (si O< e < 1), como se resume en la s1gu1entc tabla. 

Contracción o alargamlt:nto horlzontalei de: la griflca de y = J't-') 

[cuuión 

y • /(ex) 
eonc > 1 

_, =./(ex) 
conO <c< I 

L 

Efecto u ráfka 

La gráfica de 
/Se contrae 
honzontalmcntc un 
fac1or, 

La¡nlfia 
lk/sc al:u¡::11 
honzontaln~tc un 
ÍDCIOI" J.'c 

J IIHIIIUtl ndt:t, .-ni] 
Si e < O. entonces la gráfica de_,, - )lo-) puede obtenerse por mc<ho de una 

reflexión de la gr.ifica de/{JcM sobre el eje y. Por ejemplo. para trazar la gráfica de 
,. ""j(- 2.t). se rctleJa la gráfica de y - fi:l.t) sobre el CJC y . Como caso especi3I. la 
gráfica de y • ft, - x) es una rtOti:ló11 de la gráfica de y • j{x) sobre el CJC ., ·. 

dt:1 /h. ohrr /1 el 

Qlffl41•M Alargamiento o contracción horizontales de una gr41ftca 

Sift.x) • .r1 - 4r. 1racc las gráficas de)" - ftx).y - /{2x) y _,, - J(ix) 
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flGURA.6 

(-6. 15] po, [ - 10. >] 

FIGURA.7 

SOLUCIÓN Tenemos lo s1gu1ente: 

)' - /(:e) - ,., - 4.r: - .r1(.r - 4) 

\' • /(2.r) • (2.t}' - 4(2.r)2 • 8.r1 
- 16.(1 

• 8., :(.r - 2) 

,. - 1(J,) - (½,)' - 4(l.,)'. ¡,, - ,, - lx'<• - s¡ 

Note que las intersecciones en .r de la gráfica dcy - J(2r) son O y 2. que son 1 de 
las intersecciones en:c de O y 4 para, - J(.r). Es10 indica una compresión hon1.oñ1al 
por un fac1or 2. 

1 
Las mtcrsecc1oncs en :e de la gráfica de r - J( l_r) son O y 8. que son dos , cccs las 

int
1
crseccioncs en .r p.3m _r - ftc). Es10 indica un alargamiento horizontal un foc1or 

11: - 2. 
Las gráficas. obtcmcbs con ayuda de una calculadora graficadora con vcmana de 

, 1sual1z.ac1ón (- 6. 15) por ( - 10. 4], se muestran en la figura 6. ■ 

Las funciones se dcscnbcn a \-CCCS con más de una c.1Cprcsión. como en los 
s1,gu1cn1cs eJemplos. A estas funciones se k-s llama funciones definidas por p»rt ts 
(lamb1én 11:unad:as funciones definidas por !ramos o partes). 

1!11'1:Jl•I I Truo de la grifiu de una función definida por tramos 

Trace In gráfica de la func1ón/s1 

{

2x+5 si ., s-1 

/(;,) - x ' si l • I < 1 
2 51:C~ 1 

SOLUCIÓN Si .r ::s - 1, cntonccsj(.r) - 2x + 5 y la gráfica de/coincide con la 
recia y - l'C + 5 y eslá representada por la par1e de la gráfica a la 1zqu1crd3 de 
la recia .r - - 1 de la figura 7. El pcquci\o pun10 1nd1ca que el punto ( - 1. 3) está 

x en la gráfica. 
S1 !xi < 1 (o bien. lo que es cqu1valen1e. - 1 < x < 1 ). se usar P3ra cncon1rnr 

valores de/. y por lo tanto, es1a par1e de la gráfica de/coincide con la parábola 
J' - rl, corno se indica en la figura ObSCl'\-e que los puntos( - l. l )y(I, l)noestán 
en la gráfica. 

Por úl1nno. s1 'C ~ l. los valores de / son siempre 2. Asf. la gráfica de / para 
x ~ 1 es la sem1rrcc1.1 horizontal de la figura 7. 

Nota: cuando 1cnnmc de trazar la grifica de una función por tramos. "er1fiquc 
que pase la prueba de la recta ,cr1ical • 

El s1gmemc ejemplo muestra 13 fonna en que se grafica 13 función definida por 
tramos del lllt11no CJemplo en una calculadora graficadora. 

Trazo de la grifiu de una función definid.a por tramos 

Trace la gráfica de la función/si 

{

2x + 5 

/M • ; ' 

Si.\S- 1 

so lxl < 1 
si.1·2:: 1 
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ClmblM a modo Dot. 
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SOLU •P. Comen.tamOS por hacer la as1g.nac1ón 

Y, - (l<+5)µ-s -1) + ~+2(<>: 1). 

Cuando la vanable x tome \3lores de Xmm a Xmax, la desigualdad .r ~ 1 en l:11 primera parte 
1endri. un valor de 1 (s1 x :S - 1) o O (si .r > - 1 ). fa-te \·nlor k muh1plica por el valor de 
2r + 5 y se asigna a Y

1
• En la segunda parte. obsel'\c que 1u11w - 1 < x wmox < 1 (equiva­

lente a ,r < 1) deben ser \Criliidcros para el valor de ,r a asignar a Y 
1
• La idea general es que 

cada parte esté .. acl1\a·· sólo cuando x tome los \-!llores del donun,o asociado. 

( WlNOOW ) - 6 G] 6 @ 1 @ 
-,GJ,GJ 1 GJ 

Grnficar la función en el modo t:oneclt1tlo eslin<hr permne ver las carncteríst1cas más 1mpor­
t:m1cs de la gráfica En modo conec1ado. la calculadora incluye rectas cnlre los pun1os extrc• 
m(» de las partes. Presione ( ~) 

Para ehnunar estas rectas, podemos cambiar a modo Dot (pm11ru .1111 C011t':<l6n) y rehacer la 
gráfica Obscnc que la calculadora graficadora no hace J1s11nción enlrc incluir y excluir un 
punto extremo (algun~ paquetes de software si lo hacen). 
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FIGURAI 

No1a: otro método para representar 13 función/es asignar cada pane a un valor Y como 
sigue 

Y - (2x + 5)(1" :S: -1). Vi -.r(abs(t) < 1). Y1 - 2(x ii!! 1) 

No obstnnlc. graficar las tres pantallas es un proceso más bien len10. La rapidez puede meJorar 
al grnficar Y~ - Y, + Y: + Y

1 
para obtener la gráfica dc/(ascgúresc de dcsactwar Y

1
• Y: y 

Y v> Para desactivar Y. en la calculadora Tl - 83 4 Plus, coloque el cursor en el signo - a la 
derecha de Y I y presione [ EHTER f 

Ocro método para representar la función/ es asignar a cada pane un valor Y usando la dwi­
s16n, como sigue 

Y,• (2x + 5}(, s - 1), Y,• x'(abs(,) < 1), Y,• 21(, 2c 1) 

Al graficar los tres ,a.lores Y. scob11cne una \·ez más la gráfica de/ La \'Cntaja de este método 
es C\ 1dcnte cuando se usa el modo conectado. ¡lntén1elo! 

Nota de calculadora : recucrdeque µ1 < l.ob1en. 1 < .1' < 1 también puedeescrib1rsecomo 
- - 1 < l y x < 1·· Los operadores "and" y"or .. se encuentran baJo el menú TEST LOGIC en 
la Tl - 83 4 Plus. Podemos usar .. and" para hacer una asignación altcma para la función del 
eJemplo 9, como muestra la figura. 

P,\9U "1.tl "1♦U 

~rn~~~5~xH 
>+2CX~1 > ,v2= ,v,-
,v .. -,vs= 

Es una idea cquhocada y comün pensar que si una persona asciende a un grupo 
de impuestos más alto, todo su ingreso se grava a una tasa más alta. El s1gu1cntc 
ejemplo de una gráfica de una función por panes ayuda a d1sip.1r esa noción. 

OiltUi■•IUI Aplicación uwndo una función definida por partes 

Trace una gráfica de la lasa x del 1mpues10 federal 2006 que se muestra en la figura 
8. Sea x el ingreso gra,able y Tel monto del impuesto. (Suponga que el dominio es 
el conjunto de números reales no ncga1ivos.) 

SOLUCIÓN La tabla del impuesto puede representarse mediante una función por 
panes como sigue: 

Tasa de Impuesto federal 2006 o 
0.10.X 

Si X S O 

.... ·­.... 
IZ,JIO 171.IIO 

·- ... -. ..... 
171960 )72.NO 41.1M.N •~ 1fl.lM 
J7Z.- 1-,1 .... .,. .,,,.. 

835.00 + O.IS(x - 8350) 

T{x) • 4.675.00 + 0.25(., - 33.950) 

s i O < x :S:8350 

si 8350 < .1 :S: 33,950 

si 33.950 < .1 s 82150 

16.750.00 + 0.28(x - 82.250) , ; 82.250 < , s 171,550 

41,754.00 + 0.33(x - 171.550) si 171.550 <.1 s 372.950 

108.2 16.00 + 0.35(.< - 372.950) 5; X > 372,950 
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Note que la asignnción para el grupo de 15• • de 1mpucs1os oo es 0 .1 S:r. sino 10-. 
de lo) primeros SS.350 en ingreso gravablc más 15•,• del monto sobn: SS,350: 
CSIO es. 

O 10(8)50) + 0.15(.t - 8)50) - 8)5.00 + 0.15(, - 8)50) 

Las 0 1ras partes se pueden establecer de un modo scmeJante. La gráfica de T se 
muestra en la figura 9; obsen-e que la pendiente de cada parte representa la tasa de 
impuesto. 

flOOIIAt 

108216.00 

to 

41 ,7S-Ul0 

16,750.00 

467S.00 

T(:cJ 

835.00 1 1 
8350 

lK 

171.550 372.950 ,\ 

Si x es un número real, se define el simbolo (x] como sigue: 

lx] - "·donde" es el máxnno entero tal que,, :S r 

Si identificamos R con puntos en una recta de coordenadas. entonces II es el primer 
entero a la 1:q11ietYk1 de (o 1g11t1f a) r . 

EJEMPLOS El símbolo(.tj 

A,rogro, 11r , ro u¡11 Y 
inu\:1 "mnJ"l~t f.nl11Tf s:,1 
Plu ni la hc110 M \111 Nl M 

■ IO.SI - o ■ lt.81 • 1 ■ lvsJ - 2 
■ lll - l ■ l - 31 • -3 ■ 1- 2.11- -3 

• 1- VJ) - -2 ■ (-O.SI • -1 

La íunción par1e entera o íundón ma) or entero/ C)tá definida por/(x) - (.rj. 

011 * IJ l•I f l Trazo de lai gr,ifka de la función parte enterai m,ixlmai 

Trace la gráfica de la función JXlrtC cntcrn mb1ma. 

SOLUCIÓN Las coordenadas .1. y r de 3lgunos punlos en la gráfica se pueden hstar 

(l'Ollfimia) 
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PIGURA10 

FIGURA 11 

•l 

b) 

-2:Sr<-I 
-1 St<O 

OS r< 1 
tsx<2 
2sx<3 

/(xl=M 

-2 
-) 

Siempre que x se ern:ucntrc entre en1eros suce)h os. 13 par1c corre~pond1cn1c de la 
gráfica es un segmento de un.3 recia horizontal. Pane de la gráfic:i se traz.a en 
la figura 10. La gráfica conlmlla indefinidamente a la derecha y a la izquierda, ■ 

El sigu1en1e ejemplo contiene valores absolutos. 

UH' liji•lfi Truo de la grifica de una ecuación que contiene 
un valor absoluto 

Trace la gráfica de r - l,r - 4 . 

SOLUCION La gráfica de 1' - r - 4 se trazó en la figura 2 y se vuehc a tr:v.ar en 
la figura I la). En ella se obM:rva lo siguicn1c· 

1) S1 r ::S -2 o r iii!:: 2,cntonccsT - 4 &!!: O y.por lo tanto. F - 41-.XZ - 4, 

r 2) S1 - 2 < .x < 2,cntooccs.r 4 < 0y.porlotanto.~ - 4 --(r - 4). 

Ocduc1mos de 1) que las gráficas de y - ~ - 4 y) - r 4 coinciden para 
~rt ~ 2. Vemos de 2)quc si µ-1 < 2.cmonces 13 gráfica de_,, -~rl - 4j es la reflexión 
de la gráfica de y - .r - 4 por el eje .r. Esto da el trazo de la figura 11 b). 

En general, s1 la gráfica de )' - .J(.x) contiene un punlo P(c, -d) con d pos1l1\a, 
enlonces la gráfica dey = 1,1.r)I contiene el punto Q(c. d), es dectr. Qes la reflexión 
de P sobre el eje r. Los pu01os con \a lores J' no ncgati\os son los mismos para 13s 
gráficas de,. - /{.r) y,, - ¡/{.r)I. 

En el eapílulo I empleamos mélodos algebraicos para resoher desigualdades 
que con1iencn ,a lores absolutos de polinomios de grado 1. como 

r Desigualdades mucho más comple1as se pueden m, es11gar con ayuda de una cnleu• 
!adora graficadora, como se 1lus1ra en el s1gu1cn1c c1cmplo. 

QII • 131•111 Cómo resolver grjficamente una desigualdad 
de valor absoluto 

Es1imc las soluciones de 

10.1•,' - 13.121 > 10.ssxl + 11 
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SOLUCIÓN Para rcsoher la desigualdad. se realizan las ns1gnac1oncs 

Y, • A BS(0.14.t' - 13.72) Y,• ABS(0.58.r) + 11 

y se estiman los valores de .t para los cuales la gráfica de Y1 está e11cima de la 
gráfica de Y! (porque se desea que Y, sea mw,or quc Y1). Después de quizá ,arios 
mtenlos, escogemos la \-Cnlana de ,1suahzac16n (- 30. 30, 5) por [O. 40, 5), obtc• 
nu~ndo gráficas scmeJanles a las de la figura 12. Como hay simetría respecto al 
CJC , •• es suficicnlc delcnnanar las coordenadas .t de los puntos de intersección de 
las gráfic:lli para .r > O. Usando la función de mtcm-cc,ón. ob1cncmos t :::; 2.80 y 
t:::; 15.52. Con referencia a la figuro 12. ob1cnemos la solución (aproximada) 

<-~. - 15.52) U (-2.80, 2.80) U (15.52,®), 

M:ís adclan1c en el libro y en cálculo. usted encontrará funciones como 

g(,) • In l-'I h(r) • senl<I 

Ambas funciones son de la fomlay - /{J.rj), El efecto de sustiluir ~ por x se puede 
descnb1r como sigue: s1 la grifica de J - /{t) cont1ene un punlo P(c. ti} con e pos1• 
11va. entonces la gráfica de _l' - /Hrl) con11cnc el punto Q(-C'. d). es decir, Q es el 
rcflcJo de P sobre el eJe '"- Los puntos sobre el eje ,, (.t - O) son los mismos p.1ra 
las gráficas de _, - /{:r) y y • /ilti). Los punlos con valores de x negativos sobre la 
gráfica de J • ./{x) no están en la gráfica de y• .ftl-1"1). porque el resultado del \3.lor 
absoluto es siempre no ncgati\-O 

Los procesos de de-splazanuen10, alargamiento, contracción y reflexión de una 
gráfica se pueden llamar de manera colcclt\'3 1,wuform0Cló11 de una gráfica. y 
la gráfica rcsul!antc recibe el nombre de tnnsformación de la gráfica original. 
Un resumen gr:Hico de los tipos de tran.sformacionc-s que se encuentran en esta 
sección aparece en el apéndice 11. 

[ju. 1- 2: Suponga qut/n una ru,u:lón par y I una fundlln Eju. l.l- 26: Tn<"t. en ti mli mo plano dt <"oordtnadu. IH 
ln1p1r, Complttt la 1abla . si t s posiblt. gr,floi dt/p■ra los , alorfl dadM dt t. (llaga u.10 dt slmt--

1ri1. dn plazamitnlo, ala.rgam~nco. conlr■cción o rtflexión.) 

/!• I 
11•1 

-2 

-6 
/f•I 
I(<) 

-J 

- 5 

Ejer. J - 12: Deltrmlne si/ n par. impar o ninguna dt H rH .. 

1 I<,>•S.r'+i.. 4 /(•l• l•I-J 

7 /(t) • ir' - l.r1 

9 /(,)-v.'+'4 

11 /(,r)-~ 

6 /(.1) - 7r1 + 2r1 

8 ft •J•V5 

10 /(t) - 3r1 + 2.r - 4 

12 /(x)-., •- ~ 

13 Jt,>•l<l+c 

14 /(•) -1 , -<1, 
15 /(-e) • - x' + e: 

16 /(.1) - ?,.·! - r. 

e• -3. l. 3 

c•-3. 1,3 

e"" - -1. 2.--1 

e • - -1. 2, 4 

17 /(t) • 2 \oh + e; e • - 3, O, 2 

18 /(d • ~+e; e • -3.0.2 

19 /(t)•J-v;-=-;; c•-3,0,4 

20 1M - - ~<~ - ,r: , - -J.o.4 

21 /(l)•c~; c•-2.1.3 

22 /(r) • (.1 + r)1; <' • -2.1.2 
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23 /(.t) • ('Xl; (' • -f. 1. 2 

24 /(x) • (c.t)1 + 1: (' • -1, 1.4 

[jtr. 27- J:Z: Si t i punto Pn16 sobrr la grifü•a d t una fund6n 
f. t nrutnfrt ti punlo cormpondirntr 1obrr la grUica dt la 
fund6n d■d■• 

27 P(O. S): , • /(x + 2) - 1 

28 P(J. -1); )' • 2/(.t) + 4 

29 /'(3, -2): ) • 2/(, - 4) + 1 

11 P(4. 9): > - ½.tHx)- 1 

32 P(-2. 1): J • -3/(2,) - S 

[jtr. 33- 40: [ ipliqur la forma rn qur la gr,r.c■ dr la fundOn 
.1r tompan con la grlifiu dt- y ::; )tt). Por rjrmplo. para la 
«u■d6nr = lftx + J), 1■ gr,nc■ dr/rs1, dnplaud■ J unl­
d■dH ■ 1■ lzqultrda y ala riada nr1kalmen.tt- un raclor de 2. 

33 y•/(,-2)+3 

34 y•3/(,- 1) 

35 y•/(-x)-4 

36 1 • -/lt + 2) 

37 1 • -fj(x) 

3s ,-J(l,) -3 

3• , - -21(¡,¡ 

40 ,-l11MI 

Ejtr. 41 - 4:Z : La grUic■ dt un■ rund6n /con dominio JO. 41 
sr murstr■ t n 1■ figura. Traer I■ grifit■ dt 1■ ttu■dOn d■d■. 

41 

•) y•/(x+3) b) y•/(x-3) 

C) y•/(,) +3 d) y•/(x)-3 

•) y• -3/(x) f) ,- -½/(.t) 

1l ,-1H,) h) y• /(l,) 

1) y • - J(., + 2) - 3 j) y•/(, - 2)+3 

k) y• 1/(x)I 1) y • / (lxl) 

42 

•) y•/(x - 2) b) y•/(x+2) 

c) y•/(x)-2 d) y•/(x) +2 

•) > - -2f(,) f) ,- -½/(.t) 

g) y•/(-2,) h) Y - J(l,) 

I) y • -J(., + 4) - 2 j) y•/(x-4)+2 

k) , • l/t•>I 1) y -1(1,1) 



Ejtr. 43- 46: La griffu dt unt fundón/st muts1r1.juntoton 
grifir.H dr o lrH t r ts fu11dones a ). b) ) e). Uu propiNtadts dr 
simt'lrla. dt'spluamit'nlos ) reflt-:donn pi1n rnconlrar t'CUI• 
donts pua lu ¡r,nus t ). b) le) t'n 1f rmlnos dt/ 

43 

44 

45 
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46 

•:Ju. 47-52: Trace 11 griffn de/. 

47 /{.r} • {3 s1.r:S- I 
-2 M.f>-1 

48 /(.,) • {-1 s1xcsuncntcro 
-2 ~, x noc, un cnlcro 

{

3 sox<-2 
49 /(x) • - t + 1 s, 1 rl :S 2 

--1 s1x>2 

{

_,, "« -1 

SO /(,,1;) • x: s1-J s:r< 1 
-2 ~I ( ~ 1 

{

x+2 s1t:S-I 

51 /(x) - x1 sd d < 1 
-r+] Sl.f,i!': 1 

{

x-3 ~1xs-2 

S2 /Cr} • -.-z \1 -2 < , < 1 

-, + 4 ~1,1 ie 1 

Ejrr. 53- 54: El símbolo [x) drnota ,11lorn dr la fundón partr 
rnlen o mt)Or tnluo. Tran la grifln dr/ 

53 a) /(•)• I•· - 31 bJ J<•l • M- 3 

cJ /(•l • 2'•1 d) /(<) • ll•I 
•l /M • 1-•I 

54 a) /(1) • ¡, + 21 bJ /M•M+2 

c) /(x) • ½M d) /M•l!•I 

•> /(.,) - -1- .,1 
E.ju. 55-56: Complt lf los r.nundados. 

55 ! _,, a) Como t • 1-. .11:,1 • _ 

b) Como.r , l"./,11 • -

e) Como, • - 2,ft)) • _ T ,,,,,,, ,. d) Como .r • :x1.,A.t) • _ 

e) Comox • -s,ft:,) • _ 
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S6 • :: ~:: 
.2-.,lx) • ­

. 2•.j(,:) ._ 

• -1,Jlx) · ­

. or..jh) • -
X 

e) Como.r 

d) Como t 

e) Como t . -::io,J(.t) • _ 

Ejtr. 57- 58: [,:pllqut por qui 11 gr6flu dt 11 ttuatiOn non 
11 R,rifiu dt una función. 

SS • • -1,1 

Ejcr. 59 60: Pin b1 ,:ráflca de J' = Jtr) que- se muttln tn 11 
figun. lrur 11 gráfin dr un• fun1:KlnJ• = lltt)I. 

Ejer. 61- 64: Traer 11 gráfiu dt' la ttu1dón. 

61 \' • l4-..r1 1 

63 , - 1v.-21 
62 _\' • 1.r' - 11 
64 ,. - 11•1 - 'I 

6S St-a _\: = Jt"c) una functón con dom1n10 O = [ - 2. 6) y rango 
R = (-4. 81 Encuentre el domm10 O y rango R para cada 
fw'ICión Suponga qucft2) = 8 y ){6) = - 4 

•) ,. • - 1/(•) b) J' •J(l,) 

e) ,. • /lt - J) + 1 

gJ , - 1(1,1) 

d) ,. • /lt + 2) - 3 

f) , .• -/(,) 

66 St-a1 = A-r) unafunc1óncondomm10D = (-6.-21ymngo 
R - (- 10. -4) Encuentre el donun10 O y r.ango R p:ira n d:i 
función 

•l , .¡¡(,) b) , • /(2,) 

e) _I' • /(-.t) f) J - - /(,) 

h) ' • l/(•l l 

67 T \Jl6 del l~1to sobff la ,~nta C,cno p:ils gra,.1 los pn­
mcros S20.000 de k>s ingresos de uns persona a W\3 tasa de 
1 s• •. y iodos los ingresos supcnorcs a S20,000 los gran • 

204' •. Encuemrc una función T por panes que cspcc1fiquc: el 
1mpucs10 101:il sobre un ingreso de r dól:ircs 

68 Ta11i,1 del impuP."tta a 11 prop,edMI Cieno estado gra1:a los 
pnmcros S600.000 sobre el nllor de la propiedad • una tasa 
de 1•.: lodo ulor superior :a S600.000 !IC gr.n-. a 1 251 • 

Encuentre urL3 función Tdcfinub. por partr:s que cspcc1íiquc 
el impuesto toul sobre una prop1C<bd \1lllwW. en .t dólarrs 

69 ,ago de rq:al!U Un hbro se ,·ende en S12 Ll aulor recibe 
rcgahu de 10'• sobre los pnmcros 10.000 tJcmplatcS 1cnd1-
dos. de 12.s•11sobrc los 5,000 eJempl:ircs 11¡;u1cn1es y de 15-:. 
sobn:: cualquier numero de qcmpla~ adicionales l:ncucnlrc 
una función R definida por part~ que espc<:1fiquc el total de 
regalías SI .se ,cndcn :t CJCmplarcs. 

70 Tarif1& M .t«U"i<idad Una oomp.11'b de summ1suo de clcc• 
incki3d cobra a sus chcnres S0.0577 por l.1lowan-hora (kWh) 
por los pnmcros 1.000 k\Yh consunudos. S005J2 por los 
s1guicn1et 4,000 l.Wh y SO.OS I I porcualqu)NkWhporc:ncmu 
de 5,000 Encucnlrc una func:16n dcfimda por par1cs C para la 
factura de,.. kWh de un chcn1e. 

t:jrr. 71 - 74: E.Hlmr tu .1eluelo11r1 dr la dn igualdad. 

n IJ.3.t+2.8l< 1.2.r+5 

n 10.1r1 - 2 > 2.s - o.6Jx1 

73 [1.2.r1 - I0.81> 1.36..r+.&.08 

1, ¡~-~l<Ot2.r: -o.3 

Ejrr. 75- 80: Granqur /e.11 1■ 1e.n1an1 dr ,1suali.t11clón 1- 12, 
121 por 1- 8. 81. UIIII« la itriinea dC'/pan pttdttlr 11 grifka 
dt' g. \'t"rifiqur su prtditeión mfdianlt I■ r C'prtstnl1dó n gri• 
fie■ dr g fn 11 mii ma 1rn1111n11 d r ,h,u■IU.1ción. 

75 /lt) • 0.5r 1 - 4 .1 - 5: .c(.r) • 0.5.t1 
- 4.r - J 

76 /(.x) • 025.r1 - 2.1 + L 1(.x) • -025.x1 + 2.1· - 1 

n 1<.,> - x i - s. 8v> - !.1! - 5 

n l<••> • I• + 21. ~<·•> • I• - ,¡ - ' 
79 /M • x1 -5.r: .cM • l..r1 

- 5.r l 

80 /ti') • 0.5.r1 - 2x - 5; R(X) • 0.5,r ! + 2.r - 5 



2.6 Funclontt~k•s 1S1 

81 Cargo por Alft'•II« dit aut1 ""6v, '" llay dos opctonCS d1s­
pomblcs de alquiler de autom6\1lcs para un "ia1c de cw1ro 
dlu. La opción I es de $45 por dia. con 200 millas libres y 
SO 40 porcada milla ad1c1onal La opción 11 es de S58 75 por 
dla. con un urgo de S0.2.S por nulla 

82 flu,lc 1chtt.1ns1lo Los automch1lcscn17.an un puente que mide 
Wl3 milla de lar¡,10 Cada auwmó"1I mide 12 pies de lari,'O y 5C 
rcqwcrc que pcrmane2C3 a una distancdi del au1omlw1I que 
csti\dcbnccdcéldcpork>mcnosdptcs(,ca b figw11) 

a) Mues1~ q1JC el nuyor número de au1omó,•1lcs q~ pue­
den e5tarcn el puentea la ,cz cs(5280 (12 + ~i donde 
( ] denota la función ¡».ne entera o ma)'OI' entero 

a) Dclcnmncd costo de un \-laJcdc 500 m1lbs par.a ambas 

°"''"""' 
b) Modck los datos con una función de cOS"to para cada b) S1 la \Ck>c1dad de cada au1omó"1I es I m11h. mucscrc 

que la taSa de fluJO máximo de 1ráns110 F(cn au1omó"1• 
ks por hora) es1á dado por F = (528Ch ( 12 + d)) 

opción de cuatro dias 

e) Elabore: una tabla que enumere ~I \.:domclraJc y el cargo 
por cad3 opclÓn p.:ara \lllJCS entre 100 y 1200 millas, 
usando 1ncrcmcntos de 100 millas 

EJ( ICICIO 12 
, 12 n 1 1 

d) U11hcc 12 tabla J)3l1I ddcmurur los \.1lómcuos en los 
que cada opclÓn es prcfcnbk :-: i 

: ~d~ 

m 
Funciones cuadr, tkas 

FtGURAl 

' 1 ' 1 1 1 

• • 

S1 a .;, O. entonces la gráfica de·' • ar es una parábola con vértice en el origen 
(0. O). un eje venical que se abre hacia amba si a > O o hacia abajo si,, < O (,ca. 
por eJcmplo. las figuras 4 y S de la sección 2.5). En cs1a sección se demues1m que 
la gn\fica de una ecuación de la fonn.1 

y • ar+ bx+c 

se puede obtener pordespluam,cntos ,erhcal u horizon1al de la gráfica de J' - ar 
y. por lo tanto. también es una parábola Una aphcación importante de estas ecua­
ciones es describir la Ira) cctoria o recorrido de un obJelo cerca de la superficie de 
la Tierra. cuando la ümca fuerza que actU3 sobre el obJcto es 13 atracción grovitac10-
nal. Por eJemplo. si un ')ardinero .. de un equipo de béisbol lanza una pelota hacia 
el cuadro. como se ilustra en la figura l. y si la resistencia del aire y otras fucr1.as 
ex1cmas son msignifican1cs. entonces la trayectoria de la pelota es una parábola, 
S1 se introducen eJCS de coordenadas apropiados. entonces 13 trayeccoria eomc1dc 
con la gráfica de la ecuación .1· • ar + bx + e paro alguna a.by c. A la función 
determinada por esca ecuación se le llamafimción c11adrá1ica. 

Definici6ndcefunci6n cuadritiu Una función/es una función cuadrálka si 

.l(x) - ar + bx + c. 

donde a.by e son nümcros reales con" #- O. 

Si b • e - O en la defimción anterior. entoncesftx) • ar.y la gráfica es una 
par.\bola con \'értice en el origen. Si b •Oye + O, entonces 

ft.1') - ar+ c. 

y. del análisis sobre desplazamientos verticales de la sección 2.5. la gráfica es una 
parábola con \énicc en el pun10 (0. e) sobre el eje _1·. El siguiente eJemplo lo mues• 
1.ro de manero específica. 
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IJii!Lii:11 Trazo de la grifica de una función cuadritica 

Trace la gráfica de/si 

•l /(x) - - ; , , b) /M - -lx' + 4 

SOLUCION 

a) Como/es par. la gráfica dc/(e:,.dccir, dcy - - ;.r) es simétrica respecto al CJC 

y . Es scnlCJante en forma. pero más ancha que la parábola) - -r. mi;-..ada en la 
figuro 5 de la sección 2.5. Varios puntos sobre la gráfica son (O. 0). ( l. - -¡). (2, - 2) 

y (3. -;). Al marcar los puntos y usar simetría. obtenemos el trazo de la figuro 2. 

b) Parade1cnnmar la gráfica del' - -¡r + 4, la gráfica de r - -i:r se desplaza 
hacia arriba una distancia de 4 unidades. obccnicndo el trazo de la figura 3. • 

S1 j(x) - a:i'- + bx + e y b + O. entonces. al complecar el cuadrado. se puede 
cambiar la fom1a a 

JM - * - h)' + k 
para algunos números reales h y k . l:-..s1a técnica se 1lus1rn en el siguiente CJCmplo. 

Qlf4i4i!Mi Expresión de una función cuadritlu 
como/(x) a(.'" - h}1 + A 

S1/(.t) • J..r + 24x + 50. cxprcse/{x) en la fonna t1(x - Jr)? + k. 

S.OlUCION An1cs de completar el cuadrado, es estmc:ml q11e se foaoriu el coe• 
ficirme CM: r de los c/oJ primeros 1érmmos de fi::r). como sigue: 

/µ) - 3,' + 24, + SO 
• 3(r~ + 8.r + ) + SO 

Ahora completamos el cu!ldrndo para 13 expresión .r + 8.r dentro de los parén1cs1s 
111 sum3r el cu:1drado de la mitad del coeficiente de :e, es dcc1r, (if o 16. No obs· 
rante. si sumamos 16 a la expresión dentro de los paréncesis. cmonccs. debido ni 
foclor 3. en realidad estamos sumando 48 a}l.1'). Por consiguiente. debemos com• 
pensar al restar 48: 

/(x)-3(x' +&,+ )+SO 

- 3(, ' + &, + 16) + (SO - 48) 

• 3(.1 + 4f + 2 
"' 

La última expresión 11cnc la fom\3 a(r l,Y. + k con a - 3, Ir - - 4 y le - 2. 

SO\.\JCIÓN l ComcnLamós por dividir ambos lados entre el cocficien1e de r 

J(.r) • l.r? + 24r + .50 

/(r) • ,, + lu + ~ 
3 3 

- -' 
1 + &.r + 16 + ~ -16 - 3-

- (., + 4)' + 2. 
3 

/(r) - 3(., + 4)' + 2 ••r 

'" 
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Ecuación esUndar 
de una paribola con eje vertical 
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Si/{..t) - a.r + b.-c + c. en1onccs. al complcmr el cuadrado como en el ejemplo 
2. ,cmos que la gráfica de/es la misma que la gráfica de una ecuación de 111 fomm 
estándar 

La gráfica de es1a ecu:ae1ón se puede obtener de la gráfica de _,, - a.'r que se muestra 
en la figura 4a) por medio de un desplaLamiento horizontal y uno "cn1cal. como 
sigue Primero. como en la figura 4b). obtenemos la gráfica de ,. - a(:c - /1)! al 
desplazar la gráfica de 1 - a.'r ya sea a la 1z.qu1crda o a la derecha. dependiendo del 
signo de I, (la figura ilustra el caso con I, > 0). A conunuación. como en la figura 
4 e). la gráfica en el inciso b) se desplaza, cnicalmcntc una d1s1ancia lk1 (la figura 
ilustra el caso con k > 0). Deducimos que lu gráfico de ,mafimcllm t:11adrúr1co es 
""ª ¡x,ráho/c, co" 1111 e;e ,·erftcc,/. 

b) 

El trazo en la figura 4 e) mucs1ra una posible gráfica de la ecuación r - ar + 
bx + c. S1 a > O. el pun10 (h. k) es el pun10 más baJO en la parábola y la función/ 
11cnc un n lor mínimoj(h) - k. S1 a < O. la parábola se abre hacia abajo y el punto 
(h. k) es el pun10 más aho en la parábola En cs1c caso. la íunción/11cne un n1lor 
mhlmo)lh) - k. 

Hemos ob1cnido el s1guicnu: resultado. 

La gráfica de lu ecuación 

l ' - c,(t - hf +" 
para a + O es una parábola que ucne "énice l'"(h, k) y un CJC ,cnic:il. La parábola se 
obre hacia amba s1 u > O o hacia abajo s1 u < O. 

Por comodidad. con frecuencia se hace rcícrcncia a lapar6bolt1y - ,Lr + bx + e: 
cuando se considera la gráfica de esta ecuación. 

IIN!l)Ql'#I Cómo encontrar una ecuación est.tndar de una par.tbola 

E.xprcscy - 2.r - 6x + 4 como ecuación es1indardc una parábola con eje ,cn1cal, 
Encucnlrc el "én1ce y irace lo gráfica. 
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FIGURA 7 

SOlUCION 

\' • 2.t! - fü + 4 

=2(,'-3,+ )+4 

- 2( ,, - 3, + n + (4 - tl 
-2(, -il'-l 

La Ullima cc~ción 1icn~ la fomm de la ecu.'lción estándar de una parábola con 
a 7 2,/ - i y le - -:· En consecuencia. el \én,cc l"(h. lc) de la parábola es 

''i· -:). Como a - 2 > O.la parábola se abre hacia arriba. 
Para dc1cnnm~u la intcr&ceción en y de la gr.\fica de ,, - 2r - 6.l" + 4. es1a­

blcccmo~ x • O y obtenemos J - 4. Para las mtcrsccc1ones en l". establecemos 
J - O y rcsohcmos In ecuación lr - 6x + 4 - O o la ecuación equivalente 
2(x - l )(x - 2) - O. obteniendo x - 1 y l" • 2. Al marcar el \ér11cc y usar 13s 
m1ersccc1ones en .r y J se ob1cndrán suficientes puntos para un trazo de forma razo­
nablemente precis:i (H~a la figura 5). 

Uil!Lii!il Cómo encontrar una ecuación estindar de una paribola 

Exprese,. - -r - 2x + 8 como ecuación estándar de una par:ibola con eje ,wi­
cal. Encuentre el H~nicc y 1mcc la g.r.ifica. 

SOlUCION 

, • -x: - 2.t + 8 

• -i,' + 2r + ) + 8 

= -(,' + 2.. + 1) + (8 + 1) 

• -(, + I)' + 9 

+ , 

Esta es la ecuación cs1ánd:ir de una p.,r:ibola con h - - 1, lc - 9 y. por lo tanto, el 
,énicc es (-1. 9). Como u - - 1 < O. la parábola abre hacia ab3Jo. 

La m1crsccción en y de la gráfica de y - -r - 2.r + 8 es el témuno cons1an1e. 
8. Par:1 cncontr:1r las intcrsccc1ones en x, resoh,emos -.~ 2r + 8 - O. o bien. lo 
que es cqui\alcntc, .~ + 2x 8 - O. La fac1orilac1ón da (r + 4)(x - 2) - O. y por 
lo tanlo las in1crseccioncs son x - -4 y x - 2. Usando esta infonnación nos da el 
truzo de la figura 6. 

S1 una par.\bola _\/ - ai + bx + e uene pun1os de m1ersccc16n x, y x: con el CJC 
.T. como se ilustra en la figura 7 para el caso a< O. entonces el eJe de la par.\bola es 
la recia venical x - (x, + r)-'2 que pasa por el pun10 mc<ho de (.r

1
• 0) y (.t:. O). Por 

lo tanto. la coordenada h sobre el eje Hlel ,érl1ce (h. le) csh - (x, + r:)2. Algunos 
casos especiales se ilustran en las figuras S y 6. 

En el eJemplo siguiente se encuentro la ecuación de una parábola a pan1r de los 
r dalos dados. 

liWilíll:AI Cómo encontrar la ec.uación 
de una p¡rjbola con un vfrtlce dado 

Encuentre una ecuación de una parábola que tiene ,émcc 11(2. 3) y un CJC vertical 
y pasa por el pun10 (5, 1 ). 

SOLUCION La figura 8 mucs1ra el \énicc V, el pun10 (S. 1 ). y una posible posición 
de la parábola. Usando la ecuación cs1ándar 

r- ,,(x- h)2 + k 
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conh • 2yk - 31encmos 

Paro dctcmtinar a. se usa el hecho de que (5. 1) está en la parábola y, por lo 1anto. 
es una solución de la Ultnna ecuación. Así. 

l•u(5-2)'+3 

.r En consccucnc1a. la ecuación para la parábola es 

.,. - -¾li- - 2)! + 3 

El siguienu: 1corcma proporciona una fómmla sencilla para localizar el vénice 
de una parábola. 

Teorema para localiur el vfrtice El \émcc de la p:u:ibola ,, • a.r' + bx + e uene coordenada :e 
de una parábola b 

-¡;-

DEMOSTRACIÓN Comenzamosporc.scnb1ry • a.~ + bx + e como 

( 
1 b)' Ahor3 complelamos el cuadrado al sumar 2-;; a la expresión cn1re paréntesis: 

1•=++f,+- ) + (e- -) 
ObSCf'\e que s1 lr1·(4'r) se suma ,/entro del paréntesis. entonces. debido al fac1or a 
del ex,er,or. en realidad hemos sumado b'-1(4o) 3)·. Por lo tanto. debemos compen­
sar al restar lr/(4o). La úhmt:1 ecuación se puede cscnb,r como 

Esca es la ecuación de una parábola que tiene vét11cc (h. 4) con /1 • - bi (2a) y 
k • e lrl(4a). • 

No es ncccsano recordar 13 fórmula para 13 coordcn003 1· del \ én1ce de In pará­
bola en el resultado anlenor Una vez que se cncuenlra la coordenada i-. podemos 
calcular y al sus111u1r -b (2',) para x en la ecu:ac,ón de la paclbola. 

Dlf'IJU#·I Cómo encontrar e l vfrtice de una par.libola 

l=.ncucnirc el \én,cc de la parábola, • 2r - 6.r + 4. 
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SOLUCIÓN En el CJCmplo 3 consideramos esta parábola y se calculó el , én1cc al 
completar el cuadrado. Usaremos la fómlula del ,én1ce con a - 2 y b - -6. al 
ob1cner la coordenada " 

A con11nuac1ón cncontmmos la coordenada ~• al sus111u1r ~ por x en la ecuación 
dada· • 

, - 2GY - 6(l) + 4 - -l 

Entonces. el ,,énice es ci, -i> (,en la figura 5). 

Pucs10 que la gráfica de/(\') - ar + b.\' + e J>3,ra o + O es una parábola. se 
puede usar la fónnula del ,éniee como ayuda para encontrar el ,alor máximo o 
mínimo de Wt:1 función cuadrática. En específico. dado que la coordenada x del 
... cruce V es - b (2a). la coordenada y de V es el valor de la función J(- h (2a)). 
Ademas. como la parábola se abre hacia abajo si a < O y hacia arriba si a > O. este 
valor de función es el \-alor máximo o mínimo, rcspecrnamcntc, de/ Podemos 
re.$unur estos datos de la s1gu1cntc manera. 

Teorema sobre el valor mllximo 
o mínimo de un¡¡ función 

cuadrlltlca 
Si A::c) - ar + h:c + , .. donde a +- O. entonces 1(-i;,) es 

1) el valor máxuno dc/st a < O 

2) el valor mlmmo dc/s1 a > O 

Usaremos este 1corcma en los dos s iguicn1cs ejemplos. 

IJl•WID Cómo encontrar un valor mhlmo (o mfnlmo) 

Encucmrc el ,..énicc de la pa.nibolay - /(T) - -lr - 12x - 13. 

e Como el cocficienle de .r es - 2 y -2 < O. la pan\bola se abre hacia abaJo y el 
\·alor .1· del ,én1cc es un \-alor nuixlmo. Asignamos -2.r - l2r - 13 a Y1 y se grafica V1 en 
una ,cntana de ,isual1zación estándar 

como encontrar un vaJot --QJ Nximo. 1a-u1-ux- > 
Use la recia 1zqu1erda del cursor para mo,cr 

!\ e l cursor intemutcn1c a la ilqu1crda del \-ér11cc 

l 
y presione I ENTER ) 

l•fULM?' 
X■ •J'IO'tlS:S ,.,. ,nun 



uso ct.l ~rador 
de m.tixima funcJón. 

Ahora mueva el cursor a la derecha del ,énicc 
y presione ( ENTER ). 

Como CJcrcicio. coloque el cursor entl"t' los 
lím11es 1✓.qu1erdo y derecho y presione { ENTER) 
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Nota dt cakul• dora: altcma11\amcn1e. podemos introducir ,alores de x para obtener res• 
pues1as. Las s1gu1cntes respuestas producen un má:omo de S en :r • - 3. 

e.A la í1.quicrda'? -~( EHTER) 

¿A la dcr«ha? -l ( ENTER) 

La calculadora md1ca que el ,·én,cc es alrededor de {-3. S). (Usted puede obtener rcsuhados 
difcren1cs dcpcnd1cndo de las pos1c1oncs del cursor.) 

También es posible obtener un, alormáx1mo desde la pantalla m1c1al de la siguiente lll3ncra. 
(Supongá que ha, 1sto la gráfica y se estimó que la co<>rdcnadax del ,ér11cc se encuentra entre 
-3.S y - 2.5.) Pnmcro se calcula el \-3lor x del \-ért1cc. 

1 IIATH JQ) ( VARS l CBCDCD o 
1n,.10-,,o-,, m 1EHT,.1 
A con11nuación calculamos el valor y del ,cr11ce usando el rcsul1ado de IMax (cs1á guardado 
enANS) 

e VARS 1 CB CD CD 
m •-(D (EHTER] 

Obscn-c los resultados -cxlrai'ios .. dados: por fMax. (El profesor no 5C 1mprcs1ona mucho s1 el 

alumno dice que el ,·érticc es (-3,000001138, 5). En este caso urna calculadora es luil. pero 
es fácil calcular que 

b - 12 _.J --• - -- • -3 y f(-3) • 5. 
2,, 2(-2) 

lo cual da un \-ért1cc de ( -3, S) (y una respucsla que agradará al profesor). • 
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FIGURA9 U&ai:.&I Cómo encontrar el valor miximo de una función cuadritica 

Una larga hoJa rectangular metálica. de 12 pulgadas de ancho. se convertirá en un 
canal al doblar hacia arriba dos de los lados. de modo que queden perpendiculares 
a la hoja. ¿Cuántas pulgadas deben doblarse hacia arriba para que el canal 1enga su 
mayor capacidad? 

SOLUCIÓN El canal se ílus1ra en la figura 9. Si t dcoo1a el número de pulgadas 
hacia arriba en cada lado, el ancho de la base del canal es 12 - 2x pulgadas. La 
capacidad será máxima cuando el área de la sección 1rans,ers3l del rectángulo con 
lados de longitudcs.r y 12-2.r tiene su ,alor máximo. Esta área se denota con./(.r) 
y tenemos 

/(<) = ,(12 - 2.,) 

• 12.r - 2.x 1 

- -2r1 + 12.r 

que tiene la fonna.ft.r) • ui1 + bx + e con a - -2. b - 12 y e - O. Como/es 
una función cuadni11ca y a • - 2 < O, se deduce del teorema anterior que el valor 
máximo de/se presenta en 

X•_..!!.._• _ _ 12_ • J 
2a 2(-2) 

Por lo tanto. cada lado debe doblarse 3 pulgadas hacia arriba para lograr la máxima 
capacidad. 

Como altemam·a de solución. podemos notar que la gráfica de la función./(x) • 
x( 12 - lr) tiene 1n1erscccioncs en x - O y r - 6. Por lo tanto. el promedio de los 
intcrsccc1oncs. 

0+6 
x • -

2
- • 3 

es la coordenada x de la parábola y el valor que aporta la capacidad máxima. 

En el capitulo I resolvnnos algcbr:11camcntc ecuaciones cuadráticas y desigual• 
dadcs. El siguiente CJcmplo indica la fonna en que éstas se pueden resol\Cr con 
ayuda de una calculadora graficadora. 

Qli*l:.jUl·M Anilisisdelvuek>de un proyectil 

Un proycc1il se dispara ,crticalmcn1e hacia arriba desde una ahura de 600 pies 
sobre el suelo. Su altura h(1) en pies sobre e l suelo después de Tscgundos es1á dada 
po,-

h(r) - -16r' + 8031 + 600 

a) Octcnnine una ,en1ana de visualización razonable que incluya todas las carac-
1eris1icas pertinentes de la gráfica de h. 

b) Es11me cuindo la altura del proyectil scr:i de 5,000 pies sobre el sucio. 

e) Octenmne cuándo la ahura del proyectil será de más de 5,000 pies sobre el 
sucio. 

d) ¿Cuánto 1icmpo estará en vuelo el proyec1il? 



fl1,URA10 

10, 60, SI po, 10, 11 JlOO, 10001 
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SOLUCIÓN 

a) La gráfica de Ir es una par.\bolo que se abre hacia aOOJO. Para cstim.ir Ymax 
(note que x y y se usan md1stmtamcn1e con, y h). se aproxima el valor máximo de 
h. Usando 

b 803 
t • -i;;- -2(-16) • 25.1. 

\Cmos que la al1ura máxima es aproximadamente 1,(25) - 10.675. 
El proyectil se eleva aprox1madamen1c durante los pnmeros 25 segundos y 

debido a que su a hura en , - O. 600 pies es pequeña en eompamción con los 10,675. 
1ard:ir:í sólo un poco más de 25 segundos ad1c1onalcs en caer al sucio. Como h y t 
son pos1thos. una ,entana de \1Suahzac16n razonable es 

[O. 60. 5] por (O. 11.000. 1000] 

Nota d t calculadora: una \CZ que dc1crminamos los valores de Xmin y Xmax. se 
usa la función ZoomFit (acercam1en10) para graficar uno función sobre el intervalo 
(Xmm. Xma.,). En cs-1c CJcmplo. se asigna O a Xmin y 51 a Xmax y luego se sclcc­
cmna ZoomF1t baJo el menú ZOOM. 

b) Deseamos estimar dónde se m1crscca la gráfica de /, con la recta horilontal 
lr(t) - 5000, para lo cual se hacen las asignaciones 

Y,• -lfuJ + 803x + 600 Y,• 5000 

y se obtiene una pantalla scmcJante a la que se muestra en la figura 10. Es 1mponan1c 
recordar que la gn'lfica de Y

1 
muestra sólo la altura en el ltempo, ,,o es la tra:,,cet~ 

ria del proyectil, que es \Cr11cal. Usando una función de intcrsccc1ón, encucntrumos 
que el menor valor de t para el que h(t) - 5000 C'!l alrededor de 6.3 segundos. 

Como el vénicc está sobre el eJC de la parábola. el otro tiempo en el que h(,1) 
c'!l 5.000 es aproximadamenlc 25.1 - 6.3. es decir. 188, segundos cksp11és de que 
, - 25.l.csdec1r,cnt=:;2S.I + 18.8 - 43.9segundos. 

e) El proyectil está a más de 5.000 pies sobre el sucio cuando la gráfica de la pará­
bola de la figuro I O está encama de la recia honzontal. es decir. cuando 

6.3 < 1 < 43.9 

d) El proyec11I estará en vuelo hasla que h(t) - O, Esto corresponde a In m1erscc­
c1ón en :e de la figura 10. Usando una función de raíz o cero. se obtiene, ::: 50.9 
scgundO:S. (Obscr,.e que como la m1cn.ección en r no es cero. c:s mcom..--clo simple­
mente duplicar el valor de t del \énace par.a encontr:lr el tiempo 101al del vuelo: no 
obstante. cs10 serü, accpmblc para problemas en los que h(O) - O) 

Al traba1ar con funciones cuadrá11cas, con frecuencia resuha de mayor m1crés 
encontrar el , ért1cc y las mtcrsccc,oncs en x. Por lo general. una función cuadrática 
dc1crminada se ascmc,a con mucho u una de las tres fomms que se indican en la 
s1gu1cntc tabla. 

Rel¡clón entre formas dt función cu,cfrjtlca y su vtn:lce e lnttrsteclones en." 

fonn• 

1) 1•/!.,)• 

2) .1 • fl•) -

, 4-rtkt- (11. •) 

1 

h y k como en la forma 

h - x, ; '!. le - /(h) 

1 h • -f. k • f(h) 

1.x- h ~ ~ (,caabaJo) 

1 

b Vb' - ,k,c 
" - -i;; : --2o-- (n~a aba,t0) 
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IED Ejercicios 

S1 los rad1candos en 1) o 3) son negatí, os. enlonces no hay in1ersccc1ones en x. 
PJra encontrar éstas con la forma 1 ). se us.n la ecuación CU3dr:h ,ca CSJX.-Cial de la 
página 46. Si 1enemos una íunción cuadrática de la fonna 3) y deseamos encontrar 
el \én1cc y las intersecciones en r, quizá sea mejor encontrar primero las 1111erscc­
cioncs en x usando la fórmula cuadrá11ca. Luego podemos dctcm,inar con facilidad 
la coordenada x del ,ér11cc. h. ya que 

Desde luego. si la función en 13 forma 3) se factoriza fácilmente. no es necc.~no 
utilizar la fórmula cuadrá11ea. 

En un caphulo postcnor se es1ud1acln las parábolas. 

Eju. 1- 4: En( u('lllrt 1■ ttuad6n n r, ndsrdt t1u1lquju p11ri­
bola q uC' lrnga , t r1 K't' V. 

17 /(.t) • 9.~1 + 24.t + 16 

18 /(A) • -4.1 ' + •h - 1 
1 V(- 3, I) 

2 1'(5, -4) 

3 "º· -2) 

4 V(-7, O) 

F.Jtr. S I Z: Exprtst.f(:r) t n la forma o(.r - 11)1 + k, 

5 /tr) • -x' - 4.r - S 

6 /(r) • ., 1 
- 6.r + 11 

10 /(.r) • -4x: + 16.r - 13 

t: ju, 13- 22: ■) Uu- la rórn1ula cuadnllica para C'nconlr■r 101 
cC'ro1 (lntrrs«clo nn C'n x) dt/ b) Encut ntn el n ,lur mh lmo 
o minlmo dC'/µ). e) Tr■C'C' la gri nu dC'/ 

13 /(x)•_r: - 6.r 

14 /M - -x: - 6., 

15 ftr) • -12tl + lb+ IS 

16 /(.,) • 6.r 2 + Jr - 2-1 

19 /(,.) • , 1 + 4.t + 9 

20 /(,) • - l,' - h< - 6 

21 /(r) • -2.r1 + 16..,· - 26 

ll 1,,) • lfl - 4r - 11 

Ejt r. ?J - 26: EncuC'nltt la ttuat lón t ~d ndar d t la parllbola 
quC' H muestra en 11 ngura. 

23 24 

2S 26 



Ejrr. 27 - 28: Encucnlrt una ttu•clón dt la forma 

)' - u(x - x1)(.l' - x
1
) 

d t 11 par6bola qu, .w n1urstr• , n 11 figurs. Vu I• rabia dt I• 
p6giJH 159. 

28 

ffiV 
Ejtr. 29-34: Ent ut.nlrt la « uad6n tsl6ndar dt una paribola 
qu, titnt' un c'jt u ·rtic1I )' ulisíac, IH condicion6 dadH. 

29 Vért1cc(0. - 2),qucpasapor(l,25) 

30 Vérticc(0. 7).qucpasapor(2. -1) 

31 Vértice (3. 1 ). uttcrscctlOl"ICS O en ,r 

32 Vérucc(4. - 7), 1nll"JS«C100C§ - 4 en x 

33 ln1cnccc10fle$ -3 y Sen x, d punto más alto llene coorJc­
ll3da 1·en 4 

34 ln1crs«c1oncs8y0cn ,.el punto mMbaJO IICnccoordcMda 
\Cfl - 48 

l:'.jt'r. 35- 36: 1-: nt ut'nlrt' la m b lma dblant'la n rtlcaJ d tnlrt' 
la paribola y la r« la pan la ttg.i6n dt color naranja. 

35 /(<) 
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36 /C•I 

•:jt'r. 37- 38: Elislt" ozono rn todos los nh t"lt'I d r 11 11mOsfon1 
le rttsl~. L1 drnsldad dr,I ozono urla en forma es1acional ) 
dt latllud. En •::camonron. Canadá, la dt nsldad /)(_Ir) dt l ozono 
(r,n 10 1 cm/km) pan alliludn h rnln• 20 y 35 kilómrlros st 

drcrrmlnó rxprrlmt nlalmrnlt. Para n d a D(h) , ts1ad6n, 
aprod mr la alrirud a la qu, la densidad del ozono u midma. 

37 D(h) = - 0.058.Jr + 2.867/i - 24.239 {otoi'lo) 

38 D(/1) = - 007Slr + 3811h - 32.433 (pnmann) 

39 Tau d Cf'K "'"i"flto '"fan111 La rapidez de crec1m1cn10, 
(en ltbr.as por mes) de un ml\o está n.:lac1onada con el peso 
actualx (en hbnu) por 13 fómtul:1,.- = t.·r(21 - ,f). donde r es 
una constamc pos1w.-:1 y O< , < 21 . ¿A qué peso se prcscnl3 
la náx,ma tasa de crccmuento? 

40 a- im~1to•1 rwi Elnúmerodc m1llu M qucc1cno 
automóvil puede recorrer con un galón de g:uol11u1 a una 
.. docu.bd de ,, m1'h, csd1 d:ldo por 

il) Encuentre la \cloc1dad más coon6m1ca para un \'laJe. 

b) l:.ncucntn.: el máiumo \"llkw de M 

41 A"ura df' lffl p~1 Un obJctO se proyccta , crt1C3lmcn1c 
hacia amba desde lo alto de un ed1fic10, con una u.:-loc1dad 
m1c1al de 144 f\.s. Su d1.St1tnc1a .i:(1) en plC1 sobre d sucio 
después de t segundos eitá <bda por la ccu:1CKln 

s(I) - - 16f + 1441 + 100. 

a) Encuentre su m!xmia d1s1:inc1a desde el suelo 

b) l:incucnlrc la altur.11 del cd1fic10 
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42 Yu. et. proy !<ti Un obJCto se f'íO)CCUI ,cr11calmcntc 
hacu arnba con un,a ,clocidad uuc1al de 1

1 
ft..s) w d1s1anc1a 

.i(t) en p1l·s desde el sudo <kspués de t segundos cst3 d3da 
por b fórmula .t(t} = - l 6r + ,·,¡ 

a) S1 d obJctO choca oon1r2 el sudo después de 12 ~un­
dos. encuentre su ,cloc1dad 1mcLAI "•· 

b) Encuen1rc su d1slllnc1a máxmui .sobre el suelo. 

43 Encuentre dos nlllncros rcald pos:111,os CU)';& suma sea 40 y 
CU)"O produc10 5C3 un mb1mo. 

4-4 l:.nct.1cntre dos números reales pos111,os CU)'3 d1fettnclll Jea 
60 y cuyo producto sea un mimmo 

45 Construu1ón c6it Jaulas Mil pu~s de cerca de cclos1a se usa­
r.in J>3tll constnurscisJaulas p:ira anunalcs. como K ,e en la 
figuna 

a) l:.xprCK el ancho ., como runc,ón de b longitud x. 

b) Exprese el irca encerrada 101al A de las Jaulas como 
función de r 

e) Encuen1rc las d11ncnst0ncs qLIC nw1m1zan el Atea ence­
mda 

EJERCICIO 45 

:----,·----.. . . 
,,•¡. ' ·· •. , ,', ' : 

-~/ 
_/ 

46 lnst&lac.tOn de una CIPfU en lln campo Un agnculmr de§ca 
colocar una cerca alrededor de un campo rectangular y luego 
d,.,1d1r el campo m tres ten-cnos rc<:tangularcs al colocar dos 
C'C:f'CJIS par.tlelas lll uno de los l3dos. S1 el agncultCN' ~ 
comprar sólo 1,000 yardas de cerca. ¿qué d1mcns1oncs <brin 
el área n.-tttngul.:ar mix1ma1 

47 A.1 mal I wttulne Los vuelos de anm13lcs salt:1nne5 por 
lo gencnal 11cncn trllyttlOnaS panbóhcas La figura de la 
s1gu1cn1c colwnn:i 1lus1ra el salto de una r:tna sobrepuesto en 
un plano de coordenadas La longitud del salto es de 9 pies 
y la mh1ma. altura desde el sucio es 3 p~ Encuentre una 
ecuación c§lindar P3J'8 13 tra)cctona de la r:tn3 

EJE _CICl047 

Tra)«"lori3 de la rana 

48 L1 i,... de e 'ft hu""'1N ln la década de 1940. la cxh1b1-
c1ón de la bala de món humana fue CJccu1ada rcgul:lrmcmc 
por Emmanucl Zacch1n1 para el circo Tbc Rmghng Brothcrs 
and Uamum & 8a1lcy La punta del cai\ón se clC\·aba IS 
pies del sucio y la d1sianc1a honzontal iota! reconida era de 
175 pies Cuando el cai\ón se apunl.t~ a W1 ángulo de 4Sll, una 
ecuación del \.'UClo parabóhco (\Ca la figura) 1cnla b fonna 
1=a.r+ r+c-. 

a) Use la mfonnactOO dada pan hallar uf\3 «"U3Ctón del 
\'Uelo 

b) ~ncuentrc la ahura má,uma alcanzada por la bala de 
car'lón humana 

EJERCKIOI.II 

49 Forn. CM un pu~1t e-.. 1nte Una sección de un J)ll('nte 
colpntc llene su peso un1fom1cmcn1e dis1t1bu1do cntrc 1orres 
gemelu quc cslán 11 400 pu~s cntrc si y se ele\ an 90 p1cs 
sobre la cal.ZW honzon1al (\C3 la figura) Un C3blc tendido 
mtrc los n:ma1cs de las torres IICl'IC la fonn;1 de Uf\3 parábol3 
y su pun10 central cstá IO pies sobre: la c:alzads, Supooga que 
se 1ntroducm CJ~ de coordenadas, como se mlle§ltll en la 
figun 



EJERCICIO 49 

-----.¡()()'------

f ~ 
a) Encuentre wu ccuact6n para la paribola. 

b) 1'ut\C cables H'ft1calcs igualmente cs~13dos s.e u~n 
JW1II sos1cncrcl pucn1c(\ca La figura) Encuentre la Ion· 
¡ 1tud lolal de rs;tos 50p0f1CJ 

S0 D1u-ft0 6, UNI tarJlftffa UnM 1ngcn1cros de tráns110 dtSC• 
Mn un tn1mo de umtm qu,,: coneclari una calzada hon• 
zonlal con 

1
una que ucnc una pcndu:mc de 20-. (es decir, 

pcnd1cn1c ,), como se ,lustra en la fii;ura La transición 
.sua\c debe tener lugar 50bre una duitancia hor1:r.ont:il de 800 
pies. con una p1c1..a p.,rabóhca de carrctcn empicada pani 
conccttr los punl~ A y 8 S1 la ecuación del scgmct1to pa111• 
bóhco es de la fonna ,, = a'r + r + r. 5C puede demostrar 
que la p:nd1cn1c de la recta 1.1ngcn1ccn el puntoP(r.J')sobn: 
la paribola csl:\ <bda por m = 2a.r + b. 

a) Encucntrc una ecuación de la pa.nibo\a que tenga un:1 

rtct:t tangcntc con pendiente O en A y ; en B 

b) Encucntrc lu coordcnadu de B 

EJERCICIO SO 

51 Entrada psrl»< u Una cn1rada ucnc la Íom\3 de un arco 
parabóhco y nudc 9 pies de alto en c.l centro y 6 pies de 
ancho en la buc S1 una ctiJa rcct3ngular de 8 pies de allo 
debe caber por la entr.lCU. c:,cu'1 es el ancho máximo que 
puede tcnc-r la c.&Ja'! 

Sl TrayKtor~ ii1 ut 1a ,.tot.. d. W, ~ • Suponga que una 
pelota de béisbol que cae en el tcncno de Juego sigue una 
rn1ycc1ona p.1r:riból1C11 con la ecuación 

}' • -~r+~x+J. 

donde "y J se miden ambas en pies 
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a) Calcule la ahun, máxima de la pelota de béisbol 

b) ¿La pelota de béubol pas:ui por cnc1ma de una cerca de 
8 p,cs que está a 38.S pu:s de d1s1anc1a de la base? 

SJ 08c.ufflto por unt.ulad Un:& empren, ,,ro& cal.Lado 
dcpo,11,0 a dtstnbuidorcs. a razón de $40 el par si r.u pedido 

es de menos de SO p;1res. S1 un d1s1nbuw.lor sohc1ta 50 o mis 
pares (hasta 600), cl prccto por par se reduce a razón de 
4 cm11,os por el número sol1c11ado ¿,De quC canttdad debe 
ser cl pedido para gcncn.r la nWuma canudad de dinero para 
la empresa'! 

54 Oticu mto por 1rupo Un.a agencia dc \'lllJCS ofrece \lllJCS 

en grupo a rv.ón de S60 por pcBOOa para los pnmcros 30 
part1c1pan1cs. Para grupos máJ grande,. de hasta 90. cada 
persona 1tt1bc un descuento de SO.SO por cada part1c1¡wnc 
que rebase 30. Por CJcmplo. si part1c1pan 31 personas. cnton• 
ces el coslo por persona es S.S9 .SO Dc1cm1mc el tamaOO del 
grupo qUC' rroducd la má.uma c:umdad de dulero para la 
agcnc1a. 

SS Tarifa dt TV P,M"Ullllt Una cmpttsa de tclc1<1S1ón por cable 
actualmrntc prc<,la scrv1cK) a 8,CN)() fam1has y cobra $SO al 
mes. Un cstudto de niariu:lmg indica que cada reducción de 
SS en el cobro mcnsual resuhani en 1,000 nUC\ os chcn1cs 
Sea R(,) cl ingreso mensual lota) cuandocl cobro mensual es 
,d61:un 

il) Dctcnmnc la función de ingresos R 

b) Trace la gráfica de R y encuentre cl \"Dlot' \ que resulte 
en el n\3.lumo ingreso mensual 

S6 ~ de- un ck-pJlrta,, m Una empresa de bienes raíces 
es prop1ct.ana de 218 departamentos en c-d1ficios. que se OC\I• 

pan en su totahdad cu:i,ndo la tt11ta es de S940 al mes. La 
CnlJ)fC!UI estima que por cada S2.S de aumcnlO en rema. se 
dcwcuparin cnteo dcpar1amcn1os ¿Cl.ül debe ser el impone 
de la rcnu para que la empresa rc-ciN el máximo de msrcso 
mensual? 

Ejn. 57- 58: Gnfiqut- y - xJ - ·"' ' ! /t-n t-1 n1bmo plano dt­
t'oordt-nadH. y t'Sllnlt' IOS punlM d t- lnlt'rSt'('e~n. 

S7 /(.'1')•A1 - t-¼ 
sa /(ir) - - \ 1 + 0.5.i + 0.4 

S9 Grafiquc,fn~lm,smoplanodccoordenadas,y=u.r+ t+ 1 
¡»ra u::..¡.-¡. 1, 2 y 4, y dcscnba la fonn3 en que el n lor 
de a afttta la ¡ráfica. 

60 Grafiquc. en el mismo plano de coordenadas,,- = r + bt + 
1 pat11 h = O, ::: l. :::2 y :::3, y dcscnba la forma en que el 
nlordc h afecta la gnifica. 

61 Prtt1p1ta(':ión en ~,mk El promedio de prcc1piUte16n mcn• 
JW1\ (en pulgadas) 1>3ra Scanlc se l1s1a en la Siguiente 1:ibla 
(Nota no .se proporciona el p,omcd10 de abnl ) 

a) Marque los punlos del promcd10 de prcc1p1tanón mcn• 
sual 
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b) Modele los d:uos con una func16o CU3drát,ca de la 
formaft,) = o(., h)' + k Grafiquc/y los datos en los 
mismos c:,cs de roordcnadas 

e) Use/ pan pronosttear c:I promedio de lluvt:1 en abnl. 
ComJWC su pronóstico con el \'31or rCJI de 2-55 pulgadas. 

Mt:1 Prffipitad6a 

bnc S.79 

Fcb. 402 

""' Ah<. 

Ma) 

Jun 

Jul 

Ago 

Scpt 

°" 
l\ov 

Dic. 

62 Hormddios COfl am:ia ~ fl Los numcros anuales de 
hormc1dt05 con p1s1ol:a (en nulcs) de 1982 a 1993 aparecen 
en la s1gmmk tabla (Dcspu6¡ de C'S:lc pcnodo, dicho numero 
dssmmu)ó y se cstab1hzó en \alorcs semcJantcs a los de 
mediados de la d&:ada de 1980} 

Alo llomicidos 

1982 8J 
f------

198J 80 -
1984 76 

1985 7.9 

1986 8J 

1987 80 

1988 8J ,___ 
1989 

>-- -
9.2 

1999 100 

1991 11 6 

1992 12.5 

199J 13.J -

a) Grafiquc los punlos de datos Comente cualesqu1cn 
1c-ndcnc1u gcncral4'1 en los datos. 

b) Modele e5t05 d:u05 con una fwx:1ón cwdr.'ihc1 de l:1 
forma.,1.,) - a(.T - h'f + k 

e) Trace la gráfica de /Junio con los datos 

63 C1 rvH wrt..:alt tn ctf1.ta Cuando los mgcn1cros d1sc­
i\an carreteras. <kbcn d,sdlar cuesta$ para asegurar que los 
conductores tengan una oorrocta , 1s1b1IKbd Las cuestas se 
conoce,, como cunn.~ ,v:nlcafes rn cresta que modifican la 
pendiente de una carretcn.. Los mgcrucros u.san W13 forma 
p3rab6hca para una cucsia. de c:anc1cra. con el ,l!-mcc k)cn. 

hl.ado en lo al10 de la cresta. Do!! carrclctti con diferentes 
pendientes se enlazarán con una cun;a en crcstil p3rab6hca 
La carretera pasa por los puntosA(-800, -48). 8(-SOO. 0), 
Q0. 40), DtSOO. O) y E(800, - 48). como se apnx-1111 en la 
figura La earrctcra es lineal cn1rcA y B. parabólica cn1rc: 8 y 
D, y luc¡o hncal entre D y E 

E/ERCICIOOJ 

e 

a) Encuentre un.a ÍW\C1ón/dcfinida por partes que modele 
la carrc1cra cn1rc kK puntos .A y E 

b) Grafique /m la ,entana de \1Su.alu.ac-1ón ( - 800, 800. 
IOOJpo,J - 100,200, IOOJ 

64 Curvas.,, rt1c~"' co.ur-1 Re"1sc el c,cmc,o 63. Los 
\.tlles o 1nílc:cioncs en cam:1cra.s se conocm como rnnw 
,

1t-rt1rn/t$ en rolump,o, que también se modelan usando 
paclbolas Dos carrc1cra1 COl1 d1fcrcntcs pcnd1'-'"flll"S que se 
encuentran en u.na curva en columpio noccs1~ cnlaiarsc 
La cam:icra pasa por los puntos A( - 500. 243¡), 8(0, 110). 
Q750. 10).D(ISOO, 110) y E(2000. 24Ji),oomo se mUHtra 
en la figura La carretera es lineal entre A y B. parabólica 
entrcB y O. y l11ie3I entre Oy f. 

EJERCICIO U 

• 
a) Encucncrc Ul\3 func1ón/dcfin1d3 por panes que modele 

la cam:tcn cnlrc los puntos .A y E 

b) úrafiquc/cn la ,cotan.a de w,;uahzac1ón (- 500, 2000. 
SOOJ po, JO. 800. 100) 

65 Trayte.torl1 p,t~ ..a BaJO cond,cioncs ideales, un obJcto 
lanudo dc5dc el n1,·cl del suelo scgu11"11 una 1raycccor1a para­
bólica de la fonna ,1 , ) = a.-rl + b.,. donde u y b f;OII cons. 
1:11.nrcs y ~ tq'll"CSffll.1 la d1s1anc1a hon:zonul rccornda por d 
obJcto 
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;11) Octcmunc " y b p.ara que el obJcto alcance una altura 
11W1ma de 100 pie$ y recoma una d1stanc1a horizontal 
de ISO p1c:s antes de rcgrcs.a:r al sudo 

c) Tracclagrifiadc1 -Aa.Y: + b.r,dondc.l.=~. ;.1.2. 
4. en la misma \·m1ana de \ 1suahzac1ón de [O, 600, SO} 
por (O. 400. SO]. ¡,~n qué forma la constttntc .l. arccu la 
lrl)'CCIOrl3 del obJctO'l b) Grafiquc_ft,) =ar+ /tren la venta.na devmuhuc1ón 

(0.180.SO(po,(0, 120.50) 

Operaciones 
con funciones 

La-. funciones suelen definirse usando sumas. diferencias, productos y cocientes de 
vanas expresiones. Por ejemplo. si 

h(x) • , , + v's,+T. 

podemos consider.ir l,(x) como una sunl.l de valores de las funciones/y g dadas por 

Se llama ha lu s11ma de/y g y se denota por/+ g. Entonces, 

h(<) •U+ g)(x) • .,, + v'sr+i". 

En general. s1/y g son t:uale.sq,m:ru funciones. US3mos la tcmunologl3 y notación 
dadas en la s1gu1cnte u1bla. 

Suma, diferencia, producto y cociente de funciones 

\'alor dt fu.dóa 

dlft r t nda/- g 

produclo/g 

Los donumos de/+ g. f g y fg son la intersección / de los dominios de/ y g. 
es decir. los números que son conume.s a ambos donumos. El dominio de/Jg es el 
:,ubconJun1odc / fommdo por toda,. en/ tal queg(t") +- O. 

IJ'.WW Cómo encontrar valor~ de función def + g,f- g,fg yf/x 

S,j(x) - 3x - 2 y g(x) • x', encuentre(/+ gK2). (/- gK2). (/gK2) y (/7gK2). 

SOLUCIÓN Com-0 /(2) • 3(2) - 2 • 4 y g{2) • 2' - 8. tenemos 

(/+ g){2) • /(2) + g(2) • 4 + 8 - 12 

u- g)(2) •/(2) - g(2) • 4 - 8 • -4 

(1,)(2) • /(2)g(2) • (4)(8) • 32 

(L)c2¡ - 1<2> - ~ . -'-. 
g .((2)82 • 
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üil'l)l•ii Encontrarv RK\'},V ,t}(\'),(f,d(.\')yV/g)(,-) 

S1ft,) •~y g(x) • Jx + l. cncuemre ((+ gXx). (f- gX<). (fgX<) y(/7g) 
(x), y exprese los dominios de las funciones respccli\as. 

SOLUCION El dominio def cs el m1crvalo cerrado (-2. 2) y el domm,o de ges 
R. La m1crsccc16n de cs1os domm1os es (-2. 2J. que es el domm10 de/+ g.J- g 
y/g. Para el dominio deflf• excluimos cad:1 nümcro:ren [-2. 2} lal que g(x} - lr 
+ 1 - O (es decir. t - - ¡ ). Por lo 1anto. 1cncm~ lo s1gu1cntc: 

U+ g)(.<) • ~ + (3, + 1). 

U- g)(,) - V• - .,' - (3, + 1). 

1/g)(A) • '-"4=-?(1, + 1). 

(/) ~ - (,)•--. 
g 3t + 1 

-2:S\:S l 

-2 :S,x:S2 

-2 !!. X S 2 

1 
-2:s:r:s 2yx" -3 

Una función/es una runclón polinomial sij{.t) es un pohnom10, es decir. si 

/(x) - a~.x• + a __ ,x·-• + · · · + ª►t + ao. 

donde los cocfic1cnlcs "•·"•· .... ª ~son números reales y los exponentes son enteros 
no nega11vos Una función polinomial puede considerarse como una suma de íun• 
c1oncs cuyos valores son de la íom1a C'.¡A-. donde t: es un nllmcro real y k un entero no 
negat1\o. Obscn-c que las funciones cuadráticas cons,dcr.Jdas en la sección an1crior 
son funciones polinomiales. 

Una runción a lgrbraka rs una función que se puede expresar en u~nnmos de 
sunus diferencias. productos. cocientes o raiccs fimtas. de funciones pohnonualcs. 

EJEMPLO Fun<iónalgebraica 

Las funciones que no son algebraicas son trascendcnlts. Las funciones cxpo­
ncncialc-s y logarítmicas consideradas en el capilulo 4 son eJemplos: de funciones 
tro.sccndentcs. 

En el resto de cs1a sección estudiaremos cómo se usan dos funciones/y g para 
obtener los/unc,on~s C'omput!stru/• g y g • / (léase·¡ compos1c1ón g" y .. g compo­
siciónf. respcctl\amcntc). Las funciones de csh! tipo son muy 1mportan1cs en el 
cálculo. La función/• g se define como sigue 

Definición de función compuesta La íunrión compuesta/ • g de dos funciones/y g cslá definida por 

(f• gXg) • (g(.,)). 

El doimmo de/ • g es el conJunto de toda x en el domm10 de g tal que g(.r) es1á t,:n 
el dominio de/ 

La figura 1 es un diagrama que ilustra las rcloc1oncs entre f. g y f • g. Observe 
que para .r en el dominio de g, prunl!ro tktermmamos g(x) (que debe estar en el 
domm10 de/) y luego. "n seg11ndo lugar. ('nC'o11trc,mos Jlg(x)). 
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Para la función compues1a g • f. se 10\r1CT1e cs1e orden. pnmcro se obticnc/{'f) y 
después se calcula g(/('C)). El dominio de g • /es el conJunto de 1odaxen e l dominio 
de/tal quc/('C) está en el dominio de g 

Como la notacióng(x) se lec ··g de 'C", a , cccs decimos qucg es ,mafimción,le 
x rara la función compues1af• g. la notación/(g(x)) se Ice ·tdcg de"··. y podrfa. 
mos considerJr a/una función de g(x). En este sentido, 1111afimciim compuesw es 
11na/1111d611,le 1mofimción o. en íonna mas precisa. una función de los ,alores de 
Olra fünción. 

Qiiifii•ii Encontrar funciones compuestas 

Sca/(<) - x'- 1 yg(x) - J_, + 5. 

a) Encucn1rc (/• g)(x) y el dom1mo de/• g. 

b) Encuen1re (g • /)1.'C)Y el dominio de g •f 
e) Encuentre ftg(2)) en dos formas diferentes: pnmcro usando por separado las 
funciones/y g. y luego usando la función eomp~ta/ • g. 

SOLUCIÓN 

•) (/ • g)(,) • /(g(x)) dcf,. ,., de 

- /(3, + 5) ,)ndc 

- (J, + 5)' - 1 le 

•9x1 +30x+24 

El donunio de/y ges R . Como para cadaxcn R (el donumo dcg). el valor de la 
función g(x) cs1A en A (el donunio de/). el dominio de/• g también es R. Note que 
tanto g('C) romo/(g(,'C)) están defimdas para iodos los números reales. 

b) (g • /)(.,) - g(/(,)) 

- g(r' - 1) 

- 3(,' - 1) + 5 ., 

• l'C: + 2 

Como p3ra cada 'C en R (el dom1mo de/). el ,ator de la funciónj{.'f) está en R (el 
dominio de g). el dominio de g • fes R . Obscr\e que umro/fx) como g(flx)) están 
definidas para todos los nllmcros reales. 

e) Para dc1erm1nar/(g(2)) usando por scparado/('C) - r - 1 y g(r ) - 3.r + S. 
procedemos de la siguiente manera: 

g(2) - 3(2) + 5 • 11 

'(g(2)) - /(11) - 111 - 1 • 120 

Para cncontrarjl.g(,2)) usando/• g, ,ca el ínciso a), donde obtu,,imos 

/ • g)(,) - /(g(r)) - 9_, , + J(h + 24. 

Por lo 1an10. 

/(g(2)) - 9(2)' + 30(2) + 24 

• 36 + 60 + 24 • 120 

Note que en el ejemplo 3,/{g('C)) y g(/{r)) no son siempre 1gu3les, es decir./• g 
#g •f 
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S1 dos funciones/y g ucncn ambas un domm10 R. cruonces el domm10 de/ • g 
y g • / también es R. Esto se ilustró en el eJemplo 3. El siguiente eJcmplo muestra 
que el dominio de una función compucs1a puede diferir de aquellos de las dos fun• 
c1ones dadas 

OH♦ i 41•1 1 Cómo encontrar funcionu compuestas 

Sea/(<) • .r- 16 H1-') • Vx. 
a) Encucnm: (/• g)(r) y el domm10 de/• g. 

b) Encucnlre (g /X.r) y el domm10 de g • f 

SOLUCIÓN Primero se observamos que el dominio de/es R y el dominio dc g es 
el conJunto de todos los números reales no negali\OS. es decir. el intervalo (O. ex:). 
Procedemos como sigue. 

a) (/ • g)(.<) • /(g(x)) 

• /(v,) 
• (✓,)' - 16 

• r- 16 

S1 consideramos sólo la expresión final. :r - 16. podri:unos pensar que el dominio 
de/• g C5 R. porque .1' - 16 está dcfimdo para todo número real :c. No obstanle, éste 
no es el caso. Por definición. el dominio de/ • ges el conJunto de toda x en [O. (ll;l) 
(el dom1mo dcg) tal queg(.1') está en R (el dom,modc/). Comog(x) - ½ está en 
R para toda xen (O. ex:), se deduce que el dormmo de/• ges [O. oo). Obscne que 
fonio ~,(.T) romoflA,(:c)) están definidas para x en (O. oo). 

b) (g , /)(,) e g(/(\)) 

- g(r? - 16) lt11l de/ 

• \!,' - 16 

Por definición. el dominio de g • fes el conJunto de todax en R (el domm10 de/) 
tal que/(T) - r 16 está en [O. oo) (el dominio de g). El enunciado ··.r 16 está en 
[O. oo)'' es equivalente a cada una de las desigualdades 

r - 16 ~ o. .r ~ 16. ,t1 ~ 4 

Asl. el dominio de g • fes la unión (-oc:. - 4) U (4. oc:), Note que taftlo/(x) romo 
g(/(x)) es1ón definidas para :r en {-<X.. - 4) U (4. X). También observe que cslc 
donunio es difcren1c de los dominios de/y g. 

El siguiente eJcmplo 1lus1ra cómo en oc.:as1oncs se pueden obtener valores cspc• 
cialcs de íunc1oncs compuestas a pan1r de tablas. 

lliJ1j:jj•Q Cómo encontrair valores: de una función compuesta 
a partir de tablas 

Varios \alorcs de dos func1oncs/y g aparecen en las s1guien1es tablas. 

1 ;, 1t-:----:-=1J-~_, J iJ 
J 2 

Encuentre(/• gX2). (g • /)(2). (/• /)(2) y (g • gX2). 
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SOLUCIÓN Al usar la definición de fw1eión compuesta y al coruiultar las tablas 
anlcnorcs, obtenemos 

(/•g)(2) • /(g(2)) • /(1) • 3 

(g • /)(2) • g(/(2)) • g(4) • 2 

(/ • /)(2) • /(/(2)) • /(4) • 1 

(g • g)(2) • g(g(2)) • g(I) • 4 

En ulgunos problemas aplicados es necesario expresar una can11dady como fun­
ción del 11emp0 l . El eJcmplo s1gu1cn1c 1lus1ra que a \eces es m:is fácil mlroduc1r 
una 1crcera nmablc x, expresar x como función de, (es decir. x • !:(1)). expresar r 
como función de x (es decir, .l' - Jt:c)). y finalmente fonnar la función compuesta 
dada por J' •JI<)• Jlg(t)). 

Qíj'iilUl·I Cómo determinar el volumen de un globo 
usando una función compuesta 

Un mc1t.-orólogo inOa con helio un globo esfüneo. Si el radio del globo cambia a 
ra.tón de 1.5 crnis. exprese su \Olumen V como ÍUJlCión del tiempo, (en segundos), 

SOLUCION Establecemos:c como el radio del globo. Si sup0nemos que el radio es 
micialmcn1e O. entonces después de , segundos 

x - 1.5, 

Para ilustrar, después de I segundo, el radio es 1.5 centímetros; después de 2 segun­
dos es 3.0 ccntime1ros: después de 3 segundos es 4.5 ccntlmciros. y asi suceswa­
mentc. 

A continuación escnbnnos 

Esto ofrece una relación de función compuesta en la que V es una función de x. y x 
una función de,. Por susllluci6n. obtenemos 

Al sunphficar. ob1cncmos la s1guie111c fórmula para V como función de I : 

v(,) - ; .,,,, 

Si/y g son funciones ialcs que 

V• /(") 

enlonces la susutución de u en y • /(u) da 

,, • /(g(x)) 

" •,:(x) 

Para cienos problemas en cálculo. ~le proccdim1cn10 se inn('rte. es decir. dad.'\ 
,, • h(x) para alguna función h. se cncuenlra una j,mddn com¡111eslt1 y • /(11) y 
11 • g(t) tal que h(x) • /(g(t)). 

UlCLll:D Cómo en<.ontrar una función compuesta 

Exprese 1 • (2x + 5)' como un.a función compuesta 
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SOlUCION Suponga que. para un numero real r. deseamos e,atuar la expresión 
(2x T 5)1 usando una calculadora, Pnmcro se calcularla el valor de lt' + 5 y luego 
el resultado se ele, aria a la octava po1cncia Esto sugiere establecer 

11 - 2x + 5 , - u'. 

que es una función compuesta para 1 - (2x + 5)". 

El método empicado en el CJemplo antenor se puede extender a otras funcio­
nes En general. suponga que tenemos y - h(x). Para escoger lo expresión mterior 
u - g(x) en una función compuesta. se formula la pregunta s1gu1cnte: si se usa 
una calculadora. ¿qué parte de la expresión h(_x) se evaluaría pnmero1 Esto con 
fn..-cucncm conduce a una elccc,ón apropiada para 11 - g(x). Después de escoger 11. 

se regresa a h(.r) para de1cnninar y - /(u). El siguiente CJemplo contiene problemas 
comunes. 

EJEMPLO Representación de una función compuesta 

Valor de la función Elección pana 11 = g(:r) Elecrlón para y • /(11) 

■ \' • (.l ' - 5.f + lt 11 • ,f , - 5.r + 1 \' • ,l 
■ y=~ u=r1 -4 

2 
u • 3x+7 ■ y - 3.r+7 

La elección de funciones para una función compuesta nunca es U.mea. Por eJem• 
plo. considere la pnmcra expresión de los CJcmplos precedentes: 

y - (,r} - 5.r + I)~ 

S1 n es cualquier en1ero d1feren1e de cero. podriamos escoger 

11 • (-r' - St + I)" y y• "b 
En1onces. hay un nUmcro ,Um,uKÍQ de elegir funciones para una función com• 
pucs1a. Por lo general. el obJCtl\ o es clcgu una función tal que la expresión para y 
sea sencilla. como se hizo en el CJcmplo. 

El s1gu1cntc CJCmplo 1lus1ra la forma en que una calculadora graficadora puede 
ayudamos a de1crmmar el domm10 de una función compucsla. Usamos 133 m1sm3s 
funciones que ttpareccn en el CJemplo 4. 

0'.WUl:I» Anilisis grifico de una función compuesta 

S.aftx) • x' 16 y t1-') - Vx. 
•> Encucn1reftg(J)) 

b) Trace y - (/• g)(x} y use la gr..\fica para cncon1rar el dominio de/• g. 

SOLUCIÓN 

;a) lmc1amos con las as1gnac1oncs 

Y, - (Y,f- 16 

Obscnc que hemos sustituido Y
1 

por x cnj(.r) y a.signado esta expresión a Y:. en 
fonn., muy ~cmejante a como sus111uimoss,,(x) por x en el eJcmplo 4 

Luego guardamos el , alor 3 en la memoria de t. y luego pedimos el valor de Y 
2
• 

Vemos que el ,alorde Y~en 3 es -13: csdccir • .Ag(J)) - -13. 



11GUlA2 
[-10. l0,5] po,- [-20. 20,5] 

FIGUltAJ 

[-7. 14}po,-[-1. II} 

Fl<.UIA,t 

[-J.1}po,[-l. l} 

m Ejercicios 

F.j~r. 1- 2: [nr urnttt 

a) (/ + tM3) 

r) (/J)(J) 

b) (/ - tMJ) 

•> w,x.11 

2.7 Opcr.::IOnn con runctonn 171 

b) Para dc1crmínar una \COiana de \isuahzación para la gráfica de/• g. pnmcro 
obsenamos quc}lx) 2 16 para toda x, y por lo tanto elegimos Ymín mt>nor que 
- 16: por eJcmplo. Ymin • 20 S1 deseamos que la \entana de visualización tenga 
una dimensión \ertical de 40. debemos escoger Ymax - 20. 

Si la pantalla del usuario cst:i en una proporción 1 ;I {hori7ontal: \CMical). 
entonces wia opción razonable para {Xmin. Xma.'\:) seria (-10, 30], una dimensión 
horizontal de 40. Si la panmlla está en un.:i proporción 3:2, establezca que (Xmin. 
XntaxJ sea (-10. 50). una dimensión horizon1al de 60. 

Al seleccionar Y. y luego c.;,h1b1r la gráfica de Y. usando la pantalla (-10. 50. 
5) por [- 20. 20. 5} da una gráfica semejante a la de ia figura 2. Apreciamos que la 
gráfica es una semirrecta con pun10 final (0. - 16). Por lo tanto. el dominio de Y. es 
!odax 2 O. • 

El siguiente ejemplo demuestra cómo usar una calculadora grafic3dora para gm• 
ficar funciones compuestas de la fonna aftbx). Usaremos la función del CJcmplo 7 
de la sección 2.5 

ilíl 'IQl-11 Grllfic:as d@ funciones compu@stas 

SOLUCIÓN Del análisis sobre contracción y alargamiento de las grificas en la 
sección 2.5. reconocemos que la gn\fica de/ estará compnmida \Cnicalmcntc un 
fac1orde 2 y alargada hon1.on1almente un fae1or de J. Para relacionar este problema 
con funciones compuestM, podemos considerar 

La üllima ecuación para .1' sugiere las as1gnac1ones 

Y1 • \x, Y!• (Y1)
1 

- 4(Y1)2, y Y,• -\Y!. 

Note que Y: - ftY
1
) - Ju-'(x)). Seleccionamos sólo Y, para gmficar y escogemos 

una \Cntana de v1su.1hL.ac1ón (-7. 14} por( - 3.11). para obtenerla figura 3 
llay dos \eRl3J3S de asignar las funciones en la fonna c11ada lineas antes: 

1) En realidad no tenemos que calcular la función polinonual a graficar. como se 
hizo en el eJc-mplo 7 de la sección 2,5. 

2) Con sólo cambiar los cocficicntcs en Y I y Y 
1

• podemos examinar f:kilmcntc su 
efecto sobre la gráfica de Y•· 

Como
1 
CJcmplo del párrafo 2). debe intentar graficar r - ;fi:Jx) cambiando Y, a 

3x. Y1 a ¡ Y,. y la \Cotana de v1suahzac1ón a (- 1. 3) por(- 5. IJ y, lucgograficar 
Y 1• para obtener la figura 4 . 

1 /(.r) • .t + 3. g(x)-x: 

2 /M - -x2
, iM - 2, - 1 
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Eju. J-8: Ent"ut'nltt 

•) (/ + rK•). (/ - rKx), UrKx), y (//rX• l 
h) eldominiode/+1,/ - gy/r 

e) ti dominio de / / r 

3 /(x) • , , + 2. 

s /(x) - ½+S. 

6 /(x)-~. 

J /(,,.)•X~ •. 

I /(x) •X~ 2" 

Ejtr. 9-10: Encuenlrt 

g(x) • Vx+5 

g(,,.) • Vx+3 

g(,.) •X: 5 

1x 
g(x)•~ 

•► C/•rK•► b) (g•/X•l 
c:-) (/•/Kx) d) (g•f)(z) 

9 /(.r) • lr - 1, ,'(X) • - .r1 

Ejer. 11- 20: Enc:-uentrt 

•> C/•r X•l 
<) /(f(- 2)) 

11 /(x) - l r - S. 

12 /(x) - 5-r + 2, 

13 /(x) • 1,' + 4. 

b) ( g •/K•l 
d) f(/(J)) 

g(r) - 3.r+4 

,ex> - 6.r - 3 

g(x) • " 

g(x) - .,, 

1S /(x) • lr1 + lr - 4 . g(x) • 2x - 1 

17 /(:e)• 4.r, g(..r) - 2.r1 
- 5-r 

1• /(x) - 1•1. rCxl - -7 

20 /(x) • -5, g(x) • ,, 

t:Jer. 21 - 34: Eneuentre aXf • 1)(.r) )' el dominio de/• r )' 
b) (g • /)(X) y el dominio d t- g • f 

21 /(.l) • .r1 
- Jx, 

ll /(<) • ~. g(.r) • .r' + 2x 

23 /(r) • x' - 4, g(x)-v'lx 

24 /(r) • -x1 + l. g(x) • Vx 

25 /(x) • ~ - g(,,.) - Vx+5 

26 /(x) • vr=-:;_ g(x) • ~ 

27 /(<) • vr=-:;_ g(,,.) -~ 

28 /(x) • .r1 + s. g(x) - ,y,-=, 

29 /(,)• 2';3 . g(x)•";' 

30 /(,) • - ' - . ,_ , g(.r) • .f - 1 

31 /(x) • A
1

• g(x) •? 

32 /(x) • .r~2" g(x) - ~ 

33 /(x)• ·:=~-
X - 3 

g(.r)•;=-¡ 

34 /Gr) •::~~- .f - 5 
g(x)•-... 

[jer. 35- 36: RH utln l.11 «uadlln if• l)(,1') = O. 

3S /(r) • ..-:-z. 

36 /(r) • .1: -.r - 2. 

g(x) • .r + J 

g(.r) • 2.r-S 



37 Algunos valon:s de dos funct0ncs f y g ap.,nxcn en las 
s1gmcn1cs tablas 

S1 es pos1bk. encuentre 

•> (f• gK6) 

d) (g • gK6) 

b) (g •/)(6) 

•> (f· gM9) 

38 Algunos ..-ialorcs de dos funciones T ) S ap,lfeccn en las 
s1gu1en1cs 1ablas 

S1 es posible. C"ncut:ntrc 

•) (T• S)(l) 

d) (S• S)(I) 

b) (S• TKII 

•) (T S)(4) 

39 S1 /J(I) = \f 400 -t f 'J R(,) = 20.,. encuentre (0 • RK., ). 

40 S1 ~r) = 4,r,-l y 0(1) = 21 + 5. Cf'IOK'11tn: (S • D)(r) 

41 S1/cs una runctón impar 'J ges un:1 funcK>II par. ¡Jg es par. 
impar o ninguna de csw opciones? 

42 llayuna función con donumo R que~ par e impar Encucn-
1rc cs.i ÍUOCIÓfl 

43 fUfM' >ni1 dl n ,.,,tnll l.:.st.ablczca la functón SSTAX de 
1mpucs1oal seguro social como SSTAX(,I = O 076Sr,doodc 
x 2:- O es el ingreso .scman:.I. l:.st.11.blczc11 ROUND2 como b 
función que redondea un número a dos pm;K"ioncs dcc1malcs 
Encucn!J'C el v:dordc (ROUND2 • SSTAX)(525) 

44 f\fflel Htt" dt e ~ IUli. E!itabk:zca que la íunc1ón CHR sea 
definida porCIIR(65) = .. A-.CIIR(66) = ~e-, .,CIIR(90) 
= .. z-· Luego, csubkzca que la fünc16n ORD sea dcfintd:t 
po,ORD('"A"); 65, ORD("B"); 66, , ORD("Z"); 90 
Encuentre 

1) (CIIR • ORD) 

2.7 OpefxloMs con funclonH 173 

45 Pr >t)I,..« ,.. d, un Incendio Un mccn<ho se ha inte1ado 
m un campo ab1cno y !loCCO, y se cxucOOC en íonn.:t de 
drculo. S1 el radio de este circulo aumnua a r.u.ón de 5 fil 

m1n, exprese el 6rca toul A del mccnd10 como función del 
tiempo 1 (en mmulos) 

46 D1n:-""ok>nflftun1N.>bo Sc mfb un globoesfoncoarazón 

de ?"TI" f\1 mm Exprese cslc radM> r como una función dd 
tiempo 1 (en mmulos). asum1lndo que r = O cuando 1 = O 

-'1 OtrMmionN ft una p11a de IRN El ,olumcn de unJ. 

pila cónica de arclUI aumenta a razón de 243-:r fl' nun y 
su ahura es $1Ctl\J)rc 1gw.l al radio r de la base. Exprese r 
como función del tw:mpo I (en minutos), supomcndo que 
r=0cu.andor=0 

48 01 de un cu..,o UIUI d1:.gon3J d de un cubo es la d1S• 
tanc1a entre dos ,é-n1ccs opucslOj: Exprese:: d como fünctón 
de la ansta r del cubo. (Sugrn·nc: fo pnmcro cxpl't'sc la d1a­
g01UI 1· de wu can como fww.::tón der.) 

49 Attn.ud d. un I Iba Un globo de :ure caliente asc1cndl: \cr­
tialmc11tc dc$(le el ni\ el del sucio cuando un.1 cuerda auda 
a 11 base del gk>bo se suelta a razón de 5 t\,s (,·ca la figura). 
La polca que sucli-a la cucr<b está a 20 p1ei de la pla1.1fonna 
doodC' IOSp.M3Jtt0tabordancl globo. Ex.~laahi1udhdd 
globo como función del tiempo , 

EJHCICI049 

' ' ' ' ' ' ' ' ' 

---~~ 
SO (qtJ lbr- íU Rcfiér.lsc al CJCl"CICIO 76 de la sc«:16n 2 4 

Comc:-nzando en el punto mis baJO, el cqu1hbns1a uc1cndc 
por la cuerda a un ntmo constan1c de 2 t\,i, Si la cuenla csti 
unida a una allura de 30 p.cs por el poste. exprese la allura 
h del cqu1libnsta sobe-e el sucio como fünc1ón del ucmpo ,. 
(Sugert'n<.la denote con d la d1Jiitanc11 1otal n:comda a lo 
largo de la cuerda Pnmcro exprese d como fünclOO de r y 
luego h como fünctón de d.) 

Sl Of: -1~ de un 1v1 t"'I Ref~ al cJcrc1e10 77 de la sec­
ción 2.4 Cuando el a,1ón ha a,anzado 500 pies por la pista. 
alcan:,.a una ,·eloc1cbd de 150 pies s (o sea 102 mt'h). que 
nwitcndtá haS1a el despegue Expn-sc la d1scanc.a d del 
a\-ión deme la torre de control con.o fünción del tiempo r(cn 
segundos). (Sugcrrndo rn b figura. pnmcro cscnba , coo.o 
fonci6n dc,.) 
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52 Corra1i0ft d. u n cable Un ~bit' de 100 p1t'S de.- largo y dú.­
mciro de 4 pulgadu se .Wffit'l'];t' en agua de mar Debido a la 
corrosión. el área superficial del C3blc d1.s.1runuyc a rv.ón de 
7SO pulgad.u cU:tdrad.ls por aOO. 1-.x.prcsc el d1imctro d del 
cable como functón del oempo, (en aAos). (No pccstc a1cn­
c1ón a la COffO!ilón en los e.,1remos del cable) 

Ejc:r. SJ- 60: [ncucnlrt un» forma de fundón compucsla 
para,•. 

5J ) • (xl +,Sx)I' 

1 
55 \ • -­

(x - 3)' 

S4 l • -.J'x~ - 64 

S6 \ - 4 + \/7+¡ 

.,y; 
60 .v • ~ 

61 S1At) = Vt - 1) ,'(.'f) = 'f' + l.aprox1ffit'(/• g)(OOOOI) 
Para C\1b.r C3kular un \-alorcero para (J• g)(0.0001), \'Uclva 
a cscnb1r la fóm1ula de/• g corno 

(/+ <XI 12) - U /,XI 12► 
[(/• /X5.2)f 

IU?■i•,C.Q EJERCICIOS DE REPASO 

1 Dcscnba el conJunto de iodos los puntos en un plano de 
coordcnadll tal quc .t ,) < O 

2 Dcmuc~rc que el tn:íngulo coo n:rt,ces A(J, 1). 8(, - 5, - 3) 
y Q4. -1) es un tnángulo rectángulo y encuentre su Arta. 

l D3dosP(- 5,9)yQ(- 8, - 7),cncucntn: 

a) b d1.1.11.ncu d,.P. Q) 

b) d punlo rnedtodcl segmento PQ 

e) el pun10 R tal que Q es el punto medio de PR 

4 l:.ncuentrc todos los puntos sobre el c,te r que es1én a una 
d1slanc1a de 13 desde P(12, 8) 

5 (,P,ua qut va lores de al.a d1s1anc1a entre Pf.a, 1) y~ 2. a) 
e1 menor que 3? 

63 Rcfi~ al CJCfetCIO 65 de La sc«ión 2_.s. Rcaltec W u1g­
nac1oncs de YI - t y YJ - 3 \/(Y + 2)(6 - Y1) - 4 
Determine as1gnac,oncs pu.t Y1 (y Y, s, es necesario) que 
pcmutan lr.17:,u la grifica de cada functón en a)- h)) luego 
la gñfica de b función (Compruebe el dominio y el rango 
con la respuc~a propomonada J'f'C' t:lmcnlc.) 

b) ••/(¡x} 

e) _,,• /(_, - 3) + 1 

1!) _l' • /(-.x) () ,. - -/[<) 

h) \ • l/(•)I 

64 Rcfiérnc al CJcrcte10 66 de la sección 2.5 Realice las as:1¡;na­
c,oncs Y1 =:l"y Y1 • J\!(-Y - 6)(Y, + 2) - 10 Dctcr­

mme a.s1¡nae,ooc.s para Y I y Y, que pcmutlln ¡raficar ca<b 
fw1ei6n, y luego trace b gráfica de b función 

b) , •/(h) 

e) _., • /(t - 2) + 5 

e) _, •/(-.1:) f) ., - - /µ) 

g) • • /(ixl) h) , • 1/txll 

6 Encuentre la ccuact6n de l.a c1rcunfercnc1a que 1,coc centro 
Q7. - 4) y pas:. pord punloP( - 2. S) 

7 Encuentre b ecuación de b c1rcunfcrcnc1a que 11cnc puntos 
extremos de un d1ámctroA(8, 10) y B(- 2. - 14) 

a EncucnlrC una ecuación para la m,tad 1zqu1crda de b c1rcun­
fcrcncia dada por ( t + lf + ,J = 7 

9 Encucn1.re la pcnd1mle de b recta que pna porQll. -S) y 
D(- 6.8) 

10 Dcmues1rc que A(-3, 1), 8(1, -1), Q4. 1) y /.)(3. 5) son 
\Ó'ltccs de un trapecio 

11 Encuentre la ccuac16n de la recta que pa.sa por A(i, -i) que 

''" 
a) para,ldaalatte1a 6.r+21 + 5 :::: 0 

b) perpcndteular a la nx'ta 6.r + 2, + S = O 



12 Exprese 8:r + 31· - IS= Ocn la foonapend1cntcordcnada 
al origen 

l3 Encuentre la «uac16n de la c1rtuníertnc1a que t,cnc ,:cn1ro 
l'l- 5. - l)y,:s tangente a la rcc:1u · = 4. 

14 Eocucntrt la eru.:ac,ón de la recta que 11cnc tnlCf"$Ct'ClÓo 3 en 
.r y~ por el ccn1m de la Cll'CunfcrcnC"1a que 11enc cc~,ón 
.r+,.: 4r+ 101· + 26 = 0 

15 l:.ncucntrt l.11 íomua general de la ecuación de 13 recta que 
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26 Dc1cnmnc s1/ es par. impar o mngun.1 de estlls opciones 

a) /(,)-~ 

e) /(,)• 'lr'-3.,1 +5 

b) /(r) • 'V'w:.: - f 1 

Ejc-r. 27- ,tO: Tnec- la ,trifica dt la « uaeión) rolulr lu lnlrr-
k't'tiOnfft'DX) \ , 

27 .-+5•0 21 2,-1-0 

pasa por P(J, - 7) con pendiente 4 29 21 + 5, - 8 • O 

16 ~dosA{-l,2)y8(3,-4),cncucntrelaform:agcncraldch, 31 91 +1,:•0 32 3.t - 7J•1 
• 0 

34 ,. • (..r - 1)1 
«uac1ónP3ralsmC"d1amzdclsegmcntoAB 

33 1 
_ ~ 

Ejtr. 17- 18: [neutnttt t i crntro) ndlodt la d reunftttntla 35 ,.! • 16 - _-1 

con 11 ttuadón dada. 

18 4r:+·hJ+24x-16)+41 • 0 

19 S1/( ,) • "*3 cncucntn:-

a) /(1) b) /(-1) e) /(O) d) /(-x) 

• ) -/(•) g) [/<,)f 

[ju. 20- 21: Enr-ut nltt rf lÍgna d t /t4) sin c-neontnir rn tta• 
lld•d/ (4), 

20 /lt) - ~~
2
~:;, ~) 

- 2(r1 
- 20)(3 - .r) 

21 /(t) - (6 - ..1.!)41 

22 Encuentre el dom,mo yd tang0dc/s1 

b) /(•) • (., : 4)' 

EJer. 23- 24: Encuentre / (o+ lt~ - /(o) si Jt "F O. 

21 /M - -.,: + , + s 

24 /M•,! , 

2S Encuentre una Íw1C1ón lmcal/ tal qucft:/) = 3 yft4 ) = 8 

31 .r•-~ 

39 , •tr-W- 2 

41 Encuentre d cmtro de t. c,rcunfcrcnc,a pcqucfta 

42 Exphquc cómo se compara la ¡fálica de J = -J1:, - 2) ron 
l:i grilic-a de_l' = /f.t) 

t:ju. 43-52: a) Traer la gr,fka de/. b) Eneuenln- el dominio 
D y rango R dt f. e) Encutnttt los lnlt n-alos t n los qut' / H 
cr ttitnle. dttrttlenlr o cons11ntr. 

1 -.1, 
43 /(,-) • -,-

47 /t,) • l- ½+I 

49 /tr) - 9 - xi 

44 /(<) • 1000 

46 Jt,) • -~ 

SO /lt) • ,.: + 6.r + 16 
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Sl Tntec las gráficas de In s1gu1cmcs ccux-1oncs, haciendo U50 

de dcspl:ll.lm1cmo, al:arpm1cnto o rcílciuón 

a) ,.y; b) ,..~ 

c) y•V\+4 

e) _\· • ¾ Vt 

d) J • 4\/x 

f) ., - -v. 
S4 La gráfica de una func16n / con dom mio ( - 3, JJ St mucs1n 

en la figwa Trace b. gráfica de la ccwclffl ~ 

•> ,-J(,-2) b) J •/(x)- 2 

e) \· •/(-r) d) _\'•/(2.,) 

•> > -1(H f) ••I/MI 
g) ' -¡(1,1) 

[jer. 55- 58: EncuenlrC' una « uaci6n par• I• g rUica que u 
mul':slra rn la ngura. 

SS S6 

S7 S8 

[ju. 59- 62: EncuC"nlrt' C'I n lor mbimo o mínimo dC" Jix), 

S9 /(1) • 3_r - 2,h + 46 

60 /(t) • - 2r1 
- llr - 24 -. 

61 /M • -12(t + 4f + 20 

62 /(1'} • 3(t + 2)tr - 10) 

63 Exprese la función_ft.t) = -2.r + 12.r - 14 en la focma 
u(,-Jrr +A 

64 l:.ncucmrc la ccuactón c-st.i.ndar de una par:lbola con un CJC 
\ctltcal quc11ene \~mcc Jl), -2) y pasa por(I. -5) 

6S S1,A,) = ~y g(t) = \fi,cncucntrccldommiodc 

a)/g b) /g 

66 S1ft1')=8.r Jyg(.r)=~, cncucntrc 

a) lf' gN21 b) (g • JN2) 

Ej tr, 67- 68: EncuC"nlrC" ■) (f• 1 )(.r ) y b) <, /)(,Y), 

67 /!r) • 211 - !i.l + (. ~{J) • J.1 + 2 

Eju. 69 - 70: Encur nlrt' • I (/ • g )Cx)) d dominio d r / • K, ) 
b) (f /)C.r) y t-1 domlnlo dt t • J. 

69 ¡¡,) • V2S - , •• _I(<) • ,;:;-::-J 

70 /(x) • --' -. 
31' + 2 

V.,..., ,l 4 

n Encucntrewuformadcfunci6ncompucsiapanJ =~ 

n Rampa .,... illa ckt ruediK La ley para cs1adoomdmscs 
con d15CapacWd de 1990 g.1U'ilfllll..a II lodM las personas el 
derecho de acceso II lugarcs públicos El acceso a un edificio 
suele rcqucnr la cons1rucción de una nampa par11 s1ll3j de 
rued.u. l:.s cuales deben medir aprox11nadamcn1c I pulgad3 
de MCenso \ct'l1cal por cada 12 a 20 pulpetas de d1~unc1a 
honzontal S1 la base de un:t pucrt11 cxlcnor está s11uada • 
3 pies sobrl': una b:'U'lqucla. dc1cmune el rango de longuudcs 
apropiadas pan una rampa de silla de rucdu 



n h,n:amifflto de disco Con b3sc en rccords olimp1~ hr1 
dmanc..a g:uudon para el l:mzanucn10 de disco se puede 
apro.cmur m((han1c La ecuación d-= 181 + l .065t, donde ,1 
C!ilá en pies y t = O CCKTCspondc al atlo 1 ~8 

a) Pronosl!quc la d1stanc1a ganadora para los JIJ('gos Ohm• 
picos de 2016 

b) Cst1mc el 100 0Jlmp1co en el que la d1sumc1a ganadora 
será de 265 pies 

74 Phmral la de 1 •i•i ndas llac-c: seis aftos se compró una 

\1Hcnd.t en $179,000 btc atlo fue valuada en $215.000 
Suponga que su ,11or l' dcspuésdc su compran una función 
hncal del tiempo, (m ai'los) 

a) faprcsc l ' m1émunosdc1 

b) é,Cuán1os lltlos después de la focha de compra l:11 
\'l\1Cnd3 \."alia $193,00()? 

7S E tas drt t•r,, >eratUI& El pun10 de conGelación del agua 
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78 D1'tmc~ l!ntn autamov1ln Al mcdiodi.3, el aulomóHI A 
cst.i a 10 pies a 13 dcrcch:I y 20 pies adcbn1c del automóvil 
8. como se aprcc..a m La figura S1 el 1u1omónl A avanza a 
88 l\,s (o 60 mLli) m1rntr.u el automó\tl B annia 1 66 ft.s 
(o -45 nu,h). exprese la d1stanc:1:a d entre los au1om(Mlcs 
como una fuoc1ón de ,. donde t dcno1a el numero de segun• 
dos tnmscumdos desputs del mcd1od1a 

es0°C,o32 Fyclpun1odccbulhc1óncslOO Co212 ºF 79 (1 str ..,.d un coi rUzodto al .MI'!"" 1to Un 

a) b~ la 1cmpen11un tahrcnhc1t F como función 
hncal de la tcmpen1ura Ccls1u1 C 

b) é.~ :mmcnto de lempcnlun en t cOITcspondc a un 
mcrrmcn10 de 1cmpm1tur11 de I C? 

76 l.ndtffl1ffllo • 1a&ahna Supong.1 que el cos10 de oonducu 
un automóvil es una functÓn hnc:11 del numero t de m1ll25 
rccomdas y que la gasolmil cue<1ta S3 por galón Cimo au10-
mó,il nndc1e1ualmcntc 20m11lupo.-pkmy una afin:x16n 
que n1CJOrari t~. su conswno de gasolina cuesta S120 

a) Exprese el costo C
1 

de conducir sin una afinación en 
1émunos de 'f 

b) faprnc el ros10 C1 de cooducu con u.na afinación en 
1énmnos de . .: 

e) e,Cuint25 millas debe reron-tt el au1omó,·1l después de 
afinarlo de modo que el COSlo de la afinación w Justifi• 
quc<t 

n D1"-'fl,1onc-,ck ur con I Uncom1lwá formadoporcmco 
n..-ctángulos coc1grucn1~ como muestra la figura 

a) Ex~ 13 longitud 1· como una función de 13 longitud 

b) S1 los lados COCSl3n $10 por pie de long11ud. exprese el 
cos10 C del coma! como un.a función de la longitud r 

(J(Rt!CIO 77 

cobcrt1:,o de almaccrunucnlo abierto con forna rectangular. 
que consu de dos llldos ,cn1calcs de 4 p1C$ de ancho y W\ 

1ccho pl3no, se colocffl unido a una estructura custeruc, 
como se \cc-n la figurn. l:I tcchopl:mocslá hcchodchoJal;113 
y cuesta $.S por p,c cU3drado, y los dos lados cstin hechos de 
madera contrachapada que cucs11 S2 por pie cu:idrado 

a) S1 se hcncn d1spon1blcs $400 paro construcción. cxpre5C' 
la lon¡11ud ,. como una función de la ahura , 

b) Exp~ el ,·olumc-n , -dcnuo del cobcnu:o como una 
funcKln de..:. 

(JERCICIO 19 

80 C1 U1 don CH' un c1~~ .11 °""leo Una empresa 
pi.anca fabnc-.1r un con1rocdor que ttcnc forma de c1hndro 
circu.lsr r«lo. 1b1cno en la parte superior, y 11cnc C3p;tetdad 
de 241rpulg1. S1 el costo del material p3r.1 el fondo del cilin­
dro es SO.JO pult y el de los cosladoscun·os es S0.10,pulgl. 
cxptne el costo toial C del m;ncnal como función del radio 

r de l.1 b:uc del con1rocdor. 
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81 LMn1do dt una ptw-in1 Una sccc1ón trans,crs.il de una 
p1sc1na rectangular con duncruuoncs de 80 por 40 pu.-s se 
muestra en la figura. La p1scma se llena con agua a raL6n de 
I0ftjm1n. 

- ----so·------

t 

a) bprcse el ,olumen f'dcl agu:a de l:a p1sc11ui como fun­
ción del tiempo, 

b) faprcse l' eonl() función de LI profundid.1d 1, en el lado 
profundo para O:!. 1, s 6 y luego pant6 < 1, s 9 

e) Uprcsc 1, como función de , ¡,3ra O s li ~ 6 ~- luego 
pani6<hS9 

12 Ftltnci6n "• .. , •.¡ Supong3 que 5 pulg1 de: agua se .,,,encn 
en un filtro coruco y pos1cnonnc:ntc se nx1bcn en un.a tau, 
como se mucs1ro1 en la figura. Sea , la ahura del agu.a en el 
filtro y 1· h1 ahum del agU3 en la tan. 

a} Exprese el radio r que se muC$lra en la figura como fun­
ción de .,. (SuJl('n-nc,u u~ tnángulos scmcpntcs l 

b) bpn:st la allura , <kl ug\13 en la 1an1 corno función de 
., (Sugt're,,ci,, ¿cuál es la suma de los dos volU­
mcnes que se muestran en la figura?) 

JlllCICIO ll 

83 Tronco 1h ,n ,no La forma de la pnmm 1\3\e cs~1a.l 
del programa A polo era un cono c1rcularrccto, un sólido for­
mado al truncar un cono por un plano pana lelo a su base Para 
el tronco que se muestra en b figura. los radios a y h ya se 
han dctcmnnado 

' ' ' -ª-a) Use tningulos ~J3r\lCS para c:."J)l'CW' ,, como fun­
ción dch. 

b) DcdULCa una fórmula para C'I ,olumcn del tronco como 

función de: h 

e) S10 = 6 ftyb = J ft,J),Vllqué,11lordchcl ,olumcn 
del tronco es 600 fi'" 

U Tarlf& po4"~•co1't11"1tOdth~.ui Cicnac1u<bdcobT1S361 
por cada 1,000 galoocs «" agua ulllu.ada hasta 5.000 galones 
y $4.17 por 1.000 S3loncs de agua uulu.;ub que rcbucn los 
5,000 ga.klncs. l:.ncucntrc una función definida por panes B 
que: cspoc1fiquc ta foccuni total del uso de_. ¡alones de agua 

8S R ~tro d<' 1- tt1 d 14"' IUd En 1991, M1ke PO"-C'II de 
Estados Unidos cscablcc1ó el récord munchal de saho de lon­
g.11ud en 8.95 metros Suponga que la tta)CCloria de su salto 
era p.i,rabóhca y que el pumo má.umo que alcanzó fue de 
1 n\Ctro Encucn1rc una ccu:ac1ón para la 1r.1ycc1or1a 

86 Rt rt.wlll• '° & -'"'"' •n Un irozo de alambre de 24 pulga­
das de largo se dobla para formar un rcc1Angulo que tiene 
ancho x y long11ud , 

&) Exprese ,, como función de 'C' 

b) Exprese: el :.\rea A del rectángulo como función dc .t 

e) Demuestre que el área A es ma)'or51 el rectángulo c:s un -



17 DistMci1 •ntre- bMcc,. A la 1 00 , M el barco A a1á 1 
30 millas al sur del barco B y oa\cga al nonc a ra7Óll dc 
15 mll'h s, el barro B na, cga al OCSIC I ra2ón de I O nlL 'h. 
encuentre el !lempo en que la d1sianc1a d entre los barcos es 
mínima (,ca la figura) 

EJERCICIOl7 

81 011,,..n,iClft s d1 una phll Ch; c.arrffu H intcnor de una 
p1s1a de carreras de media milla cstíi formado por un rcctá.n• 
aulo ron sc,mcirculos en dos C:(lremos opuestos Encuentre 
las d1menst0nes que ma.unu«n el drca del rectán&ulo 

19 ~lo, vft'tic ~ CU!llldo un JUgador de balonce$IO s;iha 
para Mclavar" el balón en 13 ean:as1a, la d1staoc1a del Jugador 
ftt) (en pies) desde el piso después de t segundos eslá dada 
por la fórmulafi:t) - -{gt! + 161. donde ges la eonstan1e 
gra, 11act0nal -

a) S1 g = 32. enc:ucnlrt el 11empo. es decir. el número lotal 
de s.cgundos que el Jugador cs1á suspendido en el aire 

b) ~ncucntrc c1 sa.ho ,er1ical del JUg3dor. es decir. b1 
máxima d1J1anc1a entre los pies del Jugador y el piso 

e) En la Luna. g = '¡- Repita los 1nc1.sos a) y b) p.1ra el 
Jug.ador en b Lwu 

CAPfTULO 2 O~KIOnn con runcionn 179 

90 Tr1y.,,:1i,ri, d,t, ,n cc,llflt Un cohete se dispara hacia una 
colina, siguiendo una tn1ycc1~a dada por J = -O 016.'r + 
1 fu- La colina 11coepcod1cntc ;.conlOse ilustra en la ligun 

a) ¡,l:.n dónde cae el cohete? 

b) Dctcmunc la allura nlix1ma del cohete soh~ ,.¡ surlo 

EJERCICIO 90 
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l!Uii'll-11 EJERCICIOS PARA ANÁLISIS 

1 Compare las gráficas de r = ¼. .,· = Vx .. ,· = ,. _,, = -el y• 
= ,r1 en el mtCf\.alo O s; r ~ 2 1::-scnba una gcncrahzac1ón 
basada en lo que 1nn$t1guc 3Cft'Ca de gráficas de ecuaciones 
de la fonnay; t"' . donde t 2: O y pyqsonentcros pos111,os. 

2 ~nba una CXJYCSlÓrl para g(.t) s1 la grifa de g se obtiene 
de la gráfica de/{.,)= i t - 3 por rcflcx1ón de/alrededor de 

a) el CJe f b) el eJe.1· 

e) larcciaJ = 2 d) larcctax = J 

3 ConsKkrc la grifica de g(.t) = VJW. donde/está dada JJ'Of' 
/{.t) -= a:cl + b., + c. D1s,cuia la forma general de g. mclu­
ycndo su domm10 y rango. Comcn1c las , cntaJas y dcs,cn-

~;: ~;;ª;/(;;:a c::::~:e~3;.!1::C:: 
pueden usarpm.t:r - 2., 8. -r + 2., + 8, :r - 2., + 2. 
- r+2x - 2.> 

4 Simplifique el coc1cn1c de d1fcrcncu1s de los cJcmc,os 49 y 
50 de la sección 2 4 para una functón ~tica arbnrari.a de 

la formaft:r) = a-el+ b.r + c. 

S RcfiCBsc el ejemplo S de la sccctón 2.4 l:.n ténmnos gcomé­
tnc:os, ¿quC rq,i-cscnta la cxpr-es16n 2, + h + 6 en la grifiea 
dcP ¿~ piensa usted que rcprescnla 51 h :: O" 

6 La fórmula del pumo medio podrfa coru1dcnrsc la fórmula 
de ·medio cammo" porque da el ponlo que es j de la d1s-
1anc1a del pun10 pt_,1, _Y,) al punto Q(.,r >)- Desarrolle una 
fórmula "m-n--b,mo" que de el punco R(.r,.J1) que cslé a,,, 11 

de la d1s1ancia entre P y Q (suponga que m y n son enteros 
pos1tiH>S con m < n). 

7 ConsKlcrc las gráficas de ecuaclOOC$ de la forma cuadrá11ca 
, = ar + b.r + l' que llene dos 1ntcrsccc1oncs en x. Denote 
con d la d1s1,mcia del CJC de la parábola a cualquiera de l.u 
m1ersecc10ncs en., y denote con h el ,alor de la coordenada 
, . del ,á11ec. Explore la rclx1ón entre dy h para ,anai ecua­
ciones especificas y luego desarrolle una fórmula para esta 
rclact6n 

1 Factura por un ~rvicio Un mé1odo común de expedir una 
faciura por llamada, de scrY1c10 es cobrar una cuota fiJa más 
un:i cuota ad1ct0nal por cada cuarto de hor:a empicado en la 
llamada ln,cn1e una función para una empresa de repara­
ción de la\'adonS de ropa que cobra $40 más $20 por cada 
cuarto de hor:a o fr:acc,ón, por eJemplo, una llamada de 30 
mmutos para una reparación costaria S80, en tanto que una 
llamada de 31 mmu1os para una reparación costaría $100 
Los dalos de entrada a su función pueden ser cualquier 
entero posll1\'o. (Sugerencia ,·ca el CJcrc1c10 S4c) de la scc­
ción 2.S.) 

9 ~nsidad de la capa de ozono Se determinó de manera 
cxpenmcntal que la densidad O (en 10 1 cm/km) de la capa 
de ozono a al11tudcs x entre 3 y IS kilómc1ros, duronte el 
1nnerno en Edmon1on, Canadá. era 

D - 0.0833.r - 0.4996.< + J.5491. 

Exprcsc f como función de D 

10 Precipita1 ~nen Min,,,.•apo1,s El promedio de la prcc1p1-
tac,6n mensual en pulgadas en M1nncapohs ~rccc en la 
tabla 

"" PrttiokariN 1 
Eoe 07 _J 
Feb. 0.8 

Mar IS 

Ah< 1 9 

May 32 

'"" 40 -Jul 33 

Ago 32 

Sq,t 24 

Oct 16 -
No, . 1 4 

Dic. 0.9 

ai) Gr.tfiquc el promcd10 de la prcc1p11ac16n mensual 

b) Modele cslos dalos con una función por panes/que sea 
primero cu:ldrá11ca y luego lineal. 

e) Grafiquc /Junio con los datos. 



EXAMEN 

1 El pun10 B(I, 2) isti a W13 décmu parte dd punm A(- 3. 4) hast3 d pun10 P(.r, rl. 
Encucntn: r y ) 

2 ¡,Para qut \'Jllorcs de e, la dmancta entre P(2. 3) y Q(6. u) es ma)Of que S? 

3 Encuentre la ccuacl6n csrándar de la c1rcunícrcnc1a con ccniro (4, S) que 11cnc una 
mlcnc«tÓn O m r 

4 Encucntn: l:u ouas m1crsccc1oncs de la c,rcunfcrcnc1a con centro (4. 5) que 11c11<" wu. 
tntcrsc«tón O m .r 

5 Una cm:unfcrroci.11icncccn1ro(4, S) l::.ncucnln: la forma pendiente ordcn.sd3 al ongcn 
de la rccta tangente a la c,rcunfcn!f'IC'aa en el ongcn 

6 Encuentre la fomia pcnd1cn1c ordenada al ongen de la rt<'la que C$ ~nd,cular a la 
rcna lr 7.,- = 3 y ucnc 1nters«c100 4 en r 

7 Una pizu cucs1a $9.00 ~ SO 80 por cacb mgrcd1cmc adicional. Lt rasa del impuesto 
sobre \cnW es de U:»-•. Encucn1rc una ftme1ón para el costo lotal T(r), donde res el 

número de mgrcd1cntcs adtc1ooalcs 

1 Encuentre t'I don\ln10 de ftt) • _ y:::;¡ - .1' . Escnba su respuesta en no1xt6n de 
mtcn--ulos (,1 + )(.r - 2) 

9 S1mphfique el ooc1cntc de d1fcn:oc1a.s /t.<J + h) - ftu) para la func1ón}lr) = r + Sr 

" 7. Luego. pttd1ga el cociente de d1fcrcnc1,:n p.,nft:r) = ¡.l - lr + S con b3sc en su 
pnn'IC'fl respuesta. 

10 Una caJa ccrnda tiene una base CU3dmda de lado I y una altura de 2 pies faprn,c el 
área de la supcrfic,c S de la caJa en función de su \OlumC"n I' 

11 S1 d pumo f't), - 2) C!'lti en la gráfica de una func.00.f. bu§quc el pumo corrcsponchcntc 
en la gtafica de,. = 2A.-.: 3)1 1 

12 Una penona \mdc gorraJ en $12. Su com1s1ón c:s de u:,-. sobre las pnme-ras 1,000 
go,ns vcndKbs y de 15•• sobre cu.slqu,cr gom adicional que \·coda. Encuentre una 
functón dcfimdl por partes C que especifique 13 comisión 1oul si se \emkn t gorms 

13 Encuentre ta ccux1ón cslindar de una parábola con eJe ,m1eal y ,ért1ee Jl- 2. 1) 
¿Ou,6 rcstnec1ón se lk·bc h:&ccr en el e«fic1cnte a s, la gr,fica de Is p.-uibols no ucnc 
mtcncccwncs en.-.:? 

14 Encucn1rc el valor mlmmo de la p3ribola que 11cnc mtcrs«c,oncs - 2 y 4 en .r y pasa 
porcl pun1O (3, - IS) 

1S Encuentre el valor min1mo del produc1011 de dos numcros., uno de los cwlcs es 9 menos 
que el doble del otro 

16 Un parque ofrece ,·,a,cs para grupos de 100 a 300 pcrsoru,s por \13)C El costo del boleto 
por cada persona que rebase los 100 se reduce un ccnla\O de los S4 normales que se 
cobran por persona Encuentre el numero de pcrsonas en un grupo que produce el cos1O 
total máximo por el grupo y el número de personas que produce cl cos1O 101al mlmn"M> 
por el grupo 

17 Encucntrccldom1n1ode(/• g)(.r)s1i1_r) = rys(.r) = ~-

11 Un fabm:ante produce c111eo artkulos por hor:a El COSIO de producción de I arlkulOti 
cs1á cbdo por C = ,.: 2r + 1 O. donde C cs1i en miles de dólares Encuentre una fun­
ción compuesta C en 1CT1111nos de, honls y luego U.SCla para encontrar el cos1O mínimo 

181 



rITI Funciones 
polinomiales de grado 
mayor que 2 

l 3.2l Propiedades de la 
división 

1W Ceros de polinomios 

13.4] Ceros complejos 
y racionales de 
polinomios 

fITI Funciones racionales 

[3_&] Variación 

3 
Funciones polinomiales 
y racionales 
Las funciones pohnomtalcs son las m:is elementales en matemát1cas. por­

que cst3n definidas sólo en témunos de suma. resta y mult1phcac16n En sus 

aplicaciones, a \.CCCS es necesario trazar sus gráficas y cncon1rar (o apro:<i­

mar) sus ceros. En la primera parte de este capítulo se estudian rcsuhados 

que son útiles para obtener cslJ mfonnación. Luego. se centra la atención 

en los cocientes de funciones polmom1alcs. es decir. en las funcione.-. rac10-

nalcs. La última sección sobre \anación cont1cnc aplicaciones de funciones 

polinomiales y racionales sencillas 

ID 
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Funciones polinomiales 
de grado mayor que 2 

flGUltAl 

Si/es una función pohnom,al de grado n con cocfic1emes reales. entonces 

/(x) - u~. + u. rl"" 1 + •· • + a,x + 0 1• 

conª• ,/i, O. Los casos especiolcs que \tnlOS en la siguiente rnbla ya se estudiaron 
an1es. 

Grado dt'/ f orma dt'ft.1') Grifk• de/(C'H ln1usttd6n • UJ') 

O Jh) =- a. Una rcct1 horizontal 

At) =- º r' + "• Una recta con pcnd1m1c u
1 

.A:,) =-a~~ + ªr' + "• Una parábola con un CJC \CM,cal 

En esta sección se cs1Ud1an las gráficas de ftmc1oncs pohnomialcs de grado 
ma)'or que 2. Todas las funciones polinomiales son runcloncs contlnuu : es decir. 
sus gráficas se pueden 1ra.w.r sin mterrupc16n alguna 

Si/tiene grado,, t 1o<k,s IOJ c<wjicü:nt'-':t exceptoª• so11 ct'n>, entonces 

/(x) - u:,• para algunas u - "• + O 

En este caso, s1 n - I, la gráfica de/ es una recta que pasa por el ongcn. S1 
,, - 2. la gráfica es una parábola con \én1ccen el ongcn. Dos ilustraciones con n • 3 
(poli11omlos cúbicos) se proporcionan en el s1gu1en1c CJcmplo. 

@jj'j:H•II Trazodegrificasdey ,u-' 

Trace la gráfica de/si 

•> .M - ½-<' bl Jlx) - -½-<' 

SOLUCION 

X a) La siguiente tabla contiene \anos puntos sobre la gráfica de,. - ½'C''. 

Corno/cr. una función 1mP3f. la gráfica de/es s1mé1nca rcspcc10 al origen y. por lo 
tanto, puntos como(- ½- - ¡¡) y (- 1, -½) cs1in también sobre la gráfica La gráfica 
M: traa en la figura 1 

b) S1 \ - - ½x-'. fo gráfica se puede obtener del inciso a) al multiplicar todas las 
coordenadas y por -1 (esto cs. rcílcJando la gráfica del mciso a) a lrn\és del CJC i-). 
Esto nos da el d1buJO de la figura 2. ■ 

Si /h) - ttt" y n es cn1cro pos1t1\O impar. entonces/ es una función impar y 
la grifica de/es s1mé1nca rcspcc1O al ongcn. como se 1lus1ra en las figuras I y 2. 
rara a > O, la gráfica es scmeJantc en fom1a a aquella de la figura 1: sm embargo. 
a medida que a1.11ncnta no u. la gráfica asciende más rápidamente parax > L rara 
el componam1en1O final. cuando x - -x,, ) ' - x: y cuando t - - '.(), J' - -xi. Si 
a < O. la gráfica se renc,a a tra,és del CJC x, como en la figura 2 



FIGUU,J 

ftGUH,4 

T~rema del valor int ermedio 
para funciones polinomiales 

flGUJIAS 

' 
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Si /(x) - a~ y " es un entero posit1\.0 par. entonces/es una función par y la 
gráfica de/es simétrica respecto al CJC , .. como se ilustra en la figura 3 para el caso 
ti - 1 y n - 4 . No1e que cuando aumcn1a el exponente. la gráfica se hace más plana 
en el origen. También sube más r.\pidamente para f > 1 Para el componamiento 
final. conforme .f - :t>r, y - ~. S1 a < O. la gráfica se reíleJa a 1ra,és del CJC x. 
También note que 13 gráfica mU,,.$eca el CJex en el origen. pero no locru:a (cambia 
de signo). 

Un an3hsis complclo de las gráficas de funciones polinommles de grado mayor 
que 2 requiere mé1odos que se usan en cálculo. A medida que aumenta el grado. 
las gráficas suelen complicarse más. aunque tl(men un aspcc10 uniforme con vanos 
pun1os altos y baJOS. por eJcmplo, P. Q, R y S en la figura 4. Esos- puntos a ... cces 
se denominan punlos crlticos para la gráfica. Debe obSCf\arse que un polmontio 
de grado " tiene como máximo " - 1 puntos críticos. Cada ... alor de la función 
(coordenada ,r) corrc~pond1cnte a un punlo al10 o baJO se denomina U:lrtmo de la 
función/ En un cxtrcmo./cambia de una función crec1cn1e a una función dccre. 
ciente o VICC\ Crsl. 

El teorema de \'alor mtcm\Cdio especifica otra propiedad 1mponan1c de las fun• 
ciones polinomiales. 

S1/es una función pohnonual y/(a) -.f,, ftb) para a < b. cntonces/1oma cada ,alor 
entrc/{a) y /(b) en el in1cr.alo [,,. b] 

El 1oorcma del ,alor m1em1t..•<ho para funciones polmom1alcs cs1ablccc que si 
w es cualquier nllmcro cn1rc/(a) y /(b). hay por lo menos un nllmcro e en1re a y b 
tal quc.l(d • w. Si se considera que la grifica de/se extiende continuamcnle del 
pun10 (a./(a)) al punto (b./(b)). como se ilustra en la figura S. en1onces para cual• 
quier nllmcro w cntrc/(a) y /{h). la recta horizontal y - w mtcrscca a la gráfica en 
por lo menos un punto P. La abscisa e de Pes un número tal que/(c) - w. 

' ' . Una consecuencia del teorema de ... ator intermedio es que s1/(a) y /(h) tienen 
signos co111ranos (uno pos1t1\.0 y uno negal1\0), hay por lo menos un nl.lmem ,. 
cnlre" y b tal queflc) =- O; esto es.f 11ene "" t'("ro en c. Asi. s1 el pun10 (a.fla)) se 
encuentra debajo del ejcx y e l punto (h./(b)) es1:\ por encinw. del eje r. o, iCC\ersa • 

. t la gráfica cruni el CJC x por lo menos una \CZ cn1rcx - "y :e - b, como se ilustra 
en la figura 6. 
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f lGUR.A.6 

ÜlL!Jli:11 Uso del t~ema del valor Intermedio 

Ck-nmcslrc quc/(:r) - -~ + l~ - 6:r1 + ll' - 3 tiene un cero C11tre I y 2. 

SOLUCIÓN Al sus111uir I y 2 por xob1cncmos los s1gmen1cs \alores de función: 

./(1) - 1 + 2 - 6+2 - 3 - - 4 
./(2) - 32 + 32 - 48 + 4 - 3 - 17 

Como/(1) y /(2) tienen signos contrnnos (/{I) - - 4 < O y /(2)- 17 > 0). ,cmos 
quc.l(c) - O para por lo menos un número real e entre I y 2. • 

El eJcmplo 2 1lus1ra un método para locah7.ar ceros polinomiales reales. Con el 
uso de <1pro:nmacio11es s11ct•.s11 as. podemos apro"1mnr cada cero en cualquier grado 
de precisión al locah.t.arlo en intervalos cada \C1. menores 

S1 e y d son .wcl'sn·m en ccros reales dc/{.r), es decir, no hay oiros ceros entre 
e: y d. cn1011ces/{x) ,10 cm11bw ti'-' s1g110 <'" el 1n1en'lllo (t·. á). Así. si se escoge cual­
quier número k tal que e < k < dy s1/{k) es posill\-3, cntonccs.l(x) es pos1l1\a en 
iodo (c. d). Del nusmo modo. s1/(k) es nega11\-a, cntonccs/{x) es negativa en iodo 
(c·,d). Se asignan\ a/{k) el nombre de ,alordr prurba paraj{.r)en el mlervalo (e. ti) 
También se pueden usar valores de prueba en intcr\'alos infinuos de la forma 
( - oo, a) o (a. ce). siempre que/(x) no tenga ceros en estos mteí\alos.. El uso de 
\alores de prueba al graficar es scmcjan1e a la técmca empleada para desigualdades 
en la sección 1.6. 

IJIWWW Trazo de la gr~ftc.a. de una función pollnomlal 
de grado) 

Sea.Ar),,._ r' + r - 4T - 4 Encucn1re todos los valores de x 13lcs que.J(.r) > O y 
toda .r 1al que /(.r) < O, y luego trace la gráfica de/ 

SOLUCION Podemos füc1orizar}l.r) como sigue: 

/(,)= r 1 + , 2 -4x-4 

- (x' + x' ) + (-4., - 4) 

• ,'(, + 1) - 4(, + 1) 

- (.,' - 4)(x + 1) 

e (, + 2)(x - 2)(x + 1) 
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De la Ultima ecuación vemos que los ceros deftx) (los puntos de mlerscceión de 
la gr::Hica con el eje x) son -2. -1 y 2. Los punlos corrcspond1cn1t.-s en la grifica 
(,ca la figura 7) dividen el eJe .x en cuatro partes y se consideran los mtel'\alos 
abiertoll 

Al igual que con el trabajo con desigualdades de la sección 1.6. el signo de /(x) 
en cada uno de es1os mlcrvalos se puede dctcnninar usando uno tabla de signos. 
La gr.ifica de/se encuenlra encima del CJC ,. para ,alorcs de t" 1alcs que.J(x) > O y 
debajo del eje .x para toda xtal quc/(x) < O. 

lntrn•k> (-OO. -2) (-2.-1) (-1,2) (2.00) 

S1g.nodct+2 - + + + 

Signo de t + 1 - - + + 

S,g.nodcr-2 - - - + 

> 

Pos,c,ón Dcb.lJodcl l:.ncmi.a del Deba.JO del Encima dd 
de la grifica CJC 'C CJC 'C CJC 'C CJC .t' 

-+-<e++-+-+-l-+-H-++-+-++a:;. Al consultar el signo dc;1x) en la gráfica. concluimos que 

fix)>O s1.xesláen(-2.-l)U(2,xi) 

ft.x) < O SIXCSlá en (-'.C. -2) U (-1. 2) 

El uso de esta información lleva al Ira.Lo de la figura 8. Para encon1rar los puntos 
críticos en la gráfica, seria necesario usar eqwpo de cómpulo (como se h:ace en el 
CJcmplo 6) o métodos desarrollados en cálculo 

Ln gráfica de toda íunción con polinomios de grado 3 tiene un aspecto semejante 
al de la figura 8 o ucne una "crs1611 m,c111da de esa gráfica si el cocfic1cnte dcx1 es 
negativo. pero a ,eccs la gráfica puede 1cncr sólo una intersección en x o la forma 
puede c><pandirse, como en las figuras I y 2. 

QIIU/.iUI I Trazo de la gritka de una función polinomial de grado 4 

Seaj{.x) • .t" - 4.t' + 3.r'. Encuentre todos los valores de .x tales qucj{x) > O y toda 
x tal qucft.t) <O.y luego Lracc la gráfica de/ 

SOLUCION Para iniciar. factonzamosftx): 

/(r) • x4 - 4t"1 + JxJ 

• .r1lr: - 4f + 3) 

• x'(x - 1)(, - 3) 

A con1muaci6n se construye el diagrama ele signos de la figura 9. donde las \'Cr11ca­
lcs mdtcan los ceros O. 1 y 3 de los factores. Como el factor r siempre es posmvo 
s1 x + O, no tiene efcc10 en el signo del produclo y. por lo tanto. se puede omitir 
del diagrama 

(co111imía) 
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FIGURA.10 

FIGU~A t2 

RGUU.9 

S1 no Je 
S1¡m•) lk , - -' 
s,,nndc, - 1 

O 1 

Al observar el signo deJtx) en el diagrama. ,emos que 

/(x) > O sixcstácn(-,o. O) U (0. 1) U (3.oo) 

./{x) < O si.r l-Sll en(I. 3) 

Note que el signo dc./{r) no cambia en r - O El uso de cs1os da1os lle,a al 1ra,.o de 
la figura 10. ■ 

En el siguiente CJCmplo se constru)'C una gráfica de un polinomio conocil-ndo 
sólo su signo. 

DDmWWW Truo de la grjfica de un polinomio conociendo su signo 

Dado el diagrama de :.1gnos de la figura 11. trace una posible gráfica del polmo. 
nuo/ 

PIGU•All 

S noc.k 1 1 1 

-.1 1 ll 

SOLUCIÓN Como el signo dcftx) esnt>gatnv en el uucrvalo(-r, -3), 13 gcifica 
de/dcbcC$lnrdebaJ<J dcl eje r, como muestra la figura 12. Enel mlen•alo(-3, - 1). 
el signo de/{,.-) es pos,tn'O. de modo que la gráfica de/ está porenumu del eje .r. 

El s1g.no de/{x) 1amb1én cspos;rnv en el s1gu1cn1c mlervalo. {-1. 0). Por lo 
tanto. la gráfica de/ debe 1ocar el e Je x en el intersección - 1 en r y luego pcnnane­
ccr e,IC'imu del eJe .r. ( La gráfica de/es 1u11gt>nte:d eje x enx - - 1.) 

En el mlef';alo (0. 2). el signo dc.l(x) es negatnv . de modo que la gráfica de/ 
cs1á debaío del eje x. Por úhuno. el signo de/(x) es pos1tll'ó en el unen.a lo (2. oc) y 
la gráfica de/está encima del eJe . .-. • 

En el úl11mo eJcmplo se usa la runción 

Jtx) - (x + 3)(.1" + 1)2
( • .-)(x - 2) 

No1e la forma en que la gráfica de/se relaciona con las soluciones de las siguientes 
desigualdades 

Po~kl6a de 1• lriRu tn ttlati6n 
l>Nl11111dad ~•dó• co• d tjtx 

1))1:1"} > 0 (-3, -1) U (-1, 0) U (2. ~) 1-:nc1ma 

2)~,) ,e O (-3.0)U(2.x) Encima o sobre él 

J ) .,1:.r) < O ( -X, -3) U (O. 2} °""''° 
-'>A . .-> ~ o (-x,-J)U C-11 U(0.2) lkb3JO o sobre él 
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Obseí'e que lodo nümcro real debe estar en la solución de la desigualdad I} o la 
dc..-s1gualdad 4); lo mismo puede decirse de las desigualdades 2) y 3). 

En el s1gu1en1e CJemplo se usa una calculOOora grnficadora para es11mar coordc­
n3da3 de puntos importantes en urna gráfica. 

ijfj'l31'#·i Estimación de ceros y puntos de inflexión 

a) Estime los ceros reales dc/(x) = t' - 4 6.r + S.7lt - 0.656 a tres posiciones 
decimales 

b) Estime las coordenada:,, de los puntos cri1icos en la gráfica. 

SOLUCIÓN 

a) As1gnamos/(.x) a Y, y usamos una, cntana de ,isual17.ación estándar para obte­
ner un trnzo scmejanlc al de la figura 13a) Como todas las raices reales parecen 
estar entre O y J. se trazará de nue,o la grifica usando la \:entana [-1. 3] por 
(-1, 3 ). Esto nos da una pantalla semejante a la de la figura 13b). que muestra que 
hay sólo un punto de intcrM:Cc1ón con el CJC x y, por lo lanto, una sola raí¿ real. 
Usando la opción "zero" o "roo!'' se estima la ralz real como 0.127. 

FIGUIA1J 

,) [-15. IS)por[-I0.IO) bJ [-1 . 3) por [-1.3) 

j 

1 

b) Con el uso de la función "max1mum". se estima que el punto alto es (0.867. 1.497) 
y con la función de "mm1mum" se csuma qLtC el punto baJ0 es (2.200. 0 .312). 

En la sección 1.6 se rcsuch-cn desigualdades scmeJantes a la del s1gu1en1e ejem­
plo, pero nos apoyamos en gran medida en el hecho de que se podía fac1on7.3r de 
algün modo la expresión. Ahora usamos una calculadora graficadora para rcsohcr 
una dcsigu..ildad que contiene una expresión (un polinomio cüb1co) que no se foc-
1onza ft\c1lmcnte 

tiil'iQl•Q Resolución g:rific.a de una desigualdad 

Esumc las soluciones de la desigualdad 

6.r - lx-'< 2 

SOLUCIÓN Restamos 2 de ambos lados y consideramos la desigualdad equiva­
lente 

6.r - J:r'- 2 < 0 

(com,mia) 
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FIGUR.41-4 

[-2,J]po,[-3,JJ 

WWW Ejercicios 

A.signamos ful - 3.x3 - 2 a Y, y usamos la "cntana [-2. 3] por[-3.3) para oblc­
ner una pantalla semcJante a la figura 14. Vemos que hay tres puntos de intersección 
con el CJC x. Si se denotan con x 1• xi y x1 (x, < xz < x1). entonces las soluciones a la 
desigualdad están dadas por 

(x1,x2)U(xl"oc:), 

ya que estos son los intervalos donde Y I es menor que O (la gnifica es11i debajo del 
eje x). Usando la función zero o rool para cada in1ersecc1ón en x. se encuentra que 

x ,::::-0.SIS, x~ ::::: 0.722. x1 :::: l.793. 

[jer. 1-4: Tr:ue la gráfica de/ para el nlor indicado de, o a. Ejer. 11- 12: Relat'tont uda gráfica con una ttuadén. 

l /(.t) • 2.t ' +c 

.i) ' - 3 b) , • -3 

2 /M • -2.r' + e 

.i) e• -2 b) e • 2 

3 /lr) • ,u ' + 2 

il) o • 1 b) o • -f 

' /1.,) - = ' - 3 

il) u• -1 b) o•~ 

[ju. 5-10: UK t i ftor('ma del nlor intt'rm~io para dtmos• 
trar qut/lltne un <'tn:i tnlrt o f b. 

S /(.t) • x 1 
- 4., : + 3r - 2; u • 3. ·-· 

6 /M • 2x1 + fu' - 3: u• -3. b • -1 

8 /(r) • 2x• + 3x - 2; o • O, b • 1 

9 /M • x 1 + ,r 1 
- lx + 1: u • -2. b • -1 

10 /(.t) • x' - l,·• - 9., - 6; o • J. b • 4 

++ 
++ 

a) /(t) • x(.r - 2)2 

b) /(1) • -rl(.r - 2) 

e) /f.x) • (.r + l)(.r - l)(r - 2) 

d) ft.x) • (.r + l)(.r - lf(r - 2) 



+
<) , d)¾ 

\ 14 

-7 7 l 

-14 

a) /(.r) • t ~.r - 1) 

b) /(t) • - ,(., + 2f 

C) /(,:)• (X+ 2)(.t + l)(t - 3) 

d ) /{d • (x + 2~(x + l )(x - 1) 

[ju. 11--14: Ulilitt' la no1ad611 de Rttha pan dt'1tribir f'I 
comporlamlt'nlo final d t la fundón. No 1r.tt IH gr,fius. 

13 a) /(x) • 3x' - lt1 +6 

e) /{x) - 2."' + s~ - 3.t 

d) /1.,t) • -u+.r-4 

14 •> /(x)•3.r' - 2.r-5 

b) /(x) • -lr' - .r1 + 9 

e) /f.,t) • 2r+2.r-7, 

d) /(x) • -2.r + 3.r- 6 

Ejt'r. 1 S-JO: [nt ut ntrt iodos los n lom d t x t ales qur 
/ti')> O) todax tal qut'jtl') <O. )' lract' la cr , nn d•/. 

1S /M •¾,'-2 16 /(.t) • -!t ' -3 

l7 /(t) • -¡¡,• + 1 

19 /tt) • x 1 
- 4 t : 

21 /(t) • -,1 + 2.(1 + &, 

22 /M•••+J,'-4r 

20 /(,,r) • 9.t - x ' 

23 /(t) • ¾(x + 2)(x - 3)(1· - 4) 

2A /(.t) • -i(• + 4 )(.r - 2)(x - 6) 

2S /(.t) • .1 ' +211 - -u -8 

26 /(.t) • .11 
- .ll - X+ 1 

27 /(.t ) • .11 
- 6.r 1 + 8 

21 /{.t) • -,• + 12,1 - 27 

3.1 Funclonnpolll'IO'nlilndegrldoffllf'J'QUt'2 191 

29 1c,J - re,+ 2x,· - 1)~, - 2) 

30 /(t) • .t1(t + 1)1(.t - 2}(.r - 4 ) 

t: jrr. 3 1-Jl: Tratt la gráfica de una fundón pollnomlal t'n e l 
diagrama d t signos dado. 

31 

1 1 

-4 O 1 

32 

• 1 1 

33 a) Tncc una gráfica de 

}M =- (t - a)(t - hXt - e-). 

dondea < O < h <, 

b) t,O.úl es lt. mtcrse«IÓn con d CJC ,,? 

e) é,Cuil es l.1 saloc16n de~,) < O"I 

d) to Cuál es !:a $Oh.tetón de ~t) ii!:: O? 

34 a) Tnce la grifica de 

_At) - ( t - (IY(_t - b)(t - t"), 

dondcu < h < O < c. 

b) e.Cu.U es la mlcn«clÓn con el CJC, '! 

e) é,Cuil a la 50Juc1ón aft:r) > 01 

d) toCujl es la soloc1ón a {(::r) s O., 

35 Sc11 ft.t) un polinomio ial que el cocfic1cn1c de toda potencia 
impar de , es O. Demuestre que /n una fonc1ón p.-ir 

36 Sea f(.t') un pohnonuo tal que el cocfic1cnte de toda potcnc1:s 
par de , c:s O. Dcmuc:slrc: que/ es un3 función impar 

37 S1J{r) = lr' - A:...-1 + r - 5!. encuentre un numero l tal que 
la grifica de/contenga el pun10 (-1. 4) 

31 $1 Ax) = h ' + rl - .b- + 2. encuentre un número .t tal que 

la grífica de/contenga el punto (2, 12) 

39 S1 un cero de Atl = _.,, - lr - 16..- + 16,I; es 2. cocucntrc 
otros dos caos. 

40 S1 un cero de Ax) - ,r - 1r - lc:r + 12 es -2. cncucnlrc 
Olnn: dos caos. 

41 Un pot ttnio d, lf1t-ndn- f:I pohnonuo de tercer grado de 
LcgcndrcP{x) = 1;5r' - lt) scprcsmlacn la solución de pro­

bkmas de IJ'3t\SÍc-rtnelól de caklr en fts.ca e ingcmcria. Encucn­
lr't 1o«m, los\.11kxl:$dc t tales que P{t) > O ytodJ .- tal que 
P(r) < 0,ytracc Lagrífica de P 
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42 Un pt .,.. rfTllio de Ch!Pbydw. El polmom10 de cuano grado 
de Chcbyshcv .,A:t) = 8.l"' - 8.r' + 1 se pmcntl m amchos 
de csl.ld1s11ca Encuentre lodos los ,alorcs de .t 1.1.les que 
.,A:t) > O (5',get'C'1K'/a· ioea: = .'ryu.scla fórmulacuadr.h1ca) 

43 Constnu:.uón de- UT'a c:itja 1k una ptc7..a reccangular de car• 
16n que llene d11ncns1oncs de 20 X JO pul¡acbs. se fabncari 
Wl,I c:aJa ab1cn.11 1I cortar cuadrados 1dént1cos de área r de 
cada esquina y ,ohcar hacia amba los lados ("ca el cJcrcic10 
65 de la sección 2.4) 

a) Demuestre que el \Olumcn de la caJa csú dado por la 
función l1t) "" t120 - 2.t)(JO - lt) 

b) Encucntrc iodos los valores pos1tl\·os de x tales que 
llt) > O y trace la gráfica de JI para t > O 

44 Coru.truuión 6t u.na reja d madHa El bas11dor para una 
f'C'JI de embarque se oonsuuui con 24 pies de maden. de 
2 X 2 (\O la figura) 

a) S1 1:1 rcJa debe 1c-ncr ex1rcrn05 cuadrados de t pies de lado, 
cxptt5e el ,·olwncn cxtttlOC' l 'de la f'C'JJ como función de 
t (no constdcre el ~de la madcra) 

b) Trace lagnifica de 11 paru > O 

4S O.tem,1nac10n d,, tf1111H>f'nturas Un meteorólogo deter­
mina que la temperatura T (en ºF) para cu:rto pt.-r1odo 
de 24 hora., en mvicmo es1u,o dada por la fórmula 

T=~t - 12)(1 - 24)para0 ~ , ~ 24.dondctesclurmpo 

en hor:ll y t = O corresponde a las 6'00 "·"' 

a) ¿Cuindo T > o y cuando T < 07 

b) Trace la &rifica de T 

e) Demuestre que la 1cmpcra1ura fue 32 • f en alg\lll momen10 
entre las 12 del mcd1odia y la 1 00 , .w. (Sugt'n.:M"ia usccl 
1oorcnu del vakw m1c-rmcdio ) 

46 F'1!.tio'1 de lrattlp. Un cla,ad1st11 está de pie en el 
extremo de un 1rampolln antes de lanzarse al agua. La nc­
x1ón d del tnampolm en Wl3 posición • J p11.•s del extremo 
estaciooano htá d3da por d - t'.r(JL - s ) p;ara O '!. s '!. l. 
donde L es l:a longnud de la tllbb y ,. una constante pm:mva 
que dcpcndc del pe.so del cland1su1 y de lu propiedades 
ílsteH de la tabl11 (,ca la figura) Supong:a que la tabla mute 
10 pies de largo 

EJERCICI04' 

a) S1 la Oe,:ión m el cxln.-n"IO de la tabla es I pie, cncuent~ r-

b) Demuestre qlJ(' la nc,uón es ½ pie en algWI punto entre 
1 = 65y.1 = 6.6 

47 Pollf 'ti de V"IM'l.1,tlos Un rcbai\o de 100 ,cnados se 
muoducc en una pcquclla isla Al pnnc1p10. el rcbaAo 
aummt;i ráptd:uncn1c. pero con el 11cmpo los recursos 
.5C consumen y la pobbción d1sm1nuyc. Supong.11 que el 
númcro A(t) de , ·cnados después de , :años está ibdo por 
A"(,) = _,.+ 21r + 100. donde, > o 

a) lkicnnmc los valOtCS de t para los cuales ¡\,1) > O y Ir.lec 
la griíica de: ,\ 

b) l la poblactón se cxtmguc'> S1 es asf, ¿cu!ndo? 

48 ,_ """'" ... .,, 1.acli Rnni1asc d CJCfCtCIO 47, Se puede 
dnnoslrar por medio dd dlculo que 1:, tasa R (en ,cnados 
por aAo) 1 1:1 que cambia la población de \enados, en d 
t1e1npo ,. está dada por R = - 411 + 421 

a) ¿,Cuándo dcJ.11 de crcctt la poblac,007 

b) De1crm1nc los nlores poslll\ os de, pa111 los cuales R > O 

49 a) Con~IN)':3 una ubla que contenga los valores de los poli• 
nom1os de cuano grado 

ft,)=2.---. 
g(.1:) = u• - sr + 1. 
h(.,1 = 2.l" + s.r - 1. 

J."{.r) = U - r' + 2.t. 

cuando x = !:20, !:40 y !:60 

b) Cuando crece ~t'. (,Cómo son los nlOl"t"S de cacb función 
al cocnpanrlos cnu-c sí't 

e) 4,NI 1émuno ucnc la nu)or 1nílucnc11 en el valor de 
cada función euando .t' l'S gnande'> 



SO a) Grafiqut los pohnom,os cúbicos 

,1,¡ = Jr, 
g(.r) = - J"C' - lr + l. 
h(r) = Jl"'+ r-1. 

en el mismo plano de coordcn.ad:u US3ndo cada una de 
W s1gu1en1es \cnian:u de \ (j;WllhZ3Ci6n: 

1) [-2.2 po,[-2.2 

2) [-10, I0)po,[-10, 10 

3) [-50. 50, I0)po,[-500. 5000, 1000, 

4) (100.100. IOJpor[- S X 10\S X 10'. IOj 

b) Cuando 13 vcn1am de nswhzac1ón aumenta de 
tam:mo. ¿cómo son las grificas de las cu.airo func~ 

ncs al compararlas entre sí" 

e) (,Cuil ténmno 11cnc la n1a)or mflucnc1a sobre el ulor 
de cada función cuando q fS grande? 

51 a) Grafiquc cada uno de los s1gu1mtcs pohnomms cub1cos f 
en 13 \Cfll.ln..1 de \oUU.1h23CIÓn f-9, 9) por (-6, 6) 

l) Jtt) = x1 
- r+ 1 

2) Jt,) = -,'+-t.r-J,-1 

3) /(.,) = 0.ltl-1 

4) /(tl = - r+ 4,+ 2 

b) Come111c la forma de la ¡rif,ca de / cuando crece 
(' 

e) 11:ig;i una gencn.h7.ación acrn:-a del componan11cnto fi113.J 
de La functÓll}tt) = a.r + 1tr + r.f" + d 

S2 a) Trace la gri.fo:a de cad.1 una de las s1gu1en1cs func,ooes 
pohnommlcs/dc cuano arado en la pantalla (-9. 9J por 
1- 6,6) 

1) ft,t) -= - x- - 2r + s.r + 6.r - J 

2) /(,) = t' - l,1 + 1 

3) Jtr) = -½t' + 2.r - r + 1 

4) ftx) = t~ -½-r - tr + }r + 3 

b) Comcn1e la forma de la gnifiea de/cuando crtee lrl 

e) ll11g.1 w11 gcncrah1.aci6n acerca del con1ponanucnto final 
de lafunctOll,1.r) = a.r" + b:r' +et'-+ de+, 

f.jrr. 53--56: C r•fiqur / y H limt' tus l'.t>r0$. 

Sl /(_tl=,r1 + 0lr - 26.r + 1.1 

S4 ft.t) = -1"+4r-1 
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SS /(x) • ,'-11 + 1 

S6 /M • lr' - 4 r 1 
- lr + 1 

Ejrr. 57-60: Ct•fiqur /) H l lnH· iodos los nloru de ·'" 1a lH 
quc-j\x) > k. 

57 /(x) • --·' + 5.1 - 2: ,-, 
SI /(r) • 1• - 41 1 + Jtl - 8.1· + 5, i • J 

S9 /(x) - ... - 2., 1 + 10.r - 26; k - -1 

,l - -2 

.. : jc-r. 6 1➔2: GnRqur/) I sobrt f'I mismo plano dr t"OOrdrna­
dn) n limt> lot punlM d c- lnlt>rsn'Ción. 

61 /(t) • , 1
- 21~ - 1.5, + 2.8; 

g(.r) • -_,, - IJ,:: + 2.r + 2.5 

62 /(x) • ,• - .S,2 + 4: 
g'(t) - ,. - J.,1 

- 0.25t: + J.75., 

63 ~~n 64 rvKiomtdko Lafunc1ón/dadapor 

ft_r) = - 0.000015:l - 0.005=1 + 0.75: + 2].5, 

donde: = '" - 1973, aproxima el numero lotul de btncfic1a­

nos dcscf\lCIO medico en millones. de r = 1973 ar = 2005. 
Hubo 23,545,363 bcncfic1anos en 1973 y 42.39-1,926 en 
200, 

a) Grifique / y comcn1e la forma en que el numero de 
btncfic1a.rios de scn1c10 médico ha c:unb1a.do en este 
pcnodo 

b) D1~1\c un modelo ltnea.l $Cn1CJ&nlc a./quc 11pro:umc el 
número de brncfteuanos .:,Cuil modelo es Ns mima? 

64 PartiupantH dtl ,ro1ram• Con V•rna,Ja, La función f 

"""""' 
_A..T): - 0 11 ~ - 46,r1 + 4000:c-l - 76,000.t + 76(),00() 

.apro:um:1 el numero total de mflos en edad prc,cscolar que 
pa.rt1C1JW1)0 en el progmma gubcnumcntal t-nut 1966 y 
2005, doodc :r = O corresponde al afio 1966 

a) Grafiquc / ton el 1ntcr.alo (O, 40). Comente córno h3 
cambiado el numero de pathc1pan1cs cr11rc 1966 'I 2005 

b) Aproxmic el número de mi\os ,nscnto, en 1986 

e) Estime gráficamcnlc los aflos en los que hubo S00,000 

mtk.>s 1nscrnos 
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Propiedades 
de la división 

fJEMPl.O' 

1 Algoritmo d• división 

1 -.-•-··· 

En es1a sección emplcamosft:r),g(:r), etcétera. para denotar poi momios enx. Sit'(:r) 
es un faclor dcj(:r). cntoncesJ(x) es dh'isible enlre g(:c). Por eJcmplo. _(' - 16 es 
divisible en1re .r - 4. entre: .i'- + 4. entre t + 2 y entre x - 2. 

El polinomio:t - 16 no es divisible cn1rc r + 3.t + l. pero podemos usar el 
proceso llamado dh"b:i6n luga para encontrar un coc1e11II! y un rrsid110, como en 
los sigutcntes CJcmplos. donde se han mscnado términos con coeficientes cero. 

División larga de polinomios 

tT _ h+ 8 -~ x~ + 3t' + t ! 

-3\ l - t! 

-3t' - 9t2 
- lr 

8.r1 + Jt- 16 
8x:+24x+ 8 

-21x - 24 

El proceso de d1, is1ón larga concluye cuando se llega a un polmom10 (el resi­
duo) que es O o tiene un menor grado que c:I di, 1sor El resultado de la división larga 
del CJemplo precedcme se puede escribir 

,' - 16 ( - 21, - 24) 
, , + J.. + 1 • (x' - 3., + S) + x' + J., + 1 

Al multiplicar ambos lados de cs1a ecuación por r + lt + 1, ob1cnemos 

x'- 16 - (x!+3x+ 1x.r-3x+ 8) + (-2 1x -24) 

E.sic CJcmplo ilus1r:t el siguiente 1oorell\3. 

Si/{x) y ¡,(t) son polmomios y si p(x) +O.entonces existen polinomios lmicos 
q(t) y ,(.t} tales que 

JI,,) - ,~,) q(.,) + ,(<). 

donde r(:c) - O o el grado de r(x) es menor que el grado de p(x}. El polmom,o q(x) 
es el cocicnlc y r(x) es el rcslduo en la división dc/(.t) cn1rc p(.t). 

Un caso especial ú1il del algonuno de d1, 1sión para polinomios se prcscn1a si 
/(t) se divide enlrc x - c. donde e es un número real. S1 t - e es un rac1or dc./(x). 
entonces 

/(,,¡ • (x - c)q(x) 

para algún coc1en1c q(t) y el residuo ,(.t) es O. Si t - e no es un fac1or de_At). 
cn1onces el grado del residuo r(x) es menor que el grado de x - e y. por lo tanto. 
r(.r} debe lencr grado O. 1:.sto s1gmfica que el residuo es un número diferente de 
cero. En consecuencia. para toda x - e tenemos 

ftx) • (x - c)q(x) + d. 



T~ema del residuo 

Teorema del ractor 
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donde el residuo des un nllmcro real (posiblcmemc d - 0). Si susrnuunos e por x. 
oblcncmos 

/(<) • (r - r)q(c) + d 

•O·q(r)+d 

• O+d • d 

Esto demuestra el s1gu1entc teorema. 

S1 un pol ioom,oftx) se divide cntrex - c. entonces el residuo esftc) 

IJH'l41•11 Usodelteoremadelreslduo 

Si/(x) • x1 - 3_r + .\' + 5. use el teorema del residuo para enconiror/(2). 

SOLUCIÓN Scgün el 1corema del rcsiduo,fi.2) es el residuo cuando ftx ) se divide 
entre x - 2. Por división larga. 

.\'
2 

- x - 1 

t .?) 

En consecuencia,ft2) - 3. Este hecho se puede comprobar por sus111ución directa: 

fl2) • 2' - J(2Y + 2 + s - J 

Usaremos el teorema del residuo para dcmoslrar el s1gu1cnlc resultado 1mpor• 
tante. 

Un pohnom10/(.r) 11cnc un factor x - es, y sólo s1/(c) • O 

DEMOSTRACIÓN Por el teorema del residuo. 

fl.t) • (., - c)q(x) + flc) 

para alg(m coc1en1c q(x). 
S1/(c) - O. cntoocesftx) - (x - c)q(x). cs10 cs,x - e es un foc1ordcft\'). Rccl• 

procamcntc. si x - e es un f:Jctor de J{:ci cnlonccs el residuo de la división de ftx) 

entre ·" - e debe ser O y. por lo tanto, por el teorema del res1duo,ftc) - O. 

El 1eorema del factor es útil para encontrar factores de polmo1mos. como se 
ilustra en el situicnte e,cmplo 
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DirKtrices para la d ivisión 
sintftiude 

ar.+ ".-rr' + ... + ª r't" + ª• 
enlre.r- e 

U.ilWi:&I Uso del teorema del factor 

Demuestre que x - 2 es un ractor de/{.r) - x' - 4r + Jr + 2. 

SOLUCIÓN Como/(2) - 8 - 16 + 6 + 2 - O. \·crnos del teorema del factor que 
t - 2 es un íactor dc/(t). Otro método de solución seria d1..,id1r/{x) entre T - 2 y 
dcmos1rar que el residuo es O El cociente de la di\isión serio otro íac1ordc/{x). • 

Qil'fJ!•II Encontn1r un polinomio con ceros prescritos 

Encuenlre un pohnonuo/{x) de grado 3 que lenga ceros 2, -1 y 3. 

SOLUCION Por el 1corcma del faetor.ft:r) llene faeton..--sx - 2. x + 1 y x - J, Por 
lo tanto, 

Jlx) - u(x- zx, + 1x,- J). 

donde cualquier\ alord1íerente de cero puede ser asignado a u. Si es1ableccmos que 
u - 1 y mult1phcamos, ob1enemos 

.11.,) - x> - 4.r + , + 6 

Para nplic:n el lcorema del residuo es necesario div1d1r un pohnom10}1.T) entre 
r - c. El método de dh isi6n sinlt tira se puede usar para simplificar este 1rabajo. 
Los directnces siguientes expresan cómo hacerlo. El método puede JUSllficarsc por 
medio de una cuidadosa (y prolongada) comparación con el mé1odo de di\1s1ón 
larga. 

l . Comience con lo siguiente. cscnb1endo ceros para cualesquiera cocficien1cs 
faltantcs del polmom10 dado. 

2. Mult1pliquca. porcycoloque el produc1oca. debajodcu. 
1
, como lo md1ca la 

ílecha en el siguiente diagrama. (Esta Occha. y otras. se usan sólo para aclarar 
estas dircctnccs y no aparcccci en d1v1s1oncs smté11cas í!SJH!Cificas.) A conll­
nuación. encucmre la suma b

1 
• ª• , + ca. y colóqucla bajo la linea como se 

mdica, 

!Ja. "•-1 "•-: 
et,. cb1 cbl 

3. Muh1plique b
1 
por e y coloque el producto cb

1 
deba JO deº•-:• como lo md1ca 

la segunda flecha. Luego. encuentre la i.uma b: - º• : + cb
1 

y colóquela 
baJO la línea. como se indica. 

•· ContmUC este proceso. según lo indican las flechas, hasta obtener la suma final 
r - u, + cb •. .- Los números 

(co1111miu) 



L,,,Jn n .,mi, ltcCI no s1nt111ot' 

J u,,a dnuwn "lfl:a umpf~m, •TI 

11n "" 10,ltJ ma, n1p1,l1) • • • 
"'f'lu Jhl w/rJ , anda I 
ft la formo , , 
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" ·· b l . b!. .... b. 1• b. I 

son los cocficicn1cs del coc1cn1c q(x): cs10 es. 

q(t) - a/ 1 + b~ : + ... + b. ~t + b. 
1
• 

y res el residuo. 

Los s1gu1entcs ejemplos ,lustran la división smtét1ca para algunos casos espc­
ci:lles. 

1#11\GIPCI Uso de la división slntttic;a p,¡n encontrar 
un cociente y un residuo 

Use la dn 1s1ón sm1C11ca para encontrar el coc1cn1e q(.r) y el residuo r s1 el polino­
mio 2t"' + S.t"' - 2x - 8 se d1\1de entre x + J. 

SOLUCIÓN Comocld1\iSOrcsx + 3 - x - (-3). el ,alordc ccn la expresión 
.r - e es - 3. En consc..--cucnc1a, la d1, ISIÓn smté11ca toma esla fonn:1. 

=1J2 O -2 -8 
-6 -9 33 

2 - 1 -11 25 

Como se md1c6. los pnmeros cuatro mimeros del tercer renglón son los coeficientes 
del cociente q(x). y el úhimo número es el residuo r. Así. 

Lo d1\lsión sintética se puede usar para encontrar ,alares de funciones pohno­
mialc~. como~ ilustra en el siguien1c ejemplo. 

iili!i4i•Q Uso de la división slntttica piln encontrar 
valorfl de un polinomio 

Si/{.r) - 3.r\ - 38.1""1 + s.r - 1. use la di,•isión s1nté1ica para cnconlrar/(4). 

SOLUCIÓN Por el lcorert\3 del rcsiduo./{4) es el residuo cuando.l(:c) se d1v1de 
entre x - 4. Al d1v1dir smté11camcntc, obtenemos 

.iJ3 O -38 O -1 

12 48 40 180 720 

~ ?_!.9 

Por cons1gu1cn1c./(4) - 719. 

La dt\lisión smtéuca se puede usar como ayuda para cnconLrar ceros de polino­
mios. Por el mé1odo que se alustra en el ejemplo anterior./(c) .,. O s1 y sólo s1 el 
residuo en la división smtélica entre x - e es O. 
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FIGURAl 

equfralr 
para/{aJ 

nrun w 
n¡utmlr 

OtflC O"'lf Sf, 

f/a/ 

[-IO. IO)po,[-IO, 10) 

l 
\ 

DmLIBlli Uso de la división sint~tiu para encontrar ceros 
de un polinomio 

Dcmucs1re que - 11 es un cero del polinomio 

Jl-<) - .-'+8x' - 29x+ 44 

SOLUCIÓN Al d ividir sinté1icamen1e cnrre x - ( - 11) - x + 11 1encmos 

.=.!.!J I -29 44 

- 11 33 - 44 

-3 O 

Por lo 1anto,/( - I I) - O, y - 11 es un cero de/ 

El CJemplo 6 muestra que el mimern - 11 es una solución de la ecuación 
r + 8r - 29x + 44 - O. En la sección 3.4 se us.ará división sintética para encon­
trar soluciones racionales de ecuaciones. 

En esta etapa usted debe reconocer que los tres enunciados siguientes son cqui­
, alentcs para una función polinomial/ cuya gráfica es igual a aquella de la ecuación 
y - Jlx). 

1) El punto (o. h) está en la gráfica de/ 

2) El valor dc/cn x - a es igual a b; esto es,/(a) - h. 

3) Si/(x) se divide entre .r - a, enlonccs el residuo es h. 

Además, si b es igual a O. cn1onces los siguientes cuatro enunciados también son 
equ1valcn1es. 

1) El número a es un cero de la función/ 
2) El punlo (u, O) está en la gráfica de/. esto es. u es una intersección en .r. 
3) El número a es una solución de la ecuaciónft.r) • O. 
4) El binonuo .r - a es un factor del polinomio/(:r.). 

Usted debe familiarizarse con estos enunciados hasta el punlo en que si sabe que 
uno de ellos es ,erdadero. pueda recordar y aplicar fácilmenle cualquier enunciado 
equivalente apropiado. 

üll\ta!•M Relación de una gr.tifica con una división 

Use la gráfica de 

Jlx) - 0.5x' + 3.Sx' - 5.Sx' - 7.Sx' + 2, + 2 

para aproximar (a dos posiciones decimales) el residuo si /{r) se divide cnlre 
X+ 1.37. 

SOLUCIÓN Asignamosft.r) a Y1 y graficamos/con una ,en1ana de visualización 
estándar. como se aprecia en la figura 1. De la discusión precedente sabemos que 
para encontrar un residuo b med1an1e una gráfica, se debe eneonlrar el punto (a, b) 
que corresponde a dividir/(.r) entre .r - o. En este caso a= - 1.37, y el punto sobre 
la gráfica con abscisa - 1.37 es aproximadamente (- 1.37, 9.24). En consecuencia. 
el residuo bes aproximadamente 9.24. 
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La fomu más fáci l de encontrar el residuo usando una calculadora groficadorn 
es snnplemcnle enconlrar e l , nlor de función Y I cuando x - -1.37. Sin embargo. 
el propósito de esle eJemplo era serullar la relación gn\fica con el proceso de d1vi• 
MÓn • 

lid Ejercicios 

Ejer. 1- li: Enc:ut'nt~ rl coclH tl' ) rn iduo ti Jlx) ff dhidt' 22 grado 3; ceros - 3, 0.4 
entrtp(.~). 

3 /(x} - 3r' + l, - 4; 

p(.r) - lr1 +-' 

S /V.)- 7.t + 2: 

p(x) - ..-1 
- 1l + 9 

Ejer. 9-12: Ust t'I ltortm11 del r Hlduo para t nconlrar ft r). 

9 /(1) - 3...-' - , : - ,&; t' - 2 

10 /{x)- 2t1 + -Ir ' - 3r - I ; I' • 3 

11 /{\) - f
4 - ful+ -h - 8; e• -3 

11 /M • r' + :h l - 12; e• - 2 

Ejer. U- 18: Uw l'I tHlrt ma del íat lor para demostrar qut 
x - r n un í1ctor dt'ft._.). 

13 j(, ) • .t 1 + X: - 2' + 12; t' • -3 

14 /(\) • t 1 +r:- llr+ IO, c-2 

15 /(.() - , •J - 4096; e• -2 

16 j().) - ..-' + ION.. e • - 4 

17 /V-) - ,• - 2.l 1 + 3.t - 36; e • 3 

23 gra<lo 4. ceros -2, ~1.4 

24 grado 4. ccrm-3.0. 1.5 

Ejrr. 2S-J2: Use 11 dhlslc\n 1in1é1lca pan enconlrar rl «K"lcnle 
) mlduo si el primer pollnon1lo st dh•ldt t-ntrt t-1 K'SUndo. 

2S b-1 - 3( J + 4 , - 5; , - 2 

26 lx1 + IO.r: - 7.t + 8; ., + 4 

29 Jx' +(u'+ 7; I" + 2 

30 -2.r• + IOr - l; ' - 3 

t:jtr. J~O: Ust la dh blc\n d n1é1ka para t'DCOnlnr Jtr). 

34 /(x) • -t
1 + 4x: + t: t' - -2 

3S /(x) • OJ,1 + 0 .-lr. r • - 0.2 

36 /(x) - O h 1 + 0.5.r r- 0.3 

11 1,,> - 21r + 2.r + 1 (" - t 
]8 /{,t) • 8.1"1 - Jxl ♦ 7; l'•; 
39 /(x) ""' ..-i -+- 3x - 5; r- 2 ♦ \/J 

40 /(x) - x 1 - 1 r? - 8: r•l+\/'2 

Ejer. 19-24: Enrueotre 110 po llnomloft-~) too COl'fid rnle prio• Ejer. 41--U: UH· la dhMón siol~tk 11 pa ra d t'moilnr que r H 

clpal 1 y que lt'nga C'I ¡ndo y ceros dados. un ru o de)tx). 

19 grado J. ceros -2. o. 5 

20 grado J; ceros ~ 2. 3 

21 grado l. caos :::3. 1 

41 /M • 31' + Sx' - lt1 - 10.r + 4, , . • - 2 

42 /(x) - -1 .-1 - 9(: - 8.t - 3; 

43 /(x) - 4..r1 
- fu!+ 8.r - J; 

l ' •) 
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[ju. 45- Ui: Encuenlrt lodos los , alort"!I dt k l a les qu«-Jlx) su 
dMiiblt t nll"l' ti polinomio linral dado. 

4S /M-.trJ +.t1 +1.2r+3k1 + 11; t+2 

46 /M • A::.t1 
- 4.U + 3: ,. - 1 

Eje r. 47-'8: Dt':muHlrrqut x - r no e, un fulor dtft . .-) p■ra 
algún n6mtro rul ~-

47 /{r) • 3., .. + .r' + !'i 48 /{1) • - .,"' - J.r' - 2 

49 Encuentre d res.duo s1 el pohnonuo 

.)f~ + 5.tn - 41 ll + 2t" - 6 

t:jer. 50-52: lise el IN>rem■ dt"I f■l"lor pan nrifinr el enun­
d1do. 
SO 1" - , es un foccor de '(' - , .. pan11 lodo entero posnno n 

S1 1" + ,. es un factor de l'" - , ... para todo micro pos,m o p:1r" 

S2 :x + ,, a un factor de x' +_V-para todo entero pos1t1, o 1nipar" 

S3 Sea Pf,,. JI un ponlo en el pnmcr cuadrante en) = 6 - r, y 
cormdcre el sc-gmcntode ttcl.3 ,cr11c■-I PQquc: se nmcslr.t en 
la figuu 

ai} $1 PQsc hace g uur alrcdtdocdcl CJC 1. dctennmc el ,olu­
mcn J'dcl c1hndro rcsultan1c 

b) ¿Parn qué punto P(t,_1) con ,j I el ,olum1..-n Ydcl n1e1w 
■) ~ ,¡ual que: el ,olumcn del c1hndrodc radio I y altura 
S que se muestra en la figura" 

fJUCICIO 

S4 RHutr-ncia d~ una wi1■ UI rcs11tcnc1a de wu viga rccran• 
gul.:i.r et: d1rectan)cnte proporc1on:il al producto de su ancho 
por el cuadrado de la rrofundid3d de una sccc1ón trans,crsal 
(,·ea b. figura). Um viga de I .S pies de ancho se ha conado 
de un 1ronoo c1llndnco CU)'O rad1<> es de I pie- Encuc.."tllrc el 
ancho de una scgund.:i. vig.:i. mcuingular de 1gu.:i.l rcs1s1cnc1a 
que pueda haberse cortado de I tronco 

EJERCtclOS4 

SS Arco parab6llco Un arco llene ta ronna de la parábola 
• = 4 - x1 Un rcctingulo se aJUSl.3 ba)O el arco al seleccio­
nar un punto (.t". ,-) c::n l:i paribola (,ca la figura). 

ai) b:prtsc el i.ft'a A dc::I rcctangulo en 1cnnmos de r 

b) S, r = l.el rectángulot1cnebaS4: 2 y al!un J.1-.ncucnlte la 
base de un segundo rectángulo que tenga la misma irea 

EJH◄ ICI SS 

S6 Dtm.n,ior,es di una t. rnull Una 1ablc1a de aspmna en 
forma de c1hndro cm:ular r«lo hcoc ahura de:: f ccndmctro 
y r.r.d10 de ½ ccn1lme1ro. El fobncamc también desea , ci~ 

dcr L1 aspmn:t en íorma de clpsul:1. l.a cual debe mOOtr ¡ 
ccndmctros de l.:i.rgo. en fomu de cilindro c1rcul2r rcc-10 con 
scm11."Sfm1s u.nKb.s en ambos extremos (,ca la figura) 

1) S1 r dcooca el radio de un hcnusfeno. cncucn1rc um íór• 
mula para el , olumcn de la c:ipsula 

b) Encuentre el racho de la cápsula para que su \olumcn sea 
i¡ual al de la tabkta 

EJUCICI S 

,._lcm~ 

' ' ' ' 
] 
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t:ju. 57- 58: UJC" la ¡:ráfia dt'/p■ra apro:dn1■r C"I n-siduo Ji/ t:ju. 5~: UJC" la gráfica dr/ pu• aproximar todo, los n~ 
1t di\ kit tnln x - 0.21. res d t k Caltt qut /f.x) sta dhblblt tnlrt r.l pollnomlo llnul 

dado. 

57 /tr) • x" - 1.9x' - 0.8.t• + x 1 + 1.2.r - 9.81 

Ceros de polinomios 

1 Teorema lundamental d•l llg•bra 

L~ ct'ros de un polinomioft.r) son las soluciones de la ccuación/{x) - O. Cada 
cero real es un punto de mtersccción de la gráfica de/con el CJC x. En campos de 
apl1cac1ón. suelen empicarse calculadoras y computadoras para cncon1raro aproxi• 
mar ceros. Antes de usar una calculadora es con,.cnicntc conocer qué tipo de ceros 
esperar Algunas prcgun1as que se podrian fonnular son 

1) ¿Cuántos ceros de/(x) son reales y cuántos imaginanos? 

2) ¿Cuán1os ceros reales dcftx) son posithos y cuántos ncga1hos? 

3) ¿Cu3n1os ceros reales dcftx) son racionales y cuántos 1rrac1onales? 

•O ¿Los ceros reales de/{i"} son grandes o pcquci'los en valor? 

En esta sección y la siguiente se es1ud1arán resultados que ayudan a contestar algu­
ll3S de estas preguntas. Estos resultados fonnan la base de la 1eorü1 de t'C'11ado,,es 

Los teoremas del factor y del residuo se pueden extender al siMema de números 
complcJOS. Asf. un número complcJO e: - a + b, es un cero de un polinomioftx) 
si y sólo si x - e es un fac1or de J1.1"), Exccp10 en casos cspcc1alcs. los ceros de 
polinomios son muy d1tic1les de cncomrar. Por CJcmplo. no hay ceros ob, 10s 
deft.1") - r - 3.t" + 4.r1 

- 4x - 10. Aun cuando nose t1eneuna fónnula que pueda 
usarse paro cncon1rar los ceros. el sigu1cn1c toorema expresa que hay por Jo metHJ.$ 
un cero e y. en consecuencia. por el 1corcma del foc1or • .ft.1") tu~nc un factor de la 
forma x - c. 

Si un polmomio.l{.1') 11cne grado pos111,·o y coeficientes complcJOS, cn1onccs/(,") 
11e1lC por lo m enos un cero compleJO. 

La demostración es1ándar de este teorema requtere resultados de un campo 
avanzado de las matcmá11cas llamadoj,mciones tk w,riablr compleja. Un n..--qu1• 
sito previo para es1udiar cs1c campo es tener conoc1m1c111os sóluJos de cálculo. 
La primera demostración del teorema fundamental del álgebra fue dada por el 
matcmát1co alemán Carl Fricdrich Gauss (1777-1855). considerado por muchos 
como el más grande matem:i1ico de lodos los 11cmpos. 

Como caso especial del teorema fundamental del álgebra. si iodos los cocficicn­
lCS dcftx) son reales, cntonccsft.1') tiene por lo menos un Cl"rO compleJO. Si a+ bies 
un cero complCJO, puede ocumrque b - O. en cuyo caso el número a es un cero real. 

El teorema fundamental del álgebra hace posible que. al menos en 1coria. lodo 
polinomio .ftx) de grado posi1i,o se C..'(prese como un produc10 de polinomios de 
grado 1. como en el Mgmcntc 1corcma. 
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TNrema de factorlzaclón 
completa para polinomios 

Si.ft.r) es un pohnom10 de grado n > O.entonces cx1s1cn n nllmeros compleJOS c
1
• 

ci, .. .. c. 1:1les que 

/(<) - t1(.r - c,)(x - <:)· · -(, - <J. 

donde o es el cocfic1entc pnoc,pal de/(x). Cada nllmeroe, es un cero de.ftx). 

DEMOSUACIÓftil S1fix) l1cnc grado n > O. cnlonces. por el teorema fundamental 
del álgebro.j{.r) tiene un cero complejo c1. En consecuencia. por el teorema del 
factor . .ft.r) tiene un factor :e - c

1
; esto cs. 

/(.,) • (x - c,)J,(,). 

dondef.(:r) es u11 pohnom10 de grado n - 1. S1 n - 1 > O.entonces. por el mismo 
argumcnto.f.(t') tiene un cero compk~JOCi y por lo 1anto un factor x - c

1
• Asl. 

/,(,) - (r - c,)J;(r). 

dondcfz(,) es un polinomio de grado" - 2. En consecuencia. 

/(•) - (x - <,)(r - e,)/,(<) 

Contmuando con este proceso. después den pasos se llega a un polmom1of..(:r) de 
grado O. Por lo lnnto.f.(x) - a para alglln número a d1fcrcntc de cero y se puede 
escribir 

/(x) • t1(.r - c,)(.r - e,)·· · (.r - <J. 

donde cad:1 número compleJO e, es un cero de /(.r). El coeficiente principal del 
poltnonuo en el lado derecho de la úluma ecuación es o y. por lo tanto. o es el coe­
ficiente pnnc1pal de)l:t). 

EJEMPLOS TNrema de f-actoriución completa para polinomios 

Teorema M>bre el nómero 
mj,clmo de ceros 
de un polinomio 

Un polinomio/(:r) 

■ 3.,' - (12 + 6,)x + 24, 

■ - 6xl - 2,.a:? - 6.t - 2 

■ 5"C1 
- Jfü? + 65.t 

■ lx1 + 8 .l ~ - ~ X - 8 

Una forma fat"toriuda de /(:r) 

3(, - 4)(., - 2,) 

- 6(, + j)(, + ,)(, - ,) 
5(, - O){.r - (3 + 2o)lx - (3 - 2,)) 

j (r + 12)(, + l)(x - 1) 

Ahora se puede demos1rar lo siguiente. 

Ceros de /(r) 

4, 2, 

--}.z.; 
0.3 z. 2i 

- 12.::1 

Un pohnom10 de grado n > O tiene a lo sumo n ceros complejos diferentes. 

DEMOSTRACIÓN Haremos uru demostración 1nd1recta, es decir. supondremos 
que /{x) tiene más de n ceros C.."OmpleJOS d1fcrcn1cs y demostraremos que este 
supues10 lleva a una contradicción. Eleg.11nos n + 1 de los ceros y se marcan como 
e,. e? • ... c. y c. Podemos usar "• para obtener l:1 factori:r.nción indicada en el cnun-
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ciado del teorema de füctonzación complc1a paro poi momios. Al sustituir x por e y 
usar el hecho de quc/(c) - O. obtenemos 

O - u(c - c
1
)(c - e:) .. . (<" - c.) 

No obstan1c. cada fac1or del lado dcn.-cho es d1f-:rcn1c de cero. porque e + c. para 
1oda k Como el producto de números difcrenlcs de cero no puede ser igual a cero, 
tenemos una contrad1cc1ón. 

llll:Jil:II Encontrar un polinomio con ceros pr~scritos 

Encucmre un pohnomioft.r) en fom1a fac1orizada que 1enga grado 3: 1cnga ceros 2. 
- 1 y3: ys:uisfagaftl) - 5. 

SOLUCION Por el teorema del facior . ./(.1') tiene fac1on.-s .r - 2 •. 1' + 1 y x - 3. 
No existen otros factores de grado 1. porque. por el teorema del factor. otro factor 
hneal x - e produciría un cuano cero dc/{x). contrario al 1eorema prccedeme Por 
lo tanto,ft.1') tiene la fonna 

para algún número "· Como ./f. 1) - S. podemos encontrar a como sigue: 

5• a(l - 2)(1 + 1)(1 - 3) 
5• u(- 1)(2)(-2) 

" -~ 
En consecuencia. 

1c,> - lcx - 2)cx + 1><• - 3) 

Si muh,plicamos los foc1ores. ob1cncmos el pohnomio 

Los números e
1
, c1, .. , c., en el teorema de factor11..ación completa no necesaria­

mente son todos diferentes. rara ilustrar.ft,} - ..r + .r - s., + 3 tiene la facton­
L.ación 

S1 un factor 1' - e se presenta m , cces en la factorizac1ón. entonces t es un cero de 
multiplicidad m del polinom10/(1') o una rab. de mulliplicldad m de la ecuación 
ftx) • O. En la exh1b1c1ón anterior. 1 es un cero de muh1plic1dad 2. y -3 es un cero 
de mul11phcicfad l. 

Si e es un cero real de ft.x) de mull1plicidad m. enronces ./{.r) tiene el factor 
(:r - c)-y la gráfica de/ tiene una m1ersccc1ón e en :r. La forma general de la grá­
fica en (c. O) depende de si mes entero impar o entero par. S1 mes m1po.r. en1onccs 
(x - cY- cambia de signo cuando x aumenta por medio de e, y por lo tamo la grá­
fica de/ cruza el e Je x en(<", O). como se md1ca en el pnmcr renglón de la siguiente 
tabla. Las. figuras de la 1abla no muestran la gráfica complc1a de f. su'IO sólo su 
form.'I gcncrnl cerca de (c. O). Si mes par. cn1onces (x - e)"' no cambia de signo 
en e y la gráfica de/cerca de (c. O) tícne el aspecto de una de las dos figuras del 
segundo renglón 
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1-º■tfor dt' Jtx) hrm■ 1uu■I de- 1■ 1r,fk■ dt'/trrr■ dC" (c-. O) 

(r-c)'". 

--f * 
conm 1mpary"' i, 1 

(.1'-c)'". 

-fL * 
,.,,., P3' 

. 

Qll$M41•fl Encontrar multiplidd,1desde ceros 

Encucmre los ceros del polinomio_,11') • ü;<x - 2)(x - 4)'(r + I)!. exprese la 
mult1phcidad de cada uno y luego lrace la gráfica fk/. 

SOLUCIÓN A partir de In fonna fac1onzada \CnlOS queft..:r) 11cne tres ceros dLStin• 
tos. 2. 4 y -1. El cero 2 11cnc mult1plicid3d l. el cero 4 t1cne mult1plic1dad 3. y el 
cero - 1 ucnc mult1plicuiad 2. Obscl"\c queft1') ucnc grado 6. 

Las in1ersccc1oncs en x de la gráfica de/son los ceros reales -1. 2 y 4. Como la 
muh1plicidad de - 1 es un cn1ero par. la gn\fica mtcrscca. pero no eruta. el eje x en 
(-1. 0). Como las mult1pl1c1dadcs de 2 y 4 son impares. la gráfica cnu.a el CJC x 
en (2, 0) y (4. O). (NO(c que la gr.\fica es ·•más plana .. en 4 que en 2.) La inters«­
c1ón en J esj{0) • "ij; (-2)(-4)1(1 ,~ • 8. La gn\fica se muestra en la figura l. • 

S1/(i-) • o(x - c,)(x - C:) ... (.1' - e,,) es un polinomio de gradon. entonces los 11 

números complejos C'1, e: •...• c., son ceros de)t:x). El conteo de un cero de muh1plic1-
d3d m como m ceros indica qucftx) 11enc por lo menos n ceros (no necesariamente 
todos d1fcrcntcs). Combinando cs1e hecho con el de qucJtx) tiene como m.h.1mo n 

ceros. 1cnemos el s1gu1cn1c resultado. 

Teorema del numero euclo 
de ceros 

Si/(.t) es un polmonuo de grado n > O y si un cero de muh1plic1dad m se cucn1a m 
veces. cntonccsft1') tiene precisamente n ceros 

de un polinomio 
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No1e la fonna en que el polmom10 de grado 6 del eJemplo 2 se relaciona con el 
último 1eorema. Las muh1pl1c1dadcs son I, 3 y 2, de modoque/11ene precisamente 
1 +3 + 2 - 6ccros 

Uimlli:&I Encontrar los ceros de un polinomio 

Exprese/(x) • t3 - 4.l" + 13.-cl como producto de fac1orcs lineales y encuentre los 
cinco ceros dcJt.t), 

SOLUCIÓN Comcn1.amos por fac1orizar .t': 

f(r) • , '(<' - 4, + 13) 

Por la fómmla cuadrálica. los cef'O) del pohnomio x2 - 4x + 13 son 

-(-4) :!: v'(-4)' - 4(1)(13) 4 :!: vCJó 4 :!: 6, 
2(1) • --2-- • -2- • Lt 3' 

En consecuencia. por el teorema del factor. r - 4x + 13 tiene factores 
:x - (2 + Ji) y :x - (2 - )í). y Sé obhcnc la factonzación 

J(x) • < ·, · , · (, - 2 - 31)(, - 2 + 3,) 

Como r - O se presenta tres ,e-ces como un fac1or. el numero O es un cero de mul­
t1phe1d.ad 3 y los canco ceros defix) son O. O. O. 2 + J, y 2 - Ji'. 

A conunuación \ eremos cómo u111iznr In n-g/11 de los !figuos de De.st:arli!J para 
ob1cner información relacionada con los ceros de una función pohnomial/(t) con 
coefic1cn1cs reales. En el enunciado de l::i. regla se supone que los témunos de/(x) 
están ordenados en potencias decrccienles de x y que los ténnmos con coefic1cn1e 
cero no se consideran También se supone que el ti rmlno cons1an1c, es dccír. el 
ténnmo que no contiene x. es diferente de cero. Se dice que hay una variación de 
!liigno en/(x) si dos coeficientes consccutl\OS tienen signos opuestos. Para ilustrar. 
la función pohnomialj(:r) en el siguiente CJCmplo tiene tn,s variaciones de signo. 
como lo indican las llaH-s. una variación de~ o -7r. una segunda de - 7.~ a Jr. 
y una tercero de 6.t a -5. 

EJEMPLOS Variaciones de signo en /(x) = 2.r1 - 7x' + .lr1 + 6.r - S 

+ 6..t - 5 

La regla de Dcscanc.s también se refiere a las ,.ariociones de signo enj( - x). Con 
base en el CJcmplo previo. note que 

J(-x) • 2(-x)' - 7(-x)' + 3(-x)' + 6(-x) - 5 

• -2r~ - 7.t~ + .lr: - fü - 5 

Por lo tanto. como se md1ca en los siguientes ejemplos, hay dos ,anac1ones de 
signo enj(-x). una de - 1:t a 3.r-1 y una segunda de 3xl a - 6x. 

EJEMPLOS Vulaclonesdesignoen /(-.r}sl/(.r) • 2.r1 - 7:x' + 1r1 + 6.r - .S 

• J(-,) - -2.,' -5 
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La regla de Descartes se puede expresar como sigue. 

Regla de s ignos de Descartes Seaftx) un polinomio con coeficientes reales y un término constante d1fcren1e de 
cero. 

1) El número de ceros reales ¡,osirims dcft.'C) es igual al nümcro de variaciones de 
s,gno cnft.1') o es menor que ese numero por un cn1cro par. 

2) El número de ceros realc!I m,gatwos de/(x) C!I igual al nUmero de \3naciom .. -s 
de signo en.1(- x) o es menor que ese numero por un entero par. 

No se dará una demostración de la regla de Ocscanes 

ij.u:Jii:&j Uso de la regla de signos de Descartes 

Discuta el número de soluciones reales pos111vas y ncga11\as y soluciones un:igma• 
n3s posibles de la t..-cuación/(x) • O. donde 

J!x) • lx' - 7r'+ 3.r+ 6.T - 5 

SOLUCIÓN El pol1nom1oft.r) esel dado en las dos demos1roc1ones previas. Como 
hay !res \anacioncs de signo enft.r). la ecuación 11cnc 1rcs soluciones reales pos111-

\3S o una solución real pos1t1\a. 
Como.,1 - x) llene dos vanac1ones de signo. la ecuación tiene dos soluciones 

ncgauvas o ninguna solución ncgauva. Debido a que ,Ax) 11cne grado S. hay un 
total de cinco soluciones Las soluciones que no son números reales posi11vos o 
ncgat1\0S son unaginanas. La s1gu1cn1c tabla resume las di\crsas posibilidades de 
soluciones de la ccuac16n que se pueden presentar 

,,Mffll Ck Ml•doan rHln posith u ) ) 1 1 

,■awro ck Ml•doan ttalH IIC'plha, 2 o 2 o 

, • .,.... de- Mlw.-n ltnap■ariat o 2 2 4 

,,mue total dc- Mlttdolla s s s s 

La regla de Descanes es11pu13 que el 1émuno cons1an1e del polinomio /(x) es 
diferente de O. Si el tém1mo cons1an1e es O. como en la ccu.-.ción 

x' - Jx' + Zx' - Sx•O. 

la po1cnc111 más baJa de .-c se foctom.a. obteniendo 

x(x1 - J.r + 2x - S) - O 

Asl. una solución es .-c - O, y la regl.:i de Dcscanes se aphca al polinomio 
.t' - 1r + 2.r - 5 paro detcnnm .. ,r la naturalc-a de las tres soluciones restantes. 

Cuando se aplique la regla de Descanes. se cuentan las raíces de mult1plic1dad 
t como k raices. Por ejemplo. dado r - 2x + 1 - O, el polinomio r - l-c + 1 
riene dos variaciones de signo y. por lo 1an10. la ecuación uene o dos rafees reales 
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posm,·as o ninguna. La fonna factorizada de la ecuación es (x - 1 )! - O y, por 
cons1gu1cn1e, 1 es una raiz de muh1phc1dad 2. 

A con1inuación se csmdian las cow.J para los ceros rcah .. -s de un polinomio 
fi:1') que 1icne coeficientes reales. Por definición, un número real bes una tola 
superior para los ceros si ningún cero es mayor que b. Un número real u es una 
cola inftrior parn los ceros si nmgún cero es menor que u Asi. sir es cualquier 
cero real dcftx), entonces u~ r ~ b; esto es, r está en el intenalo ccrmdo [u. b). 
como se 1lus1ra en la figura 2. Note que las colas supcnor e inferior no son únicas. 
pue:,1O que cualquier número ma)'or que b 1ambién es una co1a superior, y cual• 
quier nümero menor que a también es una cota inferior. 

< ,e mi • C<>t.:i ,upcr1<'f 
p.m11.:c:ro,,rc.ak, 

Podemos empicar la div1s16n smté11ca para encontrar colas supenor e mfcnor 
para los ceros deft.r). Recuerde que si d1v1d1mosj(x) clllre r - c. el tercer renglón 
del proceso de división contiene los coeficientes del cocien1e q(.1')Jun1O con el rcsi• 
duofi:c). El teorema siguiente indica la fonna en que es1e tercer renglón se usa para 
encontrar cotas superior e mfonor para las soluciones reales. 

Primerteorem;1 sobre cobs Suponga queftx) es un poi momio con coeficientes reales y un coeficiente pnnci• 
para ceros reales de polinomios p31 pos11i,o y quc/(x) está d1vid1do sm1C11camen1e entre x - c. 

1) Si e > O y s, iodos los números del tercer renglón del proceso de d1\ isión son 
pos1m os o cero. en1onces e es una co1a supcnor para los ceros reales de /(.1'). 

2) $1 e< O y si los números del tercer renglón del proceso de d1, 1s1ón son a her• 
nadamen1c pos11ivos y negativos (y un O en el 1crccr renglón se considera 
pos1II\O o ncga11,o). entonces e es una cota mfcnor para los ceros reales 
dc/h), 

bl'.Wlifi:ii Encontrar cotas p;1ra las soluciones de un;1 e<uación 

Encuentre las cotas supcnor e inferior para las soluciones reales de la ecuación 
/(l") - O, dondc/(x) - lr' + s.r - 8.l" - 7. 

SOLUCIÓN Divid1mos/{x) suuéucamcn1e cn1re x - 1 y ..t - 2. 

_IJ2 -8 -7 

7 - 1 

2 7 - 1 -8 

-8 -7 

18 20 

JO 13 

El tercer renglón de la dl\'ISIÓn sintéoca entro x - 1 cont1enc nUmeros nega1i-.os. 
por lo 1an1O. la parte 1) del teorema sobre cotas para ceros reales de polinomios no 
se cumple, pero como todos los numeros del tercer renglón de la d1v1s16n sintética 
cn1rc l" - 2 son posu,vos. deducimos del inciso 1) que 2 es un.1 cora supenor para 

(co1111mia) 
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las soluciones re3lcs de la ecuación. Es1e hecho también es ev1dcn1e si la d1, 1s1ón 
entre x - 2 se expresa en 13 form3 del algontmo de 13 división 

2x1 + Sx! - 8x - 7 • (.l - 2)(2.f2 + 9.r + 10) + IJ. 

porque si x > 2. entonces el lado derecho de la ecuación es pos1t1vo (¿por qué?) y. 
por lo t:mto,ftx) no es cero. 

Ahora se encuentra una cota inferior. Después de algunos mten1os de ensayo y 
error usando'° - ( - 1). '° - ( - 2) y x - ( - 3). ,emos que la división sintética de/ 
entre ,-(-4)da 

-8 -7 
-8 12 -16 

-3 4 -23 

Como los números del tercer renglón son 3ltemadamcntc posi11,os y negativos. 
se deduce del inciso 2) del teorema anterior que - 4 es una cota mfcnor para las 
soluciones reales. Esto también se puede demoslr3r al expresar la d1v1sión entre 
r + 4 en la forma 

2., , + s,-> - 8x - 7 • (x + 4)(2.<' - 3x + 4) - 23. 

porque si x < - 4. entonces el lado derecho de esta ecuación es negat1,o (¿por 
qué?). y por cons1guicnte/{x) no es cero. 

Como las cotas infenor y supcnor para las soluciones rc3lcs son -4 y 2. respec­
tivamente. se deduce que todas las soluciones reales están en el intervalo cerrndo 
[- 4. 2J. 

La gnifica de/en la figura 3 muestra que los tres ceros de/están en los 111tcrva-
los [-4. -3). [-1. O) y [l. 2). rcspccthamcnte • 

Cuando se usn una calculadora graficadora. el s1gu1cn1e teorema es útil para 
encontrar una pantall:1 que muc_strc todos los ceros de un polmonuo. 

Segundo teorema sobre cobs Suponga quc/{T) - ºr" + ª• i"' 1 + ... + a,x + o, es un polinomio con cocfi-
para ceros reales de polinomios cientes reales. Todos los ceros reales de./(:r) están en el tnlcn.alo 

(-M . M ). 

d ··- ., = max(l•. l-1•--• 1 .. ... 1°,1.1,~1) 
°"~" l•-1 +I 

En p313br3.s. el ,alor de Mes igual a la razón entre el mi.x1mo cocfic1cnte (en 
magnitud) y el valor absoluto del cocfic1cn1c princ1p."ll. más 1. Por ejemplo. usando 
el polmom10./(x) "" 2x> + sr - 8x - 7 del eJemplo s. tenemos 

Cuando se usa una calculadora graficadora Hilo para encontrar los cero~ de un 
pohnonuo/(.t°). no es neccsano ,er los puntos crí1tcos del polinomio. Por lo 1anto. 
se podria empezar a buscar los: ceros dc./(x) usando las duncnsiones de la \en1.1na 
de \'1Suahuc1ón 

[-M. M)po,[-1. 1] 
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Al graficarY1 - /(._.) - h ' + s.r - s._. - 7 (del CJcmplo 5) en la \Cnlana de visua­
lización (- S. 5) por [- 1. 1. 0.5]. como se \CCn la figura 4, casi se pueden .. ,er muy 
de cerca" las soluciones aproxunadas - 3.4. - 0.7 y 1.5. 

[-S. SJ po< [ - l. 1.0~ ] 

ürm Encontrar un polinomio a partir de una griftu 

En la figura S se mucsiran iodos los ceros de una íunc1ón pohnonual/ 

a) Encuentre una fomu fac1onzada para/que 1enga grado mínimo 

b) Suponiendo que el cocfic1cnte principal de/sea 1. cncuenlre el punto de m1cr­
k-..Cc1ón con el CJe y. 

SOLUCIÓN 

a) El cero en x - -2 debe tener una mull1plicidad que es un nümero par. porque 
/no cambia de signo en x - -2. El cero en x - 1 debe tener una mult1plic1d:ld 
impar de 3 o mayor. porque/eambiades1gnoen .r • 1 yse Rl\ela. El ccroenr • 3 
es de mul1iplicidad l. porque/cambia de signo y no se ni"cla Por lo tanto. una 
fomi.'I íac1onLada de/ es 

j(,) • * + 2)"(., - I)"(., - 3)' 

Como deseamos que la íunción tenga grado minimo. se cs:tablecc que m • 2 y 
" - 3, ob1emendo 

/(<) • a(x + 2)'~• - 1 )' (x - 3). 

que es un polinomio de sexto grado. 
b) S1 el coeficiente pnnc1pal de/debe ser l. entonces, a partir del teorema de fac-
1oriL.ación completa para polinomios. sabemos que el ,alor de u es l. Para encontrar 
la mtcrsección en J. establecemos que_. - O y calculamos/(0): 

/(0) = 1(0 + 2)'(0 - 1)'(0 - 3) = 1(4)(- 1)(- 3) = 12 

Por lo tamo. la imcrsección en , es 12 

Qil 'iAAl•IM Exploradón de la grifica de un polinomio 

Encuen1re los ceros de/(x) • .r - 1000.r - x + 1000. 

SOLUCION As1gnamosj{r) a V
1 

y usamos una pamalla estándar para ob1ener la 
figura 6. Parece que el I es una raíz de/ y se puede demostrar cs1c hecho con di, i­
sión sinté1ica: 

(com,míu) 
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FIGURA' 

(- IS, IS] po,(-10, 10] 

WWW Ejercicios 

!JI - 1000 - 1 1000 

1 -999 -1000 

-999 - 1000 O 

Usando 111 t'cuación db:minuida • .r - 999r - 1000 - O. se dcmucslra también 
que - 1 es una raíz de/ 

.=.!.J I -999 - 1000 

- 1 1000 

1 - 1000 O 

rara la úhima d1v1s1ón sintética. "cmos que x - 1000 es un íactor de/y. por lo 
1an10. la tercera ralz.es 1000. 

Debido a los tamaflos rcla1hos de las raíces I y 1000. es muy dificil ob1cncr una 
\et1tana de, isuahzac,ón que muestre los lrcs ceros. No obstante. al aJustar Xm1n en 
- SO. Xmax en 1050 y Xscl en 100 y usar ZoomF11 (seleccione O en fo calculadora 
Tl-83!4 Plus). obtenemos el trazo de/de la figuro 7. mostrando sus ceros y pwnos 
crhicos 

Ahora compruebe los "ªlores de Ynun y Ymax para ,cr la "enlama de \luahza­
ción necesaria.. 

FIGUlA 7 USQ dt ZoomFil 
e-so. ,oso. 1001 po,[1. 1. 1] 

Ejer. 1- 8: Enl'urnlr t- un polinomioft.r ) dr i rado 3 qur lf'nJ a 
Ws et-ros Indicados y salb:fag• las c-ondldonn dadas. 

9 Lncuemrc un pohnonuoft.,) de ¡r3do 4 con cocfictemc pnn­
c1pal I tal que - 4 y 3 Kan ceros de muluphcKbd 2. y 1racc 
lagrificadcf 

1 - 1.2.3: 

2 -5.2.4. 

3 -4.J.O: 

4 -), -2.0; 

5 -Y.2,,3: 

6 -3,. Ji.4: 

7 -U.O; 

a - 4, . .i;.o; 

/(-Z) • 80 

/(3) • -24 

/(2) • -36 

/(-4) • 16 

/(1) • 20 

/(-1) • SO 

/(2) • 30 

/(4) • 1 

10 Encucnu-c un pohnonuo ftx) de grado 4 con cocfK:»cntc pnn• 
c1pal 1 1al que - 5 y 2 Kan ceros de muluphci<bd 2, y 1racc 
la gráfica de f 

11 Encucnirt un polmomio)tr) de grado 6 al que O y 3 sean 
cero5 de muluphc1dad 3 y ft2) = - 24 Trace 11 grifica de/ 

12 Encucn1rc un pohnom10J{1") dc grado 7 lal que - 2 y 2 sean 
ceros de muh1phcidad 2. O es un cero de muh1plK:1dad 3 y 
J{-1) = 2l Tl'llttl:tgrMicadef 



13 ~nct1entn: la función polinomial de lcn:ff ar.todo cuya gráfica 
se Ilustra en la fi¡ ura 2S /(J.')• x' + 7,.: - 144 

26 /f,r) • .r ' + 2h! - 100 
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1-:Jcr. 27- 32: lkmun rrt qut fl númtro H un ctro dtjlx) dt la 
mulllplkldad (mull.) dada yuprncJtr) romo un produclo dt 
faclOrN llntalK. 

-3 (mull 2) 

4 (mult 2) 

- 2 (muh 3) 

14 ~nc-uentn: la función pohnonual de cu.ano grado cuya gri-
fica ~ 1lus1ra en la figura. 30 /V)• r• - 11,1 + 36.,1 - 16.r - 6-1: 4 (mult 3) 

Ejer. IS--16: Eneut'nlrt la función polinomial dt" ~nido J cut• 
crifiu st mutstr• tn la flgun. 

lS 16 

~~ 
Eju. 17- ?6: EnruHlrt IOi ct.roi d t}tx) )' ti:prtU la multipli­
cidad dc cada ccro. 

11 /M • , 1(Jr + 2)(2x - 5)' 

18 /(,,) • , (, + l)'(J, - 7f 

19 /(1) • -h' + 12x• + 9x' 

20 /(x) • JW - ,10:t + 25.r1 

21 /(t) • ,,: - W 

22 /M • <•·•' - >Y 

23 /(l} • (x1 + r - 12)'(,:-9y 

24 /(l) • (6.f1 + 7t - 5)6(4.t' - 1f 

32 /{'f) • r' + .,• - 6.r' - J4:c1 
- l lx - J: -1 (mull. 4) 

1-:Jcr. 33-40: UH la rr¡la dt lo, s:lcnos dc l)ncu1n pan d,1cr. 
minar t:I númtro dt soludon6 po.slblff posilh u:, ntgatlni y 
compltjH no rt■lci dt la «uad6n. 

33 4,1 - 6.r! + r - J • O 34 Sx' - 6.r - 4 • O 

38 2.r• - x 1 + x: - Jx + 4 • O 

39 x1 + ◄x• + 3.r1 
- 4x + 2 • O 

Eju. 41~6: Al aplkar ti prlmu IN>rtma Mbn· t'OIH para 
«ros rulo; dt pollnomlos.. drt,rmlnt los rnlcros minlmcn 
)' mí1in1os qut son cotas supuiorn t infuiores., l'ffpttlh·•· 
mtnlt. pan lassolurionn ruin dt la ttuadón. Con 11yuda dt 
una takuladon gr11fkadon. comtnlt: I• ulldtl dt: lu co1u. 

41 1
1 

- 4X1 
- 5.f + 7 • 0 

42 2.r1 
- 5x1 + 4., - 8 • O 

43 ,~ - f 1 
- 2.t : + lr + 6 • O 

44 2.t' - 9x1 
- &., - 10 • O 

4S 2.r ' - llr1 + l, - .'i • O 



212 CAPITULO l I FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES 

Ejer. 47-48: Encutntrt una forma íac1orliada para una 
íunción polinomial/ qul' ll'ng11 un grado mínimo. SuponJta 
qul' los n lorn dt los puntos dt lntersttdón son entuos y que 
XKI = Yscl = l . 

47 

[jer. 49-50: a) Ent ut ntre una forma Ía<:torlLada para una 
íundón polinomial / qut tenga un grado mlalmo. Supoaga 
qul' los nlort'1 dt' b puntos dt inttrstttión son t nttros, 
Xwl = 1 ) Ysd = 5. b) SI el coefkltnl t principal dt /ts a, 
encuentre ti punto dt interstte:ión con el eje f· 

49 a• 1 

t: jer. 51-52: La (unción polinomlal / fitne sólo Ct'rOs rt'alts. 
Ut.ilitt la grifiu dl'/para faclorúarla. 

51 /(x) • "' - 16.75x' + 12.75,1 + 49.5f - 5-1 

S2 /(x) • 1'J - 2.5.1'• - 12,75.l'l + )9.625,1 + 
27,625.1' + 7.5 

Ejtr, SJ-56: '-lla) un polinomio del gnido d.ado n CU)' ª griifica 
contiene b pun101 lndlcadot? 

53 n •4: 
(- 2. O), (O. -24), (1, O). (3,0), (2. O), (-1, - 52) 

S4 n • S; 
(O.O), (-3,0), (-1. O), (2,0), (3, O), (-2. 5), (1. 2) 

55 n•3: 
(1.1, -49815),(2,0),(B.25245),(52,0), 
(6.4, - 29.304),(10.1 ,0) 

S6 n • 4; 
(125,0), (2, 0), (B. 56.25), (3, 128.625), (63,0), 
(9. -307.75). (10. O) 

57 Uw, de datos limitadc.s Un c1cntifico tiene d31os hm11a­
dos sobre la 1crnpcra1ura T (en '"C) dUfllr'ltc un pcnodo de 
24 horas. S1 tdcnotatl ocn1pom horas y t = Ocorrcspoodc a 
la nlC(ha noche. encuentre el pohnomio de cuarto grado que 
se •Jus1e la ,nformactón de la s1gu1cnte tabla 

S8 Polincvnio de Interpolación de Lagrainge Un pohnom,o 
..A:x) de grado 3 con ceros en'\• t'i y t", y con.ftt') = 1 pan 
t'

1 
< t' < t'> ts un pohnom,o de 1n1erpolac1ón de Lagrangc de 

terca ¡rada Encuentre una fónnula cxplic11a para A,) en 

lémunos de c1, ":- e, y"· 

Ejt r, 59-60: Gniriqut/pani ud.a nlordt' n tn t i milimO plano 
dt toordenadu !' dncrlba 11 forma tn qut la mul11pllcldad dt 
un cero aftcl·a a la ¡.nifica dtf. 

59 /V) • (x- 0.5)·(, 1 + I); n • 1.2.3.4 

60 /(x) • (x - 1r<x + I)": n - 1,2,3.4 

Ejer. 61-62: Grafiqut f. , ~tlmt todos los ttros rults y dl'ttr­
mlnl' 11 multlplkldad d t cada cero. 

61 /(x) • ·"' + 1.3., : - 1.2.r - 1.584 

61 EfKto invffnadero Debido a la quema de combus11blcs 
fósiles. la concemr:,c16n de d16:udo de carbono en b aunós• 
fcra c:stá creciendo ln\.cs11gx1onc:s rcahzadas indican que 
c:sto rcsulurá en un ,¡«10 im't.'rnu.Jero que cambiará el pro-­
mcdto de tcmpenlura de l.:1 supcrlie1c lcrrcslrc. Suporucndo 
una vigorosa e,¡panslÓn del uso de catbón, 11 cantidad futura 
de conccntrac1óa de d1óudo de carbono A(t) en la atmósfera. 
se puede apro:unur (en par1C5 J)Of millón) con 

A(t) • -iiij,1 + ¡j,1 + ¡, + 340, 



donde , es en aoos. , = O comspondc a 1980 y O '5 t '5 60 Use 
la griifica de A para estimar el ai\o cuando la conccn1ración 
de dióxido de carbono será de 450 

64 Efl!!'cto ,,w~,.,adrro El promedio de aumcn10 en la 1empe­
ralun de la superficie terrestre debido al efecto tnH:madcro 
se puede aproximar con 

7lt) • 5~.ooc/ - 1~~/ + ~~,. 

donde O! , ! 60 y , = O corresponde a 1980 Use la gdfica 
de T para estimar el aAo cuando el promedio de temperatura 
habri subido 1 •e 

Eju. 65-66: El promedio dt> tf'm1>cn1 tuns mt'rtsu■lt's t'n º F 
para dos lugarH t'n C■n adA Sf' f'flUfflt'NI f'n IH slgult-nlrs 
labln . 

.\'In Lnc. Feb. Mar Abr 

Bahla Ártka -22 -26 -18 - 4 

La10Trou1 - 11 -• 25 

"" ~fa)'O Junio Juho Aa,'OSI 

Babi■ Ártka 19 36 43 41 

1..1,:o frouc 39 52 61 59 

"" S.,p, °"' No\ o,, 

B■hla Ánk• 28 " - 8 - 17 

LIJO l 'rour 48 34 16 -• 
a) SI rl 15 dr rntro rorrn pondl' • x = 1, rl 15 d t fC"brt ro a 

x = 2. _ y t i 15 de dkk>mbtt a x = 12. dt'lermlat grifka-
int>nlr cuil d t> los lru polinomloi dados m~d• m«-jor kK 
datos. 
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b) UH t'.I l r-ottma df' u lor lnttrmNHo para fundones poll­
nomlakt para aproximar un lnlrn -alo p11n1 x cu.ando sr 
prn rnla un promNlio df' lf'mpt"ratura dr O º f. 

r) Usr su w lttcl6n dl'l lnC'b o a) para n tlmar ,,r C'uando la trnt• 
pt'Nltura media n O ºf. 

6S l•"'fl"tnituras en 1 1 la Arbc,1 

1) /Cr} • -1.97.,1 + 28.,· - 67.95 

2) g(.,") • -0.2Jr' + 2..53,1 + 3 6x - 3628 

3) h(.1) • 0D89x• - 2..5.S..-1 + 22.48.,i - 59.68.., + 19 

66 TH'lpffatuta1 ~ .t lago Trout 

1) /M • -2.14.rl + 28,01 , - 55 

l) A"(x) • -0.2lr1 + 184.t! + l l.7fü - 29.90 

3) h(x) • 0.046.!:' - l.39r1 + l l.8Lrl - 22.2, + 1.03 

•:ju . 67-68: Una HÍC'ra di' madua s61ida. C'Uya denJidad r:s 
m«-nor qu«- I• drl ai;ua, flo tara, 1..a profundidad,/ • la qur la 
tsfr ra w hundlri en d aguan d t>Crrmlaada por la « uad6n 

T",s -ffdJr + { "'d' • O. 

dondt r n l'I radio dt la nfua ) k u11■ ron11an1r poid tin 
mt'nor o Igual qut' 1. SI r = 6 t m. tsllmt' gr,nC'amt'ntr d para 
cad a C'Onslantr A, 

67 Esfl"faHpirM» 1U&',-II k= 07 

68 Esfl"r.1 de rnb~ en ag.u k - O 85 

69 Consulte k>5 CJCfCK'tm 67 y 68. El agu.:r. 11cncun ,alor kdc 1. 
S1 una esfera de rad,o 6 tiene un valor k de 1, t,cuil c.s el'"ª '°" 
resuh:an1c de cf) Interprete es1c n:suhado 

Ceros complejos y 
racionales de polinomios 

El eJcmplo 3 de la sección anterior ilustra un dato 1mponantc acerc3 de poli­
nomios con cocficicn1cs reales: los dos ceros complejos 2 + )i y 2 - Ji de 
x' - 4.t" + 13.I" son conJugados entre si La relación no es acc1de11tal. pues10 que el 
s1gu1cntc resultado general es , crdadero 

Teorema sobre uros en pares 
conjugados de un polinomio 

S1 un polinomio/{.t) de g.rndo n > 1 hcnc coeficicn1cs reales y si: - u+ b, con 
b-+ O es un cero complCJO dc/(x). cn1onccs el conJugado ! - a - bies 1amb1én 
un cero dej{x). 

Una dcmos1ración se deJa como e,crcic10 para am\lisis al final del capitulo. 
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1 
Teorema sobre la expresión 

de un polinomio como producto de 
factores lineales y cuadrJticos 

IJWUDlli Encontrar un polinomio con ceros prescritos 

Encuentre un pohnom10 ./(:r) de grado 4 que lenga coeficientes reales y ceros 
2 + iy-3i. 

SOLUCIÓN Por el leorema sobre cefOli de pares conJugados de un polioomio,.,1:.x) 
también debe tener ceros 2 - i y Ji. Al aplicar el teorema del factor, encontramos 
que/(.x) tiene los siguientes factores: 

A - (2 + 1), -' - (2 - 1), X - (-31), X - (31) 

Al multiplicar estos cuatro factores tenemos 

/(x) • [x - (2 + ,)1, - (2 - ,)](x + 3,)(x - 3,) 

• (x' - 4, + 5)(x' + 9) ( •) 

• t' - 4:,' + 14.r! - 36.\ + 45 

Note que en ( ) no aparece el símbolo ;. Esto oo es coincidcncía. porque si 
a+ bies un cero de un polinomio con coeficientes reales, entonces a - bies lam• 
b1én un cero y se puede multiplicar los factores asociados como sigue: 

[.x - (a + bt)lx - (a - bt)] • _x: ,x + 

EnelcJemplo I tcnemosa - 2 yb - l,demodoquc -2a - -4y(r + Ir - 5. yel 
factor cuadrático asociado esx? - 4.'C' + 5. Este fac1or cuadnit1co rcsultanlc siempre 
tendrá coeficientes reales. como se establece en el s1gu1ente teorema. 

Todo polmom10 con coeficientes reales y de grado pos1II\O n se puede expresar 
como un producto de polinomios lineales y cuadráticos con cocficicn1es reales 
tales que los factores cuadrá11cos son 1rreduc11bles sobre R. 

DEMOSTRACIÓN Como/(t) 1iene prccisamcn1c n ceros complejos c1• c
2 
••••• c •. 

escribimos 

/(t) • il(t - c,)(r - e,)··· (x - c.). 

donde a es el coeficiente pnnc1p31 de/(x). Desde luego. 3lgunos de los ceros puc• 
den ser reales, en cuyo caso se obtienen los factores lineales referidos en el enun• 
ciado del loorcm.a. 

Si un ccroc
1 
no es real. entonces. por el teorema sobre ceros en pares conJugados 

de un polinonuo, el c0nJugado é; es también un cero dcft.r) y. por lo t.anto. debe ser 
uno de los números c 1, e!"'" c •. Esto implica que x - e, y x - e; 3parc-¿can en la 
factorización dcft.t). Si esos f.accorcs se mulliplican. obtenemos 

('C' - cJir - ()) • .x: - (e,+ ct).x + c,c=;. 

que 1iene coeficien1es rellles. porque e, + e; y c.1Ca son números reales. Así, si c
1 

es 
un cero complejo. cn1ooces el prodoc10 (.x - cJ(.r - Ct) es un polioonuo cuadrá• 
tico que es im..--ducllble sobre R. Eslo completa la demostración. • 
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Dtmii:11 Expresar un polinomio como producto 
de fKtorH linealH y cuadrillcos 

Exprcscr - 4.rl + r - 4comoun producto de 

a) pohnom1os lineales y cuadráticos con coeficientes reales que son 1rreduct1blcs 
sobre R 
b) pohnom1os lineales 

SOLUCION 

a) x1 - 4.r ' + t~ - 4 

• (x-' - 4x') + (x~ - 4) 

• x'(,' - 4) + l(x' - 4) 

• µ ' + I)(.,' - 4) 

• (1· + I)(,' - 1 + 1)(, + 2)(., - 2) 

Usando la fómtula cuadr3uca, \cn10s que el pohnonuo r - x + 1 llene los ceros 
complcJOS 

y por lo tanto es 1rrcduct1ble sobre R. En1onces, la factonzación deseada es 

(1 + l )(x'- ,+ l)(,+2)µ-2) 

b) Comoelpolmom,o"r-x+ 1 delmcisoa)ticncccros ½: {\13¡2).sededuce 
del 1eorcma del factor que el polinomio 11e:ne fac1orcs 

Sus111uyendo en la factoriwción que se encontró en el inciso a). obtenemos la 
siguicn1c factorizoción completa en pohnomios lineales: 

Prcviamcn1e se ~'1\316 que por lo general es muy d1fic1I encontrar los ceros de 
un polmormo de grado superior No obst::mte, si iodos los coeficientes son enteros, 
hay un método para cncontror los ceros rado,,ales. si existen. El método es una 
consccuenc,a del s1gu1ente resultado. 

Teorema sob,.-e ceros racionales S1 el polinomio 
de un polinomio 

11cnc coe:fic1cn1cs cn1eros y si cid es un cero racional dc/(x) tal que e y dno tienen 
factor primo común, entonces 

1) el numerador e del cero es un factor del 1émunoconstan1c a, 

2) el denominador d del cero es un fac1or del cocfic1cntc pnnc1pal ª• 
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DEMOSTRACIÓN Suponga quc c > O. (La dcmos1rnción para c< Oes similar.) Se 
demostrará que e es un factor de a

0
• El caso e • 1 es trivial. porque I es un füc1or 

de c,"'lq11ier número. Así. suponga que e .¡. 1. En este caso. c,d -,;. l. porque si 
c. d = l. obtenemos e = d. y como e y d no tienen factor primo en com(m, esto 
implica que e • el • 1, una con1radicción Por lo tanto. en la sigu1en1c discusión 
1encmosc ,1, 1 ye.¡. d. 

Como JI.cid) - O. 

Multiplicamos por ti• y luego sumamos -a,d•a ambos lados: 

a,,c" + a,._1c•-1d + · · · + t11cJ•-1 • -,vJ• 
t:(11,.c-•-• + "•- 1c•- ?tJ + · · + t11d"- 1) • -a,¡d• 

La Uh1ma ecuación muestra que e es un factor del cn1croa,¡l"- Como e y dno tienen 
factor comUn. e es un factor de ,,,. Un argumcmo similar se puede usar para demos­
trar quedes un fac1or deª•· • 

Como apo)'o para elaborar una lista de los ceros racionales posibles. sugcnmos 
recordar el sigu1erue coc1entc: 

El 1corcma de ceros rae ionalc-s de un pohnom10 se puede aplicar a CCU3c1ones con 
coeficientes racionales, con sólo mult1pl1car ambos lados de la ecuación por el mcm 
de todos los cocficien1es para ob1cner una l'Cuación con cocfic1en1c-s enteros. 

DJiUlli:D Oemostniclón de que un polinomio no tiene ceros racionales 

Demuestre queftt) - ~ - 4x - 2 no 11enc ceros racionales. 

SOLUCION Si/( t) 11cnc un cero racional dd tal que r y dno llenen factor pnmo 
común, entonces. por el teorema sobre ceros racionales de un pohnom10. e es un 
factor del témuno constante -2 y. por lo tanto, es 2 o -2 (que se cscnbc como ±2) 
o ± 1. El denommador des un factor del coeficiente principal I y. por consigu1cn1e. 
es ±1. Entonces. las lm1cas pos1b1lidadcs para cid son 

:!:1 ::!:2 ;¡- y ~ obien.loquccscqu1,alcn1e. :t i y :!:2 

Al sustituir t por cada uno de cs1os nUmeros. obtenemos 

/(1) - -5. /(-1) - l. /(2) - -2 y /(-2) - -2 

Cornoft:t:I)-+- O yJl±2) +O.se deduce que/{x) no tiene ceros racionales. 

En la solución del s iguiente CJCmplo se supone que no disponemos de una calcu­
ladora graficadora. En el cJcmplo 5 ,ol,crcmos a 1.rabaJar el problema para demos­
trar la ventaJa de usar una calculadora de este tipo. 

IJrm Encontrar las soluciones raclonale-s de una Kuadón 

EncuenlrC todas las soluciones racionales de la ecuación 

3.t" + 14\"1 + 14.c! - &.t - 8 • O 
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SOLUClÓN El problema es equl\':t.lentc a cncon1rar los ceros r:1c1onales del poh• 
nom10 del lado 1zqu1erdo de la ecuación. S1 cid es un cero racional y e y d no 
ttenen factor comlln. entonces e es un factor del término constante - 8 y des 
un factor del cocíic1cntc pnncipal 3. Todas las opciones posibles aparecen en la 
siguiente tabla. 

Opd•n par■ f'I Cffaomluclor, :l. :3 

Opd•n par■ r·, 

Podemos reducir el nllmero de opciones al encontrar cotas supenor e infcnor para 
las soluciones reales, pero oqul no lo haremos a:.í. Es necesario determinar cuál de 
las opciones para cid. si las hay. son ceros. Vemos por sust1tuci6n que m 1 m - 1 
son una solución. Si se divide sinté11camente entre .r + 2. obtenemos 

~3 14 14 -8 -8 

-6 -16 8 

8 -2 - 4 O 

Este resultado muestra que - 2 es un cero. Además. la d1v1sión sm1ét1ca da los coe• 
tieicnlcs del coc1cn1c en la d1v1s1611 del polmonuo cn1re .r + 2. Por lo tanto. tenemos 
la sigu1en1c fac1on2ac1ón del polmonuo dado; 

,, + 2)(3, ' + s.,' - 2, - 4) 

Las soluciones n.--stnntes de la ecuación deben ser ceros del segundo factor. de 
modo que ese polmom10 se usa para comprobar las soluciones. No 111Wc~ el poh• 
nom10 de la ecuación ongmal (Obscl"\e que :!:f ya no son candidatos. porque el 
numerador debe ser un fac1or de 4.) De nuc,o. procediendo por prueba y error. la 
división sintética entre +} tinalmen1e nos dJ el s1gu1entc resultado: 

-=iJ3 8 - 2 - 4 

-2 -4 4 

6 -6 o 

Por lo 1anto. - { mmb1én es un cero. 
Usando los coeficientes del cociente, sabemos que los ceros rest:intes son solu• 

c1onc-s de la ecuación lr1 + 6.r - 6 - O. Al di\ 1dir ambos lados er11re 3, obtenemos 
la ecuación cqu1,·alcn1e x2 + 2r - 2 • O Por la fómmla cuadrática. esta ecuación 
tiene soluciones 

-2 : \/2' - 4(1)(-2) - 2: V12 
2(1) ---2-

-2: 2V3 
=--2--

- -1:?: v'i 

Así. el polinomio dado tiene dos raíces racionales. - 2 y -j. y dos raíces 1rr.1ciona• 
les. - 1 : V3 = 0.7J2 y - 1 - V3 = - 2.732. ■ 
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FIGURA1 
(-B. B)po,(-5,5) 

f 
V 

FIGURA 2 

r---.---,- - :: l 1 
,____,,J 

Erm Encontrar las soluciones racionales de una ecuación 

Encuentre todas las soluciones racionales de la ecuación 

3x' + 14x' + 14x! - &x - 8 • O 

SOLUCIÓN Al asignar a Y , el polmom10 indicado y escoger la ventana de ,1sua­
lización (-7.5, 7.5) por (- 5, 5). ob1cnemos un trazo semejante a la figura l. La 
gráfica indica que - 2 es una solución y que hay una solución en cada uno de los 
m1ervalos (-3, -2). (-1. O) y (0. 1). Del CJemplo 4 sabemos que los posibles ceros 
racionales son 

:1. :2. !:4, :8. :{. :j. :j. :; 

Como conclusión, las únicas posibilidades son -} en (-J. -2), -½ en (-1. O) y} 
en (O, 1). Por lo tanlo, al consullar la g,r.\fica. se ha reducido el número de opciones 
para ceros de 16 a 3. La división sintética se puede usar ahora para de1em11nar que 

las únicas soluciones racionales son -2 y-½-

Qi#'Uil•l·I Encontrar el radio de un silo para granos 

Un silo ¡X&ra granos tiene la fonna de un c ilindro circular recto. con una semiesfera 
umda en la parte superior. S1 la altura total de la estructura es de 30 pies, encuentre 
el radio del cilindro que rcsulle en un volumen total de 10081T pies'. 

SOLUCIÓN Scaxel rad1odel c1hndro, como se muestra en ~a figura¡. El "ºlumen 
del c1hndro es 'ff'r!h • 1r.r(J0 - .r). y el de la semiesfera es J 'ffr1 • J"'x-1, de modo 
que .r se despeja como sigue: 

n:r1(30 - .r) + j m J • J008'1f 

3x!(30 - x) + 2rl • 3024 

90x2 - X
1 

• 3024 

..1
1

- 90.r1 + 3024 • O 

n-..:n ot.111. í-18tr 

' )IQITIOI por 

np4tfi~ 

Corno el eocficiente principal del polinomio del lado izquierdo de la última ecua. 
ción es l. cualquier raíz racional tiene la fonna c/1 • c. donde e es un factor de 
3024. Si 3024 se factoriza en pnmos. encontramos que 3024 • 2• · 31 

· 7. Se 
deduce que algunos de los faclorcs posi1hos de 3024 son 

l. 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9. 12, .. 

Para ayudar a decidir cuál de cs1os números probar primero. realizamos una esli• 
mació n aproximada del radio al suponer que el silo 11ene fonna de c1hndro circular 
rcclo de 30 pies de altura. En ese caso. el ... olumen serla 'ff'r h - 301rr . Como este 
\-Olumen debe ser cercano a 1008w. ,emos que 

3or - 100s r' • 1008/30 • 33.6 

Esto sug1er-c que usaremos 6 en la primera d1vmón sm1é11ca. como s igue: 

~ 1 -90 O 3024 

6 -SO, -3024 

1 - 84 -SO, O 
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FIGURA J r or lo 1an10. 6 es una solución de la ecuación .r-' - 90.--2 + 3024 - O, 
Los dos soluciones rcstamcs de la ecuación pueden oblcncrsc al rcsoh cr la ecua­

ción disminuida o reducida :r? - 84r - 504 - O. Es1os ceros son aprox1madamen1c 
-S.62 y 89.62. ninguno de los cuales sa.11sface las condiciones del problema En 
COtbCCUcncia. el radio deseado es 6 pies. 

La gráfica de/(.\') • xl - 90.r! + 3024 de la figura 3 muestra el ccrox - 6 Una 
gr.ifica Cllltndida también indicarla los otros dos cero~. 

Ui Ejercicios 
Ejtr, 1- 10: Un polinomioftx) con CCH':Ílcitntes rtalts ) ('0t:fi­

t1,n1, prh1clpal I t.l,n,,I «ro (o « ros) ) grado dados. Exprnt 
.ftx) C"omo un produc,o dt polinomios llnealn } cuadritloot 
con tMÍldt'nlH rnlN quf' sun lrrtdutlib!N iobr. R. 

1 J + 2,. gndo 2 

2 - J+J,; gradol 

3 2, -2 - .S,; grado J 

4 - J. 1 - 71; gr.wkl 3 

S -1.0.J + i; pado4 

6 0.2.-2- 1; gndo 4 

7 4 + 3,. -2 + i; gr.Mio -l 

8 3+.Si. -J- i; Jrado4 

9 0,-2,,I -i: gndo.S 

10 O.Ji,J+i: gt<.-005 

Eju. 11- 16: DtmuHlrtqu, la N'uad6a no 11,n, ralz ral"lonal. 

11 r 1 + 1r1 
- 4.c + 6 - o 

12 lt-1 -4.r1 +7.r+5•0 

14 r' - 9.r+ 7 • 0 

1S ( 1 - lt' + -l.1 1 + .r - 2 • O 

16 2x1 +lr1 +7•0 

E.ju. 17- 18: 

a) Elabort- una liita dt lodos IMttro, .-.dona In posiblff df'/ 

b) Uu Hta llsra pua dtttrmlnar una \t'nlana dt \lsualiu­
r16a apropiada y &l!nn, uaa grifka dr f. 

e) Tomando la grif1o romo ba.st. l"t'C'OMt la lisia d t poslbln 
rr-ro1 racioa11ln • 1610 aq uellos que loda,ia n an n ndida­
lOS razonablff. 

17 ,A,)•4x'-4.-Z- ttx+6 

18 ftt) • 8.r\ + 34.t' + 31' + 9 

Eju. 19-J0: EnruHltt lodH IH soludonH d, la MUllldón. 

19 r' - ,-1 - IOx - 8 • O 

22 llr' + &r: - Jr - 2 - O 

24 .t' - x ' - 9.r: + 3..r + 18 • O 

26 Jr' - lfü' - fu 1 + 24,·' + lh - 6 • O 

27 6.r1 + 19r' + .1: 1 - 6.rJ • O 

28 6.t'+5.l 1 -17,:-6.r • O 

29 8.,1 + 1Rr1 + 45..\ + 27 • 0 

30 3t' - ..-! + llr- 20 • 0 

.. :jer. Jl- J2: Encuf'nltt una forma factorlt.ada ron ('ctefldtnfH 
tnl('f'Oi d tl polinomlo/ quf' u- muf'Slra tn la figu.ra. S uponga 
qut Xstl Ysd = l. 
31 /(x) • 6.r' - 23t' + 2-lx1 + l": - 12r + -l 

\ 
~ 
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t:ju. 33-3": l,a función polinoml1l/1lcnc- sólo cuos rc-alts. 
Use la ,:ri nca de/para íaclori:uirla. 

3J /(.\·) - 2x1 
- 25.4:c1 + 3.02x + 24 75 

J4 /(t) • 0.5.t1 + 0.65.t1 - 5.365t + ) .5375 

35 <,D1s1c un pohnom10 de grado 3 con coeficientes re.les que 
tenga ccroi 1, - 1 en bphquc. 

36 El poltnonuo jt) = r Lr1 + 2u + 2 tiene el numero com­
plcJO i como cero. pero el COOJugado I de I no es cero <,POf 
ql.k! este- ~ullado no contmd1cc el teorema sobre ceros en 
pares conJupdos (k un pohncNmo? 

37 Sin es un cntcro pos1tl\O 1mp,it, dcmucs1rc que un pohnonuo 
de grado n con cocfic1cntc real llcnc: por lo menos un cero 
reJ.I 

38 S1 un poi momio de la forma 

r- + "-~--~-• + ,. + tl,.f + a.. 

dondccadaa
4 
es un entero. ucnc una nib: rac!Ol\al r, dcmucs• 

trc que res un entero y es Íador de"•· 

39 Consuu, IOn I un1 caja De una pieza rcctangul:u de car• 
tón que lle-ne d1n)CflSlOl'ICS de 20 X 30 pulgad:Hi, se fabn­
C'llrá una C3JI ab1crt3 al qu1t:arlc cU3drados de "1::a .,Z de cada 
esq1,11na y ,ohcar los lados hac,a amba (Consulte el CJCrc1-
c10 43 dc la KCcK>f\ 3 1.) 

1) Dcmucs1rc que hay dos UJU que tienen un \Olun'ICO de 
1000 pulgadu cubicas 

b) ¿Cuál caJa tiene la menor 8n::a superficial? 

40 ConsttucclM CM- una rfj.a de emblfqut' El bastidor para 
una rcJa de embarque se constnmi con madera de 2 X 2 pul­
p<W: por 24 pies de largo. Supom¡,'00() que la reJa debe tener 
c.-xtrcmos cuadrados de .x pies de long11ud, dc1cm11nc d(los) 
,·alotjcs) de ,· que ~uhc(n) en un ,olumcn de 4 p1e51. (Vea 
el CJCtt:ICIO 44 de la ~ión ) \ .) 

41 Un tn&ngulo rCC'laflgulo 11cnc itea de 30 ptes! y una hipote­
nusa que mide I pie m:h que uno de sus lados 

a) S, ., denota b long11ud de este lado. entonces demuestre 
que 2x1 + .r - 3600 = O. 

b) Demuestre que hay UJ1ll raíz pos111n de la cc-ux1ón en el 
,nctso a)) que esta raíz sea menor que 13 

e) Encucn1rc las lon¡11udcs de los lados del triángulo 

42 Con tl'\lccior O' un tanq"" dt almKtoNm-.nte> Un tan­
que de allll3CCt\3.m1cn10 para gas propano R va a constn.ur en 
fonna de cilindro c1n:ulllr rccto de 10 p1e1 de altuna. con una 
scnucsfcra unida en cada extremo. Octcmunc cl radio·" pan¡ 
que el volumen ~ultante 5ea de 271f pies' (Vea cl CJCmplo 
8dclascceión2.4.) 

43 ComlnauiMI 4M un col,, nlro d. .almac~i 1"tlo Un 

cobcrt1.to de almaccnarmcn10 se: corulnuni en fonna de cubo 
con un pnsma triangular formando el techo (,ca 1.a figura) 
La longuud .l' de un lado del cubo cst.i por dc1cnn1narsc 

.a) S1 la altura lota! de la estructura es 6 pies. dcmucs1rc que 
su ,olumcn l'cstá<blopor V= l'1 + ½r<6 - r) 

b) Dc1cm11nc .rpara que el ,otumcn Ka de 80 p1es1. 

EJEICIL OC~ 

,,.,,"" ---1 
6' 

,,J 
,/ 

-,/ 
44 0111:: JO de un, tiMld• • cam,- •• Se coMlnurá una 

11cnda de camJ>-U'a hecha de lona en fonna de plninode con 
~ cuadnlda. Un pogede 8 pies formará el soporte del «n• 

lro. como se ilustra cn la figura Encuentre la long11ud .r de 
un lado de la hase p;ira que la cantidad 101al dc looa ncces.,na 
p,ani los eos1.:.dos y fondo sea de 384 pies:. 

EJERCICIO.« 

r-----------
s· 

L 
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l'.ju. 45-46: Un una grUka pan dru rmlnar r l númrro dr 
solucloau no rulo dr la «uaci6a. donde 

Of.h) • 1.2-uh+bll-ch'. 

4S .r1 + l .lt4 - 3.21.r' - 2.835.fi + 2.7x +0.62 • -1 u• 1.()96 X 10""'.b • 3.42 X 10-•.I" • 3.6 X 10-•4. 

46 -~ - O.•h' - 2 6.t1 + 1 1 r + 3.5 • 2 

Ejrr. ~7-48: u~ un1 grifiu ) dhblt\n sinthlu pan rnton­
lnr lodH las soluclonn dt" la «uaclt\11. 

y O 'S lt ! 30.000 Use la a,ifica de O para aproximar la ah1-
tud h • la cual la dnmdad sea O 4 

SO Of'tl1ldad d• ~ TH rra La densidad de la TKml D(h) (en 
;,cm')h metros h3JO la superficie se: puede aproximar ron 

D(,h) • 284 + c,/t + blr - oh'. 
47 -~4 + 1.4..-' + 0,44.t1 - 0.S(u - 0 96 • O 

donde 

48 x ' + 1.1 r-1 - 2.62ti - 4.nt1 - 0.2.r + S.44 • O a• 1.4 X 10-'.b • 2.49 X IO .... c • 2.19 X 10-•. 

49 ~1 t"' ftrica La dcnsKbd D(h) (en kg,m') de la 

yO::S:h! 1000 VscllgráficadcDparaaprox1marl:lprofun­
did3d ha la que la densidad de la Ticm es 3.7 

a1mósfora lmt'Strc a una ah11uddch mcuos w puede aprox1• 

m 
Funciones racionales 

Una función/es una runción racional si 

Jt,) - g{,). 
!,(;) 

donde ~:(x) y h{l') son polinomios. El dominio de/cs1á formado por iodos los nllme­
ros reales. excepto los ceros del dcnonunador h(x). 

EJEMPLOS Funciones racion;ales y sus dominios 

FIGURA 1 

rtGll"A2 

■ /(t) • x ~ 
2

; dominio: 1odaxeii.cepto..1. • 2 

■ /(,1.) • ~: dommio: 1oda rexcepto, • ::!:3 
r -9 
t 1 

- 8 
■ /V.) • '"! + 4 : dommw: todos los números reales :e 

Prcviamen1c se simplificaron las expresiones racionales como sigue: 

~- (x + l)(.i.--2} -~- r + 2 
t - 2 ..a:--1 1 

x: - 4 
S1.ft:c) • ~y g(.t) • .\" + 2. entonces el donnmo de/es 1odax. exccp10 r • 2. 

y el domimo de g son todos los números reales. Es!os dom1mos y la s11nphficac16n 
indicada lineas antes sugieren que las gráficas de/y g son iguales. cxccp10 para 
r • 2. ¡,Qué sucede a la gn\fica de/en r • 27 Hay un l'ocio en la gráfica.. es d(.."Cir. 
falta un punlo. Para encontrar el valor_, . del vacío, sus111u1mos 2 por :r en la función 
reducida, que es simplemente g(2)- 4. En la figura I se muestra una gráfica de/ 

Para alenar al usuano de la presencia de un vaclo en la gráfica. algunas calcu• 
ladoras graficadora.s en realidad d1buJan un, acio. como en la figura 1; otras s1m• 
plemente om11en un pixel. como en la figura. 2. La revisión de una tabla de ,·alores 
para/(figura 3) mdica que/no es1á dcfinuia para x = 2. 

Ahora se lle,•a la atención a funciones racionales que no tienen un íac1or comlln 
en el numerador y el denominador. 
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FIGURA.l 

X v, 
· 1 l 
o 2 
l ~ 2 
3 s 
~ ' s 7 

Y1=ERROR 

flGURA.4 

/,,X) - oc cu.indo X - o-

FIGURAS 

Al trazar la gráfica de una función racional f. es importante contestar las dos 
siguien1es prcgu111as. 

Prtgunla 1 ¿Qué se puede decir de los valores de la función.ftx) cuando x está 
cercana (pero no es igual) a un cero del denominador7 

Prcgunla 2 ¿Qué se puede decir de los valores de la función;t-c) euandox es posi­
li\a grande o cuandox es ncga11va g.rnnde? 

Como se \Crá. si a es un cero del denominador. una de varias situaciones ocurre 
con frecuencia. Éstas se \en en la figura 4. 

.l,,x) - -oc cuando r - a- .l,,x) - -oc cuando x - o♦ 

La recta discontinua x ... a de la figura 4 se denomina así11101a ,·ert,ca/, como en 
la siguienie definición. 

La recta .'C - a es una asinlOhll , ·trlical para la gráfica de una función/ s1 

J(x)-oc o /(x)- -oc 

cuando x se aproxima a a por la izquierda o por la derecha. 

En1onccs. la rcspues1a de la pregunta I es que si a es un cero del denominador 
de una función racional f. cn1onccs la gráfica dcfp11ede tener una asíntoca ,enical 
x - a. Hay funciones raciomllcs donde éste no es el caso (como en la figura I de 
es1a sección). S1 el numerador y el denominador no tienen fac1or común, en1onces 
J debe 1encr una aslntoca ,cnical x • a. 

Considere a continuación la pregunla 2. Para x grande positím o grande negll­
tim. la gráfica de una función racional puede verse como cualquu:ra de la figura 5. 

}.x) - e: cuando t - oc .l,,.r) - e: cuando x - -oc 
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FIGUJ:A, 
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A la rccl.3 d1scon1mua de la figura 5 se la denomina asi11tota hor1:ontol. como 
en la s1gu1cnte definición. 

La ree1ay - ,. es una asínto1·a horb.ontal para la gnifica de una función/si 

./(:c)-c cuando -c-x o cuando :e- -:x; 

Asi. la respuesta a la pregunta 2 es que .ftx) puetle estar muy cerca de algún 
número e cuando x sea grande posi11va o grande negativa: esto es, la gráfica de/ 
puede tener una asínto1a hor11.ontal ,\' • c. !-lay fu1lC1onc!> racionales donde éste ,,o 
e.t el ca.so (como en los ejemplos 2 c) y 9). 

N01c que. como en los dibujos segundo y cuano de la figura 5, la gráfica de/ 
puede cruznr una asintola horizontal. 

En el s1gutcn1e eJemplo se encuentran las asin101as para la gráfica de una función 
racional sencilla. 

tili ~1)1•11 Truode la grific.a de una función racional 

Trace la gráfica de/s1 

/(x)=-'­
x-2 

SOLUCIÓN Primero se considera 13 pregunto 1, expn.-sada ol pnnc1pio de esta SCC• 
c16n El denommador 'C - 2 es cero en .l" - 2. S1 res cercana a 2 y -r > 2. enlonccs 
.ft-r) es grande positivo, como se indica en la sigu1cn1c rnblo 

2.1 201 2.001 2.D001 2.D0001 

, - 2 10 100 1000 10.000 100.000 

Como se puede hacer que 1 (x - 2) sea tan grnndc como se desee al tomar x 
cercana a 2 (y x > 2). \emos que 

Jtx)- oo cuando x- 2• 

S1,A-c) es cercana. a 2 y x < 2. cntonces/h) es grande ncga11va: por CJCmplo. 
JI 1.9999) • - l0,000 yftl.99999) • - 100.000. Así. 

Jtx) - oo cuando x - 2 

U recta r • 2 es una asin1oca vcn1cal para la. gráfica de f. como se ilustra en la 
figura 6 

Luego consideramos la pregunta 2. La s1gu1cn1c tabla contiene algunos \a.lores 
aproxunados para/(x) cuandox es grande y pos1t1\a. 

1 
;=-1<•prox.) 

100 1000 10.000 100.000 1 .000.000 

0.QI 0001 0.0001 0.00001 0.000001 
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Teorema sobre asíntotas 
horizontales 

Podemos dcscnbir este comportam,cnto dc/(T) al escnb1r 

/(x) - O cuando x - o:x. 

Del mismo modo,j(T) es cercana a O cuando "es grande nega11,a: por ejemplo. 
}1-100.000) : -0.00001 Así. 

j(x) - O cu.indo x - - -e 

La recia y • O (el cjcx) es una asinto1a horizontal. como se ,e en la figura 6 
Traar lospun1os(I, -l)y(3. 1) ayuda a darse un 1rv.oaprox1mado de la grá-

fica. ■ 

La función considerada en el ejemplo l .j(r)- l '(.t - 2). se ascmeJa con mucho 
a una de las funciones racionales más sencillas. la fondón recíproca. La función 
reciproca ucne ecuac1ón/(:r) • l lx. asíntota ,·en1cal x • O (el eJe _r) y aslmota 
horuon1al _,, - O (el CJe -e). La gráfica de la función reciproca (que se muestra en el 
opéndice 1) es la gráfica de una lu~rholu (que se estudia más adelante en el hbro). 
Obscn e que se puede obtener la gráfica de J' - 1 .. (x - 2) al desplazar la gráfica de 
,, • 1 x dos unidades a la derecha. 

El s1gu1ente teorema es útal para encontrar la asíntota horiLontal paro la gráfica 
de una función racional 

l) Sin < k. entonces el cjex (la recta y - 0) es la asínlota horizontal para la gráfica 

do/. 
2) S1,, • k. entonces la recia y • a,.. b

1 
(la razón entre coeficientes pnnc1palcs) es 

la asíntota honzon1al para la gráfica de/ 
3) S1,, > /t. la gnifica de/no tiene asíntota horizontal. En ,czdc cllo./(.-c)- ,,o o 

/(x) - - x cuando x - oo o cuando x- -'XI. 

Las demostraciones para cada una de las panes de (."SIC 1corema pueden copiarse 
de las soluciones del s1gu1cnte ejemplo. Respecto al 1JlC1so 3). si q(x) es el coc1cmc 
obtenido al d1v1d1r el numerador entre el denonunador, entonces Ar) - <:.(j si 
q(x) - XI o J(x) - - XI si q(x) - - ~ . 

IJII 4141•0 Encontrar aslntotas horizontales 

Encuentre la aslnto1a horizontal para la gráfica def. si existe 

3t - 1 
•l /(x) = ,, ~ ., _ 6 

e) /(.r) • 2,• ~ J.r' + 5 
r- + 1 

SOLUCIÓN 

b) (.,) = 5.r'. + 1 
/ k-4 

a) El grado del numerador. l. es menor que el grado del de.nominador. 2. así que 
por el inciso 1) del 1eorema sobre asíntotas hori.ront.o.les, el CJC x es una asfn101a 
horizontal. Para ,en ficar directamente esto. sed,, 1den el numerador y el dcnom1-



PalOS para trazar la 
gr.tific.a d~ una función 

racional 
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n:idordcl cociente entre :r (porque 2 es la po1cnc1a mayor de :r en el denominador). 
con lo cual ob1cnemos 

Jr - 1 

/(x) • --'-' - • 7, - :;: para .t -,6 O 
rz - r-6 1 6 
--.. -,- 1 -~-~ 

Six es grande pos111va o grande nega11va, entonces 3 r. 1/:r!, 1 x y 6-:r! son cercanas 
a O y. por lo tanto. 

En consccucnc1a. 

fix) - · O cuando x - ~ o cuando r - · -x. 

Como /(x) es la coordenada _,. de un punto sobre la gráfica. el últuno enunciado 
significa que la recta y • O (e!>lo cs. el eJc x) es una ~ínlot.3 horiiontal. 

b) S1/(x) - (S:r! + 1)/(Jx! - 4). cnlonccs el numerador y el dcnommador llenen 
el mismo grndo. 2. y los coelicicnics prmc1palcs son 5 y 3. respccti\·amcn1c. En 
consccucnc1a, por el inciso 2) del 1corcma sobre asintoias honzontalcs. la n."Cta 
.l' - ½ es la asin101a hori1on1al. También se podrht, dcmos1rnr que,, - ½ es la asín­
iota horizontal al dividir el numerador y el denominador de/(:r) cnlrc .r!. como en 
el mciso a). 

e) El grado del numerador. 4, es mayor que el grado del denominador. 2. de modo 
que. por el inciso 3) del lcorcma sobre asintotas honzontalcs, la g.r.ífica no 11cnc 
asíntota horizontal. Si usamos la división larga. obtenemos 

/(.<) • 2_,, - 5 + ~ 
r · + 1 

Cuando ;r - :x; o r - -x. el cocicn1c 2.r - S aumcn1a sm llm1tc y 
1 O (.r + 1) - O. Por lo lanto./(x) - oc cuando .r - oc. o cuando 1' - -7:i, 

A conl!nuación se presenta una lista de algunos pasos parn 1rozar la gráfica de 
una función racional. Su uso se 1lus1rara en los ejemplos J. 6 y 7. 

Suponga que /(:e) • g{r). donde g(x) y h(l') son polinomios que 110 tienen factor 
h(<) 

común. 

1 Encucnlrc los pun1os de inlcrl>Ceción con el cJe 1'; es decir. los ceros reales del 
numerador g(x), y localice los pun1os corrcspond1cn1cs sobre el CJC x 

2 Encuentre los ceros reales del denominador lr(x). Para cad3 cero real u. trace la 
asin101a ,..cnical x • u con guiones. 

3 Encucnlrc el punlo de mtcrsccción/(0) con el eje y. s, existe. y trace el punto 
(O.JtO)) en el eJe r. 

4 Aplique el teorema sobre asínlotas horizontales S1 hay un3 asíntota horizontal 
y - c. tráccla con guiones. 

(co11ti11iía) 
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Pasos para trazar la grifiu de una 
función racional 

(contimJo) 

S S1 hay una asin1O1a honzon1al \' - e, dc1crmrne si cruz.a la gráfica. Las coorde­
nadas x de los puntos de intersección son l3s soluciones de la ecuac,ón/(x) - c. 
Marque estos puntos, si existen 

flGVRA 7 

' 
' 
' 

' ---♦-----------

' ' ,x •1 

6 Trace la gráfica de/ en cada una de las regiones del plano .n• de1cnmnadas por 
las asíntotas "cn1calcs en el paso 2. S1 es ncccsano. use el signo de \'alorcs de fun­
ción cspt."Cíficos paro saber si la gráfica cs1l amba o abaJO del CJex o de la asíntota 
horizontal Use el paso 5 para detenmnar si la gráfica se aproxima a la asíntota 
horu.ontal desde arriba o desde abaJO. 

En los s1gu1cn1cs eJemplos. el principal obJet1vo es dctcnnmar la fonna general 
de la gráfica, poniendo especial atención a la fonn.a en que la gráfica se aproxuna a 

las asln1O1as. Se trawn\n sólo unos pun1Os. como los correspondientes a los pun1os 
de m1ersccción con los eJCS x y J" o la m1crsc<:ción de la gráfica con una asíntota 
horizontal. 

IJüml:D Truo de la gr.fifiu de una función radonill 

Trace la gráfica de/s1 

/{x) • ; _: ~; 

SOLUCION Se siguen los pasos, 

Para encontrar las in1e~ioncs en x. se buscan los ceros del nume­

mdor. Al resol\er Jx + 4 - O. obtenemos x - -3' y Lmzamos el punto 

(- }. o) en el cjex. como se aprecia en la figura 7. 

El dcnommadoruencel cero f. de modo que la rcc1ax -½es una asin101a 

\-Crtical. Esta recta se traza con una linea d1scontmua. como en la figura 7. 

La intersección en ,•es/{0) - -f y 1razamoscl pun1o(O. - =}) en la figura 7. 

El numcmdor y el denominador de/(.rJ tienen el mismo grado. l . Los coe• 
ficientes pnncipales son 3 y 2. de modo que por el inciso 2) del teorema sobre 

' asintolas honzontalcs. la n..'Cla ,. - fes una asínlola hor1Lontal. En la figura 7 se 

mue.sira la recta truada con una linea d1scontmua 

Las coordenadas-' de los puntos donde la gráfica cruza la asin1O1a horizon-
1:ll y - f son soluciones de la ccuación/(.r) - -½- Esrn ecuación se resuel,c asl: 

Jx + 4 
2.,- 5 - 2 

2(3, + 4) ~ 3(2x - 5) 

fo+ 8 = 6.r - 15 

8• - 15 

,o,. por 1 " , e¡ 

Como 8 + -15 para cualquier valor de x. t.-ste resultado mdica que la gráfic:a de/ 
no cru:,.a la asíntota horizontal. Como apoyo en el trazo. ahora se puede considerar 
la asinto1:1 horizonral como una frontera que no S(' puede cruiar. 
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La asintota , cn1cal de la figura 7 di, idc el plano .n en dos regio-, 

R
1
; la región a la izquierda dex -½ 

R:: la región a la derecha de 1" - ½ 
Para R, tenernos los dos puntos(-3". 0)y (0. - f ) porlos que la gráfica de/debe 

pasar, así como las dos asíntotas a 13s que la gráfica debe aproximarse. Esia pane 
de/se muestra en la figura 8. 

J>arn R
1 

la gráfica debe aproximarse de nuevo a las dos asin101as. Como la grá­
fica no puede cruzar el eJe 1" (no hay punto de mtersecc1ón con el eJe x en R

2
), debe 

c.star encima de la asíntota horitontal, como se ,e en la figura 8 

Ui.l!tli!iJI Trazo de una grifiu que tenga un vado 

Trace la gráfica de g s1 

g(<} • (3x + 4)(x - 1) 
(2., - 5)(x - 1) 

S0LUOÓN El do1m010 de ges todos los nümcros reales excepto ¾ y 1. $1 g se 
reduce. ob1cnemos la runcíón/del ejemplo prc\lo La única difereñcia entre las 
gráficas de/y ges que g 1ícne un vacío en x - 1. Como/()) - -,f, sólo necesi­
tamos hacer un \acio en la gráfica de la figura 8 para obtener la gráfica de gen la 

,, figura 9. 

Pil'lil•IW Encontrar una ecuación de una función racional 
que satisfaga condiciones prescritas 

Encuentre una ecuación de una función rac1onal/que satisfaga las s1gu11:ntcs con­
diciones: 

intcl"Sl-cción en l': 4. asin101a ,cnical· x - - 2. 

asinlola hori7ontal: y - -¾ y un vacío en x - 1 

sotuc•ON Una m1crsecc16n de 4 en x 1mphca que .l - 4 debe ser un füc1or en 
el numerador. y una asin101a ven1cal de x - -2 implica que .1" + 2 es un fac1or 
del denormnador Por lo 1an10. se puede comenzar con la fomia 

.t' - 4 

~ 

La asin101a horizontal es J - --i·'. Se puede mul1iphear el numerador por -3 y el 
ck.-nom1nador por 5 para obtener a forma 

-3(.< - 4) 

5(x + 2) 

(No f'Jt:nba (-l.t - 4l(5t' + 2). porque eso cambiaría el pun1ode m1crsecc16n con 
el eje x y la Mín101a \-Cn1cal ) Por úl11mo. como hay un vado en 1" - 1, debemos 
1encr un factor de r - 1 en el numerador y en el dcnonnnador. J>or lo lanto. una 
ecuación para/ es 

-3(, - 4)(,- - 1) -3x1 + 15x - 12 
/(x) = S(t + 2)(x _ I} o. lo que e~ cqu1valcn1e a. /(x) = Sx! + S..r _ JO 
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FIGURA lO 

IJ:wa!:D Truo de la grjfica de una función racional 

Trace la gráfica de/si 

,-1 
/(x) • ,'- x-6 

SOLUCIÓN Es ú11I expresar el numerador y el denonunadoren fonna füc1oril..ada. 
Así. comenzamos por cscr1b1r 

X - 1 X - J 
/(x) • ,-,---, ---6 • ~,,-+-2~K~,---3~) 

Para encon1rar las uucrsccc,ones en x. se encuentran los ceros del numc. 
rador. Al rcsol\Cr t - l • O. 1cncmos x • 1 y se marca el pumo (l. O) en el CJC x. 
como mue sira la figura I O. 

El denominador 1icnc c1..-ros -2 y 3. Por lo 1an10. las rcc1ai. l - - 2 y l' - 3 
son asin101as \Crticalcs: se 1razan con una linea d1scon1mua. como en la figura 10. 

La in1crsccción en r cs..,10) - ¾ y se marca el punto (O.¾). que se mucs1ra 
en la figura I O. 

El grado del numerador de/(x) es menor que el grado del denommador. 
entonces. por el inciso 1) del lcorcma sobre aslnlotas horuon1alcs. el CJC x es la 
asíntota hori:,.ontal. 

Lós pun1os donde la gráfica cru2a la asin101a honL.ontal (el CJe x) que se 
encuentran en el hneanuento ~ corresponden a las intersecciones en .l'. El punto 
(l. 0) ya se marcó en el lineamiento l. 

Las asíntotas \ert,calcs de la figura 10 d1\'1dcn el plano..n• en líes regiones: 

R
1

: la región a la uqu1erdadcx - -2 

R~: la región entre l' - -2 y x • 3 

R1: la región a la derecha dcx • 3 

Para R
1 

tenemos x < -2. Sólo hay dos opciones para la fom1a de la gráfica de 
/ en R

1
: cuando x - - ,o. In gnifica se aproxima al CJe .l', ya sea por arriba o por 

abajo. Para dcccm1inar cuál opción es corrccla. se examinará el signo de un \'alor 
1íp1co de la función en R

1
• E.legunos - 1 O para-' y usamos la fom1a foctoruada de 

/(x) parn encontrar el signo del(- 10) (cs1c proceso es scmcjan1c al que se empica 
en la sección 1.6): 

(-) 
/(-IO) • -- • -

(-)(-) 

El valor ncga11"0 de j(-10) indica que la gráfica se aproxima a la asín101a 
honL.ontal por obt,jo cuando x - -:c. Además. cuando x - -2 . la gráfica se 
extiende Ju,cia t1baJo; es10 es,/(x) - - X1. Un trazo de/en R

1 
se muestra en la 

figura l la). 
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En RJ tenemos -2 < x < 3 y la gráfica cruza el eje x en x • l . Dado que. por 
CJemplo,j(O) es pos111va, se deduce que la gráfica se cncucn1ra amba del CJC x si 
- 2 < :r < l. Asi, cuando :r -. - 2 •, la gráfica se extiende hado orr,ba; esto cs. 

/(:<J - oc. Como se puede demostrar que ;12) es negativa. la gráfica se encuentra 
debajo del ejexs1 1 < :r < 3. En consecucncia.cuandox-. 3 • la gráficaseexltende 
ht1Cit1 abajo: cs10 cs,/(x) - -~. Un trazo de/en R~ se muestra en la figura l lb). 

Porúllimo.en R
1
,x > J y la gráfica nocrua el cje:r En v1s1n de que. por ejem­

plo. se puede demostrar que/( 10) es positiva. la gráfica se encuentra arriba del eje 
.t . Se deduce que/(xJ - ~ cuando t- 3 • y que la gráfica se aproxuna a la asin1ota 
honzonl31 port1rriba cuando:r - oc. La gráfica de/se traza en la figura l lc). • 

IINl'JiUQ Trazo de la griftca de una función racional 

Trace la gráfica de/si 

SOLUCION La factorizac1ón del denonunadorda 

, , x' 
/(x) • x' - · x - 2 • (x + l)(x - 2) 

De nuevo seguimos los pasos. 

Para encontrar las intcrscce,ones en t buscamos los cerru. del numerador. Al 
resoher r • Otenemosx • O y marcamos el punto (O. O) en el eje .T,como muestra 
l:t figura 12. 

El denominador uenc ceros - 1 y 2. Por lo 1an10. las recias x • - 1 y 
x - 2 son asin101as , crt1c3lcs y se 1ro.z3n con linC3S d1scontmuas. como en la 
figura 12. 

La mtcrsccc1ón en _1· es /(0) - O Es10 da el mismo punlo (0. 0) que se 
encontró en el paso 1. 

(co1111mia) 
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•) 

' 
' 
' ' ' ' ---------.-

' 
' 
' ' 
' --r-------

El numerador y el denominador de/(.t) tienen el mismo grado. y los coe• 
ficientes pnnc1pales son ambos 1. Por lo tanto, por el mcaso 2) del teorema sobre 
asíntotas horizontales. la recta .•· - + - 1 es una asin101a hon10,ual. La recta se 
traza con guiones. como en la figura 12 

Lns coordenadas :e de los puntos donde la gráfica cruza la asíntota hon• 
z.ontal J' - 1 son soluciones de la ecuación/(i) - 1. Esio ecuación se resueJ\,c así 

x' ---: 1 
.1 = - x - 2 

r - -2 

Este resultado md1ca que la gráfica cruza la asíntota hon1.ontal r - 1 sólo en 
x - -2: por lo tanto. 1rammos el punio (-2. 1} que se muesira en la figura 12. 

Las asín1ou1s \,er11cales de la figura 12 d1v1den el plano xy en tres regiones: 

R1: la región a la 1zqu1crda de x • - 1 

R:: la región entre r - - 1 y.\" - 2 

R
1
: la región a la derecha dcx • 2 

Para R
1 

primero consideremos la p..1ne de la gráfica que corrcsp<>ndc a 
- 2 <x < - 1. Del punto (- 2. 1) en la aslntota horizontal. 13 gráfica debe cx1cndcrsc 
h,,c,a uml,a cuando x - - 1 (no puede extenderse hacia abaJo. porque no hay 
mtcrsecc1ón en x entre .'t' - -2 y x - - 1 ). Cuando \" - - x. habrá un pun10 baJO 
en la gráfica entre J' • O y y • 1. y emooces la gráfica se apro,1mara a la asíntota 
horizontal r • 1 por debajo Es dificil ,cr dónde se presenta el pun10 bajo en la 
figura 12. porque los \alares de la función están mu\ cercanos entre sí. Usando 
cálculo. se puede demostrar que el punlo baJO es (-4. 9). 

EnRi tenemos - 1 <x < 2 y la gráfica mtcrscca el e1e.xenx - O. ComolB función 
no cruz.a la asínlota hori1on1al en cs1a región. sabemos que Li gráfica se e,1iendc 
haciat1lx,jocuando 1" - -1 y cuando .x - 2 • como se \ten la figura 13.a) 

En Rl la gráfica se aproxuna a la aslntola horiionlal J - 1 (por amba o por 
3b:IJO) cuando x - YJ. Además. la gráfica debe extenderse hacia urriba cuando 

b) 

' ' ' ' 
' ' 
' ---------.- IL _J iL 

--r------- .- --; -------
+-1-++-+-+-+-++-<-+-+-+-+-i--
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x - 2· porque no hay intersecciones en x en R,. Esto 1mphca que cuando x - oc. 
la grñfica se aproxima a la asintoca hom.ontal poramba. como en la figura 13b). 

La gráfica de/se trata en la figura 13c). 

En las soluciones restantes no se escr1bm\ fommlmemc cada paso. 

11'.WDl!D Tr.uo de la gráflca de una fun<lón racional 

Trace la grófica dc/s1 

/(x)•~ .,. + 1 

SOLUCIÓN No1c que comoj{-x) • /(x). la función es par y, por lo 1anto. la grá­
fica es sunémca rei;pccto al CJC , •. 

La grófica crw.a el CJC x en (O. O) Como el denominador de/(x) no tu~nc cero 
real. In gráfica no 11cnc asinioto \Cr11cal. 

El numerador y el denominador de /(x) 1ienen el mismo gmdo. Dado que los 

coeficientes pnnc1pales son 2 y l. respcct1vamen1e. la n.---cta t -f- 2 es la asímota 

horiiontal. La grófica no cnu.a la asin101a horizomal _1· - 2. porque la ecuación 
/(r) - 2 no tiene solución real. 

Al marcar los puntos ( 1, 1) y 2. fl y hacer uso de la s1mctria obtenemos el trazo 
de la figura 14. ■ 

Una ulnlola oblicua (O Indinada) paro una gráfica es una recta y • cu + h. 
con a + O. tal que la gráfica se aproxima a esta recta cuando x - oc o cuando 
x- -~. ($1 la gráfica es una recta, se lccons1dcra su propia asin101a.) $1 la función 
racion:11/(x) = g(x) h(r) para los pohnom,os g(x) y h(r) y si el gracia de .g(x) r.s 
111,0 mayor que el gmclo de /,(x), en1onces la gráfica de / 11ene una asf ntota oblicua. 
Para encontrar esta asi11101a oblicua, usamos la división larga para c.v.presar/(xJ en 
la fonna 

donde r( \') - O o el grado de r(:r) es menor que el grado de h(x). Del ,nc,so 1) del 
lcorcma sobre :i.sintotas honzon1alC$. 

r(,) - O cuando \' - oo o cuando , - -i,c 

h(.t) 

En consccucncia.f(x) se aproxun.a a la 1\..--Cla ,. - u.\' + b cuando 1" aumenta o d1sm1-
nuyc sm linu1c: esto cs. , , - al" + h es una asín101a oblicua. 

Qii\■WUC·j Encontrar una aslntotaoblicua 

Encuenlrc todas las asíntotas y trace la gráfica de/si 

.l: _9 
/(.t) • --

2.r - 4 
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SOLUCIÓN Una asinlotn \Cr11cal se presenta SI 2x - 4 - o (CSIO cs. si :r - 2). 
El grado del numcradordc/(:r) es mayor que el grado del denominador. Por lo 

tanto. por el inciso 3) del 1eorema sobre asintotas horizontales. no hay asíntota 
hori:ontal: pero como el grado del numerador. 2. es ,mo mayor que el grado 
del dcnonunador. 1. la gráfica tiene una asíntota oblicua. Por d1vis1ón larga 
obtenemos 

Por lo 1anto. 

jx + 1 

~ 
~ 

1r - 9 
2r - 4 41 

-5 

, , - 9 ( 1 ) 5 
-- • -.x+ I ---
2.r-4 2 2.r-4 

Como se mdicó en el anáh.!olS que precede a este CJemplo. la rectar - ½r + 1 es 
una asin101a obhcua. Esta recia y la asin101a \ert1cal x - 2 se 1nu.an con una linea 
discontinua en la figura IS. 

Los pumos de intersección de la gr.ificn con el CJC x son las soluciones de 

~ - 9 - O y. por lo tamo. son 3 y -3. El punto de intcrsccc1ón con el CJe y es 

..,10) - ¾. Los puntos correspondientes se lrn.7.an en la figura 1 S. Ahora podernos 

demostrar que la gráfica 11cne In forma mchcada en la figura 16 . 

En el CJemplo 9. la gráfica de/se aprox ima a la recta J • ½.r + 1 ,mfomw 
tutn161ic,1 cuando .r - ~ o cuando x - - :io. Las gráficas de funciones racionales 
pueden aproximar de forma asintótica diferentes tipos de con.as. r or eJemplo. si 

~-.r 1 
/(x) - ~ •,,: -7. 

entonces para valores grandes de~. 1 x = O y por lo tantoftx) ::::X:. Asi. la gráfica 
de/se aproxima a la parábola ,, • r en forma asmtó1icn cuando x - oo o cuando 
x- -x. En general. s1/(r) - g(x) h(T) y si q(r) es el cocien1e obtenido al dividir 
g(.r) entre h(x). entonces la gráfica de/ se aproxima a la gráfica de y • q(r) en 
forma asintótica cuando x - oc o cuando .x - - ~ . Podemos hacer reícrcncia a la 
función y • q(.-r) como una asíntoltl cuadnhicn, una asln1ou, cúbica o. en general. 
una asi11101a c11n·ilinca. 

üll'li!l•ll•I TrHode lagrjfiude una función racion1I 

Trace la gclfica de/s1 

Xl - t 

/(.x) • 9.x1 -9x1 - 22, + s· 

y cncuenue ecuaciones de las asin101as \en1calcs, 

SOLUCIÓN !>rimero se hacen las as1gnac1ones 

Vi • r1 
- r. Y1 • 9r) - 9xl - 22.r + 8. y Y, • Y../Y2 
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Se selecciona sólo Y
1 

parn graficarla (Y
1 

y Y: se dcsaCll\'an) y se usa una \ICn• 
1ana de v1suah¿ación cs14ndar. con lo cual ob1cncmos una gráfica que no da 
indicación de la ,crdadcra forma de/ El cambio 3 un3 ,emana de (-6. 6) por 
(-4. 4) sugiere que las asin1otas ,ert1cales están confinadas al mtenalo 
- 2 < x < 3. 

Al usar una \.Cntana de [ - 2. 3) por ( - 1. IJ y cambiar 111 modo de p,11110.t (parn 
no graficar la función al otro lado de las asimocas "·ert1calcs) se llega al Ira.LO de la 
figura 1 7, Como el gr.ido del numerador, 2. es menot que el grado del denominador, 
3, sabemos que la asin101a hontontal es e l e1e x. Los ceros del numerador. O y 1, son 
los timcos pun1os de m1crsccc1ón con el ejcx. 

rara de1ermmar las ecuaciones de las aslnto1as ,er11cales. abandonamos la gri­
fic.a de Y1 y examm:unos la gráfica de Yr buscando sus ceros. Graficamos Y1 con 
la nusma ,·entall3 de ,·1suahzación, pero usando el m0<Jo co11ecu,do obtenemos la 
figura 18. 

rorel teorema sobre ceros racionales de un polinonuo, sabemos que las posible~ 
raíces racionales de 9x1 

- 9r! - 2lr + 8 - O son 

En la gráfica ,emos que la (mica opción ruonablc para el cero en el mlcr.,310 

(- 2. - 1) es - .:}. El nUmcro 2 parece Si..'t un cero. y al usar una función "Lcro" o 

"root" se md1ca quejes también un buen candidato para un cero. Usando la div1• 

sión sintéuca se puede demostrar que -1', ½ y 2 son ceros de Y~- De esta manera, 

las ecuaciones de las asímocas ,en1cales son 

x= -1', x=t. y x=2 

Las gráficas de funciones mc1onales pueden ser cada \ez m.'ls complicadas 
cuando aumentan los gr.idos de los polinomios en el numcrador y el denominador. 
Técnicas desarrolladas en dlculo son muy titiles para lograr un irat:umento mis 
completo de esas gráficas. 

Las fórmulas que representan cantidades fisicas pueden detcmunar funciones 
racionales. Por CJ<:mplo, considere la ley de Ohm en la tcoria eléctrica. que esta­
blece que / - VIR. donde R es la resistencia (en ohms) de un conductor. V es la 
diferencia de potencial (en \-olts) en las tcmunalcs del conductor, e/ es la comente 
(en amperes) que circula por el conduclor. La rcs1s1enc1a de cn~nas aleaciones se 
aproxima a cero cuando la temperatura se aproxnna al cero absoluto (aproximada­
mente -273 ºC). y la aleación se conviene en un .mpercond,,ctor de electncidad. 
Si el voltaje Ves fijo. entonces. para ese superconduc tor 

V 
J • -¡¡-00 cuando H-O• 

esto es. cu.indo R se aproxima o O. la corriente aumenta sin linutc, Los super­
conductores permiten el uso de comentes muy grandes en p lantas generadoras 
y motores. Tamb1Cn tienen aplicaciones en el 1ransponc cxperimen1al terrestre 
de alta ,cloc1dad. donde los campos magnéticos intensos producidos por una• 
ncs superconductores hacen posible que los trenes lcv11cn para que en esencia 
no haya fricción emre las ruedas y la , la. Quizás el uso más imponantc de los 
superconductores es en los circuitos para computadoras, porque producen muy 
poco calor 
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WWW Ejercicios 

Ejtr. 1- Z: •> Tnct I• griflu dl' /. b) Encut1Un ti dominio D 
) ti rango R dt te) Encuenlrt los lnlerulOJ en los que /n 
('rN'ienl(' o dttrttlenlt. 

1 
2 /(,r} • ~ 

Ejtr. J..-4: Use la griifin para compll'lar las afirinadonH. 

:.,· - 3 

' 
' 

a) Cuando ,. - -""./(.r) - _. 

b) Cuando .i: - ""./(r) - _. 

e) Cuando .r- J-.ft.,)- _. 

d) Cuando .r- J•.ft,r)- _ 

e) Cu3ndo r - 0.f(x) -

a) Cuando ., - -""./(x) - _. 

b) Cu3ndo .r - ""'./(ti - __ 

e) Cuando . .- - -2-./(.,)- _. 

d) Cuando ,. - -2• ./(r) - _ 

e) Cu:mdo r - 0./('r:) - _ 

Ejl'r. 5-6: Ulilicl' la noladón d t R« ha para dl'scriblr t i wm­
por1amie.n10 final de la función. 

S a) /(x). __2._ 
.1"- 3 

6 a) /(<)-~ 
.t+ 2 

b) /1•) • ~ 
,-3 

b) /(<) • _ ,, 
x+2 

Ejtr. 7-1: ldtndflqut cu11t-squltra u-inlOIH l t r11caltS, hori-
zont.alH) nrlos. 

7 /(.r) • -c
2t-+3;.:·~ -6t 

8 /U) - :-: : :~:: ~ !~ 
Ejtr. 9-10: Todm1101 punlM dt lnterSttd611. HÍnlOTH y ,acfo1 
dt un.a íund6n radonal/ irsdn marcados t n l.a fl~ura. lhicl' 
una grifka dt/y ,ncutnlrt una ttuad6n paraf. 

Ejtr. 11-36: Trtcir la e,ráfica dt/. 

ll /(,,x) • r ~ 4 

13 /().) • r-:-; 
4, - 1 

1S /(,) • ~ 

l7 /(t} - !~: ~ !~¿: = !~ 
,-2 

19 /(r) • rl - .1· - 6 

-• 21 /M- 1,_ 2), . _, 
ll /(r)•~ 

h 1 - 2, - 4 
25 /tt)•~ 

-.,: - .r + 6 
27 /tr)• .r'+J.r-4 

-3 
12 /(.r) - ~ 

4x 
14 j(,) • --

h -5 

16 /(r) - ~~~ 

18 /(<) • :~ ~ ;~: :: 

20 /(t) • .r? ; ~ 1_ J 

22 /(.t') • (.r: l)l 
24 /(f)• ;l~: 

-3.r: - 3.1 + 6 
26 /(<)• •'-9 

29 /(r) • ~r: ;)(~,": 1~) 30 /{.t) • ~~r: 56:,': 2~} 

- h : + lfü - 12 2r2 + R, + 6 
31 ft,) • ,, + .1· 32 /M • ~ 



_'{ - 1 
33 /(r) • _.., _ 

4
.( 

-J,l 
lS /,r) • ~ 

_..2 - 4 
36 /(r) • ~ 

Ejr.r. 37--40: [11c:u,n1rr I• uinlolll oblic:u• ) lrac:, la gráfica 
de/ 

.rl -.r - 6 
37 /(x) • - , -+-,-

39 /(;r) - S ~:' 
r' + 1 

40 /(t)-~ 

Ejr.r. 41--42: Enc:u.n1rr 11 asln101a df' 11 t-una. 

, .. - .r- s 
41 /M • -----;¡-:-, 

Eju. 4.J-50: SlmpliOquP/(xJ y lr•c:f' la gr,nu dc:/ 

2.rl+r-6 ,:-x-6 
43 /V) • .rl + ,, + 2 44 /M • .f: _ 2., _ J 

4S /lr) - t ~ :1 46 /(t) • _: 2 ~ ! 

47 /(r) • ... ! +x - 2 
,+2 

49 /(.r) •;::~::; 

SO /(.r) • (r! + t)(~ - 1) 
(r' - :h + 2)(2.r - 1) 

f.jtr. 51- 54: Enc:uc:ntre una c:c:uad6n dt- una íund6n radoni1I 
/ que sa1isf1ga lu C'OndidonH d adas. 

S1 :islntota w r11c1I r = 5 
:tSíntota honzontat ,. = -1 
mtCf'SC'CC1ón en r· 2 

S2 3SIOtotas \'Cr11Cales .( = - 2, t = O 
asintota honzontal: 1 = O 
tn!CJSC('(IÓn en x: 2;ft3):;:; l 
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Sl aslntotas ,er11cales .r = - J. t = 1 
as1n1ot11 honzontal: 1 = O 
mtersccc1ón en r: -LftO) = - 2 
,adoc:nT= 2 

S4 asmtotas \CftlCII~-x = - 1. t = 3 
as:lntol-a honzontal: 1 = 2 
1nle!"K'CC1ones en .r: - 2. 1. vaóo en .r = O 

SS Uh cont~r para lllt ~ rild.JM:tl'l'Of Se conslnurá 
un roc1pu.·n1e c1hndnco de plomo para ahnxerw d,.."Stthos 

nid1actl\·os Las paredes de cs1c n:c1p1cnlc deben medir 
6pulgacbsdcgro,or 1:..1 ,olumcndcl c1l1ndrou1cnorquc se 
01ucs1ra en b1 figura debe ser 16,r p1es1 

il) L'<prc:sc la altura h del mt1..-nor dd c1hodro como fwK"16n 
del radio mtcnor r 

b) Demuestre que el \Olumcn 1n1cnor 1,,) está dado por 

V(,) • nr'[--16
- - 1]. 

(r + O.Sf 

e) e.Qué ulorcs de rdcbcn excluirse en el me,so b)" 

EJE (ICtO ~- .. 
~~ 
' ' ' ~ ' 

f:::t::;~~~::::jC~~§~ _ _J •. 
---t 

h 

_J .. ---------t 
S6 [)(H~ de Mt-dir1m.nto La regla de ':l'oung es una íónnula 

que se uu pan :wfapu,r las dos•~ de mcd1c1uncr110 de adultos 
• n100S S1 u dc:OOUI ta dosis de aduhos (en m1hgnmos}y tc:s 
la edad del n1l'lo (en a/los).. rnlOtl('es la do:us _1 pan n100 está 
(bdaporl3ccuaclM _1· = ta(t + 12) Tr.1Cc l.:rigrifK:.:ridecs1a 
«WK1ónpa,-r>0yu:; 100 

S7 Conu 1tr ic:ión d&- wl Agua salada con una eonccn1rac1ón 
de O I hbrlls de sal por galón aura en un gran tanque que 
m1c~lm<:ntc con11cnc 50 piones de agua pura. 

a) S1 el caudal de agua salad.:ri que entni al tanque es 
S gal mm, encuentre el ,olumen J{t} de agua y la CllDII• 
dadA(t) de sal en el 11nque después de, nimutos 

b) Encucn1rc una fórmula para la conccnu~ción de sal c(t) 

(en lh g::il} después de t mmu1os 

e) Comente la ,.mac16n de (11) cuando, - x. 
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58 Cantidad de lluvia La cantidad total de pulgadas R(t) de Ejt r. 61--44: Graflqut/)' tncut nlrt las ttuadones dt las a.sln-
llU\ ia duranic una tormenta de , horas de. duractón se puede totH ,utk aln. 
aproximar con 

R(t} • t :' b, 

donde u y b son consian1es pos11was q1.1e dependen del lugar 
geogr.iftco. 

a) Comente la nnac1ón de R(t) cuando , --- ,x 

b) La mtcns1c.bd / de lluvlll (en pulg'hora) está dcfin,da pot' 

I = R(t)t $1 u= 2 yb = 8. trace: la gráfica de Re /en el 
mismo plano de coc:,rocrodas pat1 , > O 

59 Propa1aci6n dt- ulmón Para una población prarucular de 
salmón. la relación entre el numero S de n:-produclotn y el 
número R de criu que sobrcv1, en hasta la madurez es1á dada 
por la fórmula 

4SOOS •---s + 500 

a) ¿En qué condt<:ioncs es R > S 1 

b) Encuentre el número de reproduc1orcs que darian 90' • 
del m:t)'or número posible de cri.:n que sobn:"V1nn hasta 
la madurez 

e) TrabaJe el u'IC1so b) sust1111yendo 90'. pM80-•. 

d) Compare los r«ultados para S y R (en ténmnos de 
awncntos porcentuales) de los ulCiJOS b) y e) 

60 ~nsidMI de poblacton La dcru1dad de población D (en 
h3b11an1es milla!) en W\I gran ciudad está rclac1onsda con la 
d1slancia, (en millas) desde el centro de la ciudad por 

5000, 
/) • fl+J6' 

a) ¿Qué le ocurre a la densidad cuando la d1stanc1a desde el 
centro de la ciudad cambia dc 20 a 25 millas? 

b) ¿Qué le ocurre finalmente a la densidad'> 

e) ¿l:.n que áreas de la ciudad la densidad de población 
txccdc dc 400 habltantcs,m1lla1? 

65 Sea/(.,) el pohnonuo 

(x + J)(x + 2)(, + l)(,)(x - l)(x - 2)(x - J). 

a) lkscnba l:1 gr:\fica dc,!..'(.x) = ,Ax),A.,). 

b) Describa U grifica de h(x) = g(x\o(.,). donde p(x) es una 
función pohnonual 

66 Rcfién.sc al C'JCTCICio 65. 

a) lkscnba la gráfica de)' = ft.,) 

b) Dcscnb.a la gráfica de .t(,) = 1.ftr) 

67 PromNtiodt- c.1lificacioM'- (GPA) 

a) Un c:stud1ante ha concluido 48 horas--créduo con un 
GPA de 2.7S. ¿Cuántas horas-créduo adtciooaks )' en 
4 O aumentarán el GPA del c:stud1an1c a algon ,-alor x 
deseado? (Dctcmune -~· como función de ,_) 

b) Elabott una tabU de \"a lores para., y J, comenundo coo 
, = 2.8 y usando mcrcmenlos de O 2 

e) Grafiqoc la función en el mciso a) en la \.entana [2. 4) por 
(O. 1000, 100( 

d) ¿Cuál es la as.intoca ,cn1cal de la gráfica del 1nc1so c)? 

e) Explique la 11nportanc1a prácuca del ulor 1 = 4 

Variación 
En algunas IR\CStigacioncs cicn1ificas. la 1crmmologla de mriac16n o propon:16n 

se empica para describir relaciones entre canlidadcs variables. En la siguiente tabla. 
k es un número real d1íercn1e de cero llamado cons1a n1e de , ·a riación o cons1anlt 
dt proporcionalidad. 



fKiURA 1 

Cuando aumcnla .1, aunx:nta .,·. 
flbim,cuando d1sm1nu)c ,. 
d1sm1DU)C \ 

fl\.iURA 

Cuando aumentJ .r, d1)minU)C _,, 

t1b1rn.Cllandod1sminu)C •· 
aumcnt.i ,, 

'rtrml■olof:I• fllrmul■ Sf'■t'r■I 

,. , aria din-l"l■mt:nlt: con x, o, 
e, dirttl■mt:nll' propon:ional a I' 

,. , a ría ln,,naml'nte con.r, o, 
e1 ln,enan,enll' proporcional 3 .1" 

3.6 VlrlaclOn 2 37 

[jempio 

C = 2wr. donde C e1 
la c1rcunfcrenc1a de un 
dn::ulo, res d ~dio y k 
= 2,r 

/ • ~ . donde/es la 
R 

comente en un cn·cuuo 
db:tnc:o. R C§ l.t. rcililCm:.•i:1. 

yk= JIOcscl,olt:1.Jc 

La variable .- de la 1abla 1ambién put.-de rcprescn1ar una po1encia. Por ejemplo. 
la íórmula A • 1rr expresa que el área A de un circulo varia d1rcc1amcn1c con el 
CUllll'Julo del radio,. donde 1T es la cons1an1c de ,ariación. Asimismo. la fórmula 
Y • y,rr1 •~•ca que el volumen I' de una esfera es d1rec1amcn~c proporcional al 
cubo del radio. En es1e caso la cons1an1c de proporc1on:1hdad es T" 

En general. las gráficas de vanablcs relacionadas por ,·t1riaci6n d1rectt1 se ase• 
mcJan a las gráficas de funciont'.s de potencia de la forma y - .r." con" > O (como 
,, • -lxo r • xl para valores de . .- no negnll\os. como se aprecia en la figura 1). Con 
, ·anación directa, cuando una vanable aumenta. 1amb1én lo hace la otro vanable. 
Un CJemplo de dos cantidades que es:lán d1rcclamt."nle relacionadas es el nUmero de 
millas que recorre un e01Tedor y la can11d3d de calorias que quema. 

Las gráficas de variables relacionad.u por w.1rít1Clón 1111erst1 se asemejan a las 
gráficas de íunciones de poccneia de la fonna J - X"' con n < O (como.,· • JI.Ji o 
, . • Jtxl para ,atores poslll\.OS dex. como muestra la figura 2). En este caso. cuando 
una \ariablc aumen1a. la otra disminuye. Un eJemplo de dos can11dadcs que es1án 
mversamcn1c relacionadas es el nümcro de pulgadas de precipitación pluvfal y el 
nUmero de incendios de pas11zales. 

IJli:Jii:D Variables directamente proporck>nales 

Suponga que unn vanable q es directamente proporcional a una \.ariable.: 

a) S1 q - 12 cuando.: - 5, dc1em1inc la constante de proporcionalidad. 

b) Encuentre el valor de q cuando; - 7 y trace una gráfica de esta relación. 

SOLUCIÓN Como q es d1rectamen1e proporcional a.:. 

q - le. 

donde k es una cons1an1c de proporcionalidad. 

a) La sus111uc1ón de q - 12 y; - 5 da 

12 • A. • 5 o k .,. !j 
b) Como k - !;-. la fónnul:t q • k.: licnc la forma especifica 

q ""j: 
Por lo tanto. cuando.: - 7. 

q • ~ · 7 • ~ • 16.& 



238 CAPÍTULO) 1 FUNCIONESPOLINOMIALESYRACIONALES 

La figura 3 ilustra la rel:ición de !:is \'ari:ihles q y=· una relación hneal. 

FIGURA) 

Los siguientes paMtS se u.san para resoher prohle1nas de aplicación que contie. 
nen variación o proporción. 

Pasos para resolver problemas 1 Escnha una fónnula general que contenga las \'ariahles y una constante de 
de variación variación (o proporción) le. 

2 Encuentre el valor de k en el paso I mediante los datos iniciales proporciona• 
dos en el enunciado del problema. 

3 Sust11Uya el ,alor de le que se detenmoó en el paso 2 en la íónnula del paso 1. 
obteniendo una íórmula especifica que contenga las variables. 

4 Use los nuevos datos para rcsoh cr el problern:i. 

Estos pasos se aplican en la solución del siguiente eJemplo. 

iJii!Jii:1:1 Presión y volumen como cantidades 
Inversamente proporcionales 

S1 la temperatura pennanccc constante. la presión de un gas enccrrndo es ill\cr• 
samcnte proporcional al \'olumen. La presión de c,eno gas dentro de un globo 
esíérico de 9 pulgadas de radio es 20 lbtpulg2. S1 el radio del globo aumenta a 
12 pulgadas. aproxime la nue\'a presión del gas. Trace una gráfica de la relación 
entre la presión y el ,olumcn. 

SOLUCIÓN 

Si la presión se denota con P(cn lb pulg:) y el ,olumen por V(en pulg' ). 
entonces. como Pes 111\.ersamente proporcional a V. 

k 
,, __ 

V 

para a lguna constante de proporcionalidad le . 

.t. La constante de proporcmnalidad le se encuentra en el paso 1. Como el 

volumen V de una esíera de radio res V • ~- el ,olumen inicial del globo es 

V - j 11(9)1 
- 9721r pulg1. Esto conduce a lo siguiente: 



20--·-
972,r 

k • 20(972") • 19,440,, 
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Al sustituir k "" 19.440,r en P • k!J'. encontramos que la presión 
correspondiente a cualquier \ o lumen V está dada por 

19.440,r ,, __ _ 
V 

Uneam S1 el nue, o radio del globo es 12 pulgadas, entonces 

V= 11r(12)1 = 2304,r pulg' 

Sus111uycndo este número por V en la fómmhl oblcmd.a en el paso 3 tenemos 

19.440,r 135 
I' - 230411' - 16 - 8.4375 

Asl. la presión d1smmuyc a aprox1madame111c 8.4 lb puli cuando el radio aumenta 
a 12 pulgadas. 

Ln figura 4 ilustra 1~ rehmón de los ,arillblcs P y J' para V > O. Como 
P - 19.4401T Vy V - pr'. podemos dcmos1ror que (P V)(r) - 14.580 r'. de 
modo que t3mb1én se podrl3 decir que Pes in,crsameme propomonal 3 r1. No1c 
que esta es una gráfica de una función racional lint-al. 

20 

8."375 

972,r 230,hr V (pulg 1) 

12 r(pulg) 

Hay 01ros tipos de ,·ari3ci6n. Si x. y )' : son ,,ariable!t y r - b:: para algún 
número real k. se dice que 1 mrit1 ditTCtt1mente c:o,, t'I producto ck .1" , : o que J' 
,ar(a conjuntamt nle con x )' ;. Si y - k1x z). entonces_) ,-arit1 dm.>clmnente rnn 
x,.. 1111't!rsumt!'1le C0'1 :. Como CJCmplo final. si unn ,annble" ,aria d1rcctamcn1c 
con el produc10 de x y el cubo de y e m,crsamcntc con el cuadrado de:. entonces 

donde J.. es una constante de proporcionalidad. Las gráficas y ccuac1oncs para cs1os 
upos de , an:m6n no se considerarán en cs1e libro 
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IJJDai:11 Comblnacl6n de varios tipos de variación 

Una ... ariable w varia dil'\.."Ctamcnic con el produc10 de" y , e in.,.cf'S3mcn1c con el 
cuadrado de s. 

a) Si w - 20 cuando 11 - 3, ,, - S y s - 2, encuentre la constante de nm1ci6n. 

b) Encuen1re el valor de" cuando 11 • 1. v • 4 y J • 3. 

SOLUCIÓN Una fómmla general para " es 

1/11 

w • k;r. 
donde k es una constanle de vanación. 

a) Sust1tuyc:ndo w - 20. u - 3. ,, - S y s - 2 tendríamos 

3.5 
20 • k7 

80 16 
k • - • -

15 3 

b) Como k • T. la f6nnu13 espcdftca para '" es 

Entonces, cuando 11 - 7. v - 4 y .t - 3. 

• 
En el eJemplo siguiente de nuevo se siguen los pasos que se indican en esta 

sección. 

l!H '141•11 O.terminar la carga de soporte de una viga rKtangular 

El peso que con segundad puede ser soportado por una, iga de sección lrans,eTS:'.11 
rcctangul:ir varia directamente con el produc10 del ancho y el cuadrado de la pro­
fundidad de In sección tranncrsal. e m,ersamcntc con la longi1ud de la viga. S1 una 
viga de 2 por 4 pulgadas que mide 8 pies de largo sopona con seguridad una carga 
de 500 libras. ¿qué peso puede soportar con seguridad una viga de 2 por 8 pulgadas 
que mHia 10 pies de largo? (Suponga que el ancho es la duncns1ón mcis cort" de la 
sección lransversal.) 

SOLUCIÓN 

S1 el ancho, la profundidad. la longi1ud y el peso se dcno1an con "'· ti, I y 
11'. rcspec1ivamcntc. cnlonccs una fómmla general para W es 

donde k es una cons1an1c de variación. 

cffica 

Paro encontrar el valor de k en el ~so l. vemos de los da1os dados que 

500 • k 2(4') 
8 

k • 125 

Al SUlllllU1r k • 125 en la fónnula del paso 1, ob1cncmos la fónnula cspc-



wJ! 
\V • 125-

/ 
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Para contestarla pregunta. sus111u1mos" • 2. d • 8 y I • 10 en la fómmla 
que se encontró en el lme:unicn10 3, ob1cnicndo 

id Ejercicios 

Eju. 1- 16: Exprtst ti tnundado como una í6rmul• qut con• 
ltng• IH u rlabln dadH) una l'Ollilllllt' dr proporcionalldad 
A:. y lureo dttrrmlnc rl , ·alor dt A: • oartir dr las condklonr, 
d1d1 

"' 12 

2 · 8' 
IY • l25 ·--¡¡¡-• 16001b 

12 res d1r«1amcntc pt'Op()ftlOl\31 al prodoc10 des y,, e m\cr• 
samcnlc propon:,onal 11 cubo de p. S, , = 2. \ = 3 y p = S. 
t'nlOCl(.'CSr = 40 

13 q es 1n\ers.3mcn1c prnporcton:ll a la suma de, y .r. S1 , = 0.5 
y1 = 0.7.cnlonccsq "" 14 

14 1 es dircciamcnic J)f'OpOf"('.IOOJI :i , e mvmamcn1c ptOf)Of'Cto­

n.al a lasumadcrys . S11" - J, r - S y.J - 7.cntonccs 1 = 2 

4 Scsd~1Cpropo,ctOn1l1lcwdradoder.Sir =2. ~ 15 , C'!I d1rcc:1amcntc proporclONII a la nab: cuadntd.1 de, e 
ces S = 2-1 1mcrsamcntc rroporcional al cubo de:. S1 x = 9 y: = 2. 

t'ntofK'C"SI = 5. 
5 rnria d1n.-c1amcntccon 3 c mH'T'$amcnlccon ,. St ., - -2y 

I "" 4. cn1oncc:-s r = 7. 

. . • ' ..-ntc 

25 

1 l6 

d« 

10 raiz 

-' 1 

11 
.:e .. ., 

•, 

16 J es d1rcc:1amcntc propon:,onal :il cuadrado de , e 1n\ct• 
wncmc prop«c1onal a la ralz cuadrada de :. S1 , = S y 
: = 16.cntonccs r = 10 

17 ... )n dw ~ llqWdo La prcslOO P que 1c1ua en un pun10 
en un liquido c:s duttbmClltc proJ)O('CIOnal a la d1slanC1a d 
desde la superficie del liqwdo al ponto 

•) l::.xpn:sc P como íww.:tón de d por mcdlO de una fórmula 
que c()ntcnga un.1 oons1:mte de propomonahd:ad k 

b) l:.n cierto lanquc de petróleo, la presión a una profundubd 
de 2 p,c-s c-s 118 lb p,cl. Encuc-ntrc el , .ilor de .t- del 1nc1so 
1) 

e) Encuentre la presión a una profundidad de 5 p1c-s para el 
ta.oque de pclrók.-o del IOCI.SO b). 

d) Tr.w:ie una gr.\fiai de la rclactón entre P y dpar1. d ? O 

11 L., ct., H< "-• La ley de Jloolc e\:presa que la fucr,.a F 
ncc-e:sana para rsurar 1.111 resorte . .- unidades más allá de 51.1 
longnud nal\nl c-s d1rcctamcntc proporcional a , 

.l) l:.xpíC§C F como func-1ón de , por medio de 1.1na fó,-. 
mula que contenga una COI\Slantc de propon;1on.ahdad k 
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b) Un peso de 4 hbras cstu1 cierto resorte a partir de su 
long11ud natural de 10 pulgadas h.as1a una longllod de 
10.l pulgadas l:ncuen1rc el .. -.1or de k cr. el 1nc1so a). 

e) ¿Qué peso es11ra el rc.sorte en el me1i0 b) hasta una 
long11od de 11.5 pulgadas') 

d) Tr.lCC un.a gráfica de la n:-lac.00 entre F y..- para..- ?- O 

b) La fórmula obtcnub en el inciso a) se puede usar para 
aprox1111:1r el ,olumcn de un miembro a partir de las 
mcdu:bs de su long11ud y c1rcunfcrcoc1a. Suponga que 
la c1rcunfcrcnc1a (promcdt0) de un an1cbrazo humano 
es de 22 ccnt1111ctros y su longitud media es de 27 cemi­
mctros. Aproxime el .. olumcn del an1cbrazo al cm• más 

23 PenoJo CM un pi,.... •L La u:1Tcra le) de Kcplcr expresa 
19 lh .t"™-lliti rica Lan:-s1stcncueléc1r1caRdcunal:un- que el pcnodo Tdc un planeta (el 11cmpo ncccsano pa.-. 

br-c , aria dm:cumcntc con su longitud I e m,cn.amcntc con hacer una re, oluc!Ón con1plcta al~ del Sol) es d1rccu-
el cuadrado de su dúunctro d mente proporcional a la po1cnc1a -; de su d1stancaa mecha J 

dcidcclSol -
a) E,:prcsc R en ténmnos de l. el y una constante de vana-

c,ón k ai) l:..Ji:pre$C T como una funcKN\ de d por medio de una fór-

b) Un allunbr-c de 100 pies de 13.rgo y 0.01 pulg~ de diá­
metro tiene una res1s1cnc1a de 2S ohms l:.ncucnlrc el 
valor de t del 1nc1so 11) 

e) Trace una grifica de la rdactón emrc R )' dpara / = 100 
yd> O 

d) l:.ncucntn: la rcs1.s1cnc11 de un alllmbr-c fabncado del 
mismo maleliat que til.-nc un di4mctro de O OIS pulgadas 
) mide SO pies de 1311,-0 

20 lnbirutdld dt- 111in.ad •n La mtcruubd de ilun11n.1ción / 
de una fuente de luz uria 1mcrsamcntc con el cuadnado de 
la d1stanc1.a J dc§<X la fuente 

a) Exprese/ en 1érm1nos de d y una consumtc de vanactÓn k 

b) Un rcílcc10r ucnc una mtcn.ndad de I millón candcl.u 
de potcncia a una d1.stanc11 de .50 pies Encuentre el 
"alor de k del inciso a) 

e) Tl"IICc una grlifica de la relación cn1rc / y d p:u-a d > O 

d) Aprmumc la mtc1mdad del ~ncctor del 1nc1110 b) a una 
d1.stanc1a de 1 nulla. 

21 ,~ ~ W'I p. ~k> 1:.1 periodo P de un péndulo simple, 
C!I decu. d t1cn1po necesario para un.1 osc1lx16n completa, es 
d1rcctamcn1e proporcional a la raíz cuadl'IIWI de su long11ud / 

•J Exprese P en 1érm1nos de / y una constante de propon:-10-
n.ahdad k 

b) S1 un péndulo de 2 pies de largo llene W1 pe-nodo de 
l.S segundos. cncucn1rc el nlor de k del 1nc1so a) 

e) l:ncucmrc el pcnodo de un pc-ndulo de S pies de lar¡o 

ll o+~ " 61 in mi, tbro tiwrn.a~ Un c1hndto c1rcu• 
lar se usa a \.CCCS en ps1colo¡1a romo representación sencilla 
de un nuen1bro humano. 

a) l:xprcsc el ,-olumcn J' de un cilindro C'II 1ém11nos de su 
long11od L yel cuadrado de su c1rcunícrenc1a C. 

mula que con1cnga un.a coni.tanlc de propon::t0n3hcbd i 

b) Para el planc1a Tierra, T = J6S dias y d = 93 m1lloncs de 
m,llss. Encuentre el valor de A del 1nc1so a) 

e) Est1mccl periodo de Vtnus si sud1stanc1amcd.u1 desde el 
Sol es de 67 millones de millas 

24 Ak:.nct CM un proy :ti S3bcnlOS. según la füica. que el 
alcance R de un proyccul es d1rcctamcn1c.- proporcional al cua­
dr.tdo de su , clocKbd 1 

a) Lxprcsc R romo función de •• por medio de un.a fórmula 
que 1n,olucrc una constamc de proporc1onahdad t 

b) Un moux:tchsta 1crncnno ha hecho W1 gho de 
ISO pies. S1 la velocidad al salir de la rampa fucdc70ml.'h, 
1.-ncucn1rc el valo,-de .l dcJ 1nc1.so a) 

e) S1 el motocichita puede alcanur una \·clocidad de 
801111,'ll al uhrdc la rampa y man11enc un cqu1hbnoapro­
p1ado, csumc la long.uuJ posible del salto 

25 M1rcu!M4trr~de In rtor,,,w,I La ,cloc1dad Va la 
que un au1omó"1I corria ames de aphcar los frenos se puede 
csumar a ,cea a pantr de la longnud l de.' las m:arcas de un 
dcm,pe Suponga que I' ~ d1rcc1amcntc proporcional a la 
raíz cuadra.da de L 

ai) l:.xprcsc I' como función de l por nlc.'(hO de una fónnul11 
que contenga una constante de proporciocuhdad i 

b) Para c1crtoautom,h1I en una superficie scca. l = SO pies 
cuando V= ]S m11h. Encuentre el valordcidcl 1nc1soa) 

e) !:.sume la \Clocadad 1mc1al del IIUIOOIÓ\.II del 1nc1so b) SI 

las nurcM del derrape fueron de 162 pies de largo 

26 Ley CM C9fJI >'1111, La ky de Coulomb en 1coria eléctnca 
cstabl«c que la fuerza F de atracción entre dos panlcul:u 
con cargas opuestas \ ana d1rcc1amcnte con el producto de 
las m:agnnudcs (!

1 
y (!~ de lu cargas e 111\crsamcntc con el 

cuadrado de la distanciad entre Ju panículas 

a) Lncucn1rc una formula para F en 1érmmos de Q,. Q:-dy 
una cons1an1c de var1ac1ón k 



b) ¡,Cuál es el efecto de n:duc1r la d1s1aoc1a entre las parücu­
las por un fac1or de un cuarto,. 

27 Ur1br11 drP p ~ El wnbral de peso 11' se define como el 
peso por cnc1nu del cual el nesgo de mucne a.umcn1a de 
manen consldenblc Para hombro de edad mediana, W es 
d1rcc1amcn1e proporc1on:al a la 1crcen po1cnc1a de la csta­
tun h 

a) Exprese W como un:a función de J, por medio de una fór­
mula que con1mga WUI co11S1:an1e de proporct0n.1.lidad ! 

b) Pana un hombre de 6 pies de Cllilatura, W es de lllrodcdor 
de 200 libras. Encuentre el \>"3lor de! del 1nc1so a). 

e) Es11mc, a b hbr.t málli ttrcal\3, el umbral de ¡>CM) para un 
hombtt que mlde 5 pies 6 pulgadas de esutura. 

21 Lty 64 l">I guu ld1 al ~ La ley de los gases ideales esta­
blece que el \.Olumcn I' que un ¡as ocupa es dm:ctamcnlc 
proporcional al producto del número " de moles de cu y 
la 1cmpcn1ura T, en K, y es m,cn;uncn1c propomonal a la 
prcst6n (en atrnósfcr.lS) 

;a) Exprese l'cn 1tnmnos den, T, P y uiu constanle de pro­
porc1onahcbd ! 

b) .,Cuil esel cfoc1oen el ,olumen si el número de moles se 
duphca,. y IAnlO 13 1c111pcr.11ura como la presión se rtdu­
cen por un fae1or de un medio? 

29 ltJdtPll' ._.. lt- l..a.lcydcP01scu1llcesublcccquceltluJo 
sanguíneo F (en Lmm} que pasa por una artcna pnoc1pal n 
d1rttwncn1c ptOJ)Of'CIOn;lil 111 produeto de la CIWta J)OICIICI.I 
del radio r de la a nena y la prcs1ón 5311guinca P 

a) Exprese F en 1tnmnos de P. r y una coostame de propor• 
cK>Mlwbd! 

b) Durante un CJcrc1c10 m1cnso. el 1orrcn1c sanguíneo a 
\CCC$ se mphca S1 el racho de una ancna pr1nc1pal 
aumenta 10-,;., ¿aproiumadamcntc euin10 mas debe bom­
bear el conzón,. 

30 P.,. ,aci NI df' tn ·h Suponga que se pescan 200 tru-
chas. se marcan y se sueltan en la población general de un 
lago. Designe con l el numero de pccci. marcados que son 
rttap1urados cuando una muestra de n lruchas se pcS<:".a en 
una fecha posterior La uhdc1 del mC1odo de marca-rc­
cap1ura para csumar la población 101al de !ruchas del lago 
se basa en la supos1c16n de que Tes d1rcc1amcn1e propor­
cmnal a n S1 10 !ruchas lll3rcad::as se recuperan de una 
mucslra de 300, es11me la poblx:ión total de truchas del 
lago 

31 Ot ,1~ciunnotf-l ict1v di unl'-'rNCin Cuando el un• 
mo se dcsmtcgm en plomo, un p;ISO del proceso es el dtta1-
m1cn10 radl3Cllvo del radto en gas radón. 1:1 radón cntni por 
el sucio hac1a los sócanos de las casas, donde presenta un 
riesgo para la. salud 11 se inhala. En el caso INl.1 sencillo de: 

16 ~Ñ(IOn 24 3 

dctccc16n de nidón. se toma una muestra de au-e con ,otu­
mcn I' Después de csmblcccr w1 cquil1br10, el dcca11mcn10 
rad1ael1\0 O del radón sc cuenta con una efic1cnc1a E en el 
tiempo, La concentración C del radón pn:scnte en la mues­
ira de aire \atia d1rcctamcn1c con el produc10 de D y E. e 
in,crsamcntc con el producto de l 'y t. Para una concentra­
ción C fiJa de radón y un l1cmpo ,. encuentre el cambK> en 
el eon1codcl dec:unuemo rad1actl\O O 11 Vscduphca y E se 
reduce 2~. 

32 CM •fltr;lltiónffr.r,c ~- ConsuhceleJerc1c10JI Encucn• 
1re el cambio en la conc:cntrac1ón de rsd6n C si D aumenta 
30' •· I aumenta <>O--. 1' disminuye 10-• y E pcrma.ncce cons-
1an1c 

33 ~ en un punto Una placa plana y dclgad.J se $IIÚ3 
c:n un plano .n; de modo que la densidad d (c:n lb piel) en el 

punto P(T.J) es IO\crsamcrite proporc.onal al cuadrado de la 
d1.stanc1a desde el ongcn .:,Cdl es el cfooo en ladcnstdad ro 
Ps.1 las coordmadasx y I se muh1phcan por t? 

34 r,- rtut~ en un P'lnto Una placa medhca plana JC 

coloca en un plano .n tal que la tcmpc:ralura T (en C) ro 
c:1 pun10 (x. 1·) es 1n\CBamen1e proporc10nlll a la d1sunc13 
desde el origen S1 l:a 1cmpcratura m el punto ptl. 4) es 
20 ·c. COl:UCnln: la tcmpcrn1uni en el punto Q(24. 7). 

t:jf'r. 35-38: Eun1inc la u pnslón pan t.l conj unto dado d<' 
punloi: dt- datos d<' la íornia (.T, ,,). Encurnlr<' la c:on5lanl<' 
dt. nrtaclón ) una íór mula que dtseriba la forma t n qut J' 
,·aria rn:p«to • x . 

3S y/r. {(06.0.72).(12.1.44).(42.51>4).(71.8..52)} 

36 ')O ((02. -26..5),(0.4, -13.25). (0 8, -6.625)} 

37 , 1, · . {(0.8. -15.78125).(1.6. -3.9453125). 
(J.2, -0.986328125)) 

38 y/t1
; ((O 6.0.s616). (12. 4 .4928). (2.4 , 35.942-m 

39 D1,tanc.ia1 de fTMIMlo Consulte el e_JtttlCIO 86 de la~~ 
ción 2 4. La d1S1aoc1a D (en pies) ncccsar13 para que un au10-
nllh·1l se detenga coo segundad varia dm?clamcntc con su 
\c:loc1cbd S(cn m11h). 

a) UJC la lllbla pana dctcmunar un \-"Jilor :aproumado para l 
en la fórmula de \>":tnac1ón D = !S--1 

b) Compruebe su aprox11nación al graficar los dalos y D ro 
los m1smo.1 CJCJ de coordcnadu 
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Mfn11,m•N EJERCICIOS DE REPASO 

[jer. 1-6: [neuenlre lodo, 10.1. ulorn de .t" laltll quefix) > O)' 
toda x tal queft..1") < O.) trace la grinca de/ 

1 /(.r) • (,+ 2)1 

2 /(r) • ~ - 12 

3 /(r} • -¾tr + 2)lr - 1)!(,r - 3) 

4 /(x)•2.t 1 +,1 -x• 
S /(.t) • 1·

1 + 2.1·1 - llt 

6 /(1) • rt°V' - 2(h' + 6-b) 

7 S1 ~ ,) -= x' - sr + 7x - 9. use el 1con:ma del \'alor inu~r­
mcd,o fXlrl funciones pohnorru3ICS para demostrar qUt h:iy 
un numero real ut.1lq1K")la) = 100 

1 l>cmucstn:qucbC(:u:w;:iónx' - 3iA -2:r1 ,+ 1 =Ot1cnc 
Wl.l solución en1rc O )· 1 

Ejer. 9-10: t~neuentre t.l rodente y rttlduo II fix) se dh·lde 
entre p(x). 

9 /(,d • Jx' - 4r 1 + , + 5; p{x) - , 1 
- 2'· + 7 

10 /{.I) - 4x1 - x 1 + 2x - I; p(.1) - , 1 

11 S1ft_,) :-:: - 4.~ + Jrl + 20..-1 + 7r - 10,usccltooremadcl 
roiduo pan, encontrar ft. -2) 

12 Use el teorema del factor para demostrar qoc r 3 es un 
foclor dcJl:.r) = 2~ - 5rl 4t-1 + 9 

t: jcr. IJ - 14: U1e la dMii6n 1intitic■ para enconlrarelcocienle 
) residuo slft,:t) St dhlde tnlre p(x). 

13 /(.r) • 6.,~ - 4x1 + 8; 

Ejer. 15-16: Un polinonlio fi.t► con cot'Ocientn realu tirne 
el rrro (o ctrH) ) d ¡ rado lndkados. ) satbfue la condl­
d6n dada. fapnsefi,1"> como producto de polinomios linea IN 
y cuadrttlcos ton totflcknlts rralts que stan lrrtduttlble, 
sobre R. 

lS - 3+5,.-1. grado); /(1)-4 

16 1 - ,.3.0: gn,do4: /(2) • -1 

17 l:.ncurntrc un pol1nomioJ{x) de grado 7 con cocfictcr11c pnn­
c1pal I tal que - J sea un cero de muh1plic1dad 2 y O sea un 
cero de muh1pl1c1dad 5. y tmce la gr.ifica rk/ 

18 Dcmuestn:que 2 es w1ccro de mul11plicidad 3 del poltnonuo 
.A,t)- ~ - 4.1"' - 3.t-1+ 34-r!- 52.r + 24yr,:pmicJ1))eomo 
un producto de facton:!i hncalcs 

Ejcr. 19-20: F.ncuc-ntrc- los ce-ros de/tx) y uprcw la n,ultiplt­
ddad de uda e-ero. 

20 /(r) •.1• +2,' + ,: 

Ejcr. 21- 22: a) Use la re-gla de slgnM de Descartes para dtler­
minar d número de solucionH complrjin posiblH. positius. 
ntgathas) no ttales. de la ttuad6n. b) E•rurnttt los enteros 
mínimo ) mh:imo qur .wan colu suprrior e infrrior. tt:1p«li• 

n rnitnll'. para l11s soluciones re:alei dr la rcu11d6n. 

21 2r' - 4..t' + 2r: - .5,· - 7 - O 

23 Dcm~lre que x" + 2.r + 1.-1 + 1 no l1cnc cero real. 

Ejc-r. 24--26: Encurntrc todu IH wludones de- la ttuael6n. 

24 x' +9x' + 31.tl + 49.r +30 • O 

2S 16.r' - 2fü1 
- 8., + 3 • O 

26 x• + r' - 7-r1 
- f + 6 - O 

Ejl'r. 27- 28: Encurntre un11 rcuadón para el polinomio dt 
H.tlo grado/ que .w muntra en la figu ra. 

27~" • ·~· , • • 

-7 7 ' '"; 

-• 
29 hknt1fiquc cu:alcsqu,cra a.smlotas \'tntealcs. :ismtotas hon­

UKlllllCS. pumM dt mh."BCCClón y \ acios P3J2 
4(.t + 2)(.r- 1) 

/(.1) • -'<x + 2)(.r - 5) 

Ejer. 30-39: Trace la ¡tr,nca dr / 
-2 

10 '"' - < .... ,r 
31 /(.t) • (., ~ l)l 

l,' 
32 /(f)- 16-x' 

33 /(,) • (., + 5)(/- 5.r + 4) 



3S /(x} • x/~ ~Jl:: ~ 1 36 /(.r) • 3,t)·: ~ 10 
-2.r: - 8..r - 6 X : + 2.1 - 8 

37 /(x) - X : _ 6.r + S ]8 /(x) • ~ 

39 /(x) • x• ~• 16 

40 f.ncucntrc una ccuactón de una íunclOO nict0nal / que satis• 
faga las condiciones d3das 

asintota ,·crllcal 'C' ;; - 3 

asíntota hon1.0n1al:y;;-½ 
intcrsccc,ón en r: 5 
nidocnv=2 

41 Suponga que y es d1roctamen1c proporck>R31 a la rafzcúbica de 
x e ,n,cnamcntc prop.lf'CK>nal al cu:tdr.do de:. Encuentre la 
constante de proporc10nahdad si , = 6 cuando:, = 8 )' : = 3 

42 Suponga que) es 1nvcrKIDCnlc propon:1onal al cuadnado de 
•"- Trace una grifica de esta relación para t' > O, dado que 
, = 18cuando.'C'=4 lnclu)·3unpun1opara.r -=- 12 

43 fl 'liot 1 4fo una vi11 Una viga honzontal de I pies de 13rgo 
cs11 apoyada en un CJCtrcn-.o y no apoyada en el otro cx1rcmo 
(\C3 l:i figunt,) S1 la viga se somete I una carg;a umfom\C y 
,. dm<Ma su l1cx16n en una pos1c16n a t' pies del extremo con 
apoyo, cmoncn: K puede dC'tllOStrar que 

•. = c.r(r - -4lr + 6F), 

donde e es una ronstan1e posmva que depende del peso de b 
carga y de las propiedades fiucas de la , 1ga. 

a) S1 la ,1ga mu.k I0p1es de largo y la flexión en el extremo 
no apoyado de la , 1g.a tt de 2 pies. cnc-ucntrc ~ 

b) Demuestre que la flexión es de I pie en algWl punto entre 
.'C' = 6.lyr = 62 

( Jf 1041 

44 Ci 1dro e-1 ti.e.o Un rectángulo hecho de m~ncnal clási.co 
se co,wcrtui en c1hndro al umr el l:tdo AD con el lado BC, 
como se \C en la figura Un :alambrt: de longitud fiJa I se 
coloca a lo largo de la d1a¡¡onal del rectángulo pan dar apoyo 
a 111 estructura Designe con x la :altura del cilindro 

a) Expn:5C el "ºlumen J'dcl c1hndro en témunos de 'C'. 

b) é,Para qué valon-s pos.im-os de res I' > O't 
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45 Determinar t•r p.. atoras Un m<:1eorólogo dc1cmuna 
que la temperatura T (en f) para cierto penodo de 2-' 
hora§ en m~1emo se obhcnc con la fómmla r = i) parn 

Os , s 24, don&=, c.-s el tu:mpo en horas y, = O com:spondc 
a bs600A.M "En qué t1cmpo(s) 111 tcmpcratW11l fue de 32 F? 

46 Pr 11' 6f, 'Wffl Un rcbaoo de 100 ,cna-
dos se mtrodl.k'"c en una pcqucr'b isla Suponiendo que el 
numero N(t) de \Cn:tdos dcspué5 de, al\os está~ por 
S(t) = - ,• + 21,1 + IOO(par.1r > 0).dc1cnn1ncc\dndocl 
l:lln:100 del rcbafio ttba~ los 180 \Cnados. 

47 C1 rn d. u, 1bral d ni ••• En b1oqu1m1ca. la cun·a 
¡¡cncral de umbral de rcspucsia es la grifica de wui ccu.aclÓO 

*5• 
R .., S• + a• · 

donde Res la rcspucsla qulm1ca cuando el n1\Cl de la sus-­
ta.nc1a sobre la que se actúa es S, y u. t y n son rons1antcs 
pMlll\ M. Un CJCmplo es La tau de rcn10C16n R de alcohol del 

1om:-ntc s.1nguinco por el hígado. cuando la concen1ractón de 
akohol en la Angrc e, S. 

a) f.ncucntrc una ccU3Ctón de \:a 1.dntoia honrontal para la 
grifica. 

b) En el caso de la remoción de alcohol. n = 1 y un ulor-
11p1co de k ~ O 22 ¡ramos por htro por mmu10. c,CuU es 
la mtcrprctación de 4: en nu s11UK1ón? 

48 Llmi> uNu11'4~r.-..df'9M rOI Elcos10C{r)dchm-
p1ar t pomcnto de un derrame de petróleo que ha llegado a !:a 
cos-13 aumenta en gran n)Co(hd:a cuando .t se aproxima :a 100 
Suponga que 

C(.x) • 
10

~
3
~ x (millones de dólares) 

a) Compa~ C( 100) con C(90) 

b) Trace la grifica de Cpan0< 'C' < 100 

49 ll&Pl:ad.al tele-fo, i<H ln cieno cond3do. el promedio del 
numero de llamada.~ tdcfómcu por dia. cnlrc dos emdadcs 
cu3lcs,qu1cra, es d1rcct-:11nn11c proport1onal al pt"oducto de 
sus pobl:moncs e ,nvcrumcnte proporc1on:.I al cuadrado 
de la d1stanc1a cm~ ellas Las ciudades A y 8 es1án a 
25 millas una de otra y ucncn poblaciones de 10.000 y 5000 
h.ab1tantes. rcspcctl\amcnlc Los rc-¡1s1ros 1elcfomcos md1-
ean un promedio de 2000 llamadas d,,mas entre las dos c,u­
lhdcs Estime el número promcdm de llamad:is por d1:t entre 
1:1 c,udld A y otra cnxt:.d de IS.000 hab11intes que está 1 

100 millas de A 
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50 ,0t•nci1 de un rptor ide Yi~nto L:t. po1cncia P gcncnida 
por un rotor de \'1cn10 e!I d1rcc1amente proporcional :al pro. 
dueto del cuadrado del ire:a A rccorTida por 1.u palas y la 
tcrccni polcne1a de l:a \cloc1d.-id, del \'lento, Suponga que 

el d1ámelro del írea c1rcul:ar recomda por las palas es de 
10 pies y P = JOOO v.-;Uls cuando 1· = 20 nu h Cncucn1re 
la potencia generada cuando la \clocid3d dd \-lento es de 
JOm1'h 

,,nn•ll-11 EJERCICIOS PARA ANÁLISIS 

1 Compare el donumo. rango. numero de mtcncce1oncs con 
el eJe T y fonna gcncnl de los pohnonuos de grado p;u- y de 
ar.Mio impar 

2 Cuando se usa la dw1siól1 s1nté11ca. ¿podriamos usar un 
número eomplcJO C' en \ez de un número real en" - "" 

3 D1scu1a l:i. fom1:1 en que la d11ru,1ón sin1é1,ca se: pocdc 
usar para ayu(br a cnoon1rar el coctenlc y residuo cuando 
4.r1 - &-rl - 11 Y + 9 es d1\'uhdo entre l, + 3 Comcnle 
cómo se poc.-dc usar la d1Hs1ón sm1é11ca con cualquier fac,or 
hnc:al de la forma a:r + b 

4 Trace (a ma1)0) una ¡r.ifica de una función pohnonual de 
grado 3 quc tcnga 1n1ersccctón 1. 2 y 3 en "· intersección 6 
rn J' y pase por el punto ( - 1, 25) ¿ruede tr:lllr en realidad 
b gráfica quc acaba de bosqucJaft 

5 ¿Cuán1os pulllos d1fcrcn1es se ncx"CSllan pam e.spcc1ficar un 
pohnonuo de grado n? 

6 Demuestre el tcomn:1 ~ ceros en pares con Jugados de un 
pohnomlO (Sl1gt.'n.-11{"io· p:tn un polmom10 / arb11rano, exa­
mme losconJugados de ambos lados de la ccuac,ón)I:) =O) 

7 Proporcione un CJe-mplo de un.a funcJón rac10CUI que 1cnga 
un íactor comun en el numerador y el denominador. pero 
que no tenga un \K-io en su gráfica Comcnlc, en gcocral, l:i 
fomu en que ocwtt cs10 

.,+ b 
8 a) ¿Puede la grifica de /M • '-" + d (donde 

,u + h 1- n + d) cruzar su asintoca honzontal" S1 es asl. 

(,dónde bcruz.a'> 
axi + b.r + C' 

b) ¿Puede la grifica de /(.-) • dt: + ,._. + / (suponga 

que no hay fac1on-s scnicJanlcs) cruzar 1u asmto1a hon­
zocnal? S1 es asl, (,dónde la crw:a? 

9 f6r~• SUJJff'-'1'111'Cia rn~Cka.ar Una fórmula 
cmpinca para la cant1<bd de dmcro B (en dólares). que se 
ncccs11.1 para sobt'c\·1\ir a una scs,ión de Juegos de azar con 
confotn7..a C ( pon.:entnJe exprcs:ido como dccunal ). cstii dacb 

por b fórmula 

GIV 
B • 29.J + 53 IE - 22.7C' 

donde G n, el numero de Juegos Jugados en la sesión, W es 
la apuC$1a por JUCJ;O y E CS la \·Cfll3Ja dd JUgador en el JUCgo 
(expresada como decimal) 

a) Aproiome la cantidad de dmero ncccsana par.1 un Juga­
dor que Jueg:1 500 Juegos por hora. dUNll'l1e 3 horas. a 
SS por Juego y \CntaJa de - 5• •• 11emprc que el Jugador 
dc-scc 95•• de probab1llcbd de IObR\ 1\'1r la st-!11Ón de 
tres horas 

b) Discuta la u.hdez de la fórmula. una tabb. y una grifica 
pueden ayudarle 

10 Mul11phquc entre sf tres enteros consecut1\0S y luc¡o .sume 
el segundo cnlcro a ese produclo. Use d1v1s16n smtét1ca p:mti 

ayu<br a ~tmr que la suma es el cubo de un en1ero y 
dclcrmme qué entero 

11 T~ di 11 ,:pu. llO pe, -naf Supon¡a quc la can11dad total 
de unpucs10 cs1a1al pagada esta fc>nn3<b por una can11cbd I' 
por propiedad personal y$ portw:n!O del ingreso / 

a) l:.ncuentre una funct6n que calcule la 1asa R de impuesto 
cstat:al de una persona. es decir, el pon.:cntaJc dd mgrcso 
de esa pcl'SOf\3 que se paga en impuestos (l:s u11I cons1• 
dtrar \·alorcs cspedfM»S pam crcar la función.) 

b) ¿Qué le ocwn a R cuando/ 5C hace muy gnmde't 

e) D1K"uta la frase "La gcnlc nea pa¡a un porccnlaJc más 
baJo de sus ingresos en m1pucs1os c.s1a1alcs que cualquier 
otro grupo .. 

12 Rul in¡ d• ü11 quuterbad, de la NFl La National f-'001-
ball Lcaguc clasifica a sus quancrbacks al asignar una 
cahficac1ón R de quancrbadc con base en los números 
de pasn con1plcIos C. InIcnI01 A, yardas Y, Iouchdowns 
Te mlerccpc1onc3 / l:.n una situación normal, se puede 
ckmomarquc la calificación del pasador se calcula uundo 
la fónnula 

a) En 2004. Pcyton Mann1ng completó 336 pases de 497 
m1cntos p;1ra 4557 yar~s y 13,v,ó 49 pases de 1ooch-­
down e hizo 10 rnlcn:cpc1oncs. Calcule su calificac16n 
que cstablcc.6 un récord. 

b) ¿CuinUlS )'1lltl.b más hubicnt necesitado para obtcncr una 
c.al1ficación de quancrbad. de por lo menos 121.5" 

e) S1 hubiera podido lanzar un pase más de 1oochdo1,1, n, (,de 
euán1u yardas hub1en 1enido que ser para ob1cner una 
cahf!C':actÓn de pasadoc- de por lo menos 122'! 



1 Tr.1ec la grifica de /M • ~(1 + ))(x - 2)(, - -4). "Cuál e~ la mtcrsccc16n coo el CJC 
,1 

2 La ¡r:lfic• de 111 íuncl00/11rnc m1crs,ecc1oocs en,= O, 1 y 2 Lsrnba una posible ecua• 
ctón para/ 

EJE CIC 102 

3 Ukcl teorema del nlor,ntenncdK)patadcmostrarquc,Atl = r + 2.r - r I ocncun 
cero entre O y 2 

4 <,Cu.i.l et b solucián p:n.flrJ < O. dondcjlx) =- (..r - u)(t - bHx - e) y o< O< b < l'? 

5 Suponga que: el número A(t) de m~rto hpo de anm\31 dcspuk de t al'to!I C!IIÁ dado por 
i\'(t) = -r + 4~P + 49,dondet > O Según el modelo, ¿cnquémomcntoset111nguiri 
111 poblx,ón, 

6 La figln muestra la ¡rifica dcft.,) = 2x1 - 6., + 2 y g(t) - 2r + 2x - 30. <,Qué suc:c­
dcria con las gn\ficas s1 se camb1a111 el rango de -SO :Sr s 10 • 22000 :S, :S 20007 

[JUtCICIO, 

7 Use el teorcnu del f~or para demostrar que , - 2 es un fac1or de 
,t,) = " - J.r - 10, + 24 

1 D:uloquc la grif,c■ de/{t) = a(t - 1 )(x - 2)(.., - 3) pasa por el punto (4, b), encuentre 
el \.alor de o en 1érnunos de b 

9 Encuentre todoli los \'lllattS de k 1aks que fl,) = #?-r+ - 1..-1 - 6 sea d1\ 1s1bk entre 
x-1 

10 Un polmom,o/ucnc 3 como un cero de mult,phcKbd 1, -1 como un cero de muh,ph­
e,cbd 2. y pau por el punto (2. - 27). ~trc / en la fomu fac1mzacb 
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11 Un pohnonuo /de tercer gr.Ido p.is.a por los s1gu1cntcs puntos: ( - 2. 0), (0, 3), ( 1, 0). 
(l. O) y (4, b). Encuentre todos los ,·atores posibles de b. 

12 ¡,Es posible lcncr un pohnormo / de 1crccr vado que tenga ceros O. 1 e r• S, es ni. 

cncucntn:/ 

13 bphquc por qué¼ podrítt ser una nilz rac1ocul dcJ.r) = 702.f"' 57:r1 - 5227.r -
163x + 6S45 -

14 La func,ón J.1') - 10.t1 
- 27.r - 11' + JO tiene posibles rakC'$ ractonalcs en 

!: 1, :!.½,:t. =ID. :2. =i- :!:l, =J. =~- :f<¡. :!:5, : ; . :6. :t. : IO. : 15, :~y :00 
LI grífica d:w.13 muntn. todos los ceros de f. Use H U míormac16n p;lr1I cla.bomr una 

h.sta de lodos lo.s ceros de/ 

(JERCICl01' 

JJ 
1S Laíunc'6n J(,r) • 3:::: ~,: 't m1crsccasuasin1ocahon:,.onul Encuentre el punto 

(X. l) de l:1 Ullcrscrtión. 

Jr! + ., - 2 
16 l:.ncucntrc las cootdCtl3.da.s t y I del ,acio de J(x) • lt: _ 8., + 4 

17 Tr&Cc la gráfica de /(t) • 
2
(~' ~ 

1
~; _- ~) - 2;: ~ :t':: Marque las mtcrs,ccc,o­

ncs con los CJCS .r y .r , las um1oc:u; hor!lont2lcs y \tn1Cllllcs y cualquier ,-aclo 

18 li.nc-ucntrc una ecuación de UJ\3 función racion21I / que tenga una mtcrsccción 4 en ,. 
un.1 asfnlOb ,crtical de , = 2. un.11 asintota honzonlal de y = - 3 y un ,'Xlo cn :r = - 1 
Propomonc su respuesta en ÍOOM fac1on2a<b 

19 :: es d1r«camc11tc proporclOfl:tl al cuadr.tdo de , e 1mc-rsamc.-ntc proporc:1on1I a .,· S1 
:: = 6cwndox = 3 yr = 2. encuentre ::cuando ., = 6 y•· = 12 



l4.1l Funciones inversas 

,4121 Funciones 
exponenciales 

l4)] l a función 
exponencial natural 

.4 ~4 1 Funciones 
logarítmicas 

l4_.sl Propiedades 
de los logaritmos 

.416'. Ecuaciones 
exponenciales 
y logarítmicas 

4 
Funciones inversas, 
exponenciales 
y logarítmicas 
Las funciones exponenciales y logarhmicas son funciones trnsccndcnies. 

porque no pueden definirse sólo en ténmnos de sulll3. res1a. mult,plicación. 

d1, 1si6n y po1cncias racionales de una \-anablc :r. como es el ca.so de las 

funciones algebraicas consideradas en capítulos antenorcs Es1as funciones 

son de 13 mayor 1mpor1anc1a en mmemfuicas y tienen aphcac1ones en cas, 

lodos los campos del saber humano. Son cspccialmcnlc útiles en las áreas 

de quinuca. biología. fis1ca e mgcmcria. donde ayudan a dcscnb1r la fom1a 

en que las can11dades en la naturaleza aumentan o d1smmu>·cn Como ,ere• 

mos en el capitulo. existe una estrecha relación entre funciones exponen• 

cialcs y logaritmicas específicas: es decir. son funciones m,crsas entre si 
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Una función/puede 1cner el nusmo valor para diferentes números en su dominio. 
Funciones inversas Por eJemplo, si/(.r) - r. cntonces/(2) - 4 y j(- 2) - 4. pcrc, 2 + - 2. Para que 

se dcfin:1 /0/rmdón mw!t"$U ch· 1111ufimci611. es esencial que números difcrcn1es del 
dominio siempre den valores diferentes de/ Esas funciones se dc.nommanfimcio­
ne:r 11110--u.111,o ofimclonrs bmnfrocm. 

Definición de función biunfvou Una función/con dominio D y rnn1,,o Res una íuncl6n biunhora si se sa11sfacc 
cualquiera de las dos condiciones equivalentes sigu1en1es: 

1) Siempre que a+ h en D. entonccs/(a) + /(h) en R 

2) Siempre qucftu) - Jtbl en R. entonces u - ben D. 

FIGURA~ 
El diagrama de flechas de In figura 1 1lusua una función b1unhoca. Nou.• que 

el valor de cada función del rango R corresponde a e.wctmm:nte ,,,, elemento del 
donunioD. 

D 

FIGUU.2 

Prueba de la recta horli.ontal 

1!■1'1?8•11 Cómo determinar si una función es blunívou 

a) S1/(x) - J.\'+ 2. demuestre que/es b1uni\OC3. 

b) S1 ,&1)) - .-rl - 3. dcmucs1re que g no es biunhoca. 

SOlUCIÓN 

a) Usaremos la condición 2 de la definición precedente. Por lo lan10. suponga que 
){u) - /{h) para algunos números a y h en el dominio de/. Esto nos da lo siguicn1c; 

3a + 2 - 3h + 2 

3a - 3h 

Como hemos concluido que a debe ser igual a b.fe"::t biunhoca. 

b) Ocmos1rar que una función ~., biuní\:oca requiere una demostración general. 
como en el inciso a). Para demostrar que g no es b1unhoca. sólo neccsi1amos 
encontrar dos números reales dis1m1os en el dom1n10 que produzcan el nusmo valor 
de función Por eJcmplo. - 1 + 1. pero .!--C - 1) - g( 1 ). De hecho. como g es una 
función par.g(-a) - g(a) paro iodo número real a. 

S1 conocemos la gráfica de una función/. es fácil dc1erminar s1/cs b1unhoca. 
Por CJCmplo. la función cuya gráfica se tran en la figura 2 no es bnmivoca. porque 
a+ b. pcrofta) - jl.b). Obsenc que la recta horizoni.al )' - /{a) (o .\' - ftb)) mter• 
seca la gráfica en más de un punto, En general. podemos usar la siguiente prueba 
gráfica para dc1enmnar si una función es b1uni\'oca. 

Una función/es bmnhoca si y sólo si 1o<b recta horizontal mlerSeea la gráfica de 
/en múimo un punto, 



l Teorema: las funciones 
crecientes o decrecientes 

son biunlvocas 

4.1 Funck>nn lnver~~ 2S1 

Apliquemos la prueba de la recia horizontal a las funciones del eJemplo 1. 

llll'liill•II Uso dela prueba de la recta horizontal 

Use la prueba de la rccm horizontal para dctenmnar si la función es biunh-oca 

•) j(.,) - 3x + 2 b) ~~•) - x' - 3 

SOLUCIÓN 

a) La gr:Uica dc/{x) - 3x + 2 es una r«ta con pun10 de mtersccc1ón 2 con el CJC) 

y pcnd11:n1e 3. como se vecn la figura 3. Vernos que cualquier recrn honzontal cru.ta 
la gráfica de/como máximo en un punto. Porcons1gu1en1c.fes b1uni\-oca. 

flGU'tA l flGURA 4 

b) La gráfica de g(x) - .r - 3 es una parábola que abre hacia amba con \émcc (0. 
- 3), como se ve en la figura 4. En este caso. cualquier recta horizontal con ecua• 
c1ón y • k, donde k > - 3, m1crseca la gráfica de gen dos puntos. Por lo tanto. g 
no es biunh oca. 

Podemos <k."duc,rdcl CJcmplo 2 que toda función creciente o dccrcc1cn1c pasa la 
prueba de la recta horilomal. En consecuencia, obtenemos el siguiente rcsuhado 

I) Una función que es creciente en lodo su dom1mo es b1unhoca. 

2) Una función que es dccrcc1cntc en todo su domnuo es biunhoca. 

Sea/una función b1unÍ\oca con donumo D y rango k. Así. para. cada número .i 
en R, hay exaelllnw11tP un número x en D tal que r - .ftx). como lo ilustra la ílech:1 
de la figura 5a). Podemos. por lo tanto, dcfimr una funcióng de R a D por medio de 
la s1gu1cntc regla: 

Como en la figura 5b). g miierte Ja COITI!SJ><>mkncio dada por f. Oenommamosg a 
lafimci611 u11'f'rst1 dcf. como en la siguiente defimcaón. 
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FIGURAS 

a) J • /(.r) 

D 

I 

R 
D 

Od1nlción de función inverS-a Sea/ una función b1unhoca con donumo D y rango R. Una función g con domm10 
R y rango Des la función in\l'rsa de/. siempre que la cond1c16n sigmen1e sea 
verdadera para 1oda .1' en D y toda y en R: 

y .,. ji)) si y sólo si x .,. gú•) 

Recuerde que p.1ra definir la inversa de una función/. es abso/111(1mente esencial 
que/sea bwnfroco. E.I s1gu1ente teorema. planleado sm demostración. es útil para 
verificar que una función ges la imersa de/ 

Sea/una función biunívoca con dominio D y rango R. Si ges una función con 
dominio R y rango D. cn1oncesg es la función imcrsa de/si y sólo si son \.Crda• 
deras las dos condiciones s1gu1cntcs: 

l )g(flx)) - ;e para toda:ccn D 

2).fl¡¡(y)) - y para toda y en R 

Las cond1c1ones I y 2 del teorema precedente se 1lusiran en la figura 6a) y b). 
rcspcctl\amcn1e. donde la flecha negra indica que/es una función de Da R y la 
flecha color naranja 1nd1ca que ges una función de R a D. 

FIGURA6 

a) Primcrn f. luego g 

I 

D 

b) Pnmcrog. luego/ 

R /) 

/<rrh)) 

R 

Tenga en cuenta que en la figura 6a) pmncl'"O aplicamos/ al número .r en D. 
obteniendo el ,•alor de función/(:c) en R. y luego aplicamos g a/(:c). obleniendo el 
número g(/1.r)) en D. La condición I del teorema expresa que g(ftx)) - x para toda 
x; esto cs. g uwierte la correspondencia dada por f. 

En la figura 6b) usarnos el orden opuesto para las funciones. Pnmero aplicamos 
gal número y en R, obteniendo el valor de función g(_I') en D y luego aplicamos/ 
ag(y). obteniendo el nlunero/(g(y)) en R. La condición 2 del teorema expresa que 
/(g(l•)) - y para toda y ; esto es.finnerte la correspondencia dada por g. 



Dominio y rango de/ yF 1 

Pasos para encontrar 
r• en casos simples 

,t 1 Funclonn In~ 253 

St una función/t1cnc una función 111,.crsag, con frecuencia dcno1amos gcon/ 1• 

El -1 empleado en esta notación no debe confundirse con un exponen1e: esto cs. 

El reciproco 1/[/(.)')] puede dcnot3rse con [fts)) 1 Es importante recordar los dalos 
s1gu1cntcs accrca del domm10 y rango de/y f 1

• 

domm10 de/ 1 
- rango de/ 

rango de/ 1 
- domm10 de/ 

Cuando cs1ud1amos funciones, a veces denotamos con x un nllmcro arl>itrano 
en el dominio. Asi. para la función m,.cM/ 1• podemos considerar/ 1(x). dom/e 
x ~,stti ,m el dommio R de f 1• En este caso, las dos cond1c1ones del teorema sobre 
funciones 1m ersas se escriben como sigue: 

1) 

l) 

L'l figura 6 con11cne una sugerencia para cncont.rar el mvcrso de una función 
b1uni..c,ca en ciertos casos: si es posible. de fa ec:,u,ción y • ){x) tks,w1anros x en 
términos de \', obteniendo una ecuación de la fonna x - g(y). S1 las dos cond,. 
cioncsg(Ax)) - x y/{g(x)) - x son ,.crdadcms para toda .ten los dominios de/y 
g. rcspcct1vamcntc. entonces ges la función 1nvet'S3f 1 requcnda. Los s1gu1emcs 
pasos resumen este procedimiento; en el paso 2. antes de cncontr:u f 1

, escribimos 
.1' - í '(,r) en lugar de x - g(r). 

1 Verifique que/sea una función bumivoca en todo su dominio. 

2 De la ecuación l ' - /(.t) despeJe x en ténmnos de y. obteniendo un.a ecuación 
de la forma .t - / 1(r). 

3 Venfique l11s dos cond1c1ones siguientes: 

a) f 1(.,1.t)) - x para toda.ten el dom1mo de/ 
b) /fJ 1(x)) - \"para todaxenel dom1modc/ 1 

El éxilo de es1e método depende de la naturale1.a de la ecuación y - /{x). porque 
debemos estar en aptitud de <k"'SpcJar x en 1émunos de _r. POI' csla razón. mdmmos 
la frase en ccuus simples en el 1í1ulo de los pasos. Consideraremos eslos pasos en 
los siguientes cuatro ejemplos. 

Q■#1)Jl•li Cómo encontru la Inversa de una función 

Sca/(r) - 3..t - 5. Encuentre la función ln\ersa de./. 

SOLUCIÓN 

La gráfica de la función hncal / es una f\..--Cta de pendiente 3 y. por lo 
tanto.fes crec1en1e de pnnc1p10 a fin en R. Asi,Jes b1unhoca y ex1s1c la función 

(co11tinlÍC1) 



254 CAPITULO 4 1 FUNCtONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGAll:ITMICAS 

flúURA 7 

!l_ 
---~-----------

' 
' ' ' 
' ' 
' ' ' . ,,·-1 

m\iersa/ 1. Además. como el donumo y el rango de/son R. lo mismo es cieno 
parar•. 

Despeje x en la ecuación v - ./(t) 

,, • ll - 5 

\' + s ' --· -)-

Ahora formalmente hacernos r - / 1(,1 ): es decir. 

J-"()') - ·'; 5 

k 

Como el s ímbolo empicado para la vanablc no tiene 1mponancia. también podemos 
escnbir 

donde x está en el dominio de/ 1 

Como el donun10 y rango de /y í I son A, debemos , en ficar las condicio­
nes a) y b) para todo número real .T. Procedemos como sigue; 

a) ¡-'(/(,)) - ¡-0(3x - 5) 
(3x - 5) + 5 ---)--

-' 
b) /(/- '(,)) -t('; 5) 

-3(';5)-5 K de 

Estas ,cnficac,oncs demuestran que la func16n lll\Crsa de/está dada por 

J- 1(x)-~ 
3 

UWlil:Jt.l Cómo encontrar la inversa de una función 

Sea /(.r) • lt + 4 
. Encuentre la función m, crsa de/ 

h - 5 

SOLUCION 

La gnifica de la función rac1onal/aparece en la figum 7 (remí1a~ al eJemplo 
3 de 13 secc16113.5) ~s1a es dccrccícntc a lo largo de su dom1mo(-x. 2) U(½- x). 
Por lo 1an10.jes b1unhoca y existe la función m,ersa/ '. También sabemos que el 
domm10 menc,onado es el rangodc/ 1 y que el rango de /.(-~.!) u(f. xi es 
eldominiodcí1• 



flGUIIAI 

,.1 Funciones lrMrY~ 2SS 

P;;; • DcspcJc x de la ecuación ,, - /1,.x). 

3x +4 
_\· - ~ 

_\·(2r - 5) - 3., + 4 

2ry - Sy - 3., + 4 

2l".'' - 1, • S\ + 4 
,12.,, - 3) • Sy + 4 

n " '-"" 

Por lo tanto. 

.1. • Sy + 4 
2,· - 3 

IIJkll nu ., 

¡-1(\·) = Sy + 
3

4
. o bien. lo que es equivalente. 1-1(.r) = 

5-' + 4 

2y- 2.r-3 

Vcnficamos las cond1c1oncs a) y b) para.r en los domm1os de/yf1, res• 
p¡..-c11,amcn1c. 

(
Jr + 4) Sfh + J ) + 4(2x - S} 

5 -- +4 

(3 t + 4) 2.r - S lr -S 
a) r 1

Uh))•1-• ~ - 2(:\r+4)-3 ·2rh+4}-3(2.,-S) 
2.r-S b-S 

ISr + 20 + 8r - 20 231 - - - - r íu+8-fo+IS 23 

,(s,l + 4) + 4 3(5.r + 4) + "'(b -l) 

(
5.t + 4) 2.r - 3 2.r - 3 

b) /(¡-'(,,)) • / 2, - 3 • 
2
(s, + 4) _ 

5 
• 2(5, + 4) - S<?x - 3) 

b-3 2.1'-3 
15x+ 12+8.r-12 23r 

- • - -r 10.r + 8 - 10.r + 15 23 

Entonces. la función m,crsa está dada por 

lili!Jii!l;I Cómo determinar la Inversa de una función 

Sca/(r) - r - 3 parar o!:: O. Encuentre la runc16n inversa de/. 

SOLUCIÓN 

La gráfica de/ aparece en la figura 8. El dominio de/es [O. 0e1). y el rango 
es (-3. ~). Como/ es creciente. es b1unlvoca y. por lo 1an10. 11enc una función 
mversaf I con donumo (-3, 0e1) y rango [O. 0e1) 

Cons1dcrcmos la ecuación 

y - x2-3x 

y dcspcJamos .r, para obtener 

(co1111mia) 
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,l...URA9 

;, nlll u, l1L g ifit < 
J,J1f t-mr llnt ..int 

,1GURAIO 

12. 81 

Corno :e es no ncgatl\'a, rechazamos .1. • - Vy+J y hacemos 

J-'(y) • ~ ob,cn.loqueesequl\alente. ¡-1(:r) • v'x"+1. 
(Note que si la función/1uvicro domimo x :s: O. habriamos escogido la función 

¡-'(.,) = - v.+3.) 

Verificamos las condiciones a) y b) paro :cen los dominios de/y/'. rcs­
pccl1\amcntc. 

a) ¡-'(JC,)) • ¡-•t,' - 3) 

• \!(x' - 3) + 3 • W • x para .t >e O 

b) J(J-'(,)) • J(\Íx+J) 
• (v.+3)' - 3 • (., + 3) - 3 • xparu A;,, -3 

En1onccs. la función 1mersa cs1á dada por 

¡-'(,) • V<+3 para , >e -3 

Exis1c una relación interesante en1re 13 gráfica de una función/ y 13 gráfica de su 
función 1m,ersa/ 1. Pnmcroobscr\amos que b • /(a) es cquivalen1c a a • I '(b). 
Estas ceuac1oucs unpl1can que el p1mto (a. b) ettti .mhn! fa gráfica def s,ysólo ti 
,d p11nto (h. a) estásobn,, Ja gnifimd11f '· 

Como ilustración. en el cJcmplo 5 encontramos que las fwicionc:,, / y I • dadas Por 

/µ) • x' - 3 ¡-'(t) • \Íx+3 

son funciones inversas la una de la olm. siempre que :e se restrinja de modo apro­
piado Algunos punlos sobre la gráfica de/son (0. -3). (l. -2). (2. 1) y (3. 6) Los 
puntos corrcspondicn1cs sobre la gráfica de/ 1 son ( - 3. O). (- 2. 1). ( l. 2) y 
(6. 3). Las gráficas de/ y/ ' se lmzan en el mismo plano de coorden3das en la 
figura 9. Si la págma se dobla a lo largo de la r«:tay - :e que corta los cuadnmtcs 1 
y 111 (como se md,ca con la linea disconunua de 13 figura). entonces las gr.ificas de 
/y/ 1 coinciden. Las dos gráficas son ntjlexio11es una de la otra a ira, és de la recta 
y - x, o son simf!fricat con respcc10 a esta recta. Esto es lip1co de lá gráfica de toda 
función/que 1icnc una función 1mersa/ 1 (\C·a el ejercicio 56). 

IJliUiiEIJI Relación entre las gr.tfius de/y/ 1 

Seaftx) - r 1
. Encuenlrc la función imcrsa/ 1 de/, y 1race las gráficas de/y/ 1 en 

el mismo plano de coordenadas. 

SOLUCION La gráfica de/se lraLa en la figura 10. Note que/es una función impar 
y. por lo ta1110. la gráfica es s1métnca n.~pccto al origen. 

Como/ es crecienle en todo su donunio. R. es b1unhoca y, por lo 1an10, 
tiene una función in,ersa/ 1, 

Consideramos la ecuación 

,. . ... 
y para despejar x obtenemos In raíz. cúbica de cada l3do. obteniendo 

:e •_, ... ,- ~ 

Sea ahora 

¡-1(y) • ..y;: O bien. lo que e~ equ1valc111e. ¡-•ex) • \Y'.t. 
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(2. 8) 

Retilke lis Mi&nxioftft 
Y y arA6que lu fundoM1. 

Graf;que i. inwna. 

• 1 func~ ,~ 257 

Verificamos las cood1c1oncs a) y b): 

a) ¡-0
(/(.,)) - ¡-•e,, - ,t';; - X para lodaxcnR 

b) J(f-'(x)) - J( .,Y,:) - ( efx)' - , para loda HnR 

La gráfica dej ' (esto es, la grñfica de la ecuación y - ~) puede obtenerse por 
rcnc.xión de la gráfica de la figura 10 a trmés de la recta 1 - x. como vemos en la 
figura 11. Tres puntos sobre la gráfica de/" 1 son (O. O). (1. 1) y (8. 2) 

El s1gu1cntc cJcmplo mucstr:1 cómo gralicar la m\crs.3 de una función usando 
una calculadora graficadora. 

Cómo gnfiur la lnveru de, una función 

a) Trace la gráfica de 1:1 ÍWlCión iO\crsa de 

/(:r) - °iJ(x' + 9x) 

b) Aproxime las soluciones de 13 ccunciónJt:r) - / 1(.t) 

a) Asignaremos (.l"' + 9.1'),'35 a Y1• as1gnamosx a Y1. aJUStamos la pantalla a (-12. 12] por 
[-8. 8) y groficamos las funciones. 

PloU Pl•U PloO 
,Y1 S(X>+9X)/35 
,viax ,v,-
.v .. -
.VJ• .v,-.Y,• 

Como/es crcc1cn1c en todo su dominio. es b1unhoca y 11cnc una 10\crsa. S1/no rucra btu• 
ni1,;oca e hiciéramos el s1gu1cntc lcch..-o. entonces la calcu ladora tllllaria la relación im-crsa, 
pero no seria una función 

El] 
(ro11tu11ía) 



258 U.PÍTULO • 1 FUNCtONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 

Ed Ejercicios 

a)¡-1(5) b)g 1(6) 

b) }1.r) • ¡- ' (r) en la recia y • r . Usando la íun• 
ción de intersección con Y

1 
y Y: da la solución 

.r ::: 5.1. Por la s,mctrla de las gn\ficas. 1cncmos las 
solucioncsx - Oy r ::: ::!:5.1 

Ejt r. S-16: Dl'tumint II la fundó n/n biunh·on. 

S /(x)-2,+S 

7 /(x)•x1 -5 

• f(,) - V, 

11 /(x)- 1•1 

13 /(x)-V'i-=7 

15 /(x)-} 

6 /(x)•~ 

1 /(x) •.r1 + J 

10 /(x) - \Yx 
12 /(x) - 3 

14 /(r) • 2.r' - 4 

1 
16 /(x) •¡1 

Ejl'r, 3-4: Ot'tuminl' si la g rUiu correspondt- • un• fund0 n 
blunhon. 

Ejt r. 17•18 UM" la grifk• dt / j unto con la n-ladón doml• 
ni~ nngo dt/) j 1 pan compltlar los t nunclados.. (S11grrrn­
ci11: 1ixu aproi:im• • 2•nf.u1oncHy1• aproi:imaa 2 H/ 1.) 

17 

Ji --------r-, 

a) Cuando,-. - 4./ 1(.f) - _. 

b) CUandor-.«:.fM-_ 

e) Cu3ndox- - x,f 1
(_,)-_. 

d) Cuando , - 4 ./ 1(.t ) -

e) Cuando,-4 ./ 1( r)-_ 



18 

a) CUMldo.r-o.r'fr)- _. 

b) Cuando.ir-rir./ 1(t)--· 

e) Cuando r - -oc.J tr) - _. 

d} Cuandox--2 .f 1(x)- _ 

35 /M • lr' - 5 

37 /(, ) - yj"-=-:; 

39 /(, ) • v', + 1 

41 /[<) • (.-' - •>' 

43 /(x) • X 

~· Funclonn In-ver~ 259 

36 /(x) • -t' + 2 

JI /(x) - y't+4 

40 /(J.)•\J"i"-4 

42 /(x) • (,·1 + !)' 

44 /(x) • -, 

e) Cwmdox--2 .( 1(,)- 45 /(x) • -\1'9=7,-3!1.x:SO 

Ejrr. 19-12: Usir c-1 teorc-m• sobr,r fonckmn ln,rn•.s pan 
d t'mOS:trar qut'/) # son runclontt in,usas una dr 01n. y lrac(' 
liu: ,.r,ncH dr/y i rn ti mbmo plano dr coordrnadH. 46 /(d • ~.O :s: x s 2 

19 /ú) • lr - 2: g(t) • x ; 
2 

20 /(t) •x1 + 5,., :SO: g{,r) • -~ .. r~5 

21 /(t) • _,: + J, .r e:º· g{r) • ,rr-=-·x. r s 3 

22 /M • x'- 4: ,,(r)• ~ 
Eju. lJ..26: Dr-rrrmlnt- r l dominio y rango drf' para la run­
cl(ln dada sin fft('Olllrar H rulidad/ 1, S11gurnehl: primtro 
ucur nlrc- C'I dominio y rango dr/. 

2l j(,) • -~ 24 /(x) • , ! J 

-h'+5 
25 /(t)•~ 26 /M•2.,- 7 

9, + 1 

Ejirr. 27~8: Encut"RIN' la íund6n In, e-na dt-/ 

29 /(()•2.,-~5 

31 Jtr)•!:.~: 

21 /(.r)-7-2.r 

30 /(,)•-'­
x+J 

)2 /(,.) - X~ 2 

41 /(r) • .r1 
- ,h + 3 . .1. $ 2 

Ejt-r. 49-50: St-1 h(,1') = 4 - X. UH "·'ª llbla ) 11 gráfka para 
"'·■luar la u-prnlón. 

1 ;,, 1 -~ 1 

3 

1 • 1 s 1 • 1 

,< 1 

1 

1 

. 
49 a) (g-1 • ¡-1)(2) 

e) W'•/•r'XJ) 

so•> <,•J-'X-1) 

el <•-• • ,-• • JX•I 
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Ejer, 514 54: Se presenta I• grifin de una fundón bhuah·ou f, 
1) Ulilkeo la propiC'dad dr nflni6n p11n11 lnur la ir, fin dr 
f' . b) Encucntn C'I dominio D y el ranKo R de la fundónf. 
e) Encuenrnd dominio D, y et nngo R, deo la función ln,enaf '· 

,, 52 

55 a) lkmuotrcquclafuoc,óndcfinKbpor.,1.,·)=a.t" + b(una 
func16n hncal) para o 1'- O llene una función in,crsa y 
cncurotre / 1(:c) 

b) ¿Una func1on constan1c ucnc m,cBa? l:."phqU(' 

S6 Demuestre que la gráfica de/ 1 es la rc0c.'(16n de la grífic:a de 
fa lr.l\és de la recta.} = e ,cnficalldo bs s1guieo1cs cond.c,o­
n<S. 

1) S1 pta. b) cs1á sobre la grifica de/, cnronco Q(b, u) está 
sobre la gr.ifica de/ 1 

2) El pun10 mcdto dd sc¡mcmo de recta PQ e5lá sobre la 
n:ct11•=x. 

3) La rccu PQ es perpcnd1cular • la recia , = .r 

S7 Vcnfique qucftr)=/ (Y)SI ,u+ b 
a) /(r) • -r + b b) /(r) • ~para,. '60 

S8 Sea "cualquu:r entero pos1two. t..ncucntrc la función m,crsa 
dcfs, 
a) /{r)="C"'pant"i!!:0 

b) /{x) = "I'"'• para .r 2 O y,nru3lqu1ercntcropos1mo 

f.Jer. 59-óO: Ust la griOu de/p11r1 dc-lermlnar sl/H blun'--

59 /Cxl - o.ar - o.4._.. + 1.2.r - 1.2.r + o.&., - o.s 
, - 8 

6Q /(r) • .1"l l + 4 

Eju. 61--62: Crafique / IObrt t i lnrtrvalo dado. a) E,tlmt 
el lnlc-n·alo m,i 1nndt' '"· 61 con• < O < b sobrr c-1 cual / 
H bluni\oca. b) SI t H 11 funcl6n con dominio¡.,, 61 l'al qut' 
.r(x) • ftx) pan" S x S 6. eosllmr c-1 dominio) rango dr x-•. 
61 /V.) • 2 1 r 1 - 2 .98..1 ~ - 2 111 + J; [-1.2] 

62 /(1) • 0.05.r• - 0.2-lr' - O I.S,1 + 1 18.f + 0.2-1; 
[-2. 2] 

Ejtr. 6.J.64: Grafiqut /rn la pantalla dada. Uu la grjfiu de 
/para pred«lrla forma deo la gr áfin dt'F'· \'r rlfiqut' su prt'­
dkrlón al gnfit'ar r • )' hl r«ta ,, • x t'n la mbma pantalla. 

63 /(,) - ~- [- 12. 12] po, [-8. 8] 

64 /(.<) - 2(, - 2)' + 3., a, 2: [O. 12) po,[O. 8) 

65 NN:e1 --s di Yfflt:111'«: >n La ,cn11lacl00 es una ÍQmla 
eficaz de mcJOOlr la calidad del a1rc en ,menores l:n rcs-­
tauntntcs donde no se pcnmtc fumar. las necesidades: de 
c,rcul:ic:ión de 11rc (en f\1 n11n} ~,n dad35 por la función 
l"(r) = 351', donde l'Cscl numero de personas en el drcadc 
comedor 

a) Dctennmc W necesidades de ,cn11lac1ón parn 13 perso­
nas 

b) Encuenlrc I' 1( r) Üphquc el Stgn,ficado de V 1
• 

c) Use 1•· 1 para de1ennmar el número mb,mo de personas 
que deben estar en un restaurante que tenga capacidad de 
,cnt1lac1ón de 23S0 ft1 nun 

66 Üllcifll" d ' radio La t2bl• li1gu1en1c es Un3 hs1:1 de nwnc­
ros totales de rad1ocm1son1 en Estados Unidos para cienos -· Mo ,Úfflt'ro 

1950 2m 

1960 -1133 

1970 6760 

1980 8566 

1990 10.770 

2000 12.717 
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a) Grafiqoc los datos e) Encll(ntre/ '(.'f) Explique el s1gn1fkado de/ 

b) Detcm11nc una función lineal.Ax) = a.-c + b que modele 
estos datos, donde 'C n el :.ulo. Grafique/ y los datos en 
IO!l m1Jn-.os CJC!li de coordcn:Kbt 

d) Uscf ' pan prcde<:1rclWcnclquchubo l l.987nMhoc­
n11!lOl'll'l ComP3rclo con el \crdadcro "-alor, que C!!i 1995. 

Funciones exponenciales 

ffGURAl 

(- • ½). 'º· 11 

ftGURAl 

Antcnonnente consideramos funciones que tenían términos de la forma 

base \atiabl~- . 

como r', 0.2T1 1 y &.t1 1• Ahora cen1raremos la a1cnci6n en funciones que tienen 
lénmnos de la fomm 

base consiante"-.. .--. 

como 2•. (1.04)., y 3 • Comencemos por considerar la func,ón/defimda por 

/{x) - 2'. 

donde 'C está rcs1ring1da a números racionalf.'s. (Recuerde que six • m'n para cnlc­
ros m y 11 con n > O. entonces 2' • 2-• - ('(/2)-. Las coordenadas de varios puntos 
sobre la gr:Uica de J' - 21 se dan en la s1guicnlc labla 

-10 -3 -2 -1 10 

1024 

Otros valores dey para .r racional. tales como 2 ' 1 , 2 •1 y 2' •·0 : se pueden aproximar 
., con una calculadora Podemos demostrar algcbraicamcmc que si x1 y x: son núme­

ros racionales talcs-qucx1 < .T:, entonces 2'1 < 2•:. Asi./es una función crec,entc 
y su gráfica sube. Localizar puntos lleva al trazo de la figura l. donde los puntos 
pcquci'los md1can que sólo los puntos con coorden.1das x rac,0110/i•.s están sobre 
la gráfica. llay un mdo en la gráfica i,iemprc que la coordenada x de un pun10 es 
irracional. 

Para cx1cndcr el dormmo de/a todos los números reales. es nccesano defimr 2' 
p3m todo exponente i""donill x. Para 1lus1rar. s1 deseamos defimr 2•. podriamos 
utili1.ar el decimal no periódico 3 .1415926 .. . para rcprescnmr ir y considerar las 
siguientes potencias racionales de 2: 

U111izando c:ílculo, se puede demostrar que cada po1encia succsl\·a se acerca a un 
úmco número real, denotado por 2•. Asl. 

2' - 2• cuando x - ir. con x racional . 

La misma técnica se puede utilizar parn cualquier otro po1cncia irracional de 2, 
Para trazar In gráfica de r - 2' con x real. sus1iru11nos los vaclos de la gráfica de In 
figura I con puntos, y obtenemos la gráfic:a de la figura 2. La func:16n/dcfimda por 

J(.x) = 2· para lodo número real x se denomma función txponenclal con ht,se 2. 
Considcremoi, a continuación c11i1lqmer base o, donde a ci, un número real 

pos1tho difcrcn1e de 1. Al igual que en la exposición prcccdcn1e. a cada número 
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real x le corresponde exactamente un número pos1t1\-o O' !al que las leyes de 
los exponentes son verdaderas. Asl, como en lo siguiente 1abla. podemos definir 
una íunc1ón/Cu)O dom1n10 es R y el rango es el conJUnlO de los números reales 
pos111vos. 

Grilina de/ Grificade/ 
Ttrminologia OtfinK'tón para a> 1 pan0<11< I 

Función cxpontncial /(.<) - u' _¡¿ ~ 
/con base u p3111 1oda1"enR. 

dondcu>Oyll"I 

Las gráficas de la tabla muestran que si o > 1. entonces/ es cn..--cicntc en R. y 
si O < a < l. entonces/es decrcc1cnte en R. (Estos hechos se pueden demostrar 
usando cálculo.) Las gráficas simplemente md1can el aspecto ge'1eral; lo forma 
l!XtK: fll depende del \'alor de a. Note. san embargo. que como o' - 1. el punto de 
intersección con el CJCJ es I para toda a. 

Si o > 1, entonces c~ndox dismmuye pasando por "alon..'S negot1\-0S, la gnífica 
de/ se aproxima al e,e x (vea la tercera columna de la tabla). Asf, el eje x es una 
,uimow h<m:ontal Cuando x aumenta pasando por \'atores posit1\-0S, la gráfica 
sube r.ip1damcntc. Este upo de \'ariac1ón es camcteris11ca de la ley exponencial de 
creclmlcn10. y /a \CCCS n.--c1bc el nombre de función d e ertcimienro. 

Si O < a < l. cn1onces. cuandox mmwma. la gráfica de/se aproxuna ol eJe x 
en fom\a asmtót1ca (\-ca la última columna de la rabia). Este upo de variación se 
conoce como drcr«imie1110 ('Xponencial 

Al considerar a' excluimos los casos o :s O y u - 1. Note que si u < O, entonces 
a' no es un número real para muchos volon..'S dcx como. por CJCmplo. ½,¾y~- S1 
a - O. entonces t,I - O' no está definida. Por úhuno. s1 u - 1. e111onccs u' - 1 para 
1oda ,r y la gráfica de r - a' es una recia horizontal. 

La gráfico de una función exponencial/1..-s creciente en todo su dominio o dccrc• 
ciente en todo su dominio. Por lo tanto.fes b1uni,.·oca por el teorema de la p3gma 
251. Combinando este resultado con la dcfimción de una función b1uni,oca (,ca la 
página 250} obtenemos los incisos 1} y 2) del s1gu1cn1e teorema. 

Teor~ma: Las funcione:s La función exponcnciol/da<b por 
exponenciales son biunlvocas 

.l(r) - a • paraO < u < 1 ot1 > 1 

es b1u11í\oca Por lo 1an10, las s1gu1cn1es cood1c1ones cqu1volentes quedan 
satisfechas para números rcalcsx1 y r:. 

1) Si x
1

,;, x:, entonces a '1 ,;, a'1• 

Cuando usemos este teorema como JUSllficación de un paso en la solución de un 
CJcmplo. tudicaremos que lasfimciQnt!s ~x¡xme,,ciales son b11111iwxas. 
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EJEMPLOS Las funcionu exponenclalu son biunlvous 

■ S1 71
' . 7:,· 1. entonces3.t - 2x + 5,ox - 5. 

En el siguiente CJC'mplo resohcremos una ec11,,ció11 e:r¡xmencial sencilla. es 
decir, una en la que 1:t , aria ble aparece en un exponente. 

■IH 'lil•II Resolución de una ecuación exponencial 

Resuelva la ecuación Y· • = 9' ·1 

SOLUCIÓN 

3'•-· - ()>•! G;IJc., 

3•~- • - (3!)••! m ~ btit 

3•,-1 • 3~,H 

5.,-8 • 2x+4 

3., - 12 

Tengo en cuenta que la solución en el CJemplo I dependió del hecho de que la 
base 9 podía escribirse como 3 a alguna potencia. Por ahora sólo consideraremos 
ccuac1ol'k.-s exponenciales de este tipo. pero resolveremos ecuaciones exponencia­
les mis generales mis adelante en el capíiulo. 

En los sigu1c111cs dos eJcmplos trazamos las gráficas de ,arias funciones expo­
nenciales. 

Q@!'IJl•fl Trazo de grifius de fundonei u:ponenclales 

S1ftt) • (-f)' y g(x) - J •. trace las gráficas de/y gen el mismo plano de coorde­
nadas. 

SOLUCIÓN Como½> 1 y 3 > l.cadagráficasubccua.ndoaumenta 1'. U\s1gmen1e 
tabla mucsLra coordcn:ulas para \'arios puntos sobre las gráficas. 

X - 2 _, o 1 2 ) 4 

,-m· i-0.4 i-0.1 1 ' ~ - 2.3 i-3.4 ~- 5.1 I 

1 =lx ;- 0.1 1-0.3 1 ) 9 27 81 

Locali7..ar puntos y estar familiarizado con la gráfica general de J - ,,. lleva a las 
gr:ificas de l:i figura 3. 

El e1emplo 2 ilustra el hecho de que si 1 < " < b. entone~ a' < b' para 
valores positiv~ de , y b' < ,,.para ,,atore.-. negali\"OS de .r. En particular. como 
½ < 2 < 3. la g_n1fic:i de,. - 2' en la figura 2 se encuentra cnire las gráficas de/ y g 
en la figura 3. 
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flGtJRÁ4 

flGUllAS 

FIGURA6 

IJJi!Zli:II Traio de la grifica de una función exponencial 

Trace la gráfica de la ecuación _r • {½)' 

SOLUCIÓN Como O < ½ < 1. la gráfica cae cuando aumenta x. Las coordenadas 
de algunos puntos en la gráfica se indican en la sigu1en1c tabla 

r -3 -2 -1 O 

,= (l)' 

La gráfica se 1razn en la figura 4. Como (¼Y - (2 1
)' - 2 '. la gráfica es igual 

que la gráfica de la ecuación y • 2 •. No1c qÜc 13 gráfica es una reflexión a lr3\ éS 
del CJc y de la gráfica de J- • 2' en la figura 2. • 

Ecuaciones de la fonna r - a". donde" es alguna expresión en x. se prescn1an 
en aphcacioncs. Los s1gu1cmcs dos cJcmplos ilustran ecuaciones de cs1a fonna. 

IJJJ!J:llJ:D Desplazamiento de grificas de funciones exponenciales 

Trace la gráfica de la CCU3ción: 

a) ,. - 3' : b) y - 3' - 2 

SOLUCIÓN 

1) La gráfica de r • 3•. tra1.1da en la figura J. se \'Uehc a traz.ar en la figura 5. Por 
el :máhs1s de dcspl~m1en1os hori1.on1ales en la sección 2.5. podemos ob1encr la 
gráfica de y • 3' z al desplazar la gráfica de , -• J• dos umdadcs a la derecha. como 
se mues1ra en la figura 5 

La gráfic.a de ,, • 3,-: también se puede ob1cncr al locali.tar varios puntos y 
usarlos como gula para 1raz.ar una cun'!l 11po exponencial. 

b) De la cxplicaci6n de dcspla.tamienlos verticales de la sección 2.5. podemos 
obtener la gráfica de J - 3• - 2 mediante el dcsplazan11cn10 de 13 gráfica de 
, • 3• dos unidades hacia abaJO. como se mucs1ra en la figura 6 Note que el pun10 
de mtcrsección con el CJC r es - 1 y la recla \' • - 2 es una asíntota honzontal para 
la gráfica. 

UwtiliD Determinar una ecuación de una función exponencial 
que satisfaga condklones prH<ritas 

Encuenlre una función e."<poncnc1al de la fom1aj(.r) - bu ' + ,. que tiene asintota 
horizontal y - -2. pun10 de 1n1crsccc1ón 16 con el CJC J y punto de m1ersecc16n 2 

,· con el eje x. 

SOLUCIÓN La aslntota honzo,ual de la gráfica de una función exponencial de la 
forma.11:,.-) - bo es el eje x: es decir.y - O. Como la asin101a honzon1al deseada 
es y • - 2.debemostener c • - 2.demodoqueft:c) - bo • - 2. 

Como el pumo de in1ersccción con el eje y es 16. /(0) debe ser igual a 16. 
Pero;1_0) • bo • - 2 • h - 2. de modo que h - 2 • 16y b • 18. Porlomnto. 
JI<> - 18" ' - 2. 

Por úlumo. encontramos el valor de a: 

/ (t) = 1So-• - 2 k/ 

0 • 18((1)-l - 2 \ l, t ~ , 1 pun! l 11'11 
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1 
2 • 18 · ;¡ 

(r - 9 

(l = :!:3 
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fin tt C'\pt C'IIC' 1\-o 

Como o debe ser positiva. 1cncmos 

ft.,) • 18(3) ' - 2 

La figura 7 mues:1ra una gráfica de/ que sa11sfacc 1odas las condiciones del cnun• 
ciado del problema No1e queftt) podría cscnb1rsc en la fom1a cqu1\alen1c 

ftx) - 18(½)'- 2 

La gr.fifica en fonna de campana de la fonción del sigmen1e ejemplo es scme­
Jan1e a una c11nn de probabilidad norm(l/ empicada en estudios de es1adfs1ica. 

Uli!Lii:D Trazo de una grifka en forma de campana 

Si/{.t) - 2 .:_ lrDCC la gráfica de/ 

SOLUCION S1 escribimos de nUC\ O.ft.t)como 

1 
j(,) - 2"'í ' 

,e~ que cuando , aumen1a con valores positivos. Jt..t) disminuye r.1p1d3mcn1e: 
(2. k) en co11secuenc1a, la gr:ifica se aproxmu al e,e x en fonna :asm16t1ca. Como .r! es 

--.,,::-+-+---,,...:,,,__►... mínima cuando .t • O. el mixnno ,~Jlor de/ es.ft.0) - 1. Como/ es una función par. 
la g.r:1ficacs simétrica respecto al eje_\ , Algunos puntos en la grifica son (0, I), ( l.½) 
y (2. ~). l..ocal1z.amos pumo-. y usamos s1mc1ña para obccnerel 1ra1.ode la figum 8. 

flC,U Al 

/ ít) (cantidad de bac1cnas) 

ISOOO 

IOOOO 

SJ)OO 

2 3 4 t(dfu) 

i·faiif.Jii•i:i Crecimiento de bacterias 

Las funciones cxponcnc,alcs pueden usarse para dcscnb1r el crccimicn10 de c,cnas 
poblaciones. Como ilus1raci6n. suponga que se obscna cxpcrimcntalmcntc que el 
número de bacterias en un cul11,o se duplica al día. Si 1.000 bac1enas están presen• 
les al inicio, entonces oblcncmos la labia s1gu1cnle, donde tes el tiempo en días y 
/(t) es la canudad de bac1erias c:n el uempo, 

I (tiempo n día1) 

/111 (cantidad d~ bact~rias) 1000 2000 4000 8000 16Jl00 

Parece quc/(1) - (1000)2'. Con esta fónnula podemos predcr1r el número de bac• 
lcrias presentes en cualquier tiempo t Por ejemplo. en, - 1.5 - f. 

}11) • (1000)2'': 2828 

La gráfica de/ se \-C en la figura 9 

114111 S◄J-tl Desintegración radiactiva 

Ciertas canlldades flsicas ,lecn.•,:en e,ponencialme111c. En 1alcs casos. si a es 
la base de la función exponencial. cn1onces O < o < 1. Uno de los ejemplos 
más comunes de dccrcci1mcn10 exponencial es la desintegración de una sus1an• 
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Flúl LA 

/(1) (m¡ rcs1an1cs) 

20 

10 

100 200 300 400 500 

t(dín) 

cm rad13Cll\a o isótopo. La ,Ida media de un isótopo es el 1icmpo que 1ar<b la 
mitad de la cantidad ongmal de un.:i mues1ra dctemmmda en desintegrarse. La, 1d:1 
media es la caractcrist1ca principal empleada para distinguir una sustancia rad1ac• 
1iva de otra, El isótopo del polonio m po 1icnc una vida media de aproximadamente 
140 días; esto es. dada cualquier canudad. la mitad se desi111cgrorá en 140 días. 
S1 in1c1almen1e 20 m1hgramos de :1•Po están presentes. emonccs la tabla s1gu1en1c 
indica la can11dad res1an1c después de varios m1cnalos. 

t (li~mpo t n diai) O 140 280 420 560 

.ft/) (m& rco,1a n1n) 20 ID 2.5 1.25 

La gcifica de la figura 10 ilustra la n.-uuraleza exponencial de la dcsuuegración. 
Otras sustancias rad1ac11vas 1icnen vida media mucho ~s largas. En panicular. 

un producto derivado de los reactores nucleares es el isótopo de plutonio radiact,,o 
1" Pu. que tu:nc una , ida mi..-d1a de alrededor de 24.000 m\os. Es por esta razón que 
la ehnunación de desechos radincti\os es un problema muy grande en la sociedad 
moderna. 

l ·Ulif·HUÜ# lnterfs compuesto 

El mteré.f compue.flo es una buena ilustración del crcc1m1en10 exponencial. S1 
una cantidad de dinero P. el pnnc,pal. se lfl\ ,ene a una tasa de interés r sm1ple, 
cn1onces el in1crés al final de un periodo es el producto Pr cuando r se expresa 
como de<:1mat Por ejemplo. si P - S1000 y la tasa de interés es de cr. anual. así 
r - 0.09. y el interés al final de un oi\o es de S 1000(0.09). es decir. S90. 

S1 el interés se rctO\ ienc con el pnnc1pal ni final del pcnodo de mtcrés. entonces 
el nuevo cap1tnl es 

P + Pro bien. lo que es equ1,alente. P{I + r) 

Note que para de1cmun3r el nuc,o cap11al. podemos multiplicar el principal por 
(1 + r). En el eJcmplo precedente. el nue,o cupital es de Sl.000(1.09). o sea. 
S1.090. 

Después de que haya transcurrido otro periodo de interés. el nue,o principal 
puede determinarse si muh1plieamosP(I + r) por(I + r ). Así. el principal después 
de dos pcnodos de interés es P( I + rf S1 con11nuamos reinvin1endo. el principal 
después de tres periodos es P.: 1 + r)'; después de cuatro es P( 1 + r)4; y. en general. 
la cantidad A acumulada después de k periodos de m1erés es 

El interés acumulado por medio de esta fórmula es intt>rh compuc.uo. Note que 
A se expresa en términos de unt1 función exponencial con base 1 + r, El periodo 
de interés puede medirse en ai\Oll, meses. semanas, días o cualquier 01ra unidad 
apropiada de 11cmpo. Cuando aplique la fómmla para A. recuerde que r t!S la 1asa 
di! interb por periodo de mterh e:rprew,lo comQ de('lmal. Por ejemplo. si la 
tasa se expresa como 6º" mwal compu~to mens,wlmt>flle. entonces la tasa men• 
sual es de ij•;•· o bien, lo que es cqmvalcntc, 0.S•~. Enionces. r - 0.005 y k es el 
número de meses. S1 se 1nv1enen S 100 a esta 1asa. entonces la fórmula de A es 

A - 100(1 + 0 OOSY - 100(1 oosy 
En general. tenemos la siguiente fómmla 
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lnter6 rompuc'SlO A • 1000(1.007.5)111 

A (dólare~} 

3000 

2000 

100> 
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donde P - pnncipal 

r - taS3 de interés anual cxprcS3da como decimal 

n - nUmcro de penados de interés por ai\o 

t - nllmcro de Irnos que se 1n\'Ícrte P 

A - cantidad después de, años 

El siguiente eJcmplo 1hmra el uso de la fómmla del i111erés compuesto. 

IJIELd:H Uso de 1, fórmul.a del lnterfs compuesto 

Suponga que se mvicrtcn S 1.000 a una 1asa de m1crés de 9-t compuesto mensual• 
mcn1c. Detcm1mc la nuC\'3 can11dad acumulad.a después de 5. 10 y 15 ai\os. Ilustre 
gráficamente el crcc1m1c1110 de la 1mers1ón. 

SOLUCIÓN Aplicando la fónnula de mterés compuesto con r • 900 • 0 .09. 
n - 12 y P • S 1.000, encontramos que l.1 cantidad después de , ª"os es 

A • 1000( 1 + º;~r • 1000(1.0075)'" 

Su.)111uycndo , • 5. 1 O y 15 y usando calculadora, ob1enemos la s1gu1en1c tabla. 

,úmero 
drlftos C.nddad 

5 A • S1000(1.0075).,., • $1565.68 

10 A • SIOOO(l.0075)'» • $2451.36 

15 A • SIOOO{l.(X)75)''° • $3838.04 

La na1uralcza exponencial del 1ncrcmcnto es indicada por el hecho de que. durante 
los primeros cmco ª"os. el cn..--cinucnlo de la 1mcrsi6n es de $565.68: durante el 
segundo periodo de cinco ailos. el crccim1en10 es de S885.68; y duran1e el llhuno 
pcnodo de cmco arios. es S 1386.68. 

La gráfica de la figura 11 ilus1ra el crccinuen10 de Sl,000 m\.-crtidos en un 
periodo de 15 al1os. 

Ctm:ii:ll Otttrminación de un modelo exponencial 

En 1938 se promulgó una ley federal que cs1ablecía un salano mimmo, y ésle fue 
de S0.25 por hora: en 1997 el salario había aumeniado n SS.IS por hora. Encuentre 
una función exponencial sencilla de la fonna y - utl que modele el salario minimo 

10 15 t(:r.i\os) federal para 1938·1997. 
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l'IG1JltA1 

[O. 100. 10] po< [O. 100. 10] 

SOLUCIÓN 
)" - ah' 

0.25 • i,1/' 
0.25 • t1 

!' - 0.2Sb' 
5.15 • 0.25b" 

b" • 
5

-'
5 

• 20.6 
0.25 

b ~ V2Q6 
b • 1.0526 

, o ,. 

r. ,. 

Obtenemos el modelo J' - 0.25(1.0526Y, que indica que el ~!ario mimmo federal 
aumentó alrededor de 5.26º• por aOO de 1938 a 1997. Una gráfica del modelo se 
mues1ra en la figura 12. t,P1ensa usted que cs1c modelo se cumphri hasia el aOO 
2016? 

flGUI.A12 

1 ($/h) 

13.64 

5.15 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

1 
I 

I 
I 

0.25,t=== -----+---+--­
o 

1938 
59 78 , 

1997 2016 (años) 

Concluimos esta sección con un ejemplo que requiere usar una calculadora g.ra­
ficadora. 

Pll'Mal•lii Estlmadóndecantld11desdeun medicamento 
en el torrente Pngulneo 

S1 un adulto ingiere una pas111la de 100 nuhgramos de cieno mcd1camen10. la rapi­
dez R a la cual se pronostica que el medicamento entrará en el torrenle t nunutos 
después será 

R • 5(0.95Y mglmm 

Podemos demostrar med11m1e cálculo que la cantidad A del medicamento en el 
torren1c sanguíneo en el ucmpo , se puede aproxunar con 

A • 97.4786(1 - (0.95)1 mg 

il) Es11me el tiempo que tardan 50 nuhgnun~ del mcd1camcn10 en entrar en el 
torren1c sanguinco. 

b) Es111ne el nUmero de miligramos del medicamento presentes en el 1orrcn1e san­
guineo cuando cn1ra a r.17.ón de 3 mgmun 
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SOLUCION 

a) Deseamos delcnnmar t cuando A es igual a SO. Como el ,alor de A no 
puede exceder de 97.4786, dctem11namos que la paruall:J sea de (O, 100, 10) por 
[O. 100. 10) 

A con1muación asignamos 97.4786(1 - (0.95)'] o Y,. asignamos SO a Y: y 
graficarnos Y

1 
y Y:. obteniendo una pan1alla semejan1e a la de la figura 13 (note 

que r - 1). Us:mdo la función de mter5Ceeión. cstirmmos que A - SO mg cu:indo 
x ::. 14 nunu1os. 

b) Deseamos dc1emnnar t cuando Res igual a 3. Pnmero asignemos 5(0.95)' a 
Y I y 3 a Y,. Corno el valor máximo de Y, es S (en t - O). usamos una panialla de 
dimensiones (O. 15) por (O. 5) y obtenemos una pan!.alla semcJantc a la de la figura 
14. Usando de nue\o la función de mtcrsección. encontramos que _11 - 3 cuando 
x ::. 9.96. Entonces. después de casi 10 nunutos. el mcd1eamento estará enlrando 
en el torrcn1c sanguíneo a razón de 3 mg/mmuto. (Note que la vclocid:td 1mcial. en 
t = O.es de 5 mg¡mm.)AI encontrar el \alor de Y 

I 
en r = 10. \Cmos que después de 

1 O minutos hay casi 39 m1 hgramos del mcdicamen10 en el U>rrcn1c sanguíneo, • 

F.jrr . 1- IO: Rn urln la r-ru1tló11. 14 fubaJC el CJCíCK'IO IJ SI a= t. 

• 4' (l)'-" • s . t2•Y 10 9" , (;)"' • 27 · (3')- ' 

11 Compk1c los enunciados para ,tt-) = a' + "con " > 1 

a) Cuandox-7::,}1.t)- _ 

b} Cu3ndo.,--x,ft.'f)-_. 

12 Compk1closmuncmdosparaftt")-a + rcona> 1 

a) C1.13ndo.r - x,ft.t)-

b) Cwndo-r-•x.,A:c)-_. 

13 Trace b "°'fica dc/s1 e, = 2 

a) /(l) • a' b) /(•)•-a• 

<) /(<) - )a' d) f'r) • a .. 1 

e) /(1) • a'+ 3 f} /(J.) • a•-1 

g) j(,) • a' - 3 h) /(,) • a-• 

1) /M • (~)' )) /(,)•a•-• 

Ejcr. 1~28: Tncr 1■ gríific■ def. 

IS /(<)•(¾)-• 16 f(<)-m· 
11 1c,> - ,m· • , 18 /(<) • 8(4)-• - 2 

,. 1,,> • -m· • 4 20 /(<) • -3-, + 9 

21 /M • -m-• + 8 22 /(1) • -3' + 9 

23 /(.,) • 2H 24 /(x) • 2-1-1 

2S 1,,') - Jl-, 26 /(A)• 2"'i••tt 

27 /1,.) • 3' + 3-• 28 /{,) • 3' - 3-• 

t-:j cr. 29-32: Encucnlrt' una función u ponencia l de la form■ 
ftx) = ba• o ftx) = IH,• + e qur t lcnr la griflu dad.a. 
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Ejt'r, JJ..34: En<'U<'nlrt un1 íund6n npontncl1l d t I• forma 
/µ) = IHr qul' cit>nt' t'I puo10 dado d t> lntu11ttd6n <'On fl t>j l' ,, 
) pasa por c-1 punto P, 

33 Pun10 de 1nlcrsec('1ón con el CJC ,- 8; 1'(3. 1) 

34 Pun10 de mlt'nCC(:lón con d CJC 1·. 5; ~2. 5 16) 

Eju. 35-36: En<'utnltt un• íundlln upont'ndal dr la forma 
}t.\') = ba-• + ~ qur tlt>nt la Hhl1011 borlioncal ,· r l pun10 dt 

lnlrrs«dón con cl t"jr )' dados. 3 qut pu1 por d punto P. 

35 1 = 32; punto de mlcrsccctón con el CJC 1·: 212; Pf.2, 112) 

36 1 = 72;puntodem1crsccc16nconclc,c1·425,P(,l.248.5) 

37 ,Obl11<ióf'lcit rtn ACK:nrcnos..cWuMdcelk,,$deun 100 
de «bd. se 1n1roduccn en una rcscr. a de ca7.a Se prono5Uca 
que el numcroX(t) de ammaks VI\OS después de, dos scri 
,\'(I) = 100(0.9) 

a) Es11n-.c el numero de :inmutes \U'OS dc.spuCS de cu~o ..... 
b) ¡,Qué porcenlaJC de l:i. manada mucre cixb. ai\o'_I 

38 Dosu dti in.di lffl4 rto Un nk!d1euncn10 es chmnudo del 
cucrpo a tca\és de la orm:t. Suponga que para una doslS m1° 
c1al de 10 m1hgn1mos. la can11d3d A(I) en el cuerpo t hon11 
dcspub CS!3 dad.3 por A(I) = 10(0.8Y. 

a) l-.sumc la canudad del mcchcamento en el cuerpo. ocho 
hor.u después de 11 dosis mK:1al 

b) ¡,Q~ J)OfctnL1JC del mcd1c1mcn10 remanente en el 
cuerpo es eliminado cada hora~ 

39 Cttdnllf'fllO d ltN t•UiH 1:::1 numero de b.actcruu: en clC11o 
cuhwo aumentó de 600 a 1800 entre las 7:00 y tu 9:00 " \I 
Suponiendo que el crcc1m1cn10 C1i uponcncial, C'I número 
ftt)dcbac1cnuthonsdcspuésdc: las 7:00"·""· está dado por 
Jtt) :: 600()Yl 

a) Üllmc C'I númc-ro de b:w::1enas m el culll\O a W 
8 ()() A M., 10 00 A.M. y I \ ()() A.M 

b) Trace la gráfica dc: (pan O :s , ~ 4. 

40 L.-y de N~tor dl!'f mfrYl"'.-nto Segun la ley de Ne\\ ton 
del cnfnanm:·n10. la rapKlcz a con la que un cuerpo se cnfri■ 
es d1rcc1amc111c proporcional II la d1fcrenc13 de temperatura 

cn1rc cl cucq,o y el mcdt0 que lo rodea. La cara de una plan­
cha domk11ca se enfría de 12S a 100° i:n 30 m1nmo,: en 
una hab11ac16n que permanece a una 1en1pcnuur:i. cOM1.1n1e 
de 75 Con base en el dkulo 1n1cgral, la tempcr,itura ftt) 
de la can dtspué$ de t hon.s de cnfnamicn10 esta d:Kb por 
J,1) =- 50(2) .i, + 75 

•) Supomcndo que t = O com:spondc a la LOO P.M., apro­
x1111e al décimo de grado más cercano. la 1cmpcra1ura de 
la CM1I a las HlO P.M., 3:30 P.\I. y4 OO u.1 

b) Trace l:i g.rilka de /pan O :s , :s 4 

41 0.11 1t91,ac~ 1 r~ 1actlva ti isótopo de b1smu1orad1act1\o 
:fn91 llene un11 \ ida media de 5 di.as S1 hay 100 m1hgrastto5 
de J~•o1 ptt"Knlcscn el ucmpot = O, en1oncc:s la canndad/f.t) 
restante después de t dlas cs11 d3d:i por J1t) = 100C2) 1 

•) t,COOnto H U1 queda después de 5. 10 y 12 5 dl:is" 

b) Trace l:a grifka de/ para O :s , :s 30 

42 P•netrat 10f'I dt I• klz '" .t ocit•no Un problema 1mpor• 
1an1e en occanogralia es dctcm11nar 11 canudad de lw. que 
puede penetrar • , anas pcofund1d3dcs occimcas La ley de 
BecT•Lambcn n1ablccc que la función exponencial dad3 por 
/(\') = /•t" es un modelo para c-~le fenómeno (\ea la figun) 
Para cteno lugar. /(.r) = 10(0.4)' es la c1n11<bd de luz (tn 
calorlu.CJIY s) que llc¡:a a una profünchdad de 1' metros 

•) Cakule la canudad de lw a una profumhdad de dos 
mc1ros 

b) Traccla gráficadc/paraO ~ f :S. 5 

(JEKK:104.; 

43 O. 1n\"1f,1don Ñ, td1 La \-Ida media dtl nwho ~ de 
1,600 1i\os. S1 la canlld.ld 1n1c1al cs de q1 n11!1gnunos. cnlOI)· 

ces la cantidad q(I) rcstan1c después de , anos ~,, d3da por 
q(t) = q,;i" Encuentre k 



4• D1 ol11Cm'I d• ul tfl ªKu• S1 10 gramos de sal K agrc• 
gan a c,cna c-ant1d:ad de agu3. en1onces la can1ubd q(t) 

que no se d,sucl,.e después de , mmutos esti dad3 por 
q(t) = 10(415)'. Trace unagrilicaquemucsircel \·alOf"dcq(t) 

en cualquier 11cmpo de, = O a,= 10 

4S lnt """s ,.,.pu, ,to S1 se 1n\ tencn S 1,000 a una l3S3 de .,. • 
:uiual compuesto mcnswlmcntc. cncucnlrc el capital des­

~• de 

,) 1 mc.s b) 6mescs 

e) Ido d) 20aJ\os 

46 lnt ffl com~, S, un fondo de ahorro p.,ga mtcté, 
a ratón de 3• • am.¡a) compuesto scmcstraln'ICTlte. t,CU3nto 
duK"ro 1mcrtidoahon llcg:aráaSS.OOO<bpu,:tdc unaflo'I 

47 V.alor a ,, 1 CM un AJt -ntiv1I Si cu.·na marca de au10-
mó, 11 secompncn CdólMH.su \'tllorcomcn:1:il l"(t) al final 
de, anos esta dado por lttl = O 78CW 85Y I S1 el cos10 
ongmal es de $25,000, calcule. al dólar máscCft'ano. el ,alor 
dc,pués de 

a) 1 aoo b) 4 a/los e) 7aftos 

48 l'tU\V la dt un 11 1Uft1..,. S1 el ,alor de un inmueble 
aumenta 11 razón de 4•• anual, después de t aOOS el nlor V 
de una casa com¡,rada en P dól3r'CS es I' = f'11 ~ Y En la 
figura se ,lustra un.a gráfica del nlor de wu casa adqu1rw:b 
en SS0,000 !.'TI 1986. Aproxunc el ,..1lot de la casa a los 1,000 
dol:i.m: m3s ccn.:anos, en el a/lo 2016 

EJflOCI041 

V(dóbtts) 

300000 

2.lOOOO 

200000 

150000 

100000 

50000 

49 lt-a dtt Mil atl ffl La isla de M:mhanan fue \'cndHb en S2~ 
m 1626 ¿A cuánto habria cm:Kk, cstacanttdad en 2012 s, se 
hubiera m, ¡,-nido a 6•• anwl compucs10 tnmcstralmcntc'J 

SO hit ''e'S do un, l>t u de crédito C1cna tienda dcparta­
Rll'tltal exige que sus chcn1c, de tarJcta de crtd110 paguen 
1mcré5 por cuentas no pagad:ls :i nuón de 24', anual com­
puesto mcn~lmcntc. S1 un cliente compr:a a cddno un 1dc­
, 1sor en SSOO y no pag:t durame un aOO. ¿cuámo adeudará al 
finalizar del mismo? 

4 2 funcionn rKponMClli"1. 2n 

Sl o-,,.,..,< 1.H '°" 1:1 mé1odo de saldo dccrcctcmc es un ~todo 
de conbb1hdad en el que la canhdad de dcprcc1aci6n 1ontada 
cada al\o es un pon:allaJC fiJo del ulo, prcscn1c del bien S1 
, es "I "~IOJ del bien en un al\o dado. La ~1ac16n lomada 
es m· ~ alguna tasa de dcprcc1ac1ón o con O < o < 1. y el 
nuc,o,alor('s(I -")\ 

a) Si el ,alor m1c1al del aniculocs ' r demuestre que el ,ator 
después den aftos de dcpm:1x16n es ( 1 - ar_,,,. 

b) Al final de T al'tos. el bien 1,cnc un \alor de rcsca1e de,1; 
dólart'S. El contnbu)·cn1e desea cscogtt una tasa de dcprc· 
c1ación tal que el \'tllor del ar1icuk> después de T ai\os sea 
igual al u .lor de n.-sta1e (\l'a la figura). Ocmucsln: que 
o • I-~ 

EJERCICIO 51 

J (,alor en dólares) 

S2 Oltaci ft.f, de un l~u.a,- La glotocronologi:i es un método 
de <bt:n la an11¡0cdad de un lcn¡ua,e en una etapa p.an1cu• 
lar, con base en la tcoria que en un pcnodo largo ocurren 
cambios lmgOlsticos a un ritmo rcla11vamcme cons1:uuc 
Suponga que un lcnguaJc 1cnia or1a1nalmcntc .V, palabras 
~sicas y que en cl t1cmpo t, medido en m1lcn1os (1 m1knt0 
= 1,000 al\os), cl nun)Cfo N(t) de palabr.u bisteu que res­
tan en uso comun está dado po, N(t) = N. (O 805)' 

a) Aproxime el porc-cnt.aJe de palabrb básicas pcnhdu cada 
100-

b) s,.V,= 200. traccla&nif.cadcNpara0s, ss. 

t:jrr. 5J-S6: Algunas instltudonts dr trtdilo ulculan rl pago 
mrmualMsobrr un prktamo dr/, d61arn • una IH• dr in1f'­
rk, (Hptt1ad1 como dttlmal) mrdlant r 11 fórmula 

M • 12(~~ I )° 

dondr k = 11 + (r/12)111'y trtr:l númrrodraftosqurrl prk­
tamo n16 rn dttlo. 

53 Cf'H lo h1-oot• ano 

a) De1em11ne el pago mensual sobcc un crédito h1potecano 
de $250,000 a 30 ai\os, s1 la tasa de 1n1cris es de 8' •· 

b) Calcule t'I 1ntCT'Cs total pagado sobre el cl'Cd110 del 
mc1so a) 
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54 Crt-dito hipottt.arfO Calculc el créd,to h1po1cc:ano máximo 
a 25 ai'\os que puede obtenerse a W'3 usa de inLeréJ de 7' .. 11 
el pago mcnsua I debe ser S 1.500 

55 ,,t~t p,ir■ CC>ft'I a ck 111b >vil Un d1stnbutdor de 
au1omóv1lc1 ofrece a sus clientes prés111mo111n mg::inchc y a 
tres ar.os a w1;1 lasa de 10"•- S1 un chcnte puede paga, S500 
por mes. cakulc d pre<:10 del autOfhÓ\11 n~s costoso que 
pucdccomrrane 

S6 Cré. rl.o ei _,,.rcl II El prop1ctano de un.1 pcqudia empresa 
decide financiar un.a nuc\'I compuuidon y sohc1b un pm¡. 
uuno de S3.000 a dos a.00$ a una 1-as:.1 de 1n1crés de 7.5•• 

a) Cakulc el p,3go mensual 

b) Ob1cnga el 1n1crés twl pagado sobre el préstamo 

t:Ju. 57-5-8: Apro:dme la fundón al nlor de x • cua1ro poil­
donn: dttimaln. 

57 a) /f.,r.) • 1)\-,¡::¡-¡. x • 3 

58 a) /M•2"¡-:-;. r•0.5 

3-• + 5 
b) h{r) • )• _ 

16
. .t • 1.4 

[Jer. 59-60: True la griRca dt la ttuacl6n. a) [11im, y si 
:r = 40. b) t:11lmt .uly = 2. 

59 _,- • (1 .OSS)' 60 J - (1.0525)' 

t:ju. 61-62: Utilic, una ,trifica par■ nlimar las nius dt la 
«uaclón. 

61 1.s.r - 22' • 1 

62 1.21" + 1.s-1 a. - lt .. 0.5 

Ejt r. 6J-.64: Gniflqut/tn t i lnlt r,alo d11do. a) Dtttrmlnt 11/ 
H biunlrnca. b) Eltime IO!I ccrO!I dcf. 

63 /(., ) • !:~: ~ !~::: ( -3. 3] 

64 /(,¡() • ,, ... - 13,·· ·~ [ -4. 4] 

(Sugrn_,nckr Cambie "1 
• a una forma cqu1\akntc que esté 

definKla panu < O.) 

t:je r, 65--66: Cnfique/tn el lnten·•lo d•do. a) E1tlm, dóndt/ 
H cr«lcntt o dttrtdtntt. b) t:Jrlme el rango def. 

65 /{..l) • 0.7,r 1 + 1 :7H .. ,; ( -4. 1] 

J.1-• - 4.1 ' 
66 /(,<) • 4.4-• + 53'; [-3.3] 

67 Pol,t..:-kmch tn,ch.u Mil truchas. cada una de ellas de un 
a/lo de edad. se m1roduccn en un ¡;ran cslallquc ~ pronos­
oca que el número N(1) de truchas vivas ~pués de , dos 
cstari dado por la c:cuactón N(t) = 1000(0 9Y. Use la gráfica 
de .V para aproximar cuándo estarán \l\'llS 500 uuchas 

68 Poia., adq1 ilivo Un cconom1~a pronosua que el pod(.'1' 
adqu1S1t1\0 B(t) de un dóbrdcntro de I aOOs cst:ui dado por 
B(t) = (0.95Y Use la gdifica de B para aproximar cuándo d 
podcradquml1\-o será la mitad de lo que es hoy. 

69 funciOn d,, Go- rti La fundón dt Gompern. 

_.,=J.u•1 conk > O,O < a < l.yO <b< I. 

se usa a \CCCS para dcsc:nb1r las \'cnnude un nuc,o producto 
cuyas ,c111as son mic1almcnte gnmde1. pero luego se c-sta­
b1hzan en un n1,d mix1mo de ui1uract6n. Grafiquc. en d 
mismo plano de cO?rden~s. la r"Cf'ª _1 = .l y la función de 
úompc:rtLCOIII k = 7·" = i 'J b =:¡."Cuál es la 1mportanc1a 
de la constante A1 

70 funcKifl loii:tlllu La función logisllca., 
1 

' • 1.+ab' conJ.>0.a>O)O<h<I. 

se usa 11 ,'CCCS rar.1 dcscnb1r l.ts ,·i.-ntas de un nuc,,o 
producto que inicialmente cxpcnmcnta \'tntas lentas. 
seguidas por un Cfl.'C1m1ento hacia un m,-el má:umo de 
satur.ición Gr,1fique. en el m1)mO plano de coordenada). 
la ~a _1 = 1 k 'J la función logística oon k =¾,o=¼ y 
b = i· ¿Cu:il es la ,mponanc-ia del ,,alor de 1/k? 

Ej"r. 71-72: SI p pagos mcn,ualH w deposlum en una cut'nta 
d, a horros qu, paga una tu■ dr intrr& anual r. enloncn la 
cantidad A l'D la t'Ut'.nla dtspuH dt n dos l'Sl.6 d1da por 

A=,(, +TI)[(, +jjt - ,] 
' TI 

Gninque A pua o da ,·alor de p y r. ) n1í11H' 11 pan 
A = 5100.000. 

71 p = 100. r =- O 05 n p = 250. r = O 09 

73 lleuudadufl NI 1~ L:u: rcc~OO:IC1oncs del gobierno 
federal (en miles de nulloncs de dólares) para aftos stlttctO­
nados aparecen en la s1guicmc tabla. 

A6o 1910 19:\0 1950 1970 

RttMldtiri6a 0.7 • 1 39.4 192.8 

1~-~ 1 ~~~ l ,~~h 1 =2 1 

~) Sea:, = O com:spomhcntc al afio 1910. Gnifiquc los 
dato, Jumo con las fut.c1oncs /y g: 

1¡ 11<> = 0.18(,(1 094r 

2) g(f) = o so1r - 2D'" + 149.2 



b} Detcrmmc si la función cxponcnc1:tl o c~t1ca modcl:ii 
n'ICJor los da1os 

e) Use su Kkcc16n del IOCISO b) para CSllllUJ' ¡rificamcntc 
el a&,en el que el .,-ob,cn\O fcdcnril rttaudóSI b1l100 

74 Epidemia En 1840. Gn.n Bn:tafta expmmcntó una ep1dcm1a 
bobua (vaeH y buC)l.'S) IWTlada cp120011a. El número esll• 

mado de nuc\.os casos c.t.da 28 días aparece en la tabla En 
CSC" tiempo. el LonJon Dmli h120 la 1cmbk predicción que 
d número de nUC\ os casos ronllnU3rb h:b1a aumcnw de 

forna 1ndcfimda W1lham faJTpronosticócorrcctamcnle q~ 
el numero de nuc, os casos llegarla a un llmue mixuno. De 
tu do! funclOOl!J 

Ar)= 653{1 0281 

g(t) = 54.70Cw ~,-

una de ellas modela la prcd1cc1ón del pcr1ód1coy la otra la de 
Farr. donde, csrá en días con t = O correspond1cn1c al 12 
de agoslo de 1840 

Ftd1• \ IH"\OSOSOI 

A¡;o. 12 506 

S<pt.9 1289 

Oc, 7 3487 

NO\ 4 9597 

Dic. 2 18.817 

Dic. lO JJ.835 

Ent'. 27 47.191 

a) Grafiq~ cad:I función. JUnto con los datos, en una P3nta• 
11, de (O. 400. 100( P"' (O, 60.000. 10,000( 

b) IXtcnmne cuál functón modela mcp la pmhcc1ón de 
Fon 

e) Dcccrmmc la fcd1a en la q1.1e el numero de n1.1e,os ca§OS 
llegó a su punto mas alto. 

75 Costo ch Una ,itam1 la 1:1 precio de una cst:unp,113 postal 
de pnmcn clase ma de 4e por primen ,ezc-n 1958 y de 44c 
C1l 2009 cm de 2e en 1919). l::ncucntrt una función cxpo­
ncne1al M'.'nctlla de la forma ~- = alt que llk)(Xlc el ros10 de 
una cs1amp11la de pnmcra ela~ pan, 1958-2009. y pruoo,s11-
quc su \ alor para 2020. 
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76 Costo,* TV p.ara •I Súper Bowl U sigwcnlc l:lbb mu~­
tra el CO!llo (en miles de dólal't's) de un anuncio 1clc,1s1,o de 
30 sq:undos durante el SUpcr Bo~ 1 por vanos al'los 

Alo c .... 
1967 42 

1977 125 

1987 600 

1997 1200 

2007 2600 

il) Gntfique los datos en el plano n 

b) Dccermmc una curva de la fonna ~- ;; uh'. donde 
1' = O es el pnmcr afio y ,, es el cosio que modela los 
datos Gr:a.fiquc csui cun-a, Junio con los d3tos en el 

mismo CJC de~ Las respuestas pueden uriar 

e} U11hce l'Slll curva ~ra pronosocar el cosco de un comer• 
c1al de 30 Kgundoscn el aOO 2002. Compa.rcsu respuesta 
con el ,·alor real de S 1,900,000 

n COl'fllt,ll1IICIOl'I dt lnflM.vt, En 1974, Johnny M1llcr ganó 
ocho torneos de la PGA y acumuló $353,022 en ganancw 
oficiales por la tempor:Mb. En 1999. T1gcr Wooc:k acun\uló 
S6,616.585 con un récord s1m1lar 

il) Supong3 que la tasa de 1nfl3e1ón mensual de 1974 a 1999 
fue de O 0025 (3•• anual). Use la fónnula de interés com­
J)UC'Sto para cs11mar el ,'alor cqu1,·alcntc de las gan:mc,as 
de M1llcr en 1999. Campan: su respuesta con la de un 
cálcuk> de m0ae16n en la Web (por eJcmplo. bis go, epa/ 
home htm) 

b) Encucn1rc la tasa de mlC'f'és anual ncccs:ma para que las 
ganancias de. M1llcr sean cqu1,·akntes en valor a lu de 
Woods 

e) t,Qué llpodc función usó cncl 1nc1.so a) y en el mc1so b)1 

78 lndi[e ch pn <K 11 1n1 nni,fr,r El IPC es b mcdtda de 
mílx1óndcusomhrcc:urrcntc Ln 1970,cllPCcndc37.8y 
en 2000 fue de 1688. Esto s1gmfica que un consum1dorc11a­
dmo que pagaba SJ7 80 por uiu canasta b3s1ca de ardculos 
de consumo y scrv1c-K>S en 1970 habría necesitado S 168 80 
para aniculos y SCl'\'1c1os sini, larcs en 20CX>. Encucnirc una 
función exponencial sencilla de la forma \ = alf que modele 

el IPCp:ani 1970.2000ypronoshquc suvalor-p:n2020 
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La función exponencial 
natural 

UJ /Urnm/a tk 1111,.,-l!s compm•sto cstud1a,b en la sección p«..-ccdente es 

donde Pes el cap11al 1mcial IR\-C"rl1do, res la lasa de intef'és anual (expri..-sada como 
decimal), n es el número de pcnodos de interés por ai\o y t el número de años que 
se invierte el cap11al inicial. El s1gu1cn1e eJemplo ilustra lo que ocurre s1 la 1asa y el 
uempo 1otal de 1mcrsión son fiJOS. pero se hace variar el ¡x.•riodo de mterés. 

IJlt:Jii:.II U50 de la fórmula del intu~s compuesto 

Suponga que se 1nv1erten $1 .000 a una tasa de interés compueslo de 90,. Calcule la 
nUC\a can11dad del principal después~ un ai\o. si el in1crés se cap11aliza cada tres 
meses. cada mes. scman.1lmc111c. diano. cada hora y cada minuto 

SOLUCIÓN Si P - SIOOO., - 1 y r - 0.09 en la fómtula del 1n1erés compucslo. 
entonces 

( 009)" A - SJ<XX) 1 + 7 

para n periodos de in1crés por afio. Lo~ , a lores de n que deseamos consídcrar apa­
recen en 13 sigu1cn1c tabla. donde hemos supuesto que hay 365 días en un ar'\o y. por 
lo tanto. (36SX24) - 8,760 horas y (8,760)(60) - 525,600 nunulos. (En muchas 
1r.msacciones financieras. un ru'lo de '""crsión se considera de sólo 360 dins,) 

Ptriodo 
dt inlerh Tnmci.trc Me.; Se.mana Día llora Minuto 

12 52 365 8760 525.600 

Usando la fónnula de in1crés compuesto (y una calculadora). ob1cncmos las 
can11dadcs dad:ts en la s1gu1cntc mbla. 

Ptrlodo dt ialtrk C■alklad dn puh dl' ■n ailo 

Tnmestrc ( 0[1))' $1000 1 + 4 - $1093.08 

Mes ( om)" SIOOO 1 + 12 • $1093.81 

Scman::i ( omr S IOOO 1 + 52 • $1094 09 

rn, S1000( 1 + °:)~ • S I094,16 

"""' ( omr $1000 1 + 8760 - $ 1094.17 

Minuto SIOOO 1 + -·- • S1094.17 ( 009 t" 
525,600 
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Observe que. en el ejemplo anterior. después de que llegamos a un periodo de 
interés de una hor:1. el número de pcnodos de interés por año no 1iene eíecto en la 
cantidad final. Si el interés se hubiera compuesto cada segundo, el resultado scgut• 
ria siendo S 1.094. 17. (Algunas posiciones decimales ,ks¡més de las dos primeras 
camh/011.) Así. la cantidad se aproxima a un valor fijo a medida que aumentan. Se 
dice que el interés Sl' capilaliza continuamt'nll' si el número n de periodos por año 
auml'nta sin limne. 

Si P - 1. r • 1 y 1 - 1 l'11 la íónnula del interés compuesto. obtenemos 

La expresión del lado derecho de la ecuación es imponanu: en cálculo. En el ejem­
plo I consideramos una situación scmcJante: a medida que n aumentaba. A se apro­
ximaba a un valor llm11e. El mismo fenómeno se presenta en esta íómmla. como se 
ilustra en 1:1 siguiente tabla. 

Aprodmad6■ a 

. ( 1 +~)" 
1 2.00000000 

10 2.59374246 

100 2.70481383 

1000 2.71692393 

10.000 2.71814593 

100.000 2.71826824 

1.000.000 2.71828047 

10.000.000 2.71828169 

100 .000 .000 2.71828181 

1 .000 .000 .000 2.71828183 

En cálculo se demuestra que cuando n aumcn1a sin límite. el valor de la 
expresión ( 1 + ( llnW se aproxima a cieno número irracional, que se denota con 
e. El número e aparece en la investigación de muchos íenómenos físicos. Una 
aproximación es~ ~ 2. 71828. Si usamos la notación de flechas. denotamos este 
hecho como sigue. 

Si ,res un enlero posi1ho. entonces 

En la definición siguiente usamos e como base par:1 una importante función 
exponencial. 
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Definición de la función 
exponencial natural 

/'artJ , r 1l1JI '" • 1u 

La runcl6n uponcnda l na1ural/csla definida por 

Jl.t) - , . 

para iodo nümcro rc3J x 

La íunc1ón exponencial n:uural es una de las mAs útiles en ma1emáucas avan• 
zadas y aplicaciones Como 2 < r < J. la gráfica de y - ,._.. se encucnlra entre las 
gráficas de~· - 2' y l - 3'. como se muestra en la figura l. Las calculadoras cicn­
lífícas y groficadoras tienen una 1ccla 0 para aproximar , olores de la función 
exponencial natural. 

f ·i4iif \iHúi lnterfs compuesto continuamente 

La íóm1t1la del interés compuesto es 

Si I k = ,.;,,, entonces le = nlr, n = lcr y 111 = ""'· y podemos cscnbir otra YCZ la 
fómmlacomo 

Para el mtcrés compues10 conunuamecuc, n {el número de periodos de mterés por 
aAo) aumenta sm limite. lo que se denota con 11 - .-e, o bien. lo que es cqu1valcn1c. 
por k - ~- Usando el hecho de que [1 + ( 1/k)P - e cuando /e - '.1'J. 1,,cmos que 

E.sic resultado nos da la siguicnlc fómmfa. 
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donde P - pnnc1pal 

r - 1asa de interés anual expresada como dccnnal 

1 - numero de a1'os que se mv1erte P 

A - ean11dad después de , ai\os. 

Los s1gu1entes dos eJcmplos ilustran el uso de esla fórmula. 

Qfi'Jil•WI Uso de la fórmula del interfs compuesto continuamente 

Suponga que se depositan $20.000 en una cuenta del mercado de dinero que paga 
intereses a razón de 6'-• anual compuesto conhnuamente. Dc1cnmnc el saldo de la 
cuenta después de cinco al'\os. 

SOLUCIÓN Aplicando la fórmula del mlerés compuesto continuamente con 
P - 20.000. r - 0.06 y t - 5, 1cncmos 

A - PI!" - 20,()()(k>°"i' - 20.~J 

$1 usamos calculadora. encontramos que A - S26. 997 .18. 

iiii!Lli:11 Uso de la fórmula del lnterfs compuesto continuamente 

Una i0\crs16n de S 10.000 aumcnló a 528.576.51 en 15 aOOS. S1 el interés se cap1ta­
hLó contmuamenlc, encuentre la t:tS.3 de 1111crés. 

SOLUCIÓN Aplicamos la fórmula del in1crés compues10 continuamente con 
P • SI0.000.A • 28.576.51 yr • 15: 

A • Pr' in.. t.i 

28,576.51 = I0.()()()r11iJ 

En este pun10. podríamos di, idir cn1rc 10.000. pero eso nos dcjaria con una ecua­
ción que no podemos rcsoher (tod:i,la). Entonces. graficaremos Y1 • 28,576.51 
y Y, - 10,00<k-"(I.SX) y dctcrm1113rcmos su pun10 de intersección Como res 

Inttrstcti.:,n un3 ·,asa de interés. comenzaremos con un visor rectangular de [O. 0. 10. 0.01 J por 
X=.07 ---'1=:2857,.51 - {O. 30.000. 10.000]. Usando una función de intersección.encontramos que Y, - Y: 

para x • 0.07 en 13 figura 2. Entonces, 13 tasa de 1111erés es de -r,. • 

La f6mml3 del mlerés compucslo conunu.amcnte es sólo un caso especifico de 
la siguiente ley. 

ley de l,1 fórmula de crecimiento Sea q
0 

el valor de una canlldad q en el licmpo , - O (cs10 cs. q• es la can1idad 
(o decrecimiento) micial de q). S1 q cambia ins1antáncamente a una r:u6n prOpOrcional a su valor 

ac1ual. entonces 

q • q(r) • q,<". 

donde r > O es la tasa de crecim1en10 (o r < O es la tasa de de-crecmucnto) de q. 
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FIGURAJ 

IJDWBI Predicción de la población de- una ciudad 

La población de una ciudad en 1970 era de 153,800. Suponiendo que la población 
aumen1a con1inuamen1e a razón des,, anual, pronos1ique la población de la ciudad 
en el ai\o 2020. 

SOLUCIÓN Aplicamos la fónnula del crec1m1entoq - q
0
f". con población inicial 

q, - 153,800, 1as.a de crccimien10 r - O.OS y 1iempo, - 2020 ~ 1970 - SO ai'los. 
Entonces, una predicción para la población de la ciudad en el ai\o 2020 es 

153,800e'0 ~ - • - 153,8ClQe!J=: 1.873.668 

Q 11 f,liíi l•IW Uso de- la fórmula de- la le-y de- desintegración 

El isótopo de plutonio-238 se u1ihza para impulsar "ª"es espaciales y se desintegra 
a una lasa de aproximadamente 0.7ge;. anual. A la décima de gramo más cercana. 
¿cuán10 de una muestra de 100 gramos quedará en 88 ai\os? 

SOLUCIÓN Aplicamos la fómmla de desin1cgrac1ón q - q0tt', con la cantidad 
inicial q

0 
= 100. la tasa de desintegración r = - 0 .0079 y el tiempo r = 88 arios. La 

cantidad res1an1e después de 88 ai\os es 

IOOe , ..._.ui - IOOe • ~=: 49.9 

Como 49.9 eslá cerca de la milad de la canudad original. sabemos que la ,ida 
media del m Pu es de aproximadamen1e 88 ai\os. 

La función/del siguien1e CJemplo es importante en aplicaciones avanzadas de 
ma1cmá1icas. 

QH!,Ul•#·I Trazo de una grifica que contiene dos 
funciones exponenciales 

Trace la gráfica de/si 

SOLUCIÓN Obsene que/es una función par, porque 

Entonces. la gráfica es simétrica respeclo al eje y. Si usamos la calculadora. oble­
nemos las siguicn1es aproximaciones dc/{.r). 

/(x) 
(1prox.) 

0.5 1.0 1.5 2.0 

1.13 1.54 23.5 3.76 

Trazamos los punlos y usamos s1mc1ría rcspcc:10 al eje para obtener la gráfica de la 
x figura 3. La g.r.ifica porect! ser una parábola. pero en realidad no es así. • 



flGURA4 

flGURAS 

Fracción ~"1~1tt11c- de- cllul:&S tumoraltl 
dcspub de un trnc11micn10 de rad1ac1ón 

\· (fracclÓn sobre\Mt-nte) 
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f-f4Hf-J◄i-J:I Cables flexibles 

La función/ del ejemplo 6 se presenta en matcm:í1icas aplicadas e ingeniería. donde 
se denomina íundón coseno hlptrbóllco. Esia función se puede usar paro descri­
bir 13 fonna de una cadena o cable flexible umfonne cuyos extremos están soste­
nidos desde la misma altura. por eJcmplo. un cable de 1cléfonos o lineas eléctricas 
(, ca la figura 4). S1 introducímos un sistema de coordenadas. como se indica en la 
figura. e111onces se puede demostrar que una ecuación que corresponde a la fomm 
del cable es 

\ • f<t' •I• + e••/•). 

donde a es un número real La gráfica se llama catenaria. por la ¡>3labra la1ina que 
significa c&leoo. L:t función del eJCmplo 6 es el caso especial en el que a - 1. Vea 
el eJerc1cio de análisis J al final de este capilulo para una aplicación que comprende 
una catenaria 

f-jQ■(f HUI I Radioterapia 

La:) funciones exponenciales dcscmpcftan un ,mponante papel en el campo de la 
rad,otempla. que es el 1ratam1cnto de 1umorcs por radiación. La fracción de célu­
las de un tumor que sobre\1\cn al tratamiento. llamada/rucciOn sobm-frieme. 
depende no sólo de la cncrgla y nnruralcza de la radiación. sino también de la 
profundidad. tamai\o y camcteris11cas del tumor mismo. La exposición a la r.idia­
c16n puede considcr.i~e como vanos sucesos po1enc1almcnte dai\inos, donde por 
lo menos se n.--qu1erc un h,t (acierto) para matar una célula tumoral Por CJcmplo. 
suponga que cada célula tiene exac1amen1c un b/cmro al que se debe acenar Si k 
denota el trunat)o promedio del blanco de una célula tumoral y si fes el número 
de sucesos dai'ltnos (la do.su). entonces lo fracción sobrcv1\ 1entcftx) está dada por 

ft.t) - t'-b 

Esto recíbc el nombre de fracción sobrr\•ffit'lltt' de un b/c,nco-un aáerto (o }111) 

Suponga a continuación que cada célula tiene II obJCII\OS o blancos y que a cada 
blonco se debe acertar una \.CZ. para que muera la céluln. En eslc caso. la/roa:iOn 
sobn."l·iwrnle ck n bltmcos-,m acierto está dada por 

fix) - 1-(1-e")'. 

La gnífica de/puede analizarse para dc1cnnmar qué efecto tendrá mcrcmcntar la 
dos1sx en d isminuir la fracción sobrcv1v1cntc de células tumorales. Tenga en cuenta 
quc.J(O) - 1; esto es. s1 no hay dosis. entonces 1odas las células sobrcvl\·en. Como 
CJCmplo. SI k = 1 y,, - 2. CIIIOIICCS 

fi.,) - 1 - (1 - , )' 

- l - (1 - 2e ' +e !i) 
- 2(' '- (' !• 

Un análisis comple10 de la gráfica de/rcqmerc cálculo. La gnifica se 1ra1.a en la 
figura 5, El hombro de la curva cerca del punto (0, 1) representa la naturnle:za de 
umbral del trn1mnicnto, es d<.-c1r. una pcquc&a dosis da por resultado muy poca ch­
m1nación de células 1umoralcs No1c que. para x grande. un incremento en la dosis 
1iene poco efecto e-n la fracción sobrcv1v1ente. Para detcnnmar la dosis ideal que se 
debe adm1111strar a un paciente. c:ipcciahstas en terapia de rad1ac1ón 1amb1én deben 
1om.ir en cucn1a el número de células sanas que mueren durante el tra1nm1cn10. 

t (dosis) dior;~~::~el 11po que se ilustra en el eJemplo s1gu1ente se presentan en el estu• 
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FIGUU6 
[O. 5] po< [O, 2] 

m Ejercicios 

IJ1i!Jii:D Cómo encontrar ceros de una función 
que contiene u:ponenclales 

S1/{.t) - .x-Z(- :U- :..) + he !•, encuentre los ceros de/ 

SOLUCION Podemos foc1onzar/(x)como sigue: 

/(x) • 2xt' :, - lit' !, 

- 2x, "(!-,) 

Para cncon1rar los ceros de./. resoh cmos la ccuaciónftT) - O. Como e !, > O para 
toda 1", "·emos que/(l') • O si y sólos, x • O o 1 - 1" - O. Emonccs. los ceros de/ 
sonOyl. 

Ud I i)Ui-1 Trazo de una curva decr«imiento de Gompertz 

En b1ologia, la func ión de crecimle-nto de Comptrtt G. dada por 

G{t) - .ke-1 - Ae •• 

donde k. A y B son constantes pos1uvas. se usa para estimar el tamai\o de ciertas 

cantidades en el 1,cmpo t. La gráfica de G se llama curnt de crecimiento d<' Gom­
¡>CrtL La función es siempre pos111v3 y crcc1cn1c. y cuando t aumen1a sm limuc. 
G(t) se estabiliza y se aproxima al valor de k. Grnfiquc Gen el mtcn.-alo (O, 5] para 
k - 1.1. A - 3.2 y B • 1.1. y cs1imc el 1icmpo, en el que G(t) - l. 

SOLUCIÓN Comeiuamos por asignar 

I. Jt"" ··)l,, 1111 

a Y 1• Como deseamos grafícar G en el 1n1enalo [O. 5]. escogemos Xmin • O y 
Xma.,. • 5. Como G(t)cs siempre pos111\a y no excede el "alork • 1. 1. escogemos 
Ynun • O y Ymax - 2. Por lo tanto, las d1mcns1ones del rectángulo de visualiza­

ción son [O. 5] por [O. 2]. Grafícar G nos da una pantalla semejante a la figura 6. 
Los valores cxircmos de la gráfica son aprox1madamcn1c (0. 0.045) y (5. 1.086). 

Para deternunarcl tiempo en que y• G(1) - 1, usamos una función de mtersec­
ción, con Y: • l.paraobtcnc:rx - r;:;3.19-1 

[ jrr. 1-4: Un II gráfica dP y= r romo apo)0 pan trazar la 6 P • 100, r • J4. t • 10 
grinn dt/. 

1 •l/M • ,-, 

2 •)/(.,) - ,,. 

3 a) /(x) • ,••• 

4 .1)/(.x) - l'•h 

b) /M • - ,· 

b) /(.,) • 2'' 

b) /M • , • + 4 

b) /(.,) • -2,• 

Ejtr. 5-6: SI P dólarts w dtposl,an tn una tuerua dt ahorro 
qut' paga lntrr& a razón dt' ,...A anual C'11mpun to l'Onlinua­
mt ntr, t'ntur nlrr ti u.Ido drspuH dr, aftos. 

s P - 1000. , - s¡. , - s 

Ejcr. 74': ;Cuánto dlnuo. in~·trtldo a una u1.sa dt lnterts dt 
,...¡. anual l'0ntpuH I0 ro111hiu1mt lllt. llqu, 1 A d611rH dH­
puH dt r lftos? 

7 ,A, - 100.000. r • 3.4. t - 18 

8 A• IS..000. , • 4.3. t • 4 

9-10: Una lnnrsi6n dt' P d61arN 1umt n16 a A dólaru rn , 
aftos. SI r l lnttr1h R u pilalb:6 tonllnua mtnlr, t ntutnlrt la 
1a.s1 dr intrrH. 

9 A • 4055. P • 1000, , • 20 

10 ,.i. • 890.20. P • -KX>. , • 16 



t:ju. 11- 14: N.esuC'ln la « uul6n, 

13 (r'+ l )k-'-1)•0 14 r '(;c+r) • O 

t: ju. IS-18: Enrut'nlrt' los rt-ros de/ 

lS /(r) • .u ' + ,• 

16 /(,) • - x :r-• + 2.,r-· 

17 /(t) • x'(~") + l,1~ 

18 /(e) • x: (2r:..) + 2f,:. + r' + 2xr' 

Eju. 19-Z0: Sin1pllfiqut" I• n:prnllin. 

19 (,• + ,.- •)(,• + ~::>+-,~;:- ,.- •)(r• - ,.- ·) 

(r' - r-•y - (r' + r-•)l 
20 (r + t'-•f 

21 Cre, ir,r •nlc et. e 11r,, Una functón c..,:poncnc1al W tal 
qur 1•l1) = " •,.- para k = O dr-scnbe el pnmcr mes de CTC· 
c1m.cn10 de cul1nos como malz. algodón y fnJol de soya El 
uLor de función 11'(1) es el peso IO(al en n11h,gr11nlOS, W, el 
pe.so en el día que brotan y , el uernpo en dw. S1. par2 wu 
especie de fn,101 de 10ya.,. = O 2 y H~ = 68 m,g. pronostique 
d peso 11! 1émuno dc 30 días. 

22 Creurnitnto de culli~c Com:uhe el c,cn:ic,o 21 A \cct'S 

es d1fic1I medir el peso "'• de una plan1a cuando br04:a del 
suelo S1, p.in. uru cspc,cie de algodón. A: = 0.21 y el peso 
después de 10 dia.s es de 575 nulig.ramos. csan»e H .. 

23 Cre 1~ftto de pobl '" ~ EUA La pobl:.e16n de Esta• 
dos Un1doi en 1980 c-ra de alrededor de 231 millones y ha 
cl'C(Kk, cont1nu:imcn1c a wón de 1 03•• anual Pronostique 
la población N(t) en el 41\o 2020 si contmw cs1a 1cndcnc1a. 

24 Ctec1rl"tffltodt pobll(i6n ffl ln4t• En 1985.1.a es11mac16n 
de l:i1 población en India en de 766 m1lioncs y ha crcctdo a 
razón de 1.82'• anual. Supomendo que con11nüc este rip1do 
rumo de crcc1m1cn10, cs11mc 13 población N(t) de India en el 

ai'lo2015 

2S Ot .lnttaraci lln MI 1tc..opo ~ y, o H isótopo rad1ac11vo 
i:•1. ut1hudo C1'I mahcana nuclear, se fflmtt'gra conllnua• 
mcn1e a una 135,1 de 5 25'-'• por hon. 

a) Aproo»e el porcenUJe rentanenlc de cualqwcr cantid3d 
inicial después de 26 4 horas 

26 011 rtl~rac ,n d. ti •topo ft iedio l:l 1sóiopo racbacu,·o 
del sodio J.41\a. que se u11hza par.a localizar fugas en tubcrta.s 
1ndus1riales y en d estudlO de elcctroh1os en el cuerpo. se 
dc5mlegra conlmu:imcntc a una tasa de 4 6?-. por honr, 
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a) Aproxime el porcmt:».Je n:swuc de cw.lqu1cr canulbd 
,mc1al después de 30 hons 

b) ¿Cuál e, la \ td.i media de :•Na., 

27 LClf'll'"'IU ,,d ~ lUtido rn CICOCIU de- pesqucña, una 
cohor1c es un conJunlo de peces que resulta de wu repro­
ducción aril131. Suele suponerse que el numero de peces N(t) 
lodnla ..-1\os después de, anos está dado por una funcK)I\ 
c.'<poncnc,al. Para el lenguado dd Pacifico. A(t) = N,,-u,. 
donde N, es el 1anufto 1nK11l de la cohone. Aproxune el 
pon:enlaJc del número ongmal 10WL, la n, os dc,pués de 

'º"'°' 
28 R rtador r.-d1 ctlvo H ra5treador rachacll\o •·cr §C 

pü(dc U$3r p.,ra locahzar l,1 pos,c1ón de la pbccma en una 
muJer embarazada Con frecucnc1a, el labontono médico 
debe ordenar el ra5lrcador S1 'iC emian A, unidades (nucro­
cuncl). entonces, debido a la dcsm1egrac100 radiacm a. el 
numero de wudades .A(f) prcKntcs después de , d,.a., esta 
d3do por .A(t) = A.~ •~• 

a) S1 se en, lan 35 unidades del ramcador y tarcbn dos dW 
en llegar. ¿apro:umadamcntc cuánt.u unidades habri pant 
b prueba1 

b) St scrcqu1crcn 35 unidades para la prueba, ¡,apro:c.mlada­
mcntc cuán1as umcbdcs deben cn.,,1arsc? 

29 CN' o,,~,rtod.lapi. aclónCH~I •n,11.111 I• hn 191SO. 
12 poblactón de: ballenas azules en el Hcnmfcno Sur se pcn• 
sab.l que m de 4.500 La población i\'(r) ha dcctte1do con 
base en b fórmula ,\"(1) = 45()(k- ••W•, dondc,~tácnaftosy 
1 = O com-spondc a 1980 Pronostique la población en 2015 
si con11núa esta 1endcnc1a, 

30 Cf"K""'!'li "nto d~I ktnru,,do La long11ud (en ccndn1r1tos) de 
muchos p¡:cb comcrci:des comunes de , ar.os de edad puede 
aproximarse con una función de crccnmcnto de Von Bct1a• 
l:uiffy. que l!Clle una ccu:ición de la fonna /1.t) = a( 1 - be "}, 
donde cr, by A: son eomtantcs 

il) Para c:I lenguado del P:.cifico, a = 200. b = 0.956 y 
A: = O 18 l:st1mc la longuud de un lenguado de 10 aoos 
dc<dad 

b) Use la gr.ifica de/para estimarla má:<1mai lonw1ud alcan­
zable del lenguado del Pacifico. 

31 Pr• ~le " atr uf~ ,u En e1crtH conc:hctor"ICS. la pre.s.tón 
atmosfcncap (C1'1 pulgad2$) a una ah11ud de Ir p1CJ C'St4' dada 
por,, = 29t-·•-~- ¡,Cu" es la presión a una .ah1tud de 

a) 30,000 pies., b) 40.000 p~" 

32 Dt ,t .. racl6n df'I 11 topo di potonio S1 comcnun"IOS 
con " miligramos del isótopo de polonio 11 Po, la can11-

<bd que que<b dcspuk de , dlu puede apro-.mwsc: con 
A = et' •- S1 la can11dld in1e1al es de 50 m1hg.ramos. 
aproxime. al ccn1k1mo más cercano. la cantidad n:5tantc 
lkspués de: 

a) )Odias b) l80dias e) 365 días 
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33 Crt<:imi~to de niflO~ El modelo de Jenss se coos,dcra por 
lo general como la fórmula más precisa par.1 predecir la esta• 
tura de n1ftos en edad preescolar. S1 _,, es la cst:UW11 (en ecntl­
mctros) y t la edad (en aftos). entonces 

i · = 79041 + 6.39r - ,r»1 '"'• 

¾ s t s 6 Por cálculo, la tasa de crcc1m1ento R (en Cll\tal\o) 
cstl d3d.1 por R = 6.39 + 0 .993'°' 16• ·•"h_ Calcule la cst31W11 
y la tasa de crcc1m1ento de un ml\o típico de un al\o de edad. 

34 Velocidad de una partlcula Una particula csfénca muy 
pcquella (del orden de 5 micrones de diámetro) se pro­
yecta en aire en calma con una ,·cloc1dad in1c1al de''• m,s. 
pero su ,elocubd d1s m1nuye debuto a las fucr2as de rcs1s-
1enc11 Su ,eloc1dad t segundos más tarde ci.tá d.'.lda por 
1-(1) = v•t' "' para alguna o > O, y la d1i;:1anc1a s(t) que la 
partkula recorre está dada por 

.r(r)•'i(l -t'"""'). 

La d1stanc1a de frenado c-s la d1s1anc1a tou.l rccomda por la 
pa.rdcula 

a) Encuentre una fómmla que aprox,mc 13 d,s1anc,a de frc-
113(M en términos del"• y o. 

b) Use la fórmula del mclSO a) pan estimar la d11tanc1a de 
frcnados11·•= 10m,syu = 8x 10' 

3S Salario mínimo En 1971 el salmo mimmo en Eslados Uni­
dos era de $1 60 por hora. Suponiendo que la laS3 de inRa­
ción es de 5"'• anual, encuentre el salario mln1mo cqu1valc:n1c 
en el afto 2020 

36 Valor del terrero Ln 1867. Estados UnKlos compró Alaska 
a Rlli1.:1 en $7,200,000. Hay 586,400 millas cuadmdas de 
terreno en Alasla Supomcndo que el ,-alor del tttrcno 
aumenta contmuamcntc a J• • anual, y que el terreno se 
puede oompnr a un pn.-cio cqu1valcntc, dctcnmnc el precio 
de I acre en el atto 2020. (Un.:1 m1l1a cu.:ldrada es cqunalcritc 
a 640 acres.) 

Ejer. 37-40: El rt'ndimit'.ntu t'/«tfro (o tasa de intrr& anual 
eíec:lha) dt una lnnnil,n n la tasa de lnlerk simple que pro­
duci.ria al tfrmino de un afto la misma cantidad que rinde la 
tasa compuesu que tn rulldad se aplita. Aprodme. a l 0.01 o/. 
m:h c:ernno. el rendimiento efettho l'Orttspondiente a una 
lasa dt inltrt!i dt ,"!. por aAo eomputslo a) lrlmtslralmente 
) b) co11tlnuamencc:. 

37 r = 7 

39 r = 5 

38 r = 12 

40 r= 3 

Ejer. 41-42: Trace la gráfica de la « uadl,n. 

ol2 l'=t' •-

[ju. 43-44: True la grifiea de la «unión. a) Estime y si 
,r; = 40. b) Esclme xslJ' = 2. 

,1 y =l'•u. 

Ejer. 45--47: a) Graflque / uiando una l'akuladora c raflca­
dora. b) Trace: la gr,nca de: 1 lomando los rcdpnKos de las 
coordenadas y eri a), sin usar nlc:uladora grafindora. 

4S /M • ,• ~ ,-•: KCx) • , • .: ,-• 

46 /(r) • e' ~e-•: J(x) • ,• : , -• 

41 Función de d"nsidad de probabi id.ad En c:s1adlst1u, la 
func16n de densidad de probabilidad para la d1str1buc1ón 
normal está definida por 

/{,t) • ~t'-: l COl'I .: •X ~µ • 

donde µ y (1 son numcros reales (µ es la mWu, y <r es la 
,-ananz.:i de la d1stnbución). Trncc la grifica de/p:u-a el caso 
t1 -=- 1 y¡,=- o. 

Eju. 49- 50: Gr■fiquc:/y g c:n c:I mismo plano de: coordenadas.. 
)' estime lu soludones de la ttuac:ión _Ax) -=- g(x), 

49 /(x) • ,.,,. - r_.4<; g(.r) • x1 - 2 

50 /(,)-0.3,•: g(x) ""'X1 - X 

Ejer. 5 1- 52: Las íunc:lories/~ g se pueden usar para aproxi-­
mar r' f'n el lnltr..-.lo 10, 11- Graflquef.1 y y -=- r' en ti mismo 
plano df toordenadH. y ton1pare la pr«isión df .ftx) y g(x) 
l'omo una aproximación ar. 

S1 /(.x)•1"+1, ,!(t) • 1.72x + 1 

Sl /M • ½xl + , + 1: 3'(.t) • 0 .84.r: + 0.878.r + 1 

t:Jer, 5.l--54: C rafique/y estime su.s ceros. 

S3 /(x) • 1"1,' - ;i;~• " + 0.1 

S4 /(x) • 1"1r ' - x:r:.. + 1 

Ejer. 55-56: Graflqut /tn el lnten-alo (0, 2001, Enl'uentre una 
ttuación apro,:imada para la Hín101a horlzon1al. 

[jer, 57•58: Aprodmt la raíz real dt la « u clón. 

57 ,-·-:i: sa r·-S- lt 
t:jer. 59-60: Grafique f) dflumine dónde es l'rttitnle o ts 

dttrtdentt. 

S9 /(x) • u • 

61 Contaminación de una chimeMa La concentración C (en 
umdadcs,m1) de contanunación cerca de un punto al nn·d 
del socio. que está comen1c abaJO de un.:1 fuente: de chnncnca 
de ahura h, está dada po, 



donde Q es la 1n1ens1dad de la fuente (en un1dades.-s). ,, la 
,clocidad promedio del ,1ento (en nvs),: 111 altura (en 
mc1ros) del punto II fll,or del \len10, 1· la d,s1an<:1a del 
pun10 • fa,or del viento en I• d1rccc1ón pcrpcnd1cular al 
, 1cn10 (la d1rcce1ón de viento cruzsdo), y u y b son cons• 
1antes que dependen de la d1stanc1a a fa,or del viento (vea 
13 figura) 

a) e.Cómo cambaa ta conccn1rnción de:: con111m1nact6n al 
nl\cl del sucio, en la posición a fa, or del , 1cn10 l1 = O y 
: = O) s1 aumcntil 13 ahuni de la chm,cnca" 

b) t,Cómo cambia la concentración de con1am1nactón al 
nl\cl del sucio(: = O) para una chimenea de 11hura fiJa 
Ji s, una persona se mue,·e en la dm:cción de ,1cnto cru­
zado, con lo cual 1umcn1.1 1-? 

fJfRCICIOll 

62 ConCMrtraclor, di" ce ·1t.aaunardMtConsuhc el c,crtie10 61 
S1 la altum de la chunt'nCa es de 100 mctros y h = 12, use 
una gnifica pan C!illm,u la altura: amba del pumo a fa1'0r 
dd v,en10 () = O) donde se presenta la ~XIO\I concentra• 
ct6n de cont:u111nac-1ón (S11g'-'rr-nc ia'. sea h = 100, h = 12, y 
gnfiquc la ecuación C = r ' ... ,:-1, + r ,.;. ~ ,) 
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63 (ñn11dMI ltffll'KftriUI La dcnstdad 111mosfcrica a una, alu-
100 ;e~ indica en la s1gu1cn1c tabla. 

Ahh ud (mi 

Dtukl.1d O•CI•') 

Allilud (•) 

lk•.tkl.1d(kglml) 

122$ 

6000 

0660 

2000 4000 

1 007 0.819 

8000 10,000 

0526 0414 

a) Encucnlrc una funculll }1:x) = C,1!" que aproxunc la den• 
slCbd • una almud .1', donde C, y k son comunltS Grafi. 
que los datos y f en k>s mismos eJcs de coordcnadu 

b) Use/pan pronosticar la densidad• 3,000 y 9,000 metros 
Compare las prcJ1ccioncscon los ,alores rcall.'5 de 0.909 
y 0.467. respc-c11,amcntc. 

64 G.uto 1u~rn.,..nu,1 Loi gáSIOS del ¡;ob1cmo fcdcml (en 
nulc:s de millones de dólares) pana 11flos sclecc1003dos se prc• 
scnLan en las s1gu1en1cs cablu 

Alo 1910 1930 1950 1970 

07 42.6 19S.6 

A lo 1980 1990 2000 
-~>-----+-----+-------< 

Gastos S90 9 12H 1 17891 

a) Sea I' = O C01Tcspond1cn1c al nrto 1910. Encuentre una 
fu.nc1ónA(d = A,r- que aprox.1mc los datos. dondcA, y .t 
son COll511lnlCS Grafiquc los d3IOS y A en k,s mismos CJC$ 
de coordenadas 

b) Uuhcc A ~ra predecir grifacamcn1c el pnmc-r afio en que 
el gasto federal IICJÓ :a $1 b1U6n. (El al\o rc.11 fue 1987.) 

Funciones logarltmlcas 
En la sección 4.2 observamos que la función exponencial dada por fix) - u' para 
O < a < 1 o a > 1 es burnhoca. En consecucnc1a./ticnc una función m\crsa / 1 

(\.ca la sección 4.1 ). Esta IO\Cl"Sa de la función exponencial con base a se deno­
mina función loga rítmica con base a y se denota por log,,. Sus \.a lores se escriben 
log fr) o log x. léasc .. el logari1mo de" base a" En ,1sta de que, por la definición 
de ~na func1Ón un crsa / 1• 

,- - f 1(x) si y sólo si x - Jtr). 

la definición de log. se puede expresar como sigue. 
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Definición de log. Sea a un número real pos111vo d1fcrcn1c de l. El logaritmo de x base " está 
definido por 

r - lojt_.l"Si ysólosix - a' 

para 1oda x > O y todo número real ,r. 

Tenga en cuenta que las dos ecuaciones de la definición son equl\alentes. A la 
pnmern se le llama forma logarilmka y a la segunda forma expone ncial. Usted 
debe csfor,.arse por ser exp..--r10 en cambiar de una fonna a la otra. El s1gu1en1e dia­
grama puede ayudar a lograr es1c obJCII\.O. 

Forma logarítmica J,'orma u ponenclal 

ObscC"\ e que cuando se cambia de forma. las ha.tes de las Jormat logarítmico , 
e:cpo,rencia/ son 1g11alu. El número y (e510 cs. log :e) corresponde al exponcn1e en 
la fonna exponencial. En otras palabras. log,,r es e(exponenre al cual debe elew1rse 
la IN,se ¡x,ra obu•ner :r. Es10 es a lo que se refieren las personas cuando dicen ··Jos 
lognrumos son exponentes". 

A conlmuación se muestran algunos CJemplos de fom,as equ1valcn1cs. 

EJEMPLOS Formas equivalentes 

Forma logar(tmica Forma uponcnclal 

■ log. ll • 2 ,Sl • u 

• log.8 • 3 b1 =- 8 

■ r • log,.q ¡l' • q 

■ ,, • log, (2r + 3) 4• • 2t + 3 
■ logJ r • 5 + 2.: 3~~:.: • , 

El siguiente eJemplo con u ene una aplicación que comprende el cambio de una 
forma exponencial a una fonna logarítnuca. 

1111'1111•11 Cambio de forma expon~nc.lal a forma logarítmica 

El numero N de bacterias en cieno cul11"·0 después de , horas está dado por 
N • ( 1000)21

• Exprese, como función logarítmica de N ba.sc 2. 

SOLUCION 

N • (1000)2' 
N 

1000 • 2' 

1 • log! I~ 

upr '6flt'\ 

Algunos casos especiales de logari1mos se dan en el s1gu1entc eJemplo. 



FIGUltA1 

Teorema: las funciones 
logarftmicas son blunlvocas 

1111' li41•fl Cómo encontrar log1ritmos 

Encuentre el número. s i es posible. 

a) log. 100 b) log, TI e) log, 3 d) log, 1 e) log, ( - 2) 

SOLUCIÓN En cad:1 caso nos dan log :e y debemos enconlrar el exponente y tal 
que u • x. Obtenemos lo siguiente " 

a) log111 100 • 2 porque 1~ • 100. 

b) log~ ~ • -5 porque 2·' • ~ . 

e) log, 3 ::,;: ! porque 91 2 
• 3. 

d) log, 1 • O porque 1° • l . 

e) log1 (-2) noes posible porque 3· -.J,. -2 para cualquier número real _\'. • 

Las s1gu1entcs propiedades generales se deducen de la inlerprctac1ón de log¿ 
como e:cponl'lllc. 

Propk:-dad dt log. x R■z6a Ejf'mplo 

1) log.l • O d' - 1 log, 1 • O 

2) log.n • 1 a1 • u log,0 10 • 1 

J) lag.a'• , a' - ,,. log: 8 • log,: 2' • 3 

•> o"--• - f comos1guc 5 .... , • 7 

La ra1.ón para la propiedad 4 es consecuencia dm..--c1a de la definición de log •• 
porque 

s1 ,, • log.,x. emonces x • ". 

U'l función logarítmica base a es la 1mcrsa de la función exponencial base a, 
de modo que la gr.itica de y • log.x se puede obtener al reOeJar la gráfica de 
y - a' a través de la recta y - x (\.ea la sección 4 1). Es1e procedmucn10 se 1lu>1ra 
en la figurn I parn el c:1.so a > 1. Note que el punto de intersección con el eJe :e de 
la gráfica es 1. el dominio es el conJunto de los números reales pos1t1vos. el rango 
es R. y el CJe I es una asíntota ,erticol. Como los loga.ntmos base O < a < 1 rora 
,ez se usan. aqul no trazaremos sus gráficas. 

En la figura 1 \.Cmos que si,, > l. entonces log,r es creciente en (O. <r) y. por 
lo tanto. es biunívoca según el teorema de la página 251 La combinación de este 
resultado con los incisos 1) y 2) de la defimción de función b1unhoca de la págma 
250 nos da el siguiente teorema, que también se puede demostrar si O < a < 1. 

La función logarí1mica base a es biuni\oca. Entonces. las siguicn1cs condicio­
nes equivalentes se satisfacen par3 números reales posit1,os 'f1 y x

2
• 

1) Si r1 + Xz, entonces log.,.r, ,;.. log.,x:-

2) S1 log_..r1 - log.,x:• en1onces:r1 - X:-

Cuando usemos como justificación este teorema para un paso en la solución de 
un cJemplo. mdic.aremos que las fi11uwnes logarirmicas san h,unfrocas 
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En el s1guien1e eJemplo resolvemos una ecuación logarirm,ca sencill:1, es 
decir. una ecuación que con1iene un logaritmo de una expresión que contiene una 
variable. Podemos introducir soluciones exlrni\as cuando se resucl,cn ecuaciones 
logarítmica.<.. En consecuencia, debemos comprobar las soluciones de e<:uacio. 
ncs logarítmicas para aseguramos de que estamos obteniendo logaritmos de sólo 
números real~s posüwos; de 01ro modo. una función logarítm1ca oo cs1á definida. 

l!l!\IJl•#I Resolución de una ecuación logarftmiu 

Resuelva la ecuación log. (4:r - 5) - log. (2:r + 1 ). 

SOLUCIÓN 

log. (4, - 5) = log. (2' + 1) 

4x -5 - 2x+I 

i, - 6 

lffllC 

nor. !, t.umarno,; 5 

✓ Comprobación x - 3 LI: l<>g. (4 · 3 - 5) - log. 7 
LD. los.(2 · 3 + 1) - log, 7 

Como log. 7 - log. 7 es un enunciado ,enladero, :e - 3 es una solución. 

Cuando comprobamos la solución .x - 3 del ejemplo 3. no se requiere que la 
solución sea posi1i,a. pero sí que las dos expresiones. 4:r - 5 y 2t + 1. sean posi­
tivas después de sus1i1uir 3 por x. Si extendemos nucs1ra idea de argumenlo de 
vanablcs a expresiones. entonces cuando comprobemos soluciones podemos sm1-
plemcn1c recordar que los argum,mtos deben sf!r posilims. 

En el siguiente ejemplo usamos la definición de logaritmo para rcsohcr una 
ecuación logarítmica. 

IJl@j 1jJl•II Resolución de una ecuación logarftmica 

Rcsuch·a la ecuación log
4 
(5 + x) - 3. 

SOLUCIÓN 

log.(5+x)-3 
5+.t • 4l 

X - 59 

•mnO!i a fonna xporc:n.: 1 

✓ Comprobación :e - 59 Ll: log,. (5 + 59) - log,. 64 - log. 41 - 3 
LD: 3 

Como 3 - 3 es un enunciado verdadero. x - 59 es una solución. 

A conhnuación lnu.amos la g.r:ífica de una función logarítmica específica. 

111! !,IJ l•IW Trazo de la gr.tfiu de una función logarltmlca 

Trace la gráfica dc/si/(x) - log1x. 

SOLUCIÓN Describiremos tres métodos para graficar. 
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Como las funciones dadas por log, x y J• son m, ersas entre si. procede­
mos como h1c1mospara_,. - log,_xcn la figura 1: esto cs. pnmcro trazamos la gráfica 
de·" - 3' y luego la reflejamos a tro,és de la recta y - x . Esto nos da el tra1.o de In 
figura 2. Note que los punlos (-1. 3 1

). (0. 1). (l. 3) y (2. 9) en la gráfica de,. = 3' 
se reflcJanen los pun1os () 1

, -1).( 1. 0), (). l)y(9. 2)cn 13 gráfica de y - log
1

.1'. 

"'• A2 

Podemos encontrar pun1os en la gráfica de r • log1 t si hacemos 
x - 3•, donde le es un nllmcro real, y lueso aplicamos la propiedad 3 de los logant­
mos en la página 285. como sigue: 

J' - logr"" log1 31 
- k 

Usando esta fónnula. obtenemos los pun1os de la gráfica que se ,en en la s1gu1ente 
tabla. 

1 x= J' 
y=log,x=l 

Esto nos da los mismos puntos que obtuvimos con el pnmer método. 

Podemos traar la gráfica de , - • log1 :e s1 trazamos la gr:ifica de la 
forma exponencial equivalente x • )•. 

Antes de continuar, localizamos un punto más en ,. - log
1 
x en la figura 2. Si 

.x - S. cn1onces y - log1 5 (\oca la figura 3). (Vernos que log, Ses un numero entre 1 
y 2: en la sección 4.6 estaremos en mejor aptitud de apro:,.imar log

1 
5.) Ahoro. en In 

gráfica dcy - 3' tenemos el punto (x. 1·) • (log1 5. 5). de modo que 5 - 3-.,,, que 
ilustro la pr0p1cdad 4 de los logantmos (página 285) y rcíuetzll lo dicho respecto a 
que los logantmos so11 exponentes. 

Al igual que en los CJemplos s1gu1cnte~. con frecuencia bu5-CBmos trazar la gni­
fica deft.x) - log. 11. donde u es alguna expresión que comicnc x. 

Díi'IJl'#·I Trazo de la grliftca de una función logarltmica 

Trace la g.n\fica dc/s1/(:c) - log
1 

¡.r: para x + O. 
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flGURAS 

flGUIA.6 

flGUU7 

flGURAI 

SOLUCIÓN La gráfica es s1métnca respccto al eje ,r. porque 

j(- x) • log, 1-.< • log, µ-] • /(x). 

Si x > O. entonces j.r - 'C 'Y la gráfica coincide con la gf'afica de)' - log, .'C traJ.ada 
en la figura 2. Usando simctria, rcflcJamos esa pane de la grifica a lm\és del eJe _,. 
'Y oblcnemos el lrazo de la figura 4, 

Por orra pane. umtbién podemos pensar en esta función en témtinos de 
g(.t) - log1 .T con \xi sus11tu1da por 'C (consulte la cxplicac1ón en la página 147). 
Corno iodos los puntos de la gráfica de g 11enen coordenadas x pos1tJ\'as. podemos 
ob1ener la gráfica de/al combmar g con la reflexión de g a lta\és del eJe y. • 

DIJiJlli:li Reflejo de la gr-ifica de una función logarltmlca 

Trace la gráfica dc/si/(x) - log1 ( - x). 

SOlU&:;ION El dominio de/es el conJunto de los números reales ncga11,os. por• 
que log

1
( - x) ex1s1e sólo si - x > O.o bien. lo que es cqu1ntlente, x < O. rodemos 

obtener la gráfica de/a par11r de la gráfica de r - log1 'Cal sus111uir cada pun10 
(t.y) de la figura 2 por{-x.y). ~to es cqul\alcn1c a reflejar la gráfica de r - log, x 
a travt.'s del eje y. Lá gráfica se traza en la figura S. 

Otro método es cambiar) - log
1 

( - x) a la forma exponencial 3· - - x y luego 
lmZar la gráficadcx - -3•. ■ 

1!11 'IJHl-1 Desplazamiento de grifias de e<uaciones log;arftmias 

Trace la gn\fica de la ecuación: 

;a) J' - log
1 

(x - 2) b) ,. - log
1 

x - 2 

SOLUCION 

il) La gráfica de ,, - log
1 
x se trazó en la figura 2 y se ,·uel,.,c a Ira.zar en la figura 

6. Por la exposición sobre desplazam1cn1os honzontalcs en la sección 2.5. podemos 
ob1cncr la gráfica de y - log,(x - 2) al desplazar la gráfica de y - log1 x dos Ulll· 

dadcs a la derecha. como se mucs1ra en la figura 6. 

b) Por la exposición sobre desplaiam1en1os \.ert1cnlc:s en In sección 2.S. la gráfica 
de la ecuación y - log

1
x - 2 se puede ob1cnerdcsplazando la gráfica dcy - logJ x 

dos umdadcs hacia abaJ0. como se muestra en la figura 7. Noie que el punto de 
intersección con el eje T está dado por log

1 
x - 2 o t - 3: - 9 • 

1) 11 ♦ j:ji•i·j Reflejo de la grifica de un;a fundón logurtmla 

Trace la gráfica de/si/(x) - log1 (2 - t). 

SOLUCIÓN Si escribimos 

J(x) - log, (2 - x) - log, [- (, - 2)]. 

enlonces, aplicando la misma técnica u11h1.11da para obtener la gr.ifica de la ecua• 
ción 1 - log1 (- x) en el CJcmplo 7 (con t sushtutda por x - 2). ,emos que la grá­

x fica de/es In refle'tión de la gn\fica de y - log
1 
(t - 2) a lra\iés de la rccu, ,•enical 

x - 2. E.s10 nos da el 1razo de la figura 8 
Otro mélodo es cambiar J - log1 (2 - x) a la íom,a exponencial J' - 2 - x y 

luego traior la gráfica de x - 2 - 3'. • 



~ nlción d• logaritmo comOn 

r O.finlción d• logaritmo natural 

Antes que se in'>cntar:m las calcubdorns clectrón1c:is, los logaritmos base 10 se 

usaban para cñlculos numcrtcos complejos que con1cnlan productos. cocientes y 
prncncias de nUmcros reales. Lo. base I O se usaba porque es adecuada para mi meros 
que se expresan en fom1a cien1ífica. Los log:mtmo)!o base 10 se dcnomman logari1~ 
mos comunn . El ~ímbolo I~~\" se usa como abrcvia1ura de log .. x. igual que V 
se usa como abrC\ 1111ura de V . 

log x - log11 x para 1003 x>O 

Como en la actualidad disponemos de calculadoras de bajo cos10. no se rcquic• 
rcn logantmos comunes como herramienta de 1rabaJ0 compu1ac1onal. Sin embargo. 
la base 10 se inclu)C en aplicaciones y. por ello. numerosas calculadoras tienen una 
1ccla ~ que se puede u.sor p,3,ra aproxunar logarumos comunes. 

La función exponencial natural está dada por ./{x) • r:'. La función logaritm1ca 
OOsc e se llama función logarflmic• natural. El símbolo In x (léase .. ele ene de r'") 
es una abre\'1atura de log .'C y nos rcfemnos a ella como el logarilmo nalural de 
x Entonces, la fimci6n l~11rí1mirn m1111ml .1' la fimci6,i t'rpmum,·iol m1111n1I son 
Ju,,ciones 1m't'r.wu mw <k lá otro. 

ln.r - log_,.r para loda 

Casi 1odas las calculadoras tienen una teda marcada @ que se puede usar 
para aproximar logantmos naturales: En seguida se muestran ,·anos ejemplos de 
formas equ1,alen1cs que con11encn logaritmos comunes y naturales. 

EJEMPLOS formas equivalentes 

forma logarítmica 

■ log,• 2 
■ logc •,• +3 
a ln ,'C • 2 

■ ln ::•,•+3 

forma expont ncial 

1()2 • X 

10-♦ l •:: 

ram cncon1rar xcuandoscda log:, o ln.r. podemos usarla tccla@o 130 
rcspcct,..,amcntc. en una calculadora. como en el s1gu1cn1c eJemplo. S1 su calcu­

ladora uc.nc una lccla@(para ime~s). puede m1roduc1r x y pulsar succsha• 

mcn1e@@!)o@@ 

Plf'IJl•llti Resolución de una ecuación logarftmlca sencilla 

Encuentre ,T si 

a) log.r • 1.7959 b) ln .r • 4.7 
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,in, .... , 

SOlUCIÓN 

a) Cambiando log.x • 1.7959 a su fonn., exponencial cqut\'aleme. 1cndremos 

:r - 10'""" 

faaluando 13 Uh,ma expresión a una precisíón de tres posiciones dec1malcs dari 

X Z 62.50). 

b) Cambiando In .t - 4.7 a su fonna exponencial cquivalen1c dará 

.x :::: ~ ':::: 109.95. 

La sigu1cn1e tabla es una lisrn de formas logarhmicas comunes y na1uralcs para 
las propiedades de la página 285. 

Log1rtlmo, to■ baH a Logarilmos tom•■n Logaricmos ■aturaln 

1) log.l • O log 1 • O ln 1 • O 

2) log.a • I loglO • I ln t' • 1 

3) log.a'•x log 10 ' • 1" ln t'' • t' 

4) d"f,,••x 10""· - .t' ,.... - ~ 

La úluma propiedad de los logantmos namrales nos pcmrne c-scnb,r el número 
o como f!-•, de modo que la función e\:poncncial/(x) • d se puede escribir como 
j{t') - (e"•)' o comoj(t') - e'"•. Varias calculadoras usan un modelo exponencial 
de regresión de la forma J' • t1b'. S1 deseamos un modelo exponencial base,,. pode. 
mos escnb1r el modelo 

r • ab' cuando l ' - ,1'!" 1••. 

EJEMPLO§ Conversión a expresiones con base t' 

■ 3' esequ1valentca t""• 1 

■ r es cqul\'alcntc a e-1"' 

■ 4 · 2• es equ1valen1c a 4 · e'•: 

La figura 9 mucs1ra cuo.uo gráficas logarhnucas con base a> 1. No1e que para 
.t' > 1. cuando aumcn1a la base del logaritmo, las gráficas aumcnuin más lcn10 
(son más hori.tontales). Esto es lógico cuando consideramos las gráficas de las 
tnHrsas de estas funciones: _r - 2•. y - e', y - J • y y• 10'. Aqui, para x > O. 
cuando aumen1a la base exponencial. las gráficas aumentan más rlip1do (son más 
,crticales), 

Los siguientes cua1ro eJemplos ilustran aphcaciones de logaritmos comunes y 
na1uralcs. 

tili'liH•iii LaescaladeRlcht~r 

En la escala de R1ch1cr. la magllllod R de un tcrrcmo10 de m1ensidad / e)tá dada por 

I 
R • log-. ,, 

donde l , es cierta 111tens1dad mínima. 
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l) Si la mtcnsicbd de un 1crremoto es 1000/1• encuentre R. 
b) Exprese/ en ténmnos de Re t., 

SOLUCIÓN 

•) R • log _!. ,. 
I 1000/, 

- og-,,,-

- log 1000 
• log 10 ' 

• 3 

0(1)/ 

En este resultado \CmOi que un aumento muh1phcado por diez en 1111cnsidad pro­
duce un aumenlo de I en magnitud (si 1000 se cambiara a 10.000. entonces 3 
camb1arfa a 4). 

I 
b) R • log J, 

.!. - 10' ,. 
l • l,1. ,o- IDlk. fr. JOC' / 

QJl'lil!•lfl Ley de Newton del enfriamiento 

La le)' de Ne\\ton del enfnanuento establece que la tasa a la que un cuerpo se enfría 
es dm.-ctamentc proporcional a la diferencia de tcmpernlura entre el cuerpo )' el 
medio que le rodea. La ley de Nc'-'10n se puede usnr para demostrar que en cicnas 
condiciones la temperatura T (en ºC) de un cuerpo en el ucmpo , (en horas) está 
dada por T - 1St! :,_ Exprese/ como función de T. 

SOLUCIÓN 

T - 15,-11 

~-:, - !_ 
75 

- 2t • ln~ 

1 T 
1• -2ln15 '"°" ff~ , 

Qfj1jiji•III Aproximación de un tíempo de dupllcadón 

Suponga que una población crece contmuamcme a razón de 4º• anual. Aproxime 
el tiempo que n."Quicrc una población para duplicar su 1amai\o. es decir. su liempo 
d e duplicación. 

SOLUCIÓN Tenga en cuento que no se da un tama"o 1mciol de población. Sin 
embargo. desconocer el tama"o m1c1al no presenta problema. ya que sólo deseamos 
dctcnninar el 11cmpo necesario p.,ra obtener un tamaOO de población n!la/1\'0 a un 
tamaOO inicial de población. S1 usamos la fóm1ula de cre<:1mie1110 q - q•("' con 
r • 0.04 tendremos 
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2qo • qu~D'I ., • 1,¡ 

2 = ~°"' 01\ld~~lJCf/ (11," J) 

0.04, • In 2 

l • 251n2 - 17.Jaft<ho 
'"' . 

El hecho de que q0 no haya 1cnido ningún efcc10 en l.t respu<.-sm indica que el 
tiempo de duplicación ck una población de 1.000 es igual que el tiempo de duplica­
ción de una población de 1.000,000 o eu3lquicr otra población 1me1al razonable. ■ 

Del úllimo eJemplo podemos obtener una fórmula general para el hcmpo de 
duphc:,ción de una población. es decir. 

In 2 
rt • In :?. o b1en. lo quc e, equ1\alen1e. t • -;:-

Corno In 2 = 0.69. vemos que el tiempo de dupl1cac1ón, para un crcc1m1cntodc cs1c 
tipo es aproxmudamcnle 0.69/r . Debido a que los números 70 y 72 son cercanos a 
69 pero tienen más dw1sores. algunas fuentes se refieren a esta relación de dupli­
cación como la rtgla del 70 o la ttgla dtl 72 Como ilustración de la regla del 72. 
s1 el porcemaJe de erec1m1ento de una población es de 8',. entonces se neccsnan 
unos 72/8 - 9 ai\os para que la poblac16n se duplique. En forrn:1 mis precisa. c-stc 
\·alores 

In 2 T · 100 - 8.7 años 

QIJf.iWl•if I De:tumínaclón de 11 vida media de una sust.1ncla n1di.1ctiva 

Un fis1co calcula que una sustan<:ia rndiaCh\ a desconocida registra 2.000 con1cos 
por minuto en un contadorGeiger. D1ezdias después la sustancia registra 1.500 con­
teos por minuto. Con cálculo se puede demostrar que después de I dias la cantidad 
de matenal rad1ocli\O y, por consiguiente. el número de conteos por m111u10 N(t). 
es dm."Ctamen1c proportion.11 a<'' para algun.1 coostnnle c. Dc1crrnme la\ id.1 media 
media de la sust-an<:1a. 

SOLUCIÓN Como i\'(1) es d1rcc1amcn1e proporcional a e'' . 

N(t) • l;,et. 

donde k es una constante. S1, - O y usando i\'(0) - 2000. obu:-nemos 

2000 - W--k·l-k. 

En consecuencia. la fónnul-1 para J\lt) se puede escnb1r asl: 

N(t) - 2000.-'. 

Como N( 1 O) • 1500. podemos determinar e como sigue: 

1500 - 2000,' ~ 

¾- C'M'.I, 

!Oc-• In¾ 

e - fü In¾ 

ftlf lo .ttítrru..:::1 

Por últnno. como la vida media corresponde al tiempo, en el que N(t) es igual a 
1.000. lenemos lo s1guicn1c: 



FIGURA 10 

[-l,3]¡,o,-[-2,2] 

m Ejercicios 

1000 • 2000,-• 

el • In ! 
1 1 

1 • -ln­
c 2 

1 1 
• j;1n¾ 1n2 

- 24 días 
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1(',1 1\ t) fi)(t 

El siguiente eJemplo es una buena 1lus1rac1ón del poder de una calculadora gra­
ficadora, porque es 1mpos1ble crn:on1rar la solución exacta usando sólo métodos 
algebraicos 

Qfl' IQl•IQ Aproximar una solución de una desigualdad 

Grafique/{t') - log (.t' + 1) y g(x) - In (3 - x). y estime la solución de la desigual­
dadj(r);,, g(.r). 

SOLUCIÓN Comenzamos por hacer las as1gnac1oncs 

Y
1 

• log(x + 1) Y,• ln(J - x) 

Como d dominio de/es (-1. ,e) y el dominio de ges (--;e, 3), escogemos la 
pan1n\la [-1, 3) por (-2. 2) y obtenemos la gráfica de la figura 10. Usando una 
función de m1crsccc1ón. crn:ontramos que el punto de in1crsccción es aproximada­
mente ( 1.51, 040). Enlonccs. la solución aproximada de/{x) 2: g(x) es el in1cr.alo 

1.51 <,t' < 3. 

Ejer. 1- :Z: C•mbie a forma log•ritmka. Ejer. J..-4: Camblt • forma es:pontndal. 

1 a) 4' •6-1 b) 4- 1 
• ii 

e), - s d) 3·•4-r 

e) 5•, - a: b f) (0.7)' - 5-' 

2 a) 31 • 243 b) 3-• • ¡j 

e) t."'•d d) 7' • IOOp 

,, 
e) 3-:..7 f) (09)' • l 

e) log.r • p 

e) log1 m • 3x + 4 

c)log1o1 - q 

e) log1p• 5-.1 

b) 1og,,l, • _, 

d) logi(.t+2) • 5 

r) log.512 • ! 
b) log.5 • - -1 

d) log.(l, -1)•3 

f) log..J.iJ -¾ 
Ejer. 5-10: Oesptje, usando logarllmo5 bue"· 

S 2a"1- 5 6 Ja-• 10 

1 K - 11 - Cu' 8 F•D+&I 



294 CAl>iTULO • 1 FUNCtONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 

10 L • Mtl" - P 

Ejt'r. 11-ll: Camblt' a forma logarilmlu. 

11 •l 10• • 100000 b) 10-• • 0 .001 

e) ID' •_r- 3 d) ,, • p 

e) r- 3 - r 

12 a) llt • IOJ)X) b) 10-: • 0 ,01 

e) lll' • 38: d) r• • O 

f) fl'" • X+ 2 

Ejt"r. 13-14: Cambk a forma rxponcnchll. 

13 a) lop "" 50 b) logx ... 20, 

e) In r • O 1 d) In~ •4+3r 

e) ln(::-2) •¼ 

14 a) lo¡.1. - -8 b) log ,- •y+ 4 

e) In r • ½ d) ln:: •7+x 

e) ln(t-5) • l.2 

t:jer. 15-16: t:ncutntrt ti númt.ro . .si ts poslblt-. 

lS a) log, 1 b) log, 3 e) lo¡. ( - 2) 

d) 1og1 71 f) J\os,I f) log_, 125 

g) k>liii 
16 •l .,..1 b) lo,i, 9 e) ioi,o 

d) log.6' e) 5"°" • f) log1243 

¡¡) log, 128 

[jcr. 17- 10: t:ncuenlrt t i númtro. 

17 a) ¡e,-, • b) 1oG 10' e) loglOO 

d) 1o,i 0.0001 e) 101
·• 1 

18 a) ID'"' ' b) 1o,i 10 4 e) ioi 100.000 

d) 1o,i 0.001 e) 10-1
•""

1 

19 •l ,., b) In t'-J e) r•lot,) 

20 •l ,- • b) lnr'' e) ('1 ♦..,, 

[jt'r. 21- 36: RHUt ln la N'Uat"illn. 

21 log. (• + 10) • log. (8 - •) 

22 '°&, (, + 4) • loe, (l - .,) 

23 kJs,(.l -2) • lo,~(31' + 7J 

24 k)e, (, - 5) • log1 (6,r) 

2S iogr: • Jos(-.h-2) 26 lnx! • ln (l2-.1;) 

2.7 klg, (;e - 4) • 2 

29 1og.x - -1 
31 lnx! • -2 

11 r'"• •9 

3S 4!''° 1 •27 

21 Jo~(r-!'1) • 4 

30 log. x • -! 
32 log.r! • -4 

34 .. - ... '• 0.2 

36 t"''° l•0.25 

37 Complete los enunciados P,.'lnlA,) = log r 

a) Cuando t - 1.~r) - _. 

b) Cuando .t---10 • .ftr)-♦_. 

e) CUffldot-♦ «.,11'1-

d) Cuando\'-o ·.1r1-_. 

38 Complc1c los enunciados para~r) = In r 

~) Cuando .t - 1. ,A:.r) _, 

b) Cuando t - ~.J1.\') -

e) Cuando r - x,ftr)-

d) Cuando,-o·.Jtrl • 

39 Trae~ 13 gríifica dc/r,1 a= 4 
•)f(,) • log., b) /(,) • -log., 

e) /(t) • 2 log.x 

e)f(,) • (log.x) + 2 

¡¡) /(,)•(log.x)-2 

1) /(t) • loa,. ( - .t) 

k)/(•) • jlog..,¡ 

d) /(.,)- log.(.r + 2) 

f) /(<) • log.(, - 2) 

h) /(<) - log.l d 

J) /(<) • log. (3 - ,) 

1) /(., ) - 1og ... 'C 

40 1 h11p el CJCrCicio 39 SI u = 5 

Eju. 41-16: Tracr la gráfica dt"/ 

41 /(.r) • k>g (, + 10) 42 /(.\) - log (r + 100) 

43 /(•) • In l•I 
4S /(.1) - In r + x 

44 /(1') • In l.r - 1 I 
46 /(.r) - In (r + .r) 

Eju. 47-18: [ncuHlrr una fund6n logarflmiu dr la forma 
Jtr) = l~x para la ¡;:nífica dada. 



t.:Jtr. 49-S4: En la flg11ra u mutsfn la g,rjfiu dt una fund6n 
f 1-:1:prrH/{.l") rn li rnlino, dr F. 

.. r ::•' 
f' 

+
49 , +50 J 

. . ' 

' ' 1 

S1 52 

[ju. 55-56: Aprodmrxa lrn l'ifras sl¡:nlfinlhas. 

55 a) log t - 3.6274 b) log.r - 0.9469 

e) log.r - -1.6 d) ln .r - 2.3 

e} ln.r - O.OS () ln t • -1.6 

56 a) log,t - l .8965 b) lop • 4 9680 

e) log.r • -22 d) In t - 3.7 

e) ln.r • 0.95 () ln.r • -5 

4.4 funclonH logJintmk:Ji~ 29S 

S7 (Montear 1,1a,a t&W d, ctecimtento Cambie 
ft. r) = 1000( 1 OS)' a una ÍW'IC1ón C'(poncnc1al con base ~ y 
aproxime la tasa de croc1m1cn10 de f 

58 Ene t-ntrar,., 11 t1.u dt crn.tm1 •nto Cambie ft.t) = s«¼t 
a una función c"<poncnc1al con base t' y aproxime la tasa de 
crcc1m1cn10 de/ 

S9 (,.. 1tr11 ~ t111 CM d,, nt rA< >n Cambie 
/{. f) = 20(0 97)' a una función CXJ)Ol)rneial con base ~ y 
aproxime la tasa de dcsmtcgr.iic,ón de/ 

60 Encontrilf UN tu. • ~ ,nttt¡rat.i On Cambu: 
JM = 1o«{} a una función cxponcnc~I con base e y apro­
umc la lasa-de dcsmlcgrac1ón de/ 

61 DI 1t~11c "' d.-1 radi S1 comenzamos con q, nuhgra­
mos de racho. la can11cbd q que queda después de,~ c51á 
d3da por la fórmula q = q,(2) - bpresc, en 1énn1nos de 
qydcq., 

62 0...inffjrlCl6ft del i 'ltopo Ck bismuto El isótopo r.d1ac­
ll\o de bismuto!, 81 se lk•!untcgra con base en Q ::a: 1(2) ''• 
donde A es una constante y , es el 11cmpo en dlas Lxprcsc t 
en ,mnmos de Q y l. 

63 Clrr: 111c .._, ;neo Un diagrama de un c1reu110 eléc1noo sen• 
c1llo formado por un resistor y un mductor se muestra en la 
figun s,gu,entc La comente/ en d 11cmpo, está dada por la 
fónnu\11 / = 20e •t. donde Res la rcs1Stcnci.a y l la mduc• 
t:mci.a. D,,:.spc-JC t de csu ecuación. 

(JUCICI06J 

R 

64 C8"C. nwdor .i :tr1co A un cond;.-ruador déctnoo oon 
carga 1mc1al Q. se le pcmutc dcM:argarsc Ocspu~ de , 
segundos. la carga Qcs Q = (!,ti". donde A: es una cons1an1c. 
De esta «113C16n dcspcJe, 

6S Esula 4' Aicht•r Use la formul:I de: la escala de R1ch1cr 
R = log (/ l.lparacncontrar lanug1111ud de un tcm.-motoquc 
llene una mtcns1d.1d 

a) 100 \ttcs la de'• 
b) 10.000 \CC~ la de'• 
e) 100.000 veces la de I, 
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66 EKall dt R" 1t1tr Consuhc el CJCrC'K'tO 6S Las magnitudes 
nus gnndcs de lerreinotos ttglSlrados han Sl(Jo de entre 8 y 
9 en ta esenia de R1ch1cr J::.ncucntre las mtcns1dadcs COITC'S· 
pond1e111es en témunos de /1. 

67 fnli icud dfl do La sonondad de un .sonido. como la 
cxpcnmcnt.a d oído humano, se basa en "' m, el de m1cns1• 
dad. Un:i fónnula cmplc3<b P3ra encontrar el m,cl de 1n11..-n­
s1dxl l'I. (en dcc1bclcs) que corresponde a una 1n1cnstdad del 
somdo /esa= 10 log(/ J. ). donde'• es un ,abC5pCCaal de/ 
establecido por :acuerdo como el somdo más ~b1l que puede 
s-cr dc1cctado por el oldo en c1cnas condiciones Encu1..-ntrc a 

a) / es 10 \CCCS mayor que /
1 

b) / es IOOChcccs mayor que'• 

e) / e-. 10,000 \C'Cd mayor que I, . (Este es e l nt\CI de mtm• 
sKlad procncdt0 de I.J ,oz.) 

61 lnl~n•idH rt 10nidoCon.suhecl eJcrc1c10 67 Un nl\el de 
1ntensKlad del son,do de 140 dcc1bclcs produce dolor en el 
oído humano promc-d10 ¿,Apro:uffi3chmcnte cuinlas \C'CCS 

rtU)'or que /1 debe ser/ P3"' que a alcance csie nl\el? 

69 CrKimlffllO N 11 poblaci~n ffl Est1des Unidos La pobla­
ción i\lt) (cn mili~) de LI1:.<IM Unidos, 2J\os &spuk de 
1980 puede apro•umarse con la fórmula N(t) = 231,t •• 
.:.Cuindo seri la pobbc16n el doble de l;i de 1980':' 

70 CrKlnllffllO dt la poblac \n., India La población N(I) 
{en millones) de India, ai'los dcspu6; de 198S pu«k apro­
xmwsc con la fórmula S(t) = 766t!'wt.b. e.Cuándo sera la 
población de I .SOO m11lones't 

n PHO de ni OI La relación de [hrcnbcr¡ 

In 11' = In 2 4 + ( 1 &4)1, 

c.s una fórmula emplnca que rcl3cK>na la cs1a1ura h (en 
metros) con d peso promedio W (en kilogramos) p.ll'I mi'los 
dda IJaflosdccd:td. 

a) Exprese W como func:16n de h que no eon1enga In. 

b) l::.sl1mc el peso promccho de un n1llo de S al\os de cJad 
que nudc I.S metros de e.slatura 

72 fnttrt COfl" I'1to cmt1 ,1,,,.nte S1 d m1cl'C$ se cap113• 
h .-.a continuamente a rvón dc4•, ani.131, :aproxime el numero 
de llOOS ncceAnos para que un depósito mlC\al de S6.000 
crca.J a S2S,000. 

73 ,rtsiM dt 1irt La presión de am: p(h) (en lb pul¡!), a una 
al111ud de h pies sobr~ el m\d dd mar. se puede aproxnn:u 
con la fórmula p(lt} .,.. 14 7f' • - •n• ¿Ap,ourn.1d:lmentc a 
qué altitud h ta presión del aire e.s 

b) la m11addc su nk:M-al nl\cl del m:tr" 

74 Pr áirl de vapor La presión de , -:&por P de un liquido (en 
lb mi), una mcd1<b de su \Olauhd.'\d. está rcl3ClOll3d3 con su 
temperatura T(m f) por la ecuación de Anto1nc 

b 
lo¡ P - u +;-:¡:--j,, 

donde u. I, y " son ronS1an1cs La ~1ón de '-'por awncma 
ri,p1damcn1c con un 1ncremciuo de 1cmpcra1un. E:cprcsc P 
como función de T. 

75 Crt ¡,,., 'fll0 c:k •tof401H EI peso lf'(cn kilogramos) de una 
ddanu afneana de edad, (en altos} se puede aproxuna.rcon 

w-= 2600(1 - o.s1e·1 " ")
1
. 

1) Ap,ox1mc el peso al nacer 

b) l::.st1mc la edad de una clcfantll africana que pesa 
1.800 lg mcdlllr'ltC el uso 1) de la gnífica s1gu1en1c y 2)dc 
la fórmula para lf'. 

EJU<. CK> 1 

W(lg) 

3000 

2000 

1000 

10 20 30 40 SO 60 70 80 I (años) 

76 CoJK 1ino el,, urbóR Un pals at1ualmcntc tiene rcscn'M de 
carbón de SO millones de tonclxb.J; el aoo puado consu­
mió 6.S milk>nc:s de toneladas de cafbón los datos de at\os: 
p.:1S.Jdos Y l.u pro) ccctones de poblac IÓfl 1nd1C31'1 que b l:W 
de consumo R (en m1lk,ncs de 1oncl:wbs al aOO) :11umcntarlÍ 
según ta íómml3 R - 6.s..J''°',) l:1 can1Kbd total Tdc cirbón 
(en millones de toneladas) que se usar.in en, al\os csd dada 
pot" la fonnula T = 325(,-0 - 1). S1 el país ut1lw sólo sus 
propios recursos. ¿cu.indo se agotarán bs rtSCl'\'IS de carbón? 

77 Oitr id,,¡,,¡t ~ l)ob'Kiórl urb II Un modelo de densidad 
urbana es una fórmula que rclaciooa la dcnsubd de poblr 
c1ón D (en m1lcs.'m1i) con l.a d1s1a.nc1a " (en 1mll:u) desde 
el centro de 13 c1ud3d. Se: ha dctcnn1nado que l:i. fónnula 
D = oc "" p.:1r:a l3 densidad central o y el cocfic1c111e de 
dc:crecnmcnto b son apropiados par:a muchas grandes ciuda­
des de l:.st:ad<K Un1dot. Para la ciudad de Atlul.3 tn 1970, " 
= 5.5 y I, = O 10 ¡,Apro1nmadamcn1c a qué d1s1anc1a ~aba 
la densidad de población de 2000 por milla cuadrada" 
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78 lriU■ntH de utr•H■1 LM cstn:ll.1!11 se clas1fiun c.-n CJ.lc.-g<>- b) St e = 0.125. <,dcspuk de cuinms at\os habcin fall~ 
rias de bnl111111cz. 113m3d:l.s magn11udcs A las cstn:11.u mú 35•¡, de los chips? 
tenues. con íluJO lununoso l .,. se les asigna una magnitud de 
6; 1 lumis bnllanlcscon íluJO lummosoLse lesas1g,u; Uf\:11 Eju. 8J....8.-: Apro,;lme 11 función al nlor dc.- x I cu1Cro posi• 
n,::igmmd m por medio de la fónnub t'lonn d cclm1l1$. 

,. 
m • 6 - 2.5 log"t: 

a) E:ncuentrcms1L = J0"'4L .. 

b) DcspcJc /. en la fórmub en términos de"' y l ,. 

79 Dt intqra.uJ·nd.yodondlact1wDElyodoradiact1\'0 11 l sc 
usa con frccucncaa en cshKhos de mttoo de la glándula tu'OI• 
des La sustancia se dcsm1egn según la fórmula A(t) = Ajl • 
donde A, es la dosu 1n1cial y, es el 11c:mpo en d1as. Encocntn:: 
a, suponiendo que landa media del 1111 es de ocho di35 

80 Cont■m1Hción racbct1w■ La nu .. u áctda ha depositado 
cslroncto r.whacuvo ""Sr en un campo grande S1 cantKladcs 
sufic1t1un llegan por la cadena altmcn11c1a a losscn:s huma­
n<M, pu,c<kn ocastOl'\ar cáncer en los huesos. Se ha dcternu­
nado que el n1\'el de rad1ac1mdad en el campo es 2 S \CCCS 
mayor que d n1,·d seguro S El -Sr sc.- desintegra segun la 
fórmula 

A(t) = ..t," u:..,_ 

donde A
1 

es actualmente la e.mudad en el campo y , el 

tiempo en anos ¿Durnnic cuántos al\os estará contaminado 
el campo'> 

81 'hto<id.1d 3' cmnin.u ln un ~tudio de IS pueblos y c1ud:l­
des que ,-.rbn en población P de 300 a 3.000.000. se dcu:T• 
minó que el protncd10 de '-Cloci<bd al caminar S (en ft;s) de 
un peatón podla apro:cmwsc con S = O.OS + 0.86 log P 

a) ¿En qué fc,rma afecta La pobl:11c1ón el promedio de ,·cloc•• 
dad al cammar" 

b) t,Para qu~ población el promedio de \cloc1dad al caminar 
es des n;,? 

82 Chtp, d. computador■ Para los fabrteantcs de chips de 
computadora es unportan1c considerar la fracción F de chips 
que fall.lcln despu& de, ai\M de Kn teso. 1-..lta fracción puede 
aproximarse • .. -ccn con la fónnula /-' = 1 - e donde e es 
una constante pos1t1u . 

.a) é,En qué fomaa el \"alor de e· afecta la confiab,hdad de un 
chip? 

83 a) /(:r)•ln(.t+ l)+r', 

b) ~(.1) • t - J.4 • 
In.{+-' 

.r • 0.55 

Ejcr-. 8.S-86: Apro.1.lnu• la n.lL rHI d e la ttuaclón. 

IS tlnx • I 86 lnt+t • O 

t:Jc r. 87-88: G raflque/y I en ti mismo plano d e c:oord tnadas 
y ntlmc la solucl611 d e I• dn lgualdad/(x) ~ g{x). 

87 /(r) • 2.2 log (x + 2); g(t) • In .t 

89 Nlw CM' (1 tffol .n 11"1 ffl Es1ud1m que rclxtonan el 
m .. ·cl de colesterol con cnfmncdadcs coronan:u 1nd1can que 
un factor de nesgo es la ruón " entre la canudad 1ot:lli C 
de colesterol en la sangre y la cantidad // de colesterol de 
l1poprotc1f\3 dcaha densidad en la sangre P11ra una muJcr, el 
ncsao de, Kla R de tmcr un ataque card,aco se puede apro:u-
11\llt con la fórmula 

R = 2.07 In x - 2.CM siempre y cll3ndo O S R S 1 

Por qcmplo, s1 R - 0.65. mlonccs hay 65', de probabthdad 

que una muJcr sufra un a1aquc cardiaco cn su ... ida. 

a ) Calcule R pa.ra una mup con C = 242 y 11 = 18 

b) Estnnc g;rifK:amcnlc "cuando el nesgo es de 75•, 

90 Niv. d,, e.o, 1btrol • h, ~txH Consuhc el CJerc1c10 89 
J>a.ra un hombn:, el ncs¡o IC puede apro:c1marcoo la fórmula 
R=l36lnt - l.l9 

a) Calcule R pa13 un hombre con C = 281 y 11 = 6.S 

b) Esume g;rificamcnrc ., cuando el 11tSgo es de 75•, . 

d3 
Propiedades 

de los logaritmos 

En la sección an1crior observamos que log :e se puede 1ntcrprc1a, como un c;ttpo­
ncnlc. Así. parece razonable esperar que la; leyes de los cxponcn1es puedan usarse 
para obtener le)'CS com:Sp0nd1entcs de logantmos. Esto se comprueba en las 
dcmostrnc1oncs de las leyes siguientes. que son fundamentales para todo trnbaJo 

con logan1mos. 
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leyes de logaritmos Si II y u denotan números reales positi\os. entonces 

1) log. (11w) • log." + log.. "' 

2) log.(t) • log.,11-log.w 

J) log.. (,1) • e log., 11 para iodo número real e 

DEMOSHtACIONES Para las tres dcmos1rac:ioncs. sean 

r • log. 11 s• log:,. w 

Las fonnas exponcncrnlcs equivalentes son 

11•ú 'Y \\ •a'. 

Ahora procedemos como sigue 

1) 1/W""' tfa' 

\J".IACllln 

log..{11w) a r+s • fonna logllri :a 

log..(11w) • log.11 + log.w 

2) 111 ,nJc ) 

log.(:-) er-s nlb& afornuk afllm 

log.(:-)=log.,11-log.w 1nk:inJcr, 

]) 1/ • (ti} lllk: 111 Je 

.!k ,¡x1nen1 

log. (,t) • cr mb b. fornhl k ,Ullmii;,1 

log., (,t} • c log.11 

Las leyes de los log:m1mos para los casos cspcc1alcs a • 10 (logantmos comu­
nes) y a • e (logaritmos naturales) se escriben como se muestra en la s1gu1cntc 
1abla 

Loc.•rifmot tomuan Logaritmos ••lunln 

1) log(11w) • logu + logw 1) ln(1m) • ln11 + lnw 

2) log(~) • logu - logw 2) In(-;-) • In 11 - In w 

J) log (,t) • e log u J) In (u')• cln 1, 

Como lo indica la siguiente instrucción de atención. no hay lc)'CS para expresar 
log_ (11 + w) o log. (11 - w) en 1énninos más sencillos de lognn1mos. 
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FIGUtl:Al 

7 
( 1/ 3 ) lo9(X2-1 )-l 
9( Y)-4lo9(Z ) 

-4. 142525462 
l o9( 3i( X2-1)/(Y* 
" 4 )) 

-4. 142525462 
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log.,(11 + w) ,' log,,11 + log.,w 

log.,(11 - w)" log.,11- log.,w 

Los siguientes eJcmplos ilustran usos de las leyes de logantmos 

IJli!Jil:D Uso de leyes de los logaritmos 

r'v'v 
Exprese log.~ en térmmos de logantmos de r.y y:. 

SOLUCIÓN Escribimos V\" como _l'
1

~ y usamos leyes de los logaritmos: 

- log.,x1 + log.,yl ·~ - log. -;! 

• 3 log.x + ! log.,y - 2 log. : 

No1e que si un térmi1K> con exponente pos1ti\O (por cJemplo, .rl) está en el numenl• 
dor de 13 expresión ongmal, 1cndrá un cocficicn1c posill\O en la fom1a expandida. 
y si cs1A en el denominador (por ejemplo.:!). tendrá un cocficicmc ncg:U1\o en la 
forma expandida. 

Qlf'IJl•ii Usodelasleyesdelogairitmos 

Exprese como un logantmo: 

SOLUCIÓN Aplicamos las leyes de los logaritmos como sigue; 

11og. tr: - 1) - log.,y - 4 log..: 

- log. tr2 - 1)1·
1 

- log. _,, - log. ::' 

= log. ~ - Qog. ." + log. ,') ¡:<hr. 

• log. ~ - log. (.,-:') 

En la figura I CJCCutamos una prueba sencilla del CJcmplo 2 con calculadora. 
asignando valores arbnronos a X. Y y L y luego c\•aluando la expresión dada y 
nuestro respuesta. No demuestra que tengamos razón. pero da credibilidad a nucs• 
1ro resuhado (por no mencionar tranquilidad mental). 
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OiiZLl&I Resolución de una ecuación logarrtmlca 

Resuelva la ecuación 10'1 (2x + 3) - log, 11 + log, 3. 

SOLUCIÓN 

IOi1 (2x + 3) - log.1 11 + log:1 3 

log, (2' + 3) • log, (11 · 3) 

21: + 3 • 33 

.1 • 15 

Je lo~ log:.ntm ,, 

1un,,; inn ~ r1tn1t1: si.in b n, ~.n 

✓ Compn>b>elón , • IS LI- log, (2 · IS+ J) • log, 33 
LO: logi 11 + log1 3 - log,(11 · 3) - log1 33 

Como 1~ 33 - 108' 33 es un enunciado ,crdadcro. l' - 15 es una solución. 

Las leyes de los logaritmos se dcmostl"MOn para logan1mos de números reales 
positi,·os II y u S1 aplicamos estas lc)'es a ecuaciones en las que 1, y" son ex.pre• 
s,ones que contienen una variable. entonces pueden aparecer soluciones extnu'3s. 
por lo cual las rcspues1as deben sus111u1rsc por la vanablc en II y 11 para dc1crmmar 
si estas expresiones están definidas 

IJH*l:JUI I Resolución de una ecuación logarltmiu 

Rcsucl>va la ecuación log: x + log: (x + 2) - 3. 

SOLUCIÓN 

lo~x + log1 (x + 2) • 3 

IOj!, [,(, + 2)) • 3 

.t(t"+2) • 21 

r: +2:c - s - 0 

(< - 2)(, + 4) • O 

l' - 2 - 0, l'+4 • 0 

.I' - 2. .I' - - 4 

ÍXIOfll..olllllK 

1 K(tr l i.: ~(' 1 

✓ ComprobKl6n t" - 2 LI: log. 2 + IOj!. (2 + 2) • 1 + log. 4 
.• • l+log; 21 • 1+2 - J 

LD:3 
Como 3 - 3 es un enunciado >vcrd.,dero. t - 2 es una solución 

✓ Comprobación .- - - 4 LI: log~ ( - 4) + log: ( - 4 + 2) 

Como los logaritmos de números negativos no es1án definidos, x • - 4 no es una 
solución 
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IJ.li!Jii:11 Solución de una ecuación logurtmlca 

Rcsuchalaccuaciónln(x+6)- lnlO - ln(.T- l) - ln2. 

SOLUCIÓN 

111 (x + 6) - In (x - 1) • In 10 - In 2 

In ( -.' + 
6

) • In !Q 
l - 1 2 

'+ 6 ,=-¡- 5 

x+6•5.T-5 

x =~ 

.. dClog mm 

lhU.b ~por t 

✓ Comprobación Como In (.T + 6) y In (x - 1) están definidos en x - lj-- (son logant­
mos de números reales posi11vos) y como nuestros pasos algebraicos son correctos. 
deducimos que 1f es una solución de la ecuación dada. (La figura 2 muestra una 
comprobación con calculadora del eJcmplo 5.) 

flGUltAl 

LI 

LD 

2 . 75 
ln(X+6 )-ln<10) 

-.1335313926 
ln<X-1 )-ln(2 ) 

-.1335313926 

Qii'fUl•#·I Desplazamiento de la grifH:a de una ecuación logarítmica 

Trace la gráfica de J - log1 (81x). 

SOLUCIÓN Podemos reescribir la ecuac16n como sigue; 

y• log,, (81T) 

= logl 81 + log1x ~ 1 Je~ logan1 1" 

• log, 3~ + log1 -' 1 

• 4+1og,x 

, Entonces. podemos obtener la gráfica de r • log1 (8lx) al desplazar ,cmcalmcmc 
la gráfica de _1 • log1 x de la figura 2 de la sección 4 .4 cuatro unidades hacia arriba. 
Esto nos da el trazo de fa figura 3. ■ 
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IJ.li!J.iiiU Truo de grifkHde ecuaciones logarltmicu 

Trace la gclfica de la ecuación: 

il) .l' - log
1 

(x-1) b) .,. - 2 log
1 
:r 

SOLUCtÓN 

il) Como r - ~t11• podemos reescribir la ecuación dada como 

l ' - log.1 1,tf? 

Usando la ley 3 de los logan1mos, lencmos 

y - 210g
1 

lxl 

Podemos ob1encr la gr!fica de r - 2 log, lt s1 muluphcamos por 2 las coordenadas 
r de los puntos en la gr.ifica de,, - log

1 
.rj en la figura 4 de la sección 4.4. Eslo nos 

da la gráfica de la figura 43). 

flGUflA4 

•l b) 

b) S1y - 2 log.,x, en1onces.xdebe serpos1t1\a. Por lo 1an10. la gráfica es 1dé-n11ca a 
la parte de la gráfica de ~· - 2 log, ,r de la figura 4a) que se encuentra a la dcn..--cha 
del CJey. Esto nos da la figura 4b). • 

Dil!Lii:.IJ: Unil relKión entre predo de ventil y demandil 

En el es1udio de economía. la demanda D de un producto a ,eces se relaciona con 
su precio de ,cnta p por una ecuación de la forma 

los. D - log.,. e - k log,.p. 

donde a, e y k son constantes pos111vas. 

a) DespcJc D de la ecuación. 
b) ¿En qué forma se afecta la demanda al aumcn1ar o d1sn1muir el pn.-c10 de \cnrn? 

SOLUCIÓN 

a) log. D - log., e - k log.p 

log.,. D • log. e - log.,¡I 
e 

log.D • log..~ 

o- {¡ 
b) S1 el pn..-ciopaumcnta, el denominador¡! en D - clp'-tamb1én aumentar.\ y. por 
lo tan10, la demanda D del producto disminuirá. S1 el precio disminuye, entonccs¡J 
d1smmu1rá y la demanda D aumentará. • 



m Ejercicios 

Eju. 1- 8: Exp~t' ,n thmlnos d, logarilmH d, x,y,: o w. 

1 ,) log. (") b) log, {y/x) e) log, ,V, 

2 •> log, (.n·;) 

, 'w 
3 log,.y:? 

s 1og ~ ;v, 

f.; 7 In - . 

e) log, ..y-; 

6 log Vy 
~ 

a In r .f. ' 
Cju. 9- 16: Escriba la Hprnión como un logaritmo. 

9 ~) los, .r + log.1 (Sy) b) log, 12.:) - log,, 

10 a) log.(3;) + log. x b) log. x - log4 (7y) 

11 2 log.x -} log..(.r-2) - 5 log..(lr + J) 

12 5 loc,..t - ! log.. (3, - .&) - 3 loi;,. (5.., + 1) 

13 Jog(.r'y!) - 21og .r\}'¡ - Jtog(f.) 

14 2k)¡1-Jk>g\'+½log.r•,·z 

15 In yJ + ½ In tr•t•) - 5 In _t' 

16 2 In r - 4 In (1/J) - 3 In (n-) 

[ju. 17- 38: Rn u, h a la ttuadón. 

17 log..(2.t - 3) • l°'-24 - lo¡.3 

18 Jog.(lr+ 2) • log. 7 + tog.3 
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19 21og, ., • Jlog,5 

20 Jlog,.1 - 21og.:3 

21 logx- log(.r+ l) • Jlog4 

22 loi;(.r+2)- lo¡x •21og 4 

23 ln (- 4 -.1) + lnJ • ln(2 - .r) 

24 ln x+ ln(.r+6) •}1n9 

2S lot::! (r + 7) + IOJ:2 .r • 3 

26 lo¡;.(x +5)+ 1~.r•2 

27 log, 1-,) + log,(2 - x) • 3 

28 log1 (-.1) + log.(8 - x) • 2 

29 log, tr + 3) + loi:, (.r + 5) - 1 

30 log, (.r - 2) + log, (.r - 4) • 2 

31 log t, + 3) • 1 - log tr - 2) 

32 log (.r + 4) • 2 - log (.r - 2) 

33 log (20.) • 3 + 1og (, - 5) 

34 log (57,) • 2 + 1og (, - 2) 

3S lnx • l - ln (.r+2) 

36 ln x• 1 +ln(.r+ 1) 

37 log,(x - 2) • log1 27 - log, (.r- 4) - s• 1 

38 log,(r + 3) - log1 (.r- 3) + log,9 + 4""'' 

•:jn. 39-SO: Traer- la itrifin d,j. 

39 /(,,.) • log1 (lr) 40 /lr) • lo¡. (16.,) 

41 /{;l)•Jlog1x 

43 J(,) • log,(,') 

., /(,) • log,(,~ 

47 /{.l) • logl Vl 

•• /(,) • log, (7) 

42 /tr) • Jk>g,.r 
44 /(,)•lo¡;,(,') 

46 /lr) • logi(x1
) 

4' /(,)•loi,vr; 
'° /(,) • log,(7) 

Ejr,r. SI- S4: En la n gura w Ilustra la gr,r~a dt una función/. 
Exprnt /tl") como un logaritmo bue 2. 
S1 Y S2 
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SS Voh.il'H y ~lbri • CU3.ndo se incrementa el conuol de 
\'Olumcn de un equipo cs1ercofonte0, el volt.aJC en las lrmll· 
rules del altinoz cambia de 1"1 a V:-, y el aw1~10 de dcc1bc• 
les en ganancra está dado por 

v. 
db • 20161 .....:: , v, 

Encuentre el aumcn10 de d1."C1bcks s1 el \.OhaJe cambta de 2 
a4 5 \Ohs. 

S6 Vohoa,ffl y 0,c~ Consuhc el eJcrtic10 SS. 4.Qué r.u:ón 
de, olla Je k le nc(CStla para wia gan:inc1a de + 20 dl..-c1bcl1."S~ 
¿ Y para una ganancia de +40 dcc,bclcs'> 

S7 ley ~ Ptrrto lA ley de Pareco pan países cap11Ahslalil 
expresa que b relación entre el ingreso anual x y el numero 1 
de 1nd1,1duos CU)·o ingreso es supcnora tes 

log •·= logb - > log ,. 

donde by k son eomtantcs pm111ns. DcspcJc r de esta a:ua­
coón. 

SI ,reclo 1 •m•nd1 S, p denou el prtt10 de ,nua (en dóla­
res) de una mcrcancla y r b demanda corrcspond1cn1e (en 
numero ,cnd1do por dia). entonen la relación entre p y x 
tst:\ dada a vee1.·s por p = p•t '"'. donde p• y a son cons1an1es 
pos-111,, H Expn::$C. 1' como función dcp 

luro), R pucck ser la ~111UC'16n dd SUJciO de qué tAn S313d3 
~Ji la 50Juctón. con base en una escala de O a 10 Una rela­
ción cntrt: R y X CSl:Í <b(b por la fórmub dc Webcr-Fcchncr, 
R(1") = u log (.t t . ), donde a es una constante pos111,·a y 1"• se 
dcoomma cslimulo de umbral 

ai) Encucntrt: R(.r.) 

b) Encuentre una relación entre R( rl y R(h) 

62 En.r ct.l ti !C:tt6fl La cncrgia F.(x) de un electrón después 
de pasar por matcnal de ¡,osor ., está <b(b por la ecuación 
E(,) = E • .- ' • . c.londc E, es ta Cf\Cl'&la mic1al y t• la longitud 
de onda de la rad1aeión. 

,a) Exprese. en términos de E.,. la energía de un eleelron des­
pués de pasar por ~,erial de gros« t • . 

b) Lxprcsc. en 1énn1nos de .r.,. el grosor al que el electrón 
pierde 999• de su energía m1c1al 

63 c..,.ac1o 01ono Unméiodoparacstmmclcspcsordclatapa 
de ozono es usar la fórmula 

In/. - ln/ = .b, 

donde ,. es la m1cns1<bddcuna longitud de onda panicular de 
la luz sol.ar an1cs de lk-pr a lll atn~fcn., / es la mtcns1-
dad de la misma longitud de onda después de pasar una capa 
de o:tono de r ccn1ime1ros de espesor, y k n la cons1antc de 
absorción de ozono para esa longi1ud de onda. Supong:1 que 
para una loog1tud de onda de 3176 x I O I centímetros con 
k ::: O 39, // / se mide como 1.12. Aproxime d (SJK.'SOr de l:111 
capa de oLono al O 01 cauínlC\ro mb cercano 

64 ~ d, o:rnm, Consulte el cJcróc10 63. Apro:cimc el por• 
ccn121Je de d1sm1nuc1ón en la 1n1rns1dad de la luz con una 
longitud de onda de 3176 X 10 1 tcntlmctros s1 la capa de 
ozono mide 0.24 ccntunctros de espesor 

f.jl"r. 6~: Gnfiquc/y g cn d miimo pl■no dC' coord,nadu 
) ttllmt la soludt\n dt' la dtsiguald■d/{.~) ~.r(x). 

6S J(f) • , , - 3.S.t2 + 3r. ,tl,) • k,g lr 

59 Veloc.td.M lklvirntaSi ,dcno1.:1 l3 ,eloc,d3ddcl ,1cnto(cn 66 /(t) • 3_."': ,<.,) • logx 

m,s) a uiu altura de.: metros sobn: el sucio. entonces, en 
c1cnas rond1ct0nes, = , In(:·.:. ). donde e es una rons1ante 
JJOSlll\11 Y=. C$ 1:1 lltWll 3 la que l:a \elOC1dad C$ cero. Trncc 
la gráfica de CSl3 ttUlCiÓn en un plono :,, plr3 t' : O.S y=. = 
01 m 

60 Elirnin• I• contam1n~c1ón S1 la con1arn1n.1c1ón del lago 
Ene se de1u,1cra de pron10. se ha csumado que el n1,cl, de 
cont-am,nantcs d1.sm1nu11ia sc:gun b fórmula • = ' rf • i..:, , 
donde I ~ el tiempo en 31\o§ )' ' • es el n1\cl de conl3nunantcs 
31 que ya no hubo mh con1arn1nac1ón. 4.O.1,i.ntos aoos tr.ms• 
cumrfan pan hmp1ar SO-,. los de contaminantes~ 

61 ltHCCI >n ■ un ntimu6o Dcno1c con R 13 rc:1Cc16n de un 
suJeto a un esttmulo de fuerza r. lfay muchas pos1b1IKbdcs 
de R y" S1 el cs1lmulo res l:a u lmt<bd(cn gramos de sal por 

ttuadlin t'n t'l lnlenalo dado. 

67 ,-• - 2 log(l + x 1) + O.ir - O: [0.8] 

61 0_1 In ~ + x' - 3 ix: + U ., + 0.8 - O; (O. 3) 

Eju. 69-70: Gnfiqut"/tn cl in te.n·alo 10.2, 161. a) F.slimt' 'as 
lntt n1l01 dondt'/n trttlt'Rlt' o dttttdcnlt'. b) ürimc ~ ,·alo­
m mhlmo y mlnimo de/en j0.2. 161, 

69 /(t) • 2 log 2..- - 1.5, + O Ir' 

70 /(r) • 1 I'" + t - 1.35' - log.r + S 
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t:ju. 71- 72: Ro:ueh"■ gráflr1n1enle 1■ «u■dón. 

n :dog1'-log1' = S 

dondr /1 rC"prtsr11111 1■ inlC"nsidad (en dtcibc-ln) d t l 1,·c a una 
dlslancla dt un mttro (/, Jl' to11o<t t:011 frttutnc.la )'. por lo 
gC"nenl. depcndt ffllo dtl lipo dt ■H'), / H la lntrnsld■d obstr-­
nda • una dls-landa de ti mt'tro1 del l\l') k una ronstantt 
po1-lti\11 qur depr:ndt' dt' rondkiont'I 11modfrirH romo ltm• 
pu■lun t bumrd11d. Dadas ' •• / ) k, tsllml' gráflumtnlC' la 
dls1ancl11 d rnlrt l'I a,r) un obsrrndor. 

72 0.3i" - ln1' = 41n(x+I) 

[Ju. 73--74: Los j!.r■:t.nldos dl' IH I\H dbmlnU)tn en lntl'nsl­
d■d (sonoridad) cu11.ndo se mutun por I■ ■tmódeni. Cuanto 
más )l'jM H encutntrl' un ■n dl' un obsl'n■dor, mb dfbíl 
H"rá l'I sonido. Est·■ dhminucl6n tn lnll'nd dad sr puedl' unr 
par■ ts1im■r la distancia c-nlrt un obSt-rudor y un a ,t. Una 
rórmul■ qut 1t purdt unr p■n meodir C'SI■ dh;lanci■ eos 

73 1,-10. / = 20. t = 0076 

74 /
1

= 60, / = 15 • .t = 0II 

/=-l,- 20 1ogJ-ktl dcmprtquC"O S / .S/•. 

Ecuaciones exponenciales 
y logarftmlcas 

En esl.3 sección consideraremos varios tipos de ecuaciones exponenciales y log3tíl­
m1cas y sus aplicaciones. Al resoh-cr una ecuación con expresiones exponenciales 
con bases constanles y \·ariables que aparecen en los exponentes. con frecuencia 
,g,111/amru los log,mtmos de ombo, lados de la ecuación, Al hacerlo así, las varia• 
bles en el cxponcnlc se com•1cnen en muluphcadon.""S y la ecuación rcsullanle suele 
ser mis fácil de resoher. Nos referiremos a eslc paso s11nplemente como "obtener 
log en ambos lados"' 

U'.Wiii:ill Resolución de un,1 ecu.1ción uponenc1 .. 1 

Rcsuch a la ecuación 3' = 2 1 

SOLUCIÓN 

3' • 21 S..Jo 

log (3') • log 21 )Nene 101 d lo,:.umno amb.: 

.llog3 • log21 

log 21 ,---
log3 

11mi.~ 

También podriamos haber usado logan1mos na1uralc-s para obtener 

In 21 .-,--
In 3 

Con una calculadom ob1enemos la solución aprox11nada de x :: 2.77. Una prueba 
parcial es observar que, como J! - 9 y J J - 27. el nllmero x tal que 3' - 21 debe 
estar en1re 2 y 3, un poco más cerca de 3 que de 2 

También podríamos haber resucito la ecuación del CJcmplo 1 al cambiar la fonna 
exponencial 3' - 21 a fom1a logarítmica. como lo hicimos en la sección 4.4. para 
ob1cncr 

x-log
1

2 I 

fü;1a es, de hecho. la solución de la ecuación: no obsta111c. como en general las 
calculadoras tienen teclas sólo para log y In. no podemos aproximar log, 21 d1rec• 
1amcntc. El sig111cn1e teorcnu nos da una/órnw/a de comhw de base más sencilla 
para encontrar log. u s1 11 > O y hes cualq11ier base log_llritm1c:1. 
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r 

Teorema: fórmula 
de cambio de base 

Fórmulas especiales 
de cambio de base 

S1 11 > O y si a y b son números reales pos1l1\.0S d1ícren1cs de 1, en1onccs 

log.. u _ log.u 
log.b 

EJEMPLO Comenzamos con las ecuaciones cqu1\·alcntcs 

" - log. u b•- 11 

y procedemos como sigue: 

b" • " 
log.. h" = log. 11 

wlog.b - log.11 

K' _ Jog., 11 
log.b 

Como 11· - log~ "· obtenernos la fórmula. 

El siguiente caso especial de la fónnula de cambio de base se obtiene al u .,. ,, y 
usando el dmo de que log. a - 1: 

IO~ ll 

La fónnula de cambio de base se confunde a \CCCS con la ley 2 de los logan1mos. 
La pnmer:& de las s1gu1cntcs llamadas de au:nc1ón podria recordarse con la frase "un 
cociente de logaritmos no es el loganlmo del cociente". 

log,.u 11 
log. b log. b: log. (u - b) 

Los casos c.~peciales de la fórmula de cambio de base que se usan con mayor frc• 
cuencia son aquellos para los que a - 10 (logan1moscomunes) y u - e(logaritmos 
naturales). como se expresa en el s1gu1entc recuadro, 

I) log.. 11 • logio11. log11 
log..,b logb 

2) log. 11 • log, 11 • ~ 
log, b In b 

A continuación \Ol\cmos a 1mbaJar el CJcmplo I usando una fórmula de cambio 
de base 

lilWDial Uso de una fórmula de cambio de base 

Rcsuel\"a la ecuación J• • 21. 
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SOLUCIÓN Procedemos como sigue: 

]• - 21 

.r • log12I 

log 21 
-logJ 

fonn k,.: m•~ 

Otro método es usar l.:i f6m1ula especial de cambio de base 2 para ob1encr 

In 21 
.t•-

ln 3 

Los logantmos base 2 se usan en ciencias mfomtñt1cas. El siguiente ejemplo 
indica cómo aproxmi:r.r logan1mos base 2 usando fónnulas de cambio de base. 

fijjfi@l•ii Aproximación de un logaritmo bue 2 

Aproxime lo!½ 5 usando 

a) log.:mtmos comunes b) logantmos l\3lurales 

SOLUCION Usando las fónnulas especiales de cambio de base I y 2, obtenemos 
lo siguiente: 

a) log, 5 - log 
5 

- 2.322 
log 2 b) log1 5 • :~ ~ - 2.322 

QII %#Jl•#I Resolución de una ecuación exponencial 

Resuelva la ecuación 5!, 1 • 6' :_ 

SOLUCIÓN Podemos usar logari1mos comunes o naturales. El uso de logammos 
comunes nos da lo siguiente: 

.w., 

log (5' .. ') - log (6•-ry lhknr lo m 

(2x + 1) logS - (, - 2)1og6 

a-1og5 + log5 • rlog6 -2 1og6 

r-_"'T"0--::9,.,-,,...,..,....--.,.,,-=:,..,.,~ 2' log S - x log 6 - -log S - 2 log 6 

6)➔X .,(logS'- log6) - - (logS + log6~ 

flGUJl:Al 

dcimlllJ-llllDltll 

ir ..unin 

mi.u. a bJu ti.Jo\ kD. hmlnl1' 

;:u.amo~ v ~ La dr Ju,. 

-3 . 638776075 log (5 . 36) 
"(2X+1 ) ' - - log~ 

t v u.umo5 b -.,n4,. lo.\ :a,111 

4 . 094297034E-5 
"(X-2) 

4.094297034E-5 Una aproximación es x ~ -3.64. La figura I muestra un.a comprobación con 
calculadora para este ejemplo. Dcdu<:1mos de la comprobación que las gráficas de 
y - 5:.. ·•y y - 6' : se mtersccan en aprox11nadamen1e (-3.64, 0.00004). 
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\111 qwifi J .r1 pu -;A u,h,r 
Jmofi 

l)Ji!Di:D Resolución de una ecuación exponencial 

s· - s-• 
Resuelva la ecuación -

2
- = 3. 

SOLUCIÓN s· - s-· 
-2- • 3 

s· - s-• = 6 
1 

5' - s: • 6 

s·cs•¡ - ¾,es·> - 6(5') 

(5')' - 6(5') - 1 • O 

llpln:.unt pcw 1 

Reconocemos esta forma de ecuación como uro cuadrática en s• y procedemos 
como sigue· 

(5')' - 6(5') - 1 • O 
6,:\136+4 

S' • -~2-- nul cu d, K.11 

5• • 3,: v'io 
5' • 3 + v'iii 

log 5' • log {3 + vio) 
.tlog 5 • log{J + vio) 

, • log (3 + vio) 
log 5 

Op.:d \11 o 

,,.i.,,cnamt.P!i ..Jdi,.. 

de b k,¡:antn 

Unaaprox11nacióncsx:::: 1.13. 

UH I lill*IM Resolución de una ecuación que contiene logaritmos 

Resuelva la ecuación log ~ • viog.; para :r, 

SOLUCIÓN log r1 
' • VJv 

,,,. t log t • Vlogx 
l(log :r)! • log:r 

(log .,)' • 9 log, 

(lop)' - 91og, = O 

lcumos ambo,; bdm 

111 ~,.. .. ~ 

(log ,)(log, - 9) • O 

n ..kloa J 

1.-:1111'17..amo\k 

log.t • O. Jogx-9 - 0 

logx • 9 

x • 100 • l or t • IO" 

✓ ComprobKl6n .r • 1 LI· log v'T • log 1 • 0 

LD, VÍogl = YO - o 
✓ Comprobación .r - 10' LI: log ~ • log IOJ • 3 

LD· Vlog 10' = V9 = 3 

La ecuación tiene dos soluciones: 1 y 1.000 nullones. 

le I t 

,.., 
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La función _)' • 2 {e' + t' . ') se llama función s«anle hiperbólica. En el 
s1gu1cn1e eJcmplo despcJamos t" de esta ecuación en ténmnos del'· Con rcstncc10-
ncs apropiadas, es10 nos da la función im crsa. 

1)1™ Encontr•r un• función hi~rbóliu innr~ 

De la ecuación y • 2/(t_. + e ') dcSpcJc x en ténnmos de _r. 

50LUCl0N 2 ,, __ _ 
. r' + r -• 

,·r• + \'t'-, • 2 

,r• +L . 2 ,. 
" '(,') + f.<,·) - 2(,') 

.r(t''f - 2t'~ + > = O 

rmdt K "~por r 

mul1 r 1., purc-1 J 

Reconocemos esta íonna de la ecuación como una cuadrática en"' con oocfictcntes 
,, - y, b - - 2 y~ - r. Tenga en cuenta que estamos despejando e'. no r. 

,. • -(-2):,; v'(-2)' - 4(y)(y) 
2(,) 

,. -

2:= ~ 

2 = V4 ~ 
2, 

I :~ 

1:~ 
r - In · 

y 

,mpl 

Paro la curva negra ,. - /(x) en la figura 2. la función inversa es 

que se muestra en negro en la figura 3. Note las relaciones de dommio y rango. Para 
la curva color naranJa _,, • ._i.,(x) en la figura 2, la función m, crsa es 

que se muestra en color namnJa en la figura 3. Como la sccanic h1pcrbóhca no es 
biunívoco, no puede 1cncr una ccuacíón sencilla para su 1mcrsa. 

La secante hiperbólica 11wcrsa es pane de la ecuación de In curva llamada 
tractrb .. La cuna se rclac1ona con la solución de Gonfncd Wilhclm von Le1bn1z 
(1646-1716) a la pregunta ••¿cuál es la tra)cctona de un cuerpo arras1rado a lo largo 
de un plano horizontal con una cuerda de longitud constante. cuando el extremo de 
la cuerda no unido al cuerpo se muC\C a lo largo de una recta en el plano?' ... 
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Uii!LliSD Aproxlm•clón de la penetr-aci6n de luz en un oc fano 

La ley de Beer-Lambert expresa que la cantidad de luz/ que penetra a una profun. 
d1dad de x me1ros en un océano está dada por/ - I¡:>. donde O < e < 1 e/• es la 
canudad de luz en la superficie 

a) DcspcJc 1" en témunos de logaritmos comunes. 

b) Si e • ¾, aproxime la profundidad a la que/ • 0.0J /0. (Esto dctem1ina la ;,.ona 
fó11ca donde puede tener lugar la fotosíntesis.) 

SOLUCIÓN 

I 
r • log.¡;; t,,c fo,n lopfltn1k'..a 

log (///0) -~ 
b) S1 / • 0.01 /0 y e - ¾ en la fómmla para x obtenida en el inciso a). tenemos 

log(O/Jl/0 / / , ) 
x • 

log ¡ 
log(OIJI) 

• 1og1 - log4 
log 10-• 

~0-log4 
-2 

= -log 4 

2 
• log4 · 

Una aprox11noc1ón cu :::: 3.32 m. 

11u1m~ 1 > 

o - • 

I! 11 * l:.ll•lil Compuacl6n de Intensidades de luz 

Si un hai: de luz que 11cnc mtcns,dad I, se proyecta 1vcn1calmcn1c hacia abaJO en el 
agua. entonces su intensidad /(x) a una profundidad de x metros es /(x) • /

0
e• 1v. 

(,ca 13 figura 4). ¿A qué profund1cL'\d tendrá la intensidad la mitad de su valor en 
la s uperficie? 

SOLUCIÓN En la superficie. x - O, y la intensidad es 

/(O) = ,.,. 



__ J 

Deseamos encontrar el valor de x tal que /(:e) - ½1,. Es10 IIC\'a a lo siguiente: 

/(r) • !to 
/Q6'-1"' • flo 

,.-, .. - ½ 

-1.4( • In! 

In i 
'( - -=-iA 

Una aproximación es x :.: 0.495 m. 

In!' l.t 

11!1'111•1[11 Unacurva loglstlca 

Un:t cu rva logistka es la gráfica de una ecuación de la íonna 
, _ __ 4_ 

) 1 + ,,, ... ' 

donde A. by e son constantes positivas. Es1as curvas son útiles para dcscnbir una 
población y que al pnnc1p10 crece rápidamente. pero cuya uasa de crecmucn10 dis• 
minuyc después de que x alcanza cict10 \3lor. En un estudio ramoso del crcci­
m1en10 de pro10.r.oarios realizado por Gause. se descubrió que una población de 
Porom«mm co11,k11a estaba descota por una ecuación logis11ca con e - 1.1244. 
k - 10S y el tiempo" en dias. 

a) Encucn1rc b s1 la población 1mcial era de tres protoLoarios. 

b) En el cs1ud10. la lasa máxima de crec1micn10 tU\iO lugar en , - 52. ¿En qué 
ucmpo x ocumó es10? 

e) Demuestre que después de largo liempo. la población descnta por cualquier 
curva logishca se :1prox1ma a In constanle le 
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flGUU, 

[0. I0]po,[0.105. 10) 

SOlUCIÓN 

a) Sea e - 1. 12-M y k - 1 OS en la L'Cuación logís1ica. para ob1ener 

, _ __ 1_05 __ 
) 1 + JH,- 1 1:u , · 

A con1inuación. procedemos como sigue:· 

3- ~ - ~ 
1 + b<!' 1 + b 

¡;uanJv... o 

1 + b • 35 

b • 34 

b) El hecho de que h - 34 nos lleva a lo s1gu1cn1c: 

52 . 105 
) + J.lt'-1 l!,l,&,o 

,. n J n..: 

) + J.lt"-1 i:u , • 105 
52 

n l11r 1~ KW P'" 
♦ 34, 

12 

t'- 1 l!M , - (~ _ J) . J¡ - ~ 
- 1 1244.f = ln ffi¡ t, n•"' • fonn.:1 kpf1n1n:J 

" • In~ - 3 12 días 
-1.1244 . 

e) A medida qucx- ~. e'" -o. En consecuencia. 

)' • 1 + :,_,. - 1 +: · O• k. 

En el s1gu1cn1c CJC:tnplo graficamos la ecuación ob1cnida en el 111c:1so a) del CJC:m• 
plo pn:ccdcnlc. 

ti!l'liii!•ill Truo de la gr.ifica de una curv1 loglstica 

Grafiquc la curva logística dada por 

y es11me el "alor de x para_,, - 52. 

SOLUCIÓN Comcn1..amos por asígnar 

105 

a Y1 y S2 a Y:. Como el 11cmpoxes no ncga11,·o. escogemos Xmin - O. Sclecc1ona­
mos Xmáx - 10 para 111clu1rcl valordcx halladocn el inciso b)dcl CJcmplo 10. Por 
el 1nc1so e). sabemos que el valor de _1' no puede exceder de IOS. Entonces. escoge­
mos Ymín - O y Ymh ,.,. 1 OS y ob1cncmos una panu1lla semcj:m1c a la figura S. 

Usando una función de mtersccción. "cmos que para)' • 52. el , alor de x es de 
aprox1madamenle 3.12. que concuerda con la aproximación encontrada en el mc1so 
b) del CJCmplo 10. • 
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El siguiente ejemplo mucstrn cómo puede u.s.:irse una fórmula de cambio de base 
para grafícar funciones logarítmicas con bases diícrcntcs de 10 y e en una calcula­
dora graficadora. 

Qfj 1jiji•lfl Estimación de puntos de intersección 
de grJificas logarltmicas 

Estime el punto de intersección de las gráficas de 

SOLUCIÓN Casi 1odas las calculadoras grafícadoras cs1án disci\adas para trabajar 
sólo con funciones logarítmicas comunes y naiurales. Por lo tanto, pnmero usamos 
una fónnula de cambio de base para reescribir/y g como 

lnx 
/(•>- ­

In 3 

In (.1' + 2) 
g(x) • --­

ln 6 

A continuación. asignamos (In x)'ln J y (ln(1' + 2Vln 6 a Y, y Y
1

, respecti\amcn1c. 
Después de graficar Y1 y Y: usando una pantalla estándar. Hmos que h.ay un 
punto de intersección en el primer cuadrante con 2 < .x < 3. Usando una función 
de mtcrsccción. encontramos que el punto de mtcrsccción es aproximadamente 
(2.52. 0.84). 

La figura 6 se obcU\O usando dimensiones de pantalla de (- 2, 4) por ( - 2, 2]. 
No hay otros puntos de intersección. porque/ aumenta más rápidamente que g pa.rn 
.x >3. 

f.ju. 1--4: Encuenln la solud6n tncla y una aproxlmad6 n 17 2!<-1 • 5•-1 

a dos pMidones decimales para ella uundo a) el mflodo dtl 
t jemplo I y b) el mi-lodo del t-jtmplo 2. 

2 4' • 7 

• m· - 100 

Eju. 5-11: Lllime u1ilizando la f6 rmula dt- cambio d t- han. 

S lo&, 12 

7 lo&,0.9 

t:ju. 9-10 : Enlút urilb:ando la f6rn1ula dc c:ambio dt ba.k (iin 
1:alculadora). 

9 
log, 16 

log,4 

Ejtr. 11- 28: Encut n1rt la solución txacla usando logarilmo, 
comunes ) una aproxlmad6n a dos posk:lones d« imale-s dt 
uda solución, cuando IH apropiado. 

11 i-· - 8 

13 3-•' • 7 

t2 r •' - s 
14 J-• • SI 

19 ,.., . 1- toa(x - 3) 

20 Jo&(5x + 1) = 2 + Jo&(2x - 3) 

21 log(.r: + 4) - log(.r + 2) • 2 + k)g(x - 2) 

22 Jo&(,+3)+1og(x-3) • lo&(r+S)-2 

23 Jo&(, - 1) • Jo& (2/,) + Jo& (3., - S) 

24 Jo&(, - 4) - log (3, - 10) • Jo& (1/x) 

2S 5' + 125(5-•) • 30 26 3(3') + 9(3 .. ) • 28 

V 4' - 3(4-') • 8 
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Ejer. 29- 36: Rtsut h • la ttuatl6n sin usar ukuladon. 

31 log(log A)•2 

35 ~+2''-15•0 

30 k>t; Vx • v'kv 

32 ~ \R""=9 • 2 

34 k>t;(<') • (k>t: •)' 

36 ,. + 4,-, • 5 

Ejtr. 37- 38: Htsut h a la ttu1cU.n. 

37 log,x - log.{., + -12) • O 

38 1~ t + lo¡:,x • 1 

Ejer. 39--12: Uu logaritmos ,omunn pan dnptj»r x tn 1fr­
mlnos dt J'· 

10' + 10-
39 \ • ---

' 
10· - 10-

41 \ • ~ 

JO' - 10-· 
40 ., - --,-

rn· + rn-• 
42 l • 10' - 10- -

F.jer. 4.J-.-16: UK loguitnto1 nuunln para despejar x en 1fr­
mlnos dtJ'· 

,-• + r·• 
45 \---

r' - r · • 

r' - r·• 
46 ,-Nr 

Ejer. 47-48: Trace la ir,nca de/y ust la fl,rmula de ca mbio 
de ban para aproximar el punto de lnfers«cl6n con ti tje , •, 

47 /(x) • log, (, + 3) 48 /M • k>t;d, +5) 

t:jer. -19- 30: Tnce la 11:r,fica de/y use la fl,rmula d t eambio 
de bast para aprodn1ar el pu1110 de huerut"rlbn eon , 1 ej, x. 

49 /(x) - 4' - J 50 /(.,) • J•-• 

Ejtr. 51- 54: Los c¡ulmltos ,mplean un nli mc-ro dc-notado 
por pl l pan d u crlblr cu1n1i1a 11, amea lr la aridez o bHlcl­
dad d, las soluclonc-s. Por dennicll,n, pll = - loglll ' J. dond, 
111• 1 rs l.a concrnrr.adón dr lonu dr hldrógrno en molet por 
lllro. 

51 Aproumc el pll de cada sustancia 

a) \ UU¡;fC 111 ) :::. 6.3 X JO-I 

b) zanahonH: 111 ·1 - 1 o X 10. 

C) a¡u.a demar [11 ) "- S0X 10 • 

52 Aprm:nnc 13 conccmractón de loncJi de hidrógeno {11 '} de 
cada ~w.umc ,a 
a) nu nianas pl-l ;; 3.0 

b) cenen pll :::. 4 .2 

e) \e-che pll 66 

53 ~ considera qu, una soloctón es Ms1ca si (11 '1 < 10 o 
ác1cb s, (JI J > 10 ' · Enc01:ntrc las corrcspond,cntei dcs­
iguaklades que con1engan el pi 1 

54 Muchas 50loc1ones llenen un pH de entre I y 1-1 l!ncuenuc 
el rango com:sponchcnte de fil ' ). 

SS lhtl"ttl CJfllput.110 Use \3 fórmula del mtcrés compuesto 
para dctcnnni.ar cuámo ucmpo tardan\ una wm.a de dmcro 
en duphearsc si se In\ icnc a razón de 6•• anual eompucs10 
mcnsu.almeiuc 

S6 lnter♦s CCNllfMM'litO De- la formula de 1nterk c:ompuc:no 

despeje, usando logantmos naturales 

57 Zona (O'I, a Consulte el e,cmplo 8 Desde el pun10 de ,·1s1a 
de la b1olog1a manna. l:i ~ más 1mporUnte en el mar es 
la zona fóoca, en b1 que ucne lugar la fotosimc-s1s La lona 
fóoca tcnnma a la profurwh<bd a 13 que penetra alrededor 
de 1~. de l:ri lw:: de la ~upcrlic1c l::n aguas muy cbnis en el 
Can be. 50', de b luz de supcrikte alcanza una profundidad 
de unos 13 metros Es111nc la profundidad dc: la zoi\3 fouca 

S8 Zon.1 fóbu En oontmle con la s11uac:1ón descrita en el CJCT­
CICK> 57, en p;irtes del puerto de Nueva YOC'k. 50'• de la lu.t 
de: la supcrfim· no llega a Un3 profundubd de 10 cenlunc• 
tros. Es111ne la profundidad de: la lona fóciea. 

59 A1tt in d, rr.d1 HTtrrrtO S1un.11abkt.adc IOOm1hgm-
mos de un mcd1camcnto pan11 el asma se toma oralmente y 
s1 nada de cs:1c f5rmaoo c~tá presente en el cuerpo cu,1ndo 
se toma la 1ablc:1a por primera ,c:z. la ean11dad total A en c:I 
torrenie sangumco después de , minutos se prooos11ea que 
scri 

A=IOO[l-(09YJ para os,:s:10 

a) Trace la gtá1ka de b t'CU31Ción. 

b) Dcccrmme el numero de nunutos ncccsano pana que 
50 nuhgmmos del Bnn:tc:o entren en el tom:nte smgumco 

60 Do,,. drf medKan.nt.O Un mcd1eamcn10 se c:hmnu del 
eucrpo por la onna. Suponga que para uu dosis de 10 m1h­
gr.unos. la cantidad A(t) remanente en el cuerpo , horas 
después cst3 dada por A(1) = 10(0 8t. y que pan que el 
mcdteamCtlh> sea eficaz. por lo menos dos m1ltgromos deben 
estar en el cuerpo 

a) lktemune cuindo quedan dos m,hgnmos en el cuerpo 

b) ¿Cuál es la ,·ul:t mc.-d1a del mcd1eamcn10" 



61 Mutarnm pnft1u U fuente bál1c2 de d1,cn1lbd g~-nt-
11ca es la mutx1ón, o cnmb10 en la ts1ruc1ur:1 qulm1ca de los 
genes, S1 un gen c.amb1a a un ntmo constante n, y si Olnas 
fucr2:H de e,olución .§On ms1gn1ficantes., entonce.'$ la fre­
cuencia F del gen ongmal dcspu6i de , ¡encnK100CS nd 
dada por F= 1-".(1 - mr.dondcl-~ cs la fn:cucnc1a en,= O 

a) De la ccuacKln despeje t usando logan1mos comunes. 

b) S1"' = 5 X 10 1. ¿ckspuk de cuinw generaciones Fes 
1gml a½f .. ? 

62 ProdY<1ivir. Id ch• emph M'f.t: Ciertos procesos de aprcn­
d1za1c se pueden 1lus1ror con la gráfica de un., ccuaclOO de 
b fonn.i,A,) = u -t- h(I - , ·1. donde a, h y e- son cons­
tantes pos111,.tS Suponga que un fabncante esttma quc un 
crnplcado de nuc, o ingreso puede producir cinco piezas el 
primer dia de lrubaJO. A medida que el empicado adquiera 
mis experiencia. b producción diana aumcni.ari ha.su. alcan­
zar c1cna producckm mixuna. Suponga que en el 11-és1mo 
dia cnel trabaJo, el nwncrofi,n)dcp1c7JU producKbs se apro-

,An)=3-t-20(1-, • 1~1 

a) Estime el número de p1e7.a.s producidas en el quinto dla. 
el oo,coo d1a, el dia 24 y el día 30 

b) Trace b v,lfica de/de" = O a n = 30 (las gráficas de 
este upo rccllxn el nombre de ""n·a.r tk apreníli:aJr y se 
usan eoo fn:cucnc1a en educación y ps1cologla.) 

e) '->~ ocurre cuando" aumenta sin llm11c" 

63 IJU.i.ra CH' .trb 1:1 crcc1m1ento en a hura de los irbolcs se 
dcscnbc con frccumc11 con WU1 ecuación logist1ea. Supong;i 
que la altura h (en pies) de un árbol de cd:ld, (en ai\os) C$ 

120 
h • 1 -t- 200,,_..:. • 

como se ilustra en la gnifica de la figura. 

a) ¿Qué altura 1cndnfi el árbol a los 10 ai\os de c<bd? 

b) ¡,A qUC edad tcndni 50 pies de altura°' 

EJUCICIOU 

100 

'° 

10 20 :\C> .JO so 60 
l(:.i'ich) 
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64 Product1v1dad de lo1 empt.•do1 En OCMtonci. :ilgunos 
fabricantes usan fóm1ul11 cmpincas para pronoH1ear el 
11empo ncccsar10 para producir el t1-és1mo articulo en 
una !inca de montaJc para un cnlero n S1 7lt1) denota el 
uempo necesario para ensamblar el n•ésnno ankulo y T

1 
el !lempo ncccsano para el pnmer articulo. o prototipo, 
entonces 1íp1c.amcn1c nnl = T

1
n I para alguna cons1an1e 

pos1t1\ak. 

a) Paran~ a, .on('j:, el tiempo nec:e.sano para ensam­
bl.:u cl segundo I\ IÓn. 7'(2). es igual a (0 80)T

1
• Encucnlrc 

el \:t.lordck 

b) Exprese, en 1ém11nos de r,. el tiempo ncccgno parn 
cnsamblu el cUMlo avión 

e) Exprese. en términos de 1'(t1), el t,crnpo T(2n) neccsano 
para ensamblar el (2n)-é51mo anón 

65 Ce .-unte wrticaJ cid vwnto Consulle los c1crc1eMM 67-68 
de la 11CCcK>n 2.J. S, , .• es la ,dornbd del, 1cn10 a una ahur.i 
h• y r la ,eloc1Cbd del 1;1cnto a uw al1ura h1, entonces la 
oonan1e ,cn1eal del ,·1cnto puede dcscnbirse con la ccuac:t6n 

donde P es una constante Dur.tnte un periodo de un 300 
en Montrcal, la mixmu cortante ,en1cal del ,1cn10 ocu­
mó cwndo los v1en1os al n1,d de 200 pies eran de 25 mL,'h, 
nuentras que los ncn1os al nivel de 35 p1cJ eran de 6 m1,1t, 
Enc:ocn1re P para csw cond1c1oncs 

66 Corunte \'1 rti al dfl vtento Coosullc el eJCfCICIO 65 El 
promedio de cortanie \crt1cal del "''°"'º cstj dado por la 
ccux-1ón 

Suponga que la vcloct<bd del \ICl'lto aumenta al mcrcmcn-
13.1"$C la alutud y que todos los "ªl~s de la ,cloctdad del 
,1ento. tomada a ah11udcsdc35 y 200p1cs..son 1n:syorcsquc 
1 mtlb. ¿El \alor crec,cntc de P prod1JCc \llores de s mayo­
rcs o meno,n" 

t:jn. 67-68: Un ttonomlsia iOipn:ha quC' los :dgulC'nln punlos 
de dalos lit tneutntran sobrt la grliOtt dty = C'l"'. dondte) k 
son constantu. SI los puntos dC' d:11os tlt'nen una prttisl6n dC' 
l rn po!iidontt dttlmales. ¿n rnrrttla nla M>Spttht? 

67 (0,4). (I.J .249),(2.26)9).(3.2144) 

68 (0, -0.J), (0 5, -0 345), (1 , -0397), (2, -0.727) 

Ejer. 69~70: SC' sospttha quC' los siguientes puntos dC' datos R 
t'ncutn1r11n sobn l:1 griOu dl' J ' :., l01t (b + 10). dondt t') k 
son COMltnlH. Si 101 punlos dC' da101 riutn una prttbi6n dC' 
1m posldontli dcclm1J('S, ¿r:s corrttla ala sospttha? 

69 (O. l.5).(1.1619).(2. 1.720).(3. l 997) 

70 (0. 0.7). ( l. 0.782). (2. O 847). (4, O 945) 
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Ejer. 7 1- 72: Aprodmt la fund6n en el u lor de x a (Ualro 
posicionn decimale:,. 

TI h{r) • k>S,t ., - 21og. 1.lr. .t • S.J 

n h(l') • 310&,(lx - 1) + 71<>1,J(.r+0.2); r • 52.6 

Ejer. 7.1-7.t: U1e una g.ránca para eslimar IH raíces de la 
ecuad lln en el In len ak) dado. 

73 X - ln(0-1.J) - J \og1r • O; (0,9) 

74 2 log 2f - k>g,xl • O. (O. 3) 

Ejt r. 75-76: Cnflque/y g t'n t i nlismo plano de coordenadu 
) ttlhne la soludlln de la ecuad llnftx) - ,<x). 

75 /(t) • .r. g(x) • 3 log1 .t 

76 /(.,t) • r. g(t) • - x 1 - log, t 

77-78: Crafique / y t t.n ti mismo plano de roordenadH y 
csdmt' la 10lud6n dt la dtsigualdad/µ) > ,rix), 

77 /(t) • J-• - ,a•i.: g(, ) • ln(l.2)- x 

•iiQmmll EJERCICIOS DE REPASO 

1 ¿UI functónft.r) = 2.r' - Ses b1unhoc.1" 

2 UI grifica de una fur,ción/con dom1mo (-3. 3) sc muestra 
en la figura Trace la gráfica de 1 = f '(.r). 

(JUCICl02 

t:Jrr. J.-.¡: a) t-:ncucntn:/ 1(.1"). b)Tract' las grifins dt-/) / 1 en 
t-1 mismo plano dt coordenada, . 

3 /f.,t) • 10 - 15.f 4 /C,.) - 9 - 2<',,so 

5 Consulte la figun pan dc1crnurw c3<b uno de lo s,gmcntc 

•l /(ll b) (/•/)(1) 

79 Me-moría ,m_, A un grupo de cstud1antc1 de escuela 
pnmana se: les Ctl$('"6 la d1\'1SlÓn l;iirga ro una srnl3na, Des­
pués. se les apl icó un examen. El promedio de caltfteae,oncs 
fue de 85 Oc ahí en adclan1c. cilda scm3n;1 se les aplicó un 
examen equ1\ alcntc sin ningun repaso. Represente con n(t) 
el promedio de rahficac.ooes des.pué! de 1 ~ O semanas 
Grafique ca<U 11(1) y dctcnnmc cuál función modela mcJor la 
S1tuac1ón 

1) n(r) - SY' 

2) 11(1) •70+ IOln(t+ 1) 

11 11(1)-86-r 

4) n(t) • 85-15 ln(t+ 1) 

80 Enfri i•11to Un frasco con agua h11'\·1cndo a 212 º F se 
coloca sobre una mu• en una hab11ac16n con tempcnuura 
dc 72 F S, 7l1) reprcsen1a la 1empcra1ura del agua des­
pués de , hon1. gnafique 7l1) y detemunc culil función 
modela mcJOr la s11uac16n 

1) T(t) • 212 - so, 

2) 7lt) ,., 140t-_, + 72 

J> n,l - 21u-· 
4) T(t) • 72 + 10 In (J-40t + 1) 

d) toda r tal que /(.t) := 4 

e) 1oda '"tal que ftt) > 4 

IJ( CICIOS ) 

6 Suponga que / y g son funciones b1Uni,.ocas tales que 
ft2) = 7.ft4) = 2 y g(2) = S Encucntrcd nklr, s1 es posible 

•l u•r'l<7l 

e) <r'•g-')(5) 

b) (/•g-')(5) 

d) <,-• •¡-')(2) 

Ejer. 7•24: True 11 gráfic• de/ 

, 1<,> - 3"' • 1c,.> - m 



9 /(,x) • (l)- 10 /(<) • 3-,, 

11 /(x) • 3-• 12 /(.<) • 1 - 3-• 

13 /(.r) • r.tl 14 /(.r) •½t>' 
1S J(,x) - ,•-> 16 /(,)-,'-• 

T7 /(,)•loco• 11 /(<) • loco (36,) 

19 f(,) • log.(,) 20 /(•) • log. \Y. 
21 /(.,) • log, (, + J) n /(r) • loa:i(4 -x) 

n /(x) • -3 ,.,., 24 /(r) • In l - 1 

F.jer. 2S-26: Eulúr- sin unr ulculadon. 

2S a) losi~ b) log. l e) In r 

d) 6' ' e) loa l .(XX)JMX) f) !Ollofl 

g) ,.,.. 2 

26 •) '°" ,rs b) 1.,., 1 e) kit 10 

el) .... e) log log JO" f) ,, •• 

g) log., 3 

Ejer. 27-46: Rnucln la ttuad6n t ln unr ukuladora. 

27 2"-· - ! 21 31, m•-l - 4-• . ur-• 

31 log..(x + 1) • 2 + log.. (3, - 2) 

32 2 In (1' + J) - In (.,+ 1) • 3 In 2 

n ln(t+2) • ln ,- 2 - lnt 34 kig~-½ 

36 3·• • • 7 

38 lot11 (lr) • log,.r + logi(4 - t) 

4S ¡) log , 1 - log(6 - l'} b) 21og .r • log (6-.r) 

46 a) In k')1 • 16 b) ln f"' 1 • 16 

47 hxprcse log.~~ en ténninosdc logantmosde,,. i y; 
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48 E:xpr-csc log t..-1·1-') + 41og y - 6 log .,/ñ- como un loga· 
ntmo 

49 Encoc:n1rc una fuoclOn exponencial que 1enga 6 como punto 
de 1nU::BCCc1ónron d CJe l'Y paJC por el punlo(I. 8). 

SO Trace la grífte.a de ,t,) = losi(x + 2). 

t:jn. 51- 52: u~ lo,:arilmos ronn111es pan dnpt'jar :r d, la 
ttuad6n ,n thmlnos de J'· 

Sl ' • H>' ~ 10-• 
1 

S2 r•~ 

Ejtr. 53--54: Aprodmtx • •res dfras slgniflu1ha1. 

S3 a) f•ln66 

e) In, • -0.75 

54 a), • log84 

e) ln x • 1.8 

b) 1og x • 1.8938 

d) x•log52 

b) logx • -2 42(,0 

d) .t • ln08 

Ejn. 5~56: • ) t:nrurnltt Co:I dominio ) ~ r:ango d" la rund 6n. 
b ) t:ncucntf"C' la in,·u sa de la fundOn ! t u dominio )' rango. 

SS l • log.ih + 1) 

S7 C~1m1Pnto d bKteri,H El numero de bxtcr1a.s en cieno 
ru.lmo en el ucmpo, (en horas) csd dado por Q(tl = 2(3'). 
donde Q(1) se mide en m1ll:ucs 

~) ¿Cldl es el número de bactcnas m t = O't 

b) Lncucnlrc el número de bacterias de~ de 10 mmutm. 
JO mmu1os y I hora. 

58 lnt«rr (CIIMJul! ito S1 se m, ,cnen S 1,000 • u.na taS3 de 
J.2s• • anual compocslO mmesrralmen1c. é,eual es el pnnc1-
pal después de un aJ\o? 

S9 Dt ,ntf1111, ión yt rJolliactivo fJ yodo mhactl\·o. 1'11. 
que~ usa con frecuencia en cstuchos de r.1strco de la glán­
dula 11ro1dcs, se dcsmtegra segun N = N,(O S)' '• donde N1 es 
la dosis m1c1al y, el ucmpo m dfas 

a) TBCC la grifiea de la ecuación s1 N• =- 64 

b) Encuen1rc la vwb media del 11' 1 

60 PoMacion d. tnach.as Un estanque l'S abast«'1do con 1,000 
1ruchu Tres meses después ~ estima que quedan 600 
l;neocntrc una fórmula de la forma \ = .V.a ' que se pueda 
usar para estimar el numero de trochas restantes después de, 
m=s 
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61 lnl,-rt, corllpuHto ct1t1tinu m-1 ,te D.cz mil dólarn se 
m, 1cncn en un íondo de ahorro en el que el m1c:rb se cap11-:1-
h.r.J1 coolmuamcnle ■ una lasa de 4 7S0 oanual 

a) ¿Cwodo habrá S25,000 m la cuenta? 

b) ¿ Cuanto hcmpo tarda el dinero rn duphc:u-sc en la cuenta'> 

62 Te- ,timen to 1M ~ ttanl- 1n Ln 1790, Den franUm dejó 
$4,000 c:oo 1ru1rucc:1oncs de que pasaran a la ciudad de 
Filadelfia dentro de 200 a/los. E.$1a suma equn11lia ■ unos 
2 millones de dólares en ese: llcmpo. Apro·umc la lllSJ de 
mtcrés anual para el crcc,m.cmo 

63 Cotrirnte •1-ktric.a La comente /(t) en cieno c1rc:u1to cléc­
tnco c:n d 11cmpo,cs1i d3<b por /(t) == ,. ~ u .donde Res la 
n:s1sccnc1a. L la 1nductanc1a e /

1 
la con11..-n1c: m1c1al en , = O 

l:nruc:ntn:d nlordc,. en ténnmosdc l y R.p:anacl cwl /(t) 
es 11,, de /

1
. 

64 lnftm..Jad del M>nido La íómmla del ni\ el de m1cnsKbd 
del sonido eHc = 10 log (11J 

~} Dc-spcJC: / en 1kn11nos de: a y de /1 

b) DcmUl:litrc que un aumento de un doc.1bel en c:J nncl de 
mtc:nsi<bd a c:orn-spc:,ndc ■ 26°1 de aumen10 de la 1ntcn­
s1d3d / 

65 CrKl.mie11to d4 pec~s La kMig11ud L de un pez cs1i relacio­
nada con w edad por mc:dK> de la íónnul;a de crccmuc:nto de 
,·on lkrtalanffy 

l = a(I - /w ") 

donde a, by t son con.s1antc:s pos1w.,-u que <rpendm dcl 11po 
de pez. De esta ecuación dcspc:Je, pan obtcncr una íórmula 
que se pueda usar para cs11mar la edad de un pez • partir de 
una medición de longmd 

66 .i.1 afft rr,•1T"11cttnelot tt l:.nlarq;lÓnocs1edcl!sta• 
dos Unidos. el á1n A (en m11) af1.-aada por un tmemoio está 

n:bc1onada con la magn11ud R del tctTCmo10 mediante la fór­
mula 

R = 2.J log (A + 3000) - 5.1 

Despeje A c:n 1trm1nos de: R 

67 Area lit t~ en ti -,te Consulte c:J C:Jc:rc1no 66 
Para c:I ~te de E5'ados Unidos. la íónnula de árca-n\3gn11ud 
tiene la forma 

R = 2.J log(A + 34,000)- 7.S 

S1 A es el írc:a aíttl3Cb por un tcm::mo10 de ll\3gnllud R en 
el oeste y A. es el área aíccl3da por un 1c:rrcm010 s1n1113J' c:n el 
este, cnc~ti-c una fónnula para A 1A! en 1énmnos de R. 

68 Área el,., titrremotot H los Ntadi .i diil centro Consulte c:J 
eJC'f"Cteto 66. Para los c,lados de las Rocallosas y del c:c:ntru, 
hl fócmula de :\rca-magn1tud ucnc la ronna 

R = 2.J log U + 14,000) - 6.6 

S, d 1cnemoio llene un3 nl3gn111Kl de 4 en la escala de Rtch. 
ter, estune el área A de la rc:g1ón donde se scntinl el tcrrc­
moio 

69 Pf'l' .au-.o,íffin l:.n c1C'ltlls condiciones. la pre-
sión 11mosícnca I' 1 una ahura h esta dada por la fónnula 
p == 29e •-- Exprese h como func:t6n de¡, 

70 Y1 id.ad d,, un cah•h Un cohete de mas.a m
1 

se llena 
de combumblc con masa 1nic1al m,. S1 se dcsprc:c1an l:H 
fuer-las de fncc1ón. la masa total m dct cohete en el 11cmpo 
, después de la 1gmción cs1á relacionada con su ,cloc1d~ 
tscc:ndc:n1c ,, por medio de: 1· - -o In "" + h, donde a y 
h son c:01utantcs En el IJcmpo de 1¡mc1ón t = O. 1 = O y 
m = m

1 
+ m1. Al agotarse el rombuS11blc. m = mr Use esta 

mfonn:tc1ón para cnc:on1rar una fórmula, en témunos de un 
logantmo, para la ,c:Jocidad del cohete: al agoiarsc:le el com• 
bustiblc 

n fn-<111 11 h rren- ,101, Sean c:I nunw:ro promt.'(ho de 
1cn-emo1os por aAo que ocncn nugn11odcs entre R y R + 1 c:n 
b, estal:I de RK:hlc:r Un:i. fórmula que apro:<un:ii la rc:lx1ón 
entrcnyRC:!li 

log11 = 7.7 - (0.9)R 

a) DcspCJC: nen tbmmm de R. 

b) Encucn1n: n s, R "' 4. S y 6 

n E,.. ,,j~s•1flltc:1 La cncr¡ia E(c-n ergios) l1bc:rada dur.mtc un 
terremoto de mag,rutud R se puede: apro:<unar con la fómiula 

logE = 114 + (1S)R 

a) Dcspc,c F. en 1énn1nos de R 

b) l:ncuen1rc la c:nergla hbcntda durante c:l 1crremoto ocu­
rrido íren1e • las rostas de Sumatra c-n 2004, que mll'.l.tó 
9 O en la c-scal:, de Rtchlcr 

73 O...int1 irMI 1ft r~tiv. Cierta sustancia ntd1act1,11 se 
dcstmcgr.i segun la íórmula q(t) = '1," •-• .donde"• es l.1 
canlidad 1n1cial de la sust:i.nc&a y tes el 11empocn dl:n Apro-­
x,mc la , ida ntcd•a de 1:. susunc1a 

74 Crttiml•nta de n1ADs U modelo de: Coun1 es wu (ónnu13 
que K pocdc mar pana predecir la cs1.111ura de n1ftos c:n edad 
prct'.SCObr S1 hes la C'll,1tuna (c:n cenlimctros) y I la c:dtd (en 
2/los), en1onces 

h = 70.228 + 5 10-lt + 9.222 lnt 

para { ~ 1 ~ 6. Por cálculo, la tasa de cn:-c11men10 R (c:n 
cm.al\o) está dada por R = S.104 + (9.22211). Pronostique la 
cs1atuna y rasa de c~c,nuento de un mfto 11p1co de: dos af1os. 

75 Cir-:u,,ta ttl ctrico La comente / c:n cieno c11t·u1to eléc:lnoo 
en el 11cmpo, csi! cbda por 

" I - Rº - ,-"'l), 

donde , , es la fuerza clc<:lromotnz. R la rcs1s1cnc1a y l la 

mductanc:ta. Dcspe)C , 



76 CMt4'1 , ,._... d~I carbi, "10 1' La técnica de datación del carbono 
14 f'C) se uuhza para dctcrmm.:ir la edad de cl<J)CCimcnc, 
arqueol6g1cos y geológicos. La fórmula T = - 8310 In x se 
usa a , «es para pt'OOOS1lcar liii edad T( en aoo5) de un hueso 
fósil. donde res el porccn1.1,e (cxpre$300 corno dccinJ.1.ll de 
''C 1odavia prescn1e en el f&1I 

a) t::s1m,c 1A edad de un hueso fósil que contiene 4•, del ' 'C 
rncontrado en UI\J canudad 1gU3I de carbono en un hueso 
de nuestnn, d1as 

b) Aproi1.1mc el porccntaJC de 11C prcscntc en un fósil que 
llene 10,000ai\os 
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n PtM <le>l'lft Kuia Con base en tasas actuales de n.ac1m1cn• 
10$ y muertes, se espera que la población de Kaua aumcn1c 
con base en la formula .V = J0.7~11:lr, con Nen millones y 
I = O con-cspond1cn1c a 2000 ¿Cu!ntos arios tanbrá la 
población en duphcarsc" 

78 Historia de un t.np.1aj~ Consuhc el cJcn:te10 52 de la scc­
ctón 4 2 S1 un kngU3Je ong11ulmcn1c 1cnla N, palabras 
báncas, de lu cll31es N(t) toda\ 1a Nlán en wo, en1onccs 
1\tt) = NJ0.805)', donde el llcmpo I se mide cm m1kmos 
é,Dcspués de cuintos ai\os 1oda\ fa csurá en uw la millld de 
las palabras bis1c.as'~ 

ldQ■i'ii-11 EJERCIC IOS PARA ANÁLISIS 

1 a) T~ la grifia dcftT) = - (.r - I )' + 1 JUOIO con la 
¡rifica de• = í'h) 

b} Anah~ que le ocurre a la g,nifica de,. = / '(.r) (en gene• 

ral) cumdo la gráfic:a de r = A.r) e:s crec1cn1c o decre­
ciente 

e) <,Qué se puede concluir accmi de los punlos de JnlC'fSCC· 
ción de las grificas de wu fünctón y su m\crsa" 

2 Gr,afiqun = (-3)' en ( - 4.7.4 7) por{ - 31, 3 1). Tr3CC la 
gráfica p:trax = O, 0.1, 0.2, ,,., 0.9. 1. Exphquccórno se f'Cla­
cK>na la grófaca coo las gráficas de _1· = )• y .1· = - )• Ademas. 
explique cómo se relaclOllan CStOS f'CSUhadoscon la resln«IÓn 
u > O para funciones cxponcncaaks de la fonna_A.r) -=- d 

3 Cat~naria Consuhc l.a cxphc:aclOO sobrt ca1cnan.u de la 
pigma 279 y la figura 4 de la sc,:clÓn 4 3 

a) Describa la grifica de la ccuactón que se presenta par.a 
ulorcs Cr«ll-OICS de u 

b} Encucn1rc: UI\J ccux16n del cable en la figura. de manen, 

que el punlo más baJO del cable olé a 30 pu~s del sucio y 
la d1fcrrnc111 cn1rc el pun10 nw allo del cable (donde está 
conccudo a l;a 1orrc) y el punto ITW b.lJo sea menor que 
dos pies. siempre que Ju tones están entre si a 40 pies de 
d1stanc'3.. 

4 Consuhc el CJcrc1ct0 76 de la sección 4 4 Exphquc cómo 
rcsoh cr cs1c CJcreic:10 sm usar la fórmula para 13 cantKbd 
total T Prosiga con su soluc,ón y compare su respuesta con 
la que obtU\O usando la fórmula parar 

S En la figura se 1lus1ra una gráfica de ~x) = (In .r),r para 
r > O. El \'llor máximo de Ar) se presenta en r = I! 
a) Los enteros 2 >· ➔ 1,cncn 13 poco oomun propiedad que 

2• = 41. Ikmucstrc que s1 .t' - ,~ para los numcros reales 
pos111,os r y _1·. nnonccs Clnx)·x = (In 1·)1 

b} Use la ¡nífica dc/(una tabla es ut1I) para cncomrar otro 
par de nún'ICl'OS reales,- y, (a dos pos1c1oncs dcc:unalcs) 
l.3.les que .r· - ,~. 

e} 1-.xphquc porque muchos ¡>3rcs de números rea le§ sa11sfa­
crn la ecuación .t' = ,~ 

EJERCICIOS 

0.1 

6 a) Compare b resultados del c1ercic10 .S9 de la sección 4.2 
y el e1erc1C10 43 de 1ti sección 4.3. Lxphquc 13 d1fetenc1a 
entre las dos funciones 

b) Ahora ¡¡u ponga que m\'1cnc du,ero a 8 5' • anual com­
puesto mensualmente ¿Cómo se compara una gráfica de 
CSIC' Cl'C'ClnllCf\10 con las dos ¡;rificas del ,nc,so :1)7 

e) Usando la función dcscnta en el inciso b). cs11nlC mcn• 
talmente las respuestas de los 1nc1sos a) y b) del cJercictO 
43 de la sccctón 4.3. y explique por qué piensa que son 
corrcc:135 ames de cakularlas rcal~n1c 

7 Como 1 = log1 tr') es cqun~lcn1c a , = 2 log1 .r por la ley 3 
de los logantmos, iJ>Or qué no wn iguales las gr:ificas de la 
figura 4a) y b) de la sección 4 57 

a SAi.to IPWluto dt> ,n crf- ,,., hif,ol~ Cuando las ms-
111uc1oncs de créd110 ~i.tan dmcro. c-spcran rcc1b1r un rm• 
d11nicn10 cqu1ulcn1c a la canudad dada por la fómmla del 
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1ntcrk c:ompuesto. El pr-CJllltano .1cumul11 dinero "c:ontn1• 1.1 
anudad ong1nal cuando efectúa un pago mc:ru:ual M que se: 
acumula segun 

l2M{(I + r/12)111 
- 1] 

donde , es la tas.a de interés anual y , el número de ai'los del 
crédito 

a) D1sct',c una f001lula para el ~Ido insoluto U de un prés-
1amo. 

b) Grafiquc el saldo msolulo pan; el crédito hipoteca.no del 
CJCl"CICIO 53a) de la scce,ón 4.2 

e) ¿,C'-"1 CJ el Aldo insoluto después de 10 aro$'.' Es11mc el 
número de aOOI qoc se n«cs1Uln p:ll'll pagar la nuud del 
,m1,mo 

d) Explique las cond1c~ que su grif1Ca debe utlSfllCCI' 
para ser correcta 

e) l:xpliquc la validez.de susresul~ obtc111~ a panirdc 
la grifica 

9 l:.xphquc: ruónraJ vttn se m1crscean las grifica.s de 

1 = 001(1001)' 1 = Y' - 99.rl - IOOx 

Aproltlmc los puntos de 1ntcrs«ctón. [n general, com~ el 
crccnmcnlo de funciones polmonualcs y funciones c.xponcn­
c,alcs. 

10 f:..xphque ruánraJ w•us 5C mter.ccan las &rificas de 

1· =x ) 5Cln '1')' 

Aproumc los puntos& m1cr.sccc16n. ¡,Qué scpucdrcondu,r 
MJbrc el crcc1nuen10 de ) = .'f y 1· = (In 'f)'", donde n Cll un 

entero pos111vo. cuando "1umcnu1 sin lfm1tc? 

11 lncr.mffltot. de 'kltttdo Suponga que comenzó en un tr.1-

b.tJO que paga S-W.000 por aoo En cmco aAos. cst.i prcnsto 
que gana.ni S60.000 por 2do. Dctcmunc la tau cxponcnc1al 
anual de 1ncremcn10 que ~•be esta s11u.aic1ón Suponp 
que l3 m1smn 1353 cxpoocnc1:d de mcrcmcnto con11nu..'lfá 
dun.nlc 40 aftos. US3000 l.1 regh11 dd 70 (pAguu 292), eitunc 
mentalmente su sueldo anu.11 en 40 anos y romparc h11 c.st1• 
m:teión ron un cikulo n.-al 

12 U~n-- -n de tn~r¡;i1 Corm4.."TC estos 1rc.s acon1cc1m1cn-
1os 

1) El 18 de ma)o de 1980, la erupción , olcin1ca del monte 
Sanlil Helena en \\'ashmgton hbcró aproxnMdamcnlc 
1.7 X !0u JOUies de CDCf&la. 

2) Cu::mdo detona una bomba nuclear de I mcgatón, liben 
alrttkdorde 4 x 10" JOUICS dccm-rgia 

3) El ICITenlOlO de 1989 de San Fnmc1soo rc-g1Slf'Ó 7.1 m la 
csc:ala de R1ehlC1" 

a) Rcahcc comparac,onc-s (es decir, ¿,cuinto de un aconte­
c1m1cn10 es cqu1,--alcntc 2 0tro?) en 1Cnn1nos de energía 
libcr.wb (Sugm>nc,a: consulte el eJcrctcm 72 en los cp-

c1c1os de rq>llO del e:tphulo 4 .) Nour lu bombai 1uónu­
cu arroJa<bs c:n la Segunda Guerra Mundial fueron de 
1 k1locón (1.000 bombas dc I k1lotón = 1 bomba de un 
mcgatón). 

b) ¿Qué l~tun en h1 escala de RtchtCf'scria cqu,,alcntca la 
erupción del mon1c Sruua llclcna.? ¿lla habido alguna ,cz 
una lectura 1an alta? 

13 Prorne-dlo Oow-jor 'S El promedio mdustnal Do\.lo•Jonc.s es 
un Indice de 30 de bs m:ayorei empresas de Estados Unidos 
y e, la mcdKb mis común del dcscmpcfto de la,; acciones 
bul"$áulcs en dicho pals. La $1gu1cntc 12bla conu~nc unas 
fcchu de h11m: de 1,000 puntos para el Oo\lo 

........... 
Do,,-Joan 

601000 

7022 44 

80J8 88 

11.014.69 

12,011 .73 

13,089.89 

14,00041 

,■ano 1k días del4k 
Primer cUa d IKHIK6aWtlto 

q•~ st akaué ptt,lo 

10 14 96 

2/13 97 122 

7.16'97 153 

5,399 J5 

10/2006 2727 

4'25 07 187 

7. 19 07 85 

l:.ncuentrc el modelo exponencial para e5COS da1os y úselo 
para predecir cuándo el ind1ec Dow alcaniani 20,000 
Encuentre b tasa anual promedio de ttndmucnto con base 
en el Oow l:..xphquc algunas de bs constdcrac1oncs pnkhcu 
rdac1ona,das con es1os dkulos 

14 Prol"Mdlo N.-sd.lq El Indice compuesto del mercado de 
valon.-s :,,;asd.,q cxpcnmcnlÓ un pcnodo de crec1m1cn10 feno­
menal (que se mueslra en lu Uh1rnn hncas de 12 tabla) 

Proatd .. Priaerdú ,,llltt •• dú• dndt , ..... qHN"ak.au, dK011tfflmk■tOptt\ .. 

I00(1me10) li5nl -
20025 11 13 80 J569 

.SOi 62 4112'91 3802 

1005 89 7111:'95 1557 

1000.56 7; )6,'98 10995 

J028.51 11 13 '99 47S - -
40-'l 46 12/2999 56 

504686 3"900 JI 



~ indice de ma~s tccnológ1cu C'S cons1d~ por 
muchos como el 1nd1cador de cn:c1m1ro10 m.b rip1do m 
todo el mercado de ,·•lores de Estados Unidos. 

l:.ncuentrc un n'IO<klo de regresión cxponcncul pan los 
da!Oi l:.xphquc el llJUSlc del modelo a los datos y algunas 
posibles razones de la calKbd del aJuStc 

lS Poblai K>n lúUI ff't mdill La Oficina del Censo de Estados 
Unidos dt0 las s1gu1cn1cs cs11mac1oncs y prcd.ccioncs de l:t 
poblxaón ,ocal del mundo 

Alo Pobbd6■ 

1950 2,556.518,868 

1960 3,040.617,.514 

1970 3,707.921,742 

1980 4,447.4)68.714 

>---------¡-""990 --
S.274~ - 2000 6.073,265.2}4 

2010 6,838.220,183 ---
2020 7,608,075,253 

2030 8.295.925.812 

2040 8,897.180,403 

------ioso 9,40-4,296,J~ -

cAPfTULO 4 Ecuack>nH expon~nc,.ies y k>g•rlt.mk:~ 321 

a) St.:11 = O ~pond1mte a 1950 y trace los cb1os en l:t 
p:inl.311:1 (-10, 110. 10) por 10. 10••, 10') 

b) Explique: s1 un modelo cxpoocncul o logis1,oo es más 
apropiado y por qUC 

e) l:.ncuentre un modelo del 11poselecc10r\3docn el inciso b) 
y graílqudo con los datos 

d) Con~ en el modelo. ¿a qué St aprox1m:1 la poblxt6n 
después de un largo pcnodo? 

16 faphquc: cuántas soluc:1oncs llene la ccuac.ón 

~ .t+ log.r= ti 

Rcwclu la ecuación !.Wlldo la fórmula de cambio de bue 

17 Encucmrc la función m,cna de /(,t) • k e 1dcnll• 

fique Lu asíntOW. SI las h.1), de la gráfica de ( 1. i:,Cómo se 
relacionan con las aslntotas de la gráfica Jep 



x-4 
1 Pan. /tt) • ~. encuentre f · t 1'). w donumo y rango 

2 Pan,l{.1') = 7 - r .. , s O. cm:ucntrcf'(l'), 1Udo1mmo y rango 

3 S1)1,) = r.8(.r) = lr - J,cncucn1rcifog 1)(5) 

4 Encurntrc las 1n1crsccc1oncs con., y 1 pan~ f) = - (½)" + i 
S Encuentre una función cxponcncl.11 de la forma/{1') = ba + rquc llene asln1ou hon• 

Lontal 1 = 70 e mtcrsctt1ón con c:I CJC .~· en JSO y que pasa por el punto (3. IOS) 

6 La "'da media de una sustancia rad1~1 .. 11 es de 300 atk>s S1 b cantidad 1mc1al es 
q• nuhgrnmos. entonces la can11d:id q(t) rcstamc después dc , a1'os c>1á d:ld:t por 
q(t) = q;f" Encurntn:: k 

7 1) Encucmrc el pago mcnswl de un prémmo de $270,000 11 JO aoo5 si la tasa de 
mtcrts e5dc 7-• 

b} l::ncucncrc el interés IOlal pag2do en cl préstamo del 1nmo a). Use Af • ll(~~ I)' 

donde ,t = ( I + (r 12))1:., Mes el pago mensual, les d monto del priscamo, r la 

tua de mlcrés y t el numero de al\os cfcct1\05 del préstamo 

1 Un articulo que coscó $2 hace treuua al\os ahora cuesta $10 Encurntrc una función 
C'\poocncial scnc1lb de la forma 1· = ufl que modele el costo del anlculo (Apro,umccl 
\'alor de h.) 

9 En 1980 una población era de 100.000 Supornendo que la población se incrementa de 
manera conunua a una lasa de -1•e anual. elabore un pronósctico de la poblact6n para el 
afto 2020 

10 i,Qué cantidad de: dinero. m\cn1do a una 1.ua de m1c-rés de: 4•. anual compl.lCSto conu­
nuamente, debe gcncnr S100.000 después de 10 •i'ios" 

11 Un matcnal nid1achrn 5c dcsmtcgna con11nuamcntc • una lasa de 3.75'• por hon 
Apro;ume el porccnlaJc rcs;1an1c de cualqu,er c:umd~ de nutcnal 1nic1al después de 20 ..... 

12 Rcsuel\a log:(1, + 1) = -1 para , 

13 ¿Para qué valores de , es ,.,..i, " = 2x - J un enunciado \ 'crdadcro? 

14 Rcsll<'h·a C - Dd1 
- F p;1n1 ,. uulmindo toi;arnnw,s de bMc a. 

15 Suponga que el n1\cl de rad1actl\'1dad de un matcruil en Wl campo es cuatro \CCCJ 

m:ayor que el nl\cl de segundad S y el matrnal se d"mtegrn. con base en la fónnula 
,,f(t) = "'•e • , . donde "'• es la canttdad actual en el campo y , el tiempo en :11\os. 
¿Duran1c cuántos al\os estará con1ammM.lo el c:impo? 

16 Rcsucl"-a 10&.,(6- 1') + 10&.,(-.,) = 2para 1' 

17 Rnuch·a loa(, + }) = 1 - loa (.1' - Sl para 1' 

18 Una población d1smmuyc coo b3sc en la formula 1 = lf,e ,.,.,_ donde fes el llcmpo en 
aftos) ,-

1 
la poblact6n OCtU31 e.Cuántos ai'os se ncccs11:an para pcrdcr JO-, de la pobla­

ción actual" 

19 Rcsuch·a(C!" + })(t" - 2 )(4• - 3) = pani :r 

20 S1;1.:r) = log 1', resuelva (f~/ ·./)(x) = O para ,1' 

21 U11hce la fórmula de cambio de base para aproxml.lr la mtcrsccc1ón con el CJC 'I' de 
/1:f) = 2' - 5 1 cua1ro pos1c1011CJ d«1m:alcs 

2l i,Apro."<1m3ciaJna11c: cuin10 11cmpo wdani wui can11dad de dinero c:n tnphcarse 11 se: 
m\ ,ene: a una tasa de s•. anual compuesto tnmcs1ralmcntc" 



lliJ Ángulos 

li-:il Funciones 
trigonométricas 
de los ángulos 

~ Funciones 
trigonom@tricas 
de los nUmeros reales 

fsID Valores de 
las funciones 
trigonométricas 

M Gráficas 
trigonométricas 

[_,_a Gráficas 
trigonométricas 
adicionales 

t,1J Problemas aplicados 

5 
Funciones 
trigonométricas 
La trigonometría fue in-.en1ada hace más de 2.000 aftos por los griegos. 

quienes neccs11aban mélodos precisos para medir los ángulos y los lados 

de los 1nángulo:t1. Oc hecho. b palabra lngonomelrio se dcma de dos 

\OCablos gneg~ tngonon (triángulo) y nwtnt1 (medida). Es1e capi1ulo 

com11!nL3 con el es1ud10 de los ángulos y cómo se nudcn. A commuación 

se presentan las funciones tngonométncas mediante el uso de 1~ razones 

de los lados de un triángulo recto. Luego de ampliar el dominio de las fun. 

cioncs tngonomé1ncas a ángulos arbitrarios y números reales. se cons1dc• 

rarán sus gráficas y 1:is técnicas p3ra tra.r..arlas que hacen uso de ampluudcs. 

periodos y despl3i:tmientos de rase [I capítulo concluye con una .sección 

de problemas aplicados. 

m 
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Ángulos 

FIGU■A1 

l) ~ 

' 1 

FIGUll:A.2 

Án¡;ulos COlcnmnak:-lli 

En gcomctria. un ángulo se define como el conJunlo de puntos de1cnmnados por 
dos rayos. o semirrectas. J, y Ir que 11enen el mismo punto de origen O. Si A y B son 
puntos en /

1 
y'~· como en la figura 1, nos rcfcnmos al ángulo A OB (que se dcno1a 

<AOB). También puede considerarse que un ángulo tiene dos scgmcnros de recta 
fin11os con un punto de ongcn común. 

En tngooometrfa los ángulos se m1erpretan a menudo como rotaciones de rnyos. 
Cormcn;,an con un rayo fiJO /1, que 1ienc un pun10 de origen O, y gira alrededor de 
O. en un plano. ha.,,a una posición especificada por el royo /r / 1 se llama l:ido lnl­
clal. /, es el lado terminal. y O es el "ért1ce del LAOB. UI can11dad o d1rccc1ón de 
la rouición no están restnng1das de ninguna manera. /

1 
podrfa realizar vanos gtros 

en cualquier dirección alrededor de O antes de llegar a la posición l .. como 1lus-
1ran las ílechas curvas de In figura 2 Por consiguicn1c. muchos ángul~ diferentes 
1ienen los mismos lados mic1alcs y 1enmnalcs. Dos ángulos a.si se llaman ángulos 
eoterminalts. Un ángulo llano es aquel cuyos lados yacen en la nusma recia. pero 
se e~11cndcn en direcciones opuestas rcspcc10 a su \érucc. 

Si se uhhi:a un plano cancsiano (s1s1ema de coordenadas rectangulares). la posi­
ción n lándar de un ángulo se obtiene tomando el \.ért1ce en el ongcn y deJando 
que el fado inicial /1 coincida con el eje .r pos1ll\O. Si /1 gira en dirección ,-011trt1ria 
t1 lav ,nan«illa.v del 11'/oJ hasta la posición 1cnmnal /,. el ángulo se considera posl­
lh o. S1 /

1 
gira en la direc•cilm dt! las ma11ec,Jlm deÍ n>/oj, el ángulo es nt-gallrn. 

Para denotar los ángulos. con frecuencia se usan letras gnL-gas nunúscula.s. como a 
(o/fa). {:J(,Mtt1), 'Y (gamma). O (tlwtC1). d, (/i). ctcé1cra. para dcno1ar los ángulos. La 
figura 3 conlienc trazos de dos ángulos posuhos. a y p, y de un ángulo ncga11\o. -y. 
Si el lado tcmunal de un ángulo en pos1c1ón c~tándar está en un cierto cuadrante. se 
dice que el (i,ig11/o es1á en ese cuadr:mrc. En la figura 3. o eslá en el cuadramc 111. 
fJ en el cuadrante I y y en el cuadrante 11. Un ángulo se llama ánJtulo cuadrantal s, 
su lado tem1inal yace en un eJe de coordenadas 

FIGURAJ Po!.iciónCW.ndardcunlingulo 

Angulo pos.11uo Angulo pos11l\ o Angulo Mgall\O 

Una unidad de medida de los ángulos e~ el grado, El ángulo en posición cs1án­
dar obtenido por una re\0lución completa en dirección contrnria a la de las mane­
cilhis del reloJ nude 360 g.rndos. que se escribe 360º- Por lo tanto. un ángulo que 
mide I grado ( 1°) se obtiene por 1 ,)60 de giro completo en dirección contraria a la 
de las manecillas del r'CIOJ. En la figura 4 se mues1rnn vanos ángulos med,dos en 
grados en pos1c1ón estándar sobre s,s1emas de coordcnadás regulares. Obsene que 
los primeros 1res 3.ngulos son ángulos cuadrantales 
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A lo largo de nuestro 1rabaJo. una notación como 8 - 60° especifica un ángulo (J 

cuya medida es de 60°. También se le dice Ot1g11/o de 600, en lugar de usar la frase 
más precisa (pero engorrosa) de 11n ú11g11/o qu" 1,e,w """ me,lüla de 60° 

llll'!il•II Cómo obtener 6ngulos cotermlnales 

S1 8 • 60° está en posición estándar. ob1cnga dos ángulos positl\'OS y dos ncga1ivos 
que sean cotcrmmalcs de 6. 

SOLUCIÓN Et ángulo 8 se muestra en posición estándar en el pnmcr dtbuJO de 
la ligurn S. Para encontrar ángulos cotenninalcs pos111,os. podemos sumar 36()0 o 
720° (o cualquier otro m\Jh1plo cn1cro pos111,o de 360°) a 8 p.lt3 obtener 

Estos ángulos cotenmnales también se mues1ran en la figura 5 
Parn encontrar ángulos co1crnunales ncga11,·os. podemos sumar - 360° o - 7200 

(o cualquier otro múltiplo entero ncgtHI\O de 360º) P3ra obtener 

60° + (- 360º ) - - 300º y 60º + ( - 720º ) • - 660°. 

como se mucs1ra en los últimos dos d1buJOS de la figura S. 

+. ++' ~\ + .. 204' 78<r - 66()• 

f \ .( f 

-300" . 
Un ángulo tttlo es la nutad de un ángulo llano y 11ene urua mcd1<la de 9()0, La 

sigu1cn1e labla con1iene dcfi111c1oncs de 01ros llpos especiales de ángulos 

Tr-rml110'°1:i• lhOaidOa Ejr-mpkK 1 
hgulo agudo B O < 8 < 900 12 . 37 

1 ángulo ob1u.10 B 90 < O< 180 95 ; 157' 

ingulO!l complr-mr-nurlos o:, fl a+b = 90 2~y70'; 7°y83 

1 
ingulos suplr-n1entario1. a. JI n + b = 180" 115' y 65 ' ; 18 y 162' 

S1 se requieren medidas menores que el g rado, podemos usar décimas. ccn1é­
s1mas o m1Jés1mas de grado. Por otra pane. el grado se puede dividir en 60 panes 
iguales. llam:ubs minulos (denotados por 1 y cada minuto en 60 partes iguales. 
llamadas segundos (dcno1ados por .. ). Asl. 1° - 60", y I' - 60". La notación 
(J - 73º56' 18• se refiere a un ángulo 8 que llene una medida de 73 grados. 
56 nunutos. 18 segundos. 
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FIGURA6 

Ángulocemral 8 

1 Definición de medida 
1 en radianes 

FIGURA 7 

a) a • 1 radián 

IJmtli:1:1 Cómo obtener lingulos complementarlos 

Encuentre el ;'angulo que es complementario de O. 

1) 8 • 25°43'37'" b) 8 • 73.26° 

SOLUCIÓN Deseamos encontrar 9()0 - 8. Es con,eniente escribir 90° como una 
medida equivalente: 89ºS9'60". 

•> 90" • 89º59'60" 

-º-• 25°43'37" 
90" - 8 • 64°16'23" 

b) 90" • 90.00° 

_8_ • 73.26º 

90• - 9 • 16.74· 

La medida en grados de los ángulos se usa en áreas aplicadas como 1opografia. 
navegación y el diSCOO de equipo mecánico. En aplicaciones ciemificas que exigen 
cálculo, se acostumbra emplear la medida en rodia11e.r. Para definir un ángulo que 
mide un radián l. se: considera un círculo con cualquier radio,.._ Un ángulo c~nlral 
de un círculo es un ángulo cuyo H~rtice esul. en el ccn1ro del círculo. Si 9 es el 
ángulo ccn1ral que se ilustra en la figura 6. decimos que el art'O AP que se dcn01a 
115) del circulo subllcndc 9 o que O es sublendid o por "». Si la longitud de AP es 
igual al radio r del circulo. entonces O tiene una medida de un radián. como en la 
siguiente definición. 

Un radi:in es la medida del ángulo central de un círculo sublemhdo por un arco 
igual en longi1ud al radio del círculo. 

Si consideramos un circulo de radio r, el ángulo a cuya medida es 1 radián 
mlerseca un arco AP de longitud r, como se 1lus1ra en la figura 7a). El ángulo p en 
la figura 7b) mide 2 radianes. puesto que es sublen<hdo por un arco de longitud 2r. 
De modo similar. y en e) de la figura mide 3 radianes. puesto que está subtendido 
por un arco de longitud 3r. 

b) /J • 2 rachants e) l' • 3 rachanci d) ~ • 2,,. • 6.28 rachanrs 

Para obtener la medida en radianes correspondiente a 360°, debemos calcular el 
número de ,cces que un arco circular de longitud r se puede superponer a lo largo 
de la circunferencia (,ea la figura 7d)). E.stc número no es un entero. ni siquiera un 
nUmero racional. En v1s1a de que la circunferencia del círculo es 21Tr. el número de 
\.CCCS que pueden superponerse unidades de res 21T. Por lo tanto, un ángulo cuya 
medida es de 21T corTesponde a la medida en grados de 360º. lo cual se escnbe 360º 
• 21T radianes. Es1e rcsullado da las siguicn1cs relaciones. 



Rtladonts entre grados 
y radianes 

RadianH O 

FIGURA 1 

1) 

2) 

180° • 11 radianes 

1• = 
1
; radián - 0.0175 rad1in 

3) 1 radián • e:·)-57.2958· 

<1 Ángulo< 327 

Cuun</Q se usu lo meduk, en rudw,res de un á11g11lu, no se ind,ctm la.t ,midtKks 
Por lo 1anto, si In medida en radianes de un ángulo es S. escribimos (J • 5 en lugar 
de 6 • S rudia"es No debe cxis1ir confusión en cu:mto a si se cs1á u1ill1..ando una 
medida en radianes o en grados. ya que si 8 11cnc un:1 medida en grados de 5°. 
cscnb1mos () - Sº y no (J - S. 

Lo sigu1cn1c 1abla 1lus1ro cómo cambiar de una medida angular a otra. 

Ombio de medldu angulares 

1 Para conHrtir Multipliquir por Ejc111p&os 

1 de grados• ntthancs " ( ") s .. ISO- 150" • 150° - --ISO- 6 

~---
m• -m•( __.!!_) - ~ 180º 4 

- ~ -
ISO- 7,. 7,.(180') - - - - - - JW 
" 4 4 " 

1 

.!é - -~tso-) -60' 
3 3 " 

Podemos usar las récmcas que se 1lus1ran en la tabla anterior para obtener la 
s1gu1cn1c tabla. que mucs1ra las mcd1c1oncs corrcspond1cn1cs en radianes y grados 
de ,ngulos especiales. 

2ff 3ft' 
T 4 

1
: • 2ff 

Vnrios de estos ángulos especiales. en radianes. se muestran en posición cslán• 
dar en la figura 8, 
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Convertlonde 
mtdkt.as tfl radlaMS 
a medidaJ tn 1,ados 

Las calcul3doras graficadorns licncn algunas caractcristica.s especiales que faciluan la 
conversión de medidas en rachancs en medidas en grados 

Seleccionar el modo de grados. 

Con\c:rt1r la medida en radianes en medida en grados. 

rnaaGJ 4 m 
--(D(ENTER ) 
Comcrt1r una medida en grados decimales 
en grados. minutos y segundos. 

$<25 --(D (ENTER ) 

till!tat•I■ Cambio de radianes I grados, minutos y segundos 

Si O - 3. aproxime O en tém1inos de grados. nunutos y segundos. 

SOLUCIÓN 

(180') 3 radianes • 3 --;; n u 1pl :u-p.• 

- 171.8873· 

• 111• + (0.8873)(60') 

: 171º + 53.238' 

• 111· + 53' + (0.238)(60") 

- ¡71• 53• + 14.28· 

• 111• 53•14• 

apn 11m 

"1' 

1¡-"o! llf 

"'' ,pi 

l#il 4 j ilUI I Cómo exprn.ar minutos y ~gundos como grados decimales 

Exprese 19º4T23" como un decimal. haita la d1czmilés1ma más cercana de un 
grado 

SOLUCIÓN Pu<s1o quc I ' • (¡¡¡)° y 1· • (¡¡¡)' • (.l.;)' 
19°47'23º • 19' + (¡¡\)° + (:;l.i;)' 

- 19' + 0.7833° + 0 .0064° 

• 19.7897" 



5.1 Mguk>s 329 

Los CJemplos 3 y 4 se mancJan fik1lmcn1e con una calculodora graficadora (en modo de l 
grndos). 

Comertir 13 medida en radianes del eJemplo 3 en grados. nunutos y segundos. 

·•-0•­QJ(ENTIR) 
faprtsar el ángulo del ejemplo 4 como un grado decimal 19•-0 "•-CD 23 (~!~(E@':) 

L'klmn,"fft1letmur n: t\/ 1 

l't"lm'1rq11,., rlJ, ~RO 
El siguiente rcsullado especifica la relación entre la long11ud de un arco circular 

y el ángulo central que sub11cndc. 

~ F6rmul• para obt•ner l ngltud d• un orco d,cul,r 

fKlURAt 

GG 

~ 6rmul• por• obt•ner l •ru d• un secto.-d,cul,r 

$1 un arco de long11ud .r en un círculo de radio r subtiende un ángulo central que 
mtde 8 en radmnes. entonces 

,- rll 

O(MOSTRAC ION Un arco 1íp1co de long1tud .r y el corrcspon<hcnte Bngulo central 
O se muestran en la figuro 9a). La figura 9b) mucs1ra un arco de longuud s, y un 
ángulo central 81• S1 se usa la medida en radianes. entonces. ¡¡cglJn la gcometria del 
plano. el cociente de las longi1udcs de los arcos es igual al coc1cn1c de las medidas 
angulares; es decir. 

Si consideramos el caso especial en que 0
1 

1icne una medida de I radián, cn1onces. 
según la dcfimción de radián . .f 

1 
• r y la úlluna ecuación cambia a 

9 
,\ • ¡ · r • r8 

Observe que si O - 21r, la fóm1ula para oblencr la longitud de un arco circular 
cambia a ., • r(21r). que es simplemente la fónnula de la circunferencia de un 
círculo; C • 2Trr. 

Lll s1gu1cntc fórmula se demues1ra de manera similar. 

S1 9 es la medida en radianes de un ángulo central de un circulo de radio r y s1 A es 
el lrea del sec1or c,rculnr dc1cnninado por 6. en1onces 

A • },~9 
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flGUlilO 

(~G) 

flGURA11 

$ 
' 2.5 r:whancs 

143.24· 

4cm 

flOURA 12 

DEMOSTRACIÓN S1A yA, son las ireasdc los liCCI0rbdc las figuras IOa) y IOb). 
respec11, :amcnle, entonces. según la geometr13 del plano, 

Si consideramos el caso cspc,cial de 8
1 

• 21r. entonces A
1 

- ,r,J- y 

Cuando usamos las fórmulas anteriores. es 1mponan1c recordar que se debe usar 
la medida en radianes de 6 en lugar de la medida en grados. como se ilustra en el 
siguiente CJemplo. 

Qll'IJl•Q Uso de las fórmulas de los arcos y sectores circulares 

En la figura 11. un ángulo central 8 es sub1end1do por un arco de 10 centímetros de 
largo en un circulo de radio de 4 ccntimc1ros. 

1) Aproxime la medida de 6 en grados. 

b) Obtenga el área del sector circular dc1erm1nado por (J 

SOLUCION Procedemos como se md1ca a con1muac16n: 

a) s • r8 
s 

0=­
r 

= !p = 2.5 

Esta es la medida en radianes de 6. Cambiando a grados. obtenemos 

b) A • {,~8 

- k4>'(25) 
• 20cm: 

(
180º ) 450" 8 • 2.5 -;- • -:;;- .. 143.24° 

"ll .,~ 

La ,·tloddad angular de una rueda que gira a iyelocidad constante es el ángulo 
generado en una umdad de 11empo por un scgmen10 de recta del ccntm de la rueda a 
un punto Pen la c1rcunfcn..'1lCia (\ea la figura 12). La , elocldad lineal de un punto 
Pen 13 e1rcunfcrcne1a es la d1st3nc13 que P recorre por unidad de tiempo. Al d1v1d1r 
ambos lados de la f6nnula de un arco circular cntN el tiempo t. obtenemos una 
relación entre ,clocidad lineal y ,eloc1dad angular; es decir, 

s r(J . s (J , - r· o.de íormacqu1\alente, , - f 

QiJ I j:.j 1•1·1 Obtendón de las velocidades angular y lineal 

Suponga que la rueda de la figura 12 gira a una , eloc1dad de 800 rpm (re\ oluc1oncs 
o giros por inmuto) 
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a) Calcule la \Clocidad angular de la rueda. 

b) Calcule la \elocidad lineal (en 1n,min y mi/h) de un punto Pen la circunferencia 
de la rueda. 

SOLUCIÓN 

a) Sea O el centro de la rueda y P un punto en la circunferencia. Dado que el 
número de giros por minulo es &OO. y ya que cada rc\-olución genera un ángulo de 
21r radianes, el ángulo generado por el segmento de recta OP en un nunuto 11ene 
una medida en radianes de (800)(21r): esto cs. 

\'elocidad 800 giros 21r radianes . 
angular • 1 minuio · ~ • l6001rrad1a01..-s por minuto. 

Tenga en euen1a que el diámetro de la rueda no es rclevame en el cálculo de la 
velocidad angular. 

b) ,elocidad lineal = radio· velocidad angular 

• (12 in)(1600 1rrad/min) 

• 19.20(hrin/min 

Si con\-cnimos in/minen mi/h. obtenemos: 

19.2001rm. 60min I fl I mi 
--- · -- · -- · --• 57.1 mi/hr 

1 min 1 hr 12 in 5280 ft 

A d1ferene1a de la ,eloc1dad angular. la \elocidad lmeal depende del diámetro de la 
rueda. 

F.jtr, 1-4: Si t i .ingulo d ado ndi t'n posid6n Hl.indar. ob ltnga 
dos j ngulos eottrmin1IH poillhos y d os , 11¡tu los 001trmin1ln 
ntt;ath·05. 

Ejtr. 7.8: Ob1tnga t i .ingulo q ut H 1uplemtn1ario d t B. 

b) 8 - 58.0r 

1 •l 120° b) 135• e) -JO-

2 a) 2-W- b) 315' e) - ISO" 

3 •J 620° b) ~ e) 
. 
4 

4 a} 57<r b) !f e) 
5• 
4 

F.j tr. 5-6: •: ncut nlr? t'I iingulo q ut H complt mt nlario dt 8. 

' a) 9 • ll937'2-'., bJ • - ,3 sr 

• a) fJ • 16•4•53 .. b) 8 • 5.08' 

a a) " - sr1J•sr b) • - 97'1' 

Ejtr. 9-12: C1leult' 11 mt d ida u:ac-ta tn rad ianu dc-1 hgulo. 

b) -&Y' 

10 a) 120"' b) -135' e) 210' 

11 a) -ISO- b) 72' e) 100"' 

11 a) 630• b) 54• e) 95• 

1,:ju . 13-16: Cakult la mt d ld a r u c ia t n gr ados dt l .ingulo. 

13 a)~ b) l~w e) 
3 w 

4 

14 a)~ b) ~ e) 
llw 

4 
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15 •> 
1. 

- T b) 7,r 

16 •> 5• 
2 

b) 9tr 

t: jt'r. 17-20: t:xpmt' I t'n ,trntlno, de- grados. mlnuros y 
J~undo~ rrdondudo al ~ undo mb « runo. 

17 9= 1.51 

17 9 = 6.3 

19 0 = ).1 

20 9 = 4.7 

Ejtr. 21-24: E~·prnt" d ángulo como dcd1111I. rC'dondcado a la 
diu milH ima dt' grado n1:b cercana. 

21 12~16' 

23 262º 1S'31"' 

22 S3º47' 

24 320"7'58. 

Ejer. 25-28: t:~·prt'st" t'I á ngulo t'n tl rminos dt' arados. mlnulot 
) ff1!;Undos, rfltondt'lldo 11 M"gundo mis ctruno. 

25 63.169 

27 3I0.621S· 

26 12.864° 

28 81.7238° 

Ejt'r. 29-30: SI un 1rtodrt"Uhlrdt hl longitud d1da $1ubtitndt 
t'I ángulo «nlnl I tn un círculo, calcult' t'I radio d,I círculo. 

29 ,= 10cm. 9= 4 30 s=3._m, 8=20 

[jtr. 31-32: • ) Calcu~ la lonJtilud del UTO dtl SKIOr 50111• 
brrado "" la figura. b) Calcult' d ,rea dt'I sttlor. 

11 

~ 
8cm 

32 

'-v----' 
9cm 

Ejt'rtldo 3J...l4: a) Calcult' las n1edldu tn radlants y erados 
dt'I ángulo u ntral I subtrndldo por t i 1 n:o dado dt lon¡titud 
i· rn un dn:ulo dt' radio,. b) Calcul, t'I bt'I del SKtor dttcr• 
minado por 8. 

33 &= 7cm. r = -&cm 34 .1 = 31\, ,- = 20m 

Ejt'r. 35-36: •) Calc:ulr la longilud dtl arto qur subtitndt- t'I 
lingulo t'tntnl dado I ,n un circulo dt' di:imt-tro ti. b) Cakult 
t'I ár.1 dfl stttor dtlt'rmlnado por f. 

35 8=50. d = 16m 36 8 = 2.2. d = 120cm 

Ejer.37~38: SI un •rcoclrnlarde 11 longitud d1d1s1ubliHde 
el .ingulo rt'nlral B ,n un circulo, HprHt' ti í na dt'I stt1or 
dt'ttrmlnado por 8 c:omo fundón dt 8. 

37 s = S 38 ~ = 14 

39 M< lch ~ tt. di ,t.,, •n • Tierta La distancia entre dos 
puntos A y H en la lícm se nmk I lo lar¡o de un circulo 

curo ccn1ro C se encuentra en el centro de la Tierra y CU)O 
r.1<.ho ~ 1g1,,1:1I a la d1.stancta de C de la superficie (,ca la 
figura) S1 d d1~mc1ro de la T1crrt1 cs dc aprox1madamcn1c 
8,000 millas, aproxime la d1s1anc1a en1rc A y B si el Angulo 
ACB llene la mcdKb mdKM!a 

•> 60 b) W e) J-0 d) 10 . , 1 

40 MjJ&.1 náutlu R.cmnas.c al cjcrcic10 39 S1 d ángulo ACB 
mide I ', la d1.stanc1a entre A y B es un:t milla náU11c,11. Apro­
xunc el nUmlTO dc nullu 1c:rrcs1rn (c:statutanas) en una 
milla náutica. 

41 Mt"d1 1h HI ido dkta1 ta Remítase al t'JCTÓCao 
39. S1 dos pun1os A y B K cncuanran Kparados por una 
d1s1ancta de 500 millas, citprcsc el ángulo.ACB en radumcs y 
g.-..lo, 

42 Un hexágono está mscnto dcnlro de un cín:ulo. S1 la d1fo­
rcnc1a. entre el áre:a del circulo y el área del hexágono Ci de 
24 m1, uuhcc la fórmula del área de un scctor para aproxnnar 
C'I racho,. del circulo 

43 ÁrH d• una nnt.ana Una \tnlan:a rectangubr mide 54 por 
24 pulgadas llay un hmp1.apar.1bnsas de 17 pulgadas 1nscr­
t:ldo en un brazo de S pulgadas en el centro de la base de la 
,cntana. como se mues1ra en la figura S1 el brll7.o gira 1200. 
aproxime C'I po«cnt.iJc del irca de la vcnuna que hmp1:ri el 
l1mp1ap:uabn.sas 

EJ'ERCICIO 4J 



44 Nwdeodeuntomado Unmoddoscnclllodclnucloodcun 
lom3do es un cilindro circular recto que gira alrededor de su 
CJC. Si el núcleo del lomado 11cnc: un diámetro de 200 pies y 
\Clocidad m:ixm1:1 del v1cn10 de 180 m11b (o 264 lls ) en el 
pcrimctro del nt1clco. 3pro,1mc el numero de rc\OlucK>OCS 
que el nuclco completa cada m1nu10 

4S Ri +n W la n~rn La Tierra gira sobre su CJC una 
\U cat1J 23 horas. 56 mmutos > 4 segundos Apro:umc d 
numero de radia~ que La Tierra gira en un segundo. 

46 Jt-,uc: O-n d 111 Ti ,. Remí1ase al Cjcrcte10 45. H r:who 
ecua tonal de la 11cm n11dc :apro-.1macbmcnlc J.963 .3 millas. 
Calcule la velocidad lmc:11 de un pwllo en d ecuador como 
resul1ado de la ro1ac,ón de l:l Tierra 

Ejtr. 47 ... 8: U-■ rutd■ dt l radio dado gir■ a l■ ,·t locldad lndl• 
nda. 

■) Calcule la \c:loci<bd angul:ar(en rad111nes por mmu10) 
b) Calcule la ,cloc1dad hncal de un punto en la c1rcunfcrcn• 

c1a (en t\,mm) 

47 r:whoS1n, 40rpm 41 DChO 9 1n. 2400 rpm 

49 • -t'K ~n lllt di ,so~ ,s (CD) l· I mo(Of' de a«-ion■• 
m1cn10 de un rcproduclor de CD está controlado pan g1r.1r a 
una ,cloc1d.,d de 200 rpm cuando lec una pista de S.7 ecn­
dmctros desde el ccmro del CD La ,..elocKbd del mo(or ck 
acc1onamiento debe ,..,1nar para que: la lcctun de los dalos 
tenga lug:u- a \ clocldad const:anlc. 

a) Calcule 13 Hloc1d:tdangular(cnDd1ancsp(M'm1nuto)dcl 
mo(Of de IC<:KNWntcnlO cuando Ice una pasta de S.7 ecn• 
1ímctros desde el ccn1ro dd CD 

b) Calcule la \cloctdad lineal (en cms) de un punto en el 
CD que se encuentra a 5. 7 ccndmctrOS del centro del CD 

e) Cakulc 13 ,docldad :ingular(cn rrm) del rno1or de accio­
nam1cn10 cu.indo Ice una pista que cst3 a l ccndmctros 
del centro del CD 

d) Calcule un:t función S que da la \clocMbd del motor de 
accaomn11cn10 en rpm para cualquier radio r en ccntimc­
U'OS, donde 2.] s r s S C)_ ¿Qué IIJ)O de \)ln:.CtÓn CXISIC 

entre L1 ,..ck>c1dad del motor de accionam1cn10 y el racho 
de 1a pista que se cstá lC)cndo., Compruebe su rcspucs1a 
traiando una grifaca de S y calculando bs \ docubdcs de 
r; 3yr; S.7 

50 ltftl M"l'1 d~ wn '" r41tico Un ncumit~ 1lpll.-o de 
W1 1utomóv1I compacto mide 22 pulgadu de d1ámc1ro S1 
el 11u1omch1I \J3ja :11 una \cloc,dad de 60 m11'b, c■lculc d 
numero de rcvoluc~ que el neum:iuco rcah:a por nunu10. 

51 MIi -tt d llf'II Unn1:1lxa1egrandcdclp1ndcd13mc. 
1ro se usa par:i lc\anlJr carga, como se: muei.1ra en la figur,1 

a) Calcule la d1stanc.a que se k:, anta 11 car¡a si el malaca1c 
¡1111 a 1111\és de un ángulo de 7rr 4 radianes 

5.1 Ángulo!. 333 

b) Calcule el ingulo (en nwhancs) a tmés del cual debe 
¡ mu el nl.llacate para 1e,an1ar la car¡a dp1cs 

(Jf:RC.ICI051 

S2 Ot il c.On d1 un pM(fulo El péndulo de un reloJ de parro 
mHic 4 pies de l:u¡o y oscila de un lado al otro dcscnb1cndo 
un arto de 6 pulgadas Apro.umc el ángulo (en ¡nidos) a tra­
\.és del cual pasa el péndulo durante una osc,lactón. 

Sl Pt~ 1.d.pi1Ui Un,cndcdor,·endc
1
dosumai\osdcpw..3 

por rebanad:,; La rebaf13dapt'q'U('/KI es-¡; de 1m:11 p,ua e1rcular 
de 18 pul~dcd1imc-tro.y~ \cnikcnS2.00 La reban.1da 

!:t cncssJ ;_ :;Ji':~6 ~:: :z!~:~ se 
S4 ~•mu et. b1clcletH La unidad de engranaje de la 

cadrn:i de ulll b1ci<k13 se mucstl'.I en la figura S1 la rucd3 
dentada de nidio,. gira a tna~ésdc un ín¡ulo de 9

1 
nld1ancs, 

calcule el ,ngulo de rotación c01TCSpond1cntc de la rueda 
dcn!ada de radio r: 

(JUCICIOS4 

SS M-"C c1dl bki• u, Remít-ascalc,crcicio54 Unctehsta 
experto puede alcaru.11r una Hk>ctdad de 40 m1'h S1 la un1• 
dad de engranaje de cadena 11enc r_ ; S 1n. r

1 
- 1 m. y 13 

ructb ucnc un dtimeuo de 28 pulgadas. 4,aprox,madamcntc 
cuintas rc,olucM>nCt por mmUlo de la rueda dentada dclan• 
1m produc,ri una \'eloc1<bd de 40 mL/'h't (Sugnrnoo pn• 
mero co,wicr1a 40 m,~ en 1n,s) 

S6 Ohf,tu&ffl mto ditf pnlo m8'!'1etico El polo oortc geo­
gráfico y el magnélico llenen d1fcmucs ubicac,oocs l:n la 
-=tuahdad. el polo norte magnético se olá dcsp\.az:ando Nle1a 
d ocewlcn1c 0.0017 rad13ncs por ai\o, donde el :ingtdo de 
dcsptazam1cn10 ucnc su ,..·crticc en el centro de la Ttcrra S1 
este mo\·1m1cnto contmúa., c,cu.intos aa\os unbci aproximada­
mente el polo norte ma~t1co en dcspbmro;c un IOUI de 5"? 
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Funciones 
trigonom6tricas 
de los i ngulos 

ffGUU.l 

ftGUll:A.2 

,;,/1 LJb' 
u' 

1r,gunom tr,, :u m,71fJ'!f ,mun , 

qlff' no 1111/1 1rwr ,n l hbro 

' " 
C'\S-1:1.. ,, scc ft 

ha\lJ \(r'S ¡ 

FIGURA J 

Definición de las funciones 
trigonomftricas de un ingulo 
agudo de un t rihgulo recto 

Lr,umr,t •nat 11 p, IIY"l ,n/ar 
prm, ulilddt lc1cAlnc. n 

~011(-fll TO -f. 

Ji,ntf, 501/ lu Jb 'Olura A 
~no Qp ... hp 1 ,i, 1UCi' niJ/n 

Uls funciones tngonométricas se presentar.in de In m:incrn en que se ongmaron 
h1s16ric:imcntc, es decir. como raJ.ones de los lados de un triángulo recto Un trián• 
gulo es un tria ngulo rcct:lngulo si uno de sus ángulos es un ángulo f\.--CIO. Si 9 es 
un ángulo agudo. podemos considerar que un tri3ngulo recto 1ienc a 9 como uno de 
sus ángulos. como en la figura 1. donde el símbolo r especifica el ángulo de 900. 
Se pueden obtener seis razones con las longitudes a, h y e de los lados del tnángulo: 

babtJCC 
e· e· a· D· u· ,; 

Podemos demostrar que cs1as razones dependen sólo de O. y no del 1amai\o del 
triángulo. como se 1nd1ca en la figura 2. En vista de que los dos tnángulos llenen 
ángulos iguales. son similares y, por lo 1anto. las roLoncs de los lados corrcspon­
d1cn1c:s son proporcionales. Por ejemplo. 

b b' a a' !!_ . r 
- • ;7· 7 • ;7· a' 

Así. por cada O. las seis ra.1.oncs se de1emunan de manera única y. por consiguiente. 
son funciones de 6. Se llaman íunciontS trigonomé1riras• y se designan como 
funciones seno. coseno, tangente. co1an~tnte, ncantc y cose-cante, y se abre\ tan 
sen. eos. tan, eo1. stc y ese, respcc1wamcnte. El símbolo sen (6). o sen 6. se usa 
para la nl.lÓn b ·c. que la función seno asocia con 8. Los ,alores de las 01rns canco 
funciones se dcno1an de m:incra sinular. Para resumir. s1 O es el ingulo agudo del 
triángulo recio de 13 ti gura 1, entonces. por dctimc,ón, 

e 
csc 8 • -¡¡ 

u 
cos9= ­

e 

< 
sec8 • -

" 

b 
tan 9 =-;;-

El do1mnio de cada una de las seis func iones 1rigonomé1ricas es el con1unto de 
todos los ángulos agudos. Más adelante en esla sección se ampliarún los donumos 
a conJuntos mayores de ángulos. y en la sigmentc sección. a los números reales. 

S1 6 es el ángulo de la figura 1. los lados del lrhingulo. de longitudes a.by(', se 
conocen como eall'lo ad)acente, n ieto opueuo e hipotenusa. respccll\'amen1c 
Usaremos las abre\ 1amras ady. op e hlp para denotar las long11udcs de los lados. 
Así podremos repn.--scn1ar el triángulo corno en la figura 3. Con e~1a no1nc16n, las 
funciones tr1gonomé1ricas se put.-dcn expresar como sigue. 

sen8 • ~ 
h,p 

cos 8 • ad) 
h,p 

ians - ~ 
ady 

csce - ~ 
op 

scc 9 • h,p 
ady 

COI 8 • ady 
op 

Las fónnul3s de la dclimción prcccdcn1e pueden aplicarse a cualquier triángulo 
rcctlmgulo sin colocaren los lados los ró1ulos u. b. c. Dado que las longitudes de los 
lados de un triángulo son números reales pos1l1\..os, /os mlor<•s de lc,s seufimóo11es 
rrigonomé1ricas .wn pos111,·as para mda ti11g11lo agmla 6. AdcmAs, la hipotenusa es 
siempre mayor que los catetos adyacente y opueslo y. por cons1gwcnte. sen 6 < 1. 
cos O < l. t·sc 6 > 1 y scc O > 1 para cada ingulo agudo 9 
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Tenga en cuenta que en, ,~ta de que 

sene • ~ 
hip 

csc8 • hip 
op 

sen O y ese O son rcclprocos. lo que da las dos 1dcn11dadcs de la columna tLquicrda 
del siguiente cuadro. De manera similar. cos O y M.'C O son recíprocos. lo mismo que 
1anOyco10 

1 
sen 8 = ­

csc 9 

1 
ese 8 =­

-.cnR 

1 coso-­
"" 9 

1 
sec8=­

cos R 

1 
tan8 = ­

cot 9 
1 

coc8=-
1an R 

Otras 1dcn11dadcs 1mportanlcs relacionadas con lns íunciones lrigonomélricas se 
prescn1arán al final de esta sección. 

lfii 'i:Jl•II Cómo encontrar de los valores 
de lu funciones trigonomttricas 

S1 8 es un ángulo agudo y cos 8 • ¡, encuentre los valores de las funciorn..-s tngo­
nométri.cas de 8. 

SOLUCIÓN Para empezar, d1buJamos un tningulo recto que 1enga un ángulo 
agudo 9 con ady - 3 e h1p • 4. como se muestra en la figura 4. y procedemos de 
la s1gu1cn1c manera· 

3~+ (op)? = 42 ma u r-1 1,:ar-.u. 

(opf • 16 - 9 • 7 1 nt' mrndnnr 

op = V7 
S1 aplicamos la definición de l:ls íuncioncs trigonométricas de un ángulo agudo de 
un triángulo recto. obccncmos lo s1gu1cn1c· 

op 7 
sen6 •-""'-

h1p 4 

ádj 3 
cosO • -=-

h,p 4 

h1p 4 
C<ic6=

0
p =V7 

hip 4 
,ec 9 = ádj = 3 

En el ejemplo I se podrian hnbcr racionalizado los dcnommados de C.!>C 8 y 
cot O. escribiendo 

4V7 
cseB•7 

Sm embargo. en la mayoría de los ejemplos y CJert1e1os. dcJarcmos las expresiones 
sm meionalizar. Una excepción a esta prác11ea es la de los ,alon..--s de las funciones 
trigonométricas especiales que corresponden a 6()0, 300 y 45°. que se obtienen en 
el sigu1cn1c CJcmplo 
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FIGURAS 

PIGUll:A6 

UJ.ilJ,¡ZjSi:j! Cómo encontrar los nlores de las funciones trlgonom~trkas 
de 60•, 10• y ,s• 

Obtenga los "atores de las fu11cionc, trigonométricas que corresponden a 8 
a) 0 - 60° b) 0 - 30° c)45º 

SOLUCIÓN Considere un lriángulo equilátero con lados de longitud 2. La mcd1:ma 
que va de un \éM iC( al lado opuesto dl\•idc el angulo en dos panes iguak-s en e.se 

:~~;:,~e::;!~~~ ~í;::~:::1~~f;~;~~~:~:;;:~:~':;:d~er~°cra~ 
las fórmulas de las funciones tngonomélricas de un ángulo agudo de un tnángulo 
rcc:10. obtenemos los valores correspondientes a 60" y 30° como sigue: 

a) "'" 60" • V3 
2 

2 2V3 
cscl,()•aVJ=J 

b) sen JO•• .!.. 
2 

1 
cos60• • 2 

scc60" = 2_ a 2 
1 

cosJO• • V3 
2 

ese JO • • .!.. . 2 
1 

2 2V3 
scc JO" · 73 • 3 

e) Para cncon1rar los valores de O - 45°. consideramos un triángulo recto isósceles 
cuyos dos lados iguales tienen long11ud de 1, como ilus1rn la figura 6. Por el 
teorema de P1tágoras, la longitud de la hipotenusa es V2. Por consiguiente, los 
valores com:spond1cn1es a 45° son los siguientes: 

1 V2 
scn45" • 72 • 2 • cos45" 

csc45• = 1 = V2 = sec45• 

1 
tan45· • - • 1 

1 

1 
cot45•=- • 1 

1 

Como referencia. prescn1amos los valores obtenidos en el CJcmplo 2. ,unto con 
las medidas en radianes de los ángulos, en la sigu1en1e tabla. Dos razones para 
hacer hincapié t.•n es1os \'atores son que son cxac1os y que se prcscnmn con íre• 
cucncia en el trobaJ0 de tngonometria. Debido a la 11nportane1a de estos valores 
cspcc,alcs. es una buena idea mcmon;¿ar la 1abla o aprender a calcular los valores 
con rapidez usando triángulos, como en el CJcmplo 2. 

Valores especiales de las funciones t rlgonomftrlcas 

l fndiann) ,rc..i-1 .... ""' . tan. '°'' -· ..... 
" 30" 

1 V3 V3 V3 2V3 2 - -
6 2 2 3 3 

" 45• 
V2 V2 

1 1 V2 V2 
4 T T 

" 60" 
V3 1 V3 

yj 
2 2V3 

3 T 2 3 J 
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El s1gu1entc ejemplo ilustra un uso pr:kuco de las funciones trigonomémcas de 
los ángulos agudos. Otras aphcac,oncs relacionadas con 1ri4ngulos recios se cons1• 
dcrnr6n en la sección S.7. 

l)IJ!i49•11 C6moulcularlaaltura deun asta 

Un topógrafo observa que en un punto A. situado en sucio nt\clado a una distancia 
de 25.0 pies de la base B de un as1a. el ángulo entre el sucio y la parte más alta del 
as1a es de 30°. Aproxime la altura h del as1a a la décima más cercana de un pie. 

SOlUCION Al examinar la figura 7. observamos que lo que se ncccsua es relacio­
nar el cateto opues10 y el cateto adyacente. h y 25. respcct1,amcnte. con el ángulo 
de 300. Esto indica que debe ut1h7..arsc una función trigonométrica que relacione 
estos dos catetos. es dt.-c1r, tan o cot. Por lo general. es más fácil solucionar el pro­
blema si se selecciona la función en la cual la variable está en el numerador. Por lo 
tanlo. tenemos 

tan 30"' • ~ o. de form.:i equivalen1e. I, • 25 1.:in 30"'. 

Para calcular h u111iZ.1mos el valor de tan 30° del eJemplo 2.-

Y1 
h = 2.S 3 • 14.4 pies 

Es posible aproximar, con cualquier grado de precisión. los 1,,alores de las fun • 
cioncs lrigonométricas de cualquier ángulo agudo Las c.:ilculadoras tienen teclas 
«Nuladas ~. e) y~ que pueden u11li1.arsc para aproxnnar los valores de 
estas funciones. Los valores de ese. scc y cot pueden obtenerse después por mc<ho 
de la tecla del recíproco. Anlt!.f de 1uar m,a l'l1lcu/mlora part1 obrener rnlore.t de 
fu'1C10,re_, q11e correspa,r,km o lo medido en rod10m:.1 de 11n áng11fo ag11do, aregÚ· 
~se de que la colcul°'lora esri t'n modo de radianes. Poro w1lore.1 corrrspomlien• 
tes o las med,dt,s en grados. uleccione el"'°''° de grüdo.f. 

Como ilustración (,ca la figura 8), para oblcner sen 300 en una calculadora 
1ípica. colocamos la calculadora en modo de grados y se usa la tecla ~ para 
oblener sen 300 - 0.5. que es el , ·alor exacto. Usando el mismo procedimiento con 
60°. se obtiene una aprox1mac1ón decimal a \/J/2, como 

sen 60° ~ 0.8660 

La mayoria de las calculadoras dan una prt.-cisión de ocho a d1e1 decimak-s para 
cs1os valores de funciones: sm embargo. a lo largo del hbro. por lo general se usa­
rán ,atores redondeados a cuatro pos1c1oncs decim.'lles. 

l'am determinar un 1,,alor como cos 1 .3 (vea la figura 9), donde 1.3 es la medida 
en radianes de un ángulo agudo. colocamos la calculadora en el modo de radianes 
y usa la tecla~ para obtener 

cos L3 ~ 0.2675 

Para scc 1.3. podemos obtener cos 1.3 y luego usar la tecla de reciproco. por lo 
general rotulada® o 0 (como se muestra en la figura 9). para obtener 

sec 1.3 • -
1

- .,. 3.7383. 
cos 1.3 

Las fónnulas incluidas en el cuadro de la siguiente página son. sin duda. las 
iden11dadcs más 11nponan1es en trigonome1ria. debido a que pueden usarse para 
simplificar y unificar muchos aspcc1os diferentes de la materia. Debido a que las 
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lVatuaclón de potendu 
delufurKlonn 
trl&oncMMtrkal 
(en modo de cr..tos) 

íónnulas son panc del fundamcn10 del 1rabaJO en 1ngonome1ria. se llaman 1<knti­
da1."'5 fimd111ne11tolt!5. 

Tres de las identidades fundamentales requieren cuadrados. como (sen O)! y 
(cos O): En general, si II es un entero diferente de - 1. una potencia como (cos or 
se escnbc cos• 8. Los símbolos sen 1 8 y cos ' 8 se rescrwn paro funciones 1rigo­
nométncas 1n,cr..as. que estudiaremos en la sección 5.4. y con mayor detalle en el 
siguiente capílUlo. Con este acuerdo en la notación. tenemos. por eJcmplo. 

e~ O• (cos 8): • (cos 8)(cos O) 

tan' O• (tan 0)1 • (tan 8)(tan 0)(tan 8) 

scc' o• (sec 6)' • (sec 9Xscc 9Xscc 9Xscc 6) 

Es ncccsano tener precaución cuando se C\'alüan las potencias de las funciones tngo-
nométricas/:n las calculadora!i. Por ejemplo, considere la expresión con sen2 30°. Dado que 
~n 30' • i· tenemos 

sen~ JO• • {½}! =- ¾ 

Por la fonna en que la expresión está escrita en la pnmera emra<b de la siguiente pantalla. 
se esperaría que b calculOOOf"ll C\'aluara JO: y luego obtuviera el seno de 900°. y eso es lo 
que ocurre. Sm embargo. esperarfamos lo m,smo en la segunda entrada, donde la calculadora 
Tl-83,4 Plus da el valor de Sc..--n2 30 . ror lo tmlo, en el futuro. para c,·aJuar sen: 30°, se ui..ará 
el fonn:no que se mues1ro en la 1ercera entrada 

s1n <.<..,)cJ'J 
0 

$ Ín(30)> 
. 25 

(sin(30))2 
. 25 

A contmuaeión se presentan !odas las 1dcn11dadcs fundamentales y luego se 
explicarán las dcm(htraciones de las mismas. Estas identidades son ,álidas para 
cada ángulo agudo O. y O puede adoptar varias formas. Por cJcmplo. usando la pri­
mcm 1dcn11dad pitagórica con 8 - 4a. sabemos que 

sen~4a + cos1-kr - 1 

Más adelante mos1mremos que estas 1dent1dades también son válidas para otros 
ángulos y para los números reales. 

Las identidades fundam@ntalH 
l ) tas ldtntldades redprocas: 

l l csco - - seco - -
scn8 ~ 8 

2) Las idtntidadt'S tangtnlt y cotangente: 

l 
eo10 - ­

rnn 8 

sen8 ~ 8 
tan O - - cotO - -

cos 8 sin O 
J) l...as Identidades pitagóricas: 

scn!0 + co<i2 O= 1 1 + tan: 8 = scc1 8 1 + coci O= csc1 O 
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O(MOSTA.\CIONlS 

1) Las 1den11dodcs recíprocas se cs1ablec1eron antes en csra sección. 
2) Para prob;n la 1den1idad tangente. nos rcm1t1remos al triángulo recio de la figura 
10 y usaremos las definiciones de las funciones tngonométncas. como sigue: 

tan 8 - !!_, - b/c - s.en 8 
a a/e cos8 

Para venficar 13 1den11cbd cotangenle, usaremos una 1dcnt1dad n..--cipmca y la uien­
tidad tangente: 

cot B • ___!__ "" __ I_ ~ ,.. eos B 
tan 8 sen B/cos 8 sen 9 

J) La5 iden11dades p1mg6neas se llaman asi por el pnmcr paso de la s1guicn1c 
dcmos1rac16n. Rcnulléodonos a la figura I O, oblcncmos 

lr+a1 -r 

(~)' + (~} - (~)' 
(M!n 11)' + (cos 8)' = 1 

sen= 9 + cm,: 8 - l. 

Podemos usar esta identidad para "criticar la segunda 1den11dad pitagórica como 
sigue: 

scnz9 + cos? 9 1 

cos1 B - cos1 8 

sen2 8 cos1 8 1 

cos2 8 + cos1 B = cos2 8 
el.: on Q1U1Vah:n1c 

(senº)' (cos º)' ( 1 ) ' 
eos8 + cos8 - cos(J 

tnn1 8+ 1 - scc2 8 

Para demostrar la 1ercera 1dent1dad p11ag6rica. 1 + cof 8 - csc1-6. d1v1d1mos ambos 
lados de la identidad sen: 8 + cos1 6 - 1 entre sen: 6. 

Podemos u11htar las identidades fundamentales para expresar COOa función tn­
gonométnca en témunos de cualquier otra función trigonométnca. En el s1gu1cnte 
CJcmplo se proporcionan dos 1lustrac1ones. 

Dll'IQl•I I Uso de las Identidades fund1mentales 

Sea (J un ángulo agudo. 
a) Exprese sen 6 en ténninos de cos (J 

b) Exprese tan (J en términos de sen (J. 

SOLUCIÓN 

a) Podemos proceder eomo sigue: 

scn1 0+cos1 0 - t 

sen2 9 • 1 - cos1 9 

sen 8 • :V'! - cos1 9 

sen O• \!1 - ros! 8 

&Jp1ta 
;unossc, V 

1,,."tnOS 1.f.i.. • .:J,; 

or ir 

(com,mía) 
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Más adelante en esta sección (CJemplo 12) consideraremos una simphficación rela­
cionada con un ángulo no ttgmlo 6. 

b) S1 comen1.amos con la 1dcnt1dad fundamental 

seno 
tan8•-. 

cos 8 

lo ümco que falta es expresar cos 8 en tém1inos de sen 9. Para ello. resolvemos 
sen: 9 + cos: 9 - 1 parn cos 9 y ob1cncmos 

C<b 8 • \/1 - sen1 9 para 0< 9 < f 
Por lo tan10. 

scu8 sen O -,,. 
tan 8 - cos 9 • Vi - scn! (J para O< 8 < T 

Al igual que con las man1pulacioncs algcbr.ucas, se puede bnndar apO)"'O numérico 
fl los re,:ult.ados de las mnmpulaciones tngonométricas med1an1c el ex11men de una tabla 
de ,atores. Las s1gu1en1cs pan1allas mucs1ran que el resultado del CJemplo 4a). en el que 

sen 9 • Vt - cos~ 9 para fJ agudo. se susrcma con la igualdad de Y, y Y~ en la 1abla de \.-alo-
res ~elcccionados. El soponc gráfico se analizan\ más adclan1e en el hbro. 

Plf.tt Pl+t2: PltO 'rNt~t::a X v, 
,v,a11n<X) 
iSzS <1-<cos<X» o b =!~ 

. .. 
)O 

• .Hll2 

:¡m¡ 
• .un2: ., 

,Y,= 
'"'"ª ,Ys"' 
,Y,= 

~Pnt: 
Pend: fill ~:t ¡¡ .. . u, 

1 
:iii:l 
1 

t Ss.in(X) 

Las 1dcnt1dadcs fundamentales a menudo se usan para simplificar expresiones 
relacionadas con func1oncs tngonométncas, como se 1luslr.\ en el s1gu1cnte eJemplo. 

IIJll:JB:D: DemostrKión de que una ecuación es una identidad 

Demuestre que la siguiente ecuación es una 1den11dad mediante la transformación 
del l3do 1zqu1crdo en el lado derecho: 

(sec(J + tan 8)(1 - sen O) - cos 6 

SOLUCJON Comel\Z3nlOS con el lado ilqu1crdo y procedemos como sigue: 

(seco+ 13n 0)(1 - sen O) - (~ + senº)c, - sen8) 
ros 6 cos 9 

• (1 
+ "'"º)c1 - sen O) 
cos 8 

1 - sen' 9 -~ 
cos1 8 

• cos 8 

- coso 

nuluplk:amot 

•• • 1 

• • 
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Ex:i1mmemos el resultado del eJemplo 5 desde el pun10 de vista numénco Asignamos 
el lado i1.qu1crdo a V

1 
y el lado derecho a V

1 
y creamos una 1.abl11 de \'11.lores para O - 00 a 

6 - 900. Obsc"'·e que los ,..alorcs de V1 y Y1 en la tercera pantalla son iguales, c."<ccpto por 
e - 90° El mensaje de ERROR ocurre porque sec 90"' y tan 90º no cs1an defin1dru. 

PI.U Pl+t;I: PltU: 
Tb'iSt.~t.~0 

. v 1 v, ,v, B( l /GOs()()+t.a . 1 1 
r,<X»< 1-sin<X» 
,Y;i:Sc.os<X> 

oTbl•15 

&.~~: H ~:~ 
¡¡ :JBH 1:JU ,y)D. 

,v .. = 
,Ys• ,y, . 

" .. 
~ iHw, :ls11i • ,. 

Existen otras formas de simplificar la expresión del lado izquierdo en el 
CJcmplo S. Podríamos multiplicar pnmero los dos factores y luego s1mphficar y 
combmar los témunos. El mé1odo que emplc.1mos (cambiar todas las expresiones a 
otras que sólo incluyen senos y cosenos) a menudo es útil Sm embargo. esa 1écmca 
no siempre conduce a la simplificación más cona posible 

En lo succsl\io. usaremos la frase ,·erificar 1mo identidad en lugar de demos­
"'" que 1ma ec,wció,i tJ """ idemidad. Al comprobar una 1dent1dad. con fre­
cuencia usamos identidades fundamentales y manipulac,ones algebraicas para 

simplificar expresiones, como se hi1.o en el ejemplo an1erior. Como ocurre con 
las identidades fundamentales. cn1endemos que una iden1idad que con11ene frac­
ciones es váhda para todos los valores de las \ anables de 1al modo que ningún 
dcnonunador es cero. 

lliitiJU#·I Comprobación de una Identidad 

Compruebe la siguiente 1den11dad transfonnando el lado i7.qu1ef'do en el lado derecho: 

1ane+cm,O ----= sec 8+ 001 ( -·· 
SOLUCIÓN Podemos transfonnar el lado 1zqu1crdo en el lado derecho como sigue: 

1ane+cose t:me cose ---- - -+-
sen8 sene sene 

- ~+cOl8 
seno 

sene 1 
• -·-+coto 

cos8 sen B 
1 

- -+cOIB 
cos 8 

• ~c8+coi8 

1dn11dadcs 1ang, nlc 

, "º' :11(nlc 

¡tia Je "º' nli:s 

,.:in1;damtK "ºs H 

En la sección 6. 1 ,enficarcmos muchas otras identidades usando métodos s1m1-
larcs a lo) que se u1iluan en los ejemplos S y 6. 
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FIGURA 11 

FIGURA 12 

r' 

1/ll OJ o 

Debido a que muchos problemas aphcados se relacionan con ángulos que no 
son agudos, es necesario ampliar la defimc16n de las funciones trigonométricas. 
Para hacer esta ampliación. usamos la posición estándar de un ángulo 8 en un plano 
cancsiano. Si 8 es agudo. tenemos la situación que se ilustra en la figura 11. donde 
hemos seleccionado un punto P(:r. y) en el lado tcmunal de 8 y donde ,/(O. P) - r 

- Vr + J .2 . Rem1t1éndonos al tnángulo OQP. 1enemos 

op \' ady X sene - --=- - ~- cos9 • -:- •- y 
h1p r h1p r 

op _\' 
tan9 • ady • \' 

Ahora deseamos considerar los tipos de ángulos que se ilustran en la figura 12 
(o cualquier otro ángulo. sea posiuvo. negau"'o o cero). Obser'\e que en la figura 12 el 
valor de t o y puede ser negalivo. En cada caso. el ca1eto QP (open la figura 11) 
1iene longitud !)~. el cateto 0Q (ady en la figura 11) tiene longitud µ1. y la h1pole• 
nusa OP tiene longitud r Definiremos las seis funciones trigonométricas para que 
sus valores concuerden con las p~scntadas antes. siempre que el ángulo es agudo. 
Se sobrentiende que, s1 se presenta un denomm&dor cero. el ,alor de la función 
cOtTCspond1ente no está definido. 

(J t O) 

o o " -► 

' 

Definición de las funciones Sea 9 un ángulo en posición estándar en un sistema de coordenadas rectangulares. y 
trigonomftrlcas de cualquier sea P{:c. y) cualquier punto diícrente del origen O en el lado 1erminal de 9. 

Angulo 
Si d(O. P) = r = v?"""+?. entonces 

,. 
sen8 • ~ 

X 
cos9 • ­

r 

,, 
tan 9 •-=;- (sir" O) 

r r :e 
csc9 • - (si,· 9'0) scc9 • - (sir9'0) cot8 • - (si,,60) 

y ' y 

Podemos mostrar, usando triángulos similares, que las fómmlas en es1a dcfi• 
mción no dependen del punto P(x. y) que se chgen en el lado 1em1inal de 9. Las 
1dent1dadcs fundamentales. que se establecieron para los ángulos agudos. 1a.mb1én 
son , áhdas para las funciones trigonométricas de cualquier ángulo. 

Los dominios de las funciones seno y coseno consisrcn en su 1otalidad de ángu­
los 9. Sm embargo. tan 9 y sec 9 son mdefinidas si x • O (es decir, si el lado ter• 
minal de 9 csrá en el eje y). Por lo tanto, los dominios de las funciones 1angcntc y 
secance constan de todos los ángulos excepto los que tienen la medida en radianes 
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(7r 2) + 1rn para cualquier entero n. Algunos casos cspc-cinles son: :t1T'2. :!:31r/2 
y :!:51r/2. Las mcd1dns en grados corrcspond1cn1cs son: :!:90º. :!:270° y !:450'1. 

Los dominios de las íuncioncs cotangente y cosecan1c const:m de todos los 
ángulos, excep10 los que tienen y - O (es decir. lodos los ángulos excepto aquellos 
que uencn lados 1cm1maks en el CJe x). Estos son los :h1gulos que miden 1m en 
radianes (o que nudcn 180° · nen grados) para cualquier cn1cro n. 

Este análisis de dominios se ~umc en la s1gu1cn1e tabla. donde n denoca cual­
quier entero. 

h•rl6n 

~no. cfldaángulofJ 

tangente-, 
cada ángulo 6 excepto 9 = i + 1rn = 90º + 180'· n 

eo1angmt('. elkb ángulo 6 excepto 9 = "" = 180 • ,, 

r ara cualquier pun10 PC,:r, y) en la definición anterior, \.r1 :s: r y M :s: ro. de forma 
cqm.,alcnic. j.x/rj :S I y Li· '1 :S l. Por lo 1nn10. 

¡sen 9 :s: l. [cos (JJ ::s- l. jcsc 8 ~ 1 y 1sec 8 i?: 1 

por cada 8 en los domm1os de estas funciones. 

üli'ial•M Cómo encontrar los valores de las funciones 
trlgonomftricas de un Angulo en posklón esUndar 

S1 8 es un ángulo en pos1c1ón es1ándar en un plano cartesiano y si P(,- 1 S. 8) esu\ 
en el lado 1cm1inal de O. ob1cnga los \alorcs de las seis íunciones 1rigonomé-1ricas 
de 8. 

SOLUCIÓN El punto P(- 15. 8) se muestra en la figura 13. Aplicando la definición 
de las funciones 1rigonométncas de cualquier ángulo conx - - 15,_, - 8 y 

r • V,' +>' - V(-15)' + s' - v289 - 11. 

r ob1cncmos lo siguiente: 

' 8 scn8 - ~ - -
r 11 

, 15 
cos 8 - - - --

' 17 

,, 8 
tan 8 - ._. - --

,;- I S 

r 11 esc a- - - -,, 8 
r 11 

scc o- - - - -:, IS 
1" 15 coto - - - - -
\' 8 

lill'lii•l·f Cómo encontrar los valores de las funciones 
trlgonomflrlc.as de un Angulo en posición esUnd.ar 

Un ángulo 8 está en posición estándar. y su In.do 1enmn3J yace en el cuadrante 111 en 
la recta y - 3x. Obtenga los valores de las funciones tngonomé1ricas de O. 

SOL.UCION La gráfica de ,r - 3..r se muestra cu la figura 14.Jun10 con los lados 
inicial y 1cm11nal de O. Dado que el lado terminal de 9 se encuentra en el cuadrante 
111. para empezar sclccc1onamos un ,·alor negativo comcmemc de x, por CJcmplo. 
x - - 1. 

(co,11mú,,) 
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flGUIIIA1S 

,. 
T 

o 

PO 1 

S1 sustttuunos en v - )x nos da l- - 3(- 1) - - 3 y. por lo tan10. PC,- l. - 3) está 
en el lado tennmal. Aplicando la defimc16n de las funciones tngonométncas de 
cualquier angulo con 

r --1. ,· =-3 

nos da 

,- Vr' + ,, - V(-1)' + (-3)' - v'iii 

3 
sen8 • -vio 

v'io 
csc 8 • -3 

-3 
lan8 - - - 3 

-1 

-1 1 
COl8 - - - ­

-3 3 

La definición de las funciones trigonométricas de cualquier ingulo puede apli­
carse s1 O es un ingulo cuadrantal. El procedim1en10 se ilustra con el s1gu1ente 
ej<..•mplo. 

lllf,íll•l·I Cómo encontrar los valores de lu funciones 
trigonomftricas de un jngulo cuadrantal 

S1 O - 3fl' 2. ob1enga los valores de las funciones lrigonométricas de 8. 

SOlUCION Tenga en cuenta que )'lT/2 - 2700. Si O se coloca en pos1c16n es13ndar. 
el lado tenninal de O coincide con el eje I negali\o, como se muestra en la figura 
15. Para aplicar la definición de lu funciones trigonomé!ricas de cualquier ángulo. 
podemos clcgirc,w/q111erpunto Pen el lado tem11nal de O. Para s1mpl1ficar. usamos "º· - 1). En es1e coso.,\" • º· y • - 1. r • l. y por lo tanto. 

3'" -1 )'TI' O scnT • ¡ - -1 cos2 - 1 - O 

ese~ • ....!... . _, eo1~ • _Q_ • O 
2 -1 2 -1 

Los funciones tangente y secan1e no están definidas. puesto que las expresiones 
sm sentido tan 6 - (-1) O y sec 6 • 1 O se presentan cuando sus1itu1mos en las 
íónnulas correspondientes. 

Dctemunemos los signos asociados con los valores de las funciones 1ngonon\é. 
tricas. Si O está en el cuadrante 11 y Pf.x,y) es un punto en el lado 1enninal. enlonces 
.'C" es negativo y y es pos1t1\0. Por cons1gu1en1e. sen O - yr y ese 6 - ny son posi• 
11,as. y las 01ras cuatro íunciones tngonométneas. las cuales 1oda.s con11cncn x. son 
ncgat1\as. Examinando los cuadran1es que quedan de manera snnilar. obtenemos 
In siguiente 1abla 

Signos de las funciones trlgonomf'trkills 

CuadrHII' qu, ► uocloan ► ■atMNln 
l'O■tWnC' I •f'J:•lh a, 

IV OOS. M:C" sen, e.se. lan. COI 



FIG•IIA~ 

f'unc1on~ 1ngonomé1nc.u pos:111vas 

Sen 
ese 

Tan 
Cot 

Todas 

Cos 
Sec 

s.i functonnlllg0n0mttr1casdel05attgul05 3 4 S 

El diagrama de la figura 16 puede ser útil para recordar los cuadr:intcs en los que 
las funciones tngonométncas sonpos,11rro· S1 una función no se incluye (como cos 
en el cuadrante 11), es que esa función es negativa. Concluimos esta sección con tres 
eJemplos que requieren utth.r.ar la información de la tabla precedente. 

Pii' Wi•llfi Cómo encontrar cuadrante que contiene un iilnguk> 

Obtenga el cuadrante que contiene 8 si tan10 cos O> O como sen 8 < O. 

t SOLUCIÓN Remitiéndonos a la tabla de signos de la figura 16. observamos que 
cos O> O (coseno es pos111\0) si O está en el euadramc I o IV y que sen 6 < O (seno 
es negat1\.0) si 6 es1á en el cuadrontc III o IV. Por lo tanto. paro sa11sfacer ambas 
condiciones, (J 11cne que csiar en el cuadrante IV. 

iili\i)C-111 Cómo determinar los vak>res de las funciones 
trlgonomftrlcas a partir de condiciones prescritas 

S1 :i.en 8 - 3 5 y 1an 8 < O. use identidades fundamentales para obtener los , a lores 
de las otras cinco funciones trigonométricas. 

SOLUCIÓN Puesto que sen 8 • 315 > O (pos1m o) y tan 6 < O (negaU\o). O está 
en el cuadran1e 11. Con la relación sen1 8 + cos1 8 • 1 y el hecho de que cos 8 es 
ncga11,·o en el cuadr.mle ti. tenemos 

cos o - -V't - scrr s = -\/1 - Gr - -v!J. = -i 
A continuación utilizamos la 1dcn11dad tangcnle para obtener 

tan 8 • sen O = ~ = -~ 
cm 8 -4/5 4 

Por último. usando las u.tcn1idadcs reciprocas. ob1cncmos 

1 1 5 
ese 8 • :;en 8 • 3/5 • 3 

1 1 5 
sec O • CO!i 9 • - 4/5 • -4 

1 1 4 
COl8•-•-- • --

tan 8 -J/4 J 

llll'iil'lfi Uso de identid¡des fundimentales 

Vueha a escribir V'cosi 9 + seír 8 + C011 8 t.'1t fom1a que oo sea radical y sm 
usar \Olores absolutos para 1t < O< 21r. 

SOLUCIÓN 

V'cos= 8 + se.ri 8 + cot: 8 • V'1 + coi= O 

- Vcsc'o 
• !ese 81 

Dado que 1t < 8 < 21r. sabemos que O es1:\ en el cuadramc III o IV. Por lo 10n10. 
ese 8 es negatn'O y, pOr la definición de valor absolu10. tenemos 

lcsc O • - ese O 
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ID Ejercicios 

t:ju. 1-2: UR c-1 wntido común pin rc:ladonar IH ,·1r i1bln 
) los ,·aloru. (Los lrii ngulos eslin dibujados a esc-.11111.) los 
lingulos Hl,n mc-didos c-n radlants.) 

1 _____>-1, •l • A) 7 

b) p B) 028 
) 

e) ' C) 24 

d) ' O) 1.29 

•l E) 25 

'¿j, •) . A) 23.35 

b) p 8) 16 

C) X C) 17 

d) ' O) 0 .82 

e) ¡ E) 0.76 

Ejt'r. J- 10: Calcule lot ,1lom de IH srit fundonH trigonoml--
1rku del ángulo 8 . 

[ju. 11-26: Oblc-ng1 los ,alorn c-ucfo.1dtx) J'. 

. ¿::J 13LJ. 17 • 

' 7 

IS · 

14 'º~ 
L__J 

y 
' 

16 ./1 
L__J 

' 

Ejrr. 17-22: Obl.n,ta los nloruc-nclos de las fundonH trigo­
nomt trkas dc-1 hgulo 1i:udo f . 

17 scn 6 • ~ 18 CO!I f •:, 



n Altvra d• un arbol Un guanb.bosquc. 11. 200 pies de !J. base 
de un.a K-ruoya. obKrva que el ingulo c111rc el sucio y la 
punta del irbol es de 60" hs11mc b ahura del árbol 

24 D1 ,t 1c1a al ,..ont• FuJI lil pico del monte FuJ1 en Japón 
mide aproxmud.amcnte 12.400 pies de :ahura Un est1Khan1c 
detngonometría.a \Ofl:Ui nullasdcd1stancia. obsn-.aquc el 
ingulo cn1re el iuclo a m\cl y el pico es de 30" Eshmc b 
d1stancta del e:s1ud1amc 111 punto en el sudo II n1\cl d1rec1:1• 
mente debajo del pJCO 

2S PI dr1 d1 Ston« ,~ Stoochengc. en IH llanur.u de 
Sahsbury. lngb1ern. se construyó con bloques sólidos 
de p1cdn que pesan más de 99,000 hbras cada uno Para 
k\antar una sola piedra sc ncccs11nron S50 personas. que 
Jalaban la rncdra por una rampa 1nchnada a un ingulo de 9 
Aproxime la d1stanc13 que se nlO\Ía la piedra pan levan• 
1arla a una ahun1 de 30 pies 

26 Altun dt un l•trero pt ,cíbrio Colocado en 1990 y m.1• 
nado en 1997, c-1 \c1mo pubhc1tano más alto del mundo fue 
una ktra I s11Uada en lo aho del edificio de 73 pisos del t-1rs1 

lntcntatc WOf'ld Ccntcr. en Los Ángdc-s A Wlól, d1s1anc1a de 
200 pies desde un pumo d1rttllllm:n1c debajo del letrero, el 
Angulo entre el suc:lo y la punta del lctmo m1 de 78 87 
Aproxime 13 altura de la parte supcnor del letrero 

27 ltHolu1 Qn ~ un t•tt ..:o 10 Dos estrellas que. cstin muy 
cercanas pueden parecer que son una LII capacidad de un 
tclcscop10 para separar las imágenes se llama resolución 
Cuanro menor sea la resolución. mC)Of será la capacidad 
dd 1clcscop10 pan1 separar las 1núigcncs en el ciclo En 
un 1clcscop10 de rcfr.:11cc1ón. la resolución 8 (,ca la figura) 
puede me,orar con una lcn1e con un diámetro D núis 
grande. La relación entre 8 en grados y D c.n metros está 
dada por sen 8 - 1 22>.. D. donde ). es la longitud de ooda 
de la ha en mc1ros. El mayor telescopio de refracción en el 
mundo csti en l.1 Unn ersmd de Ch1c.ago A W\ll kmg11ud 
de onda de A = SSO X 10-' metros. su rt'50luc1Ón es de 
O 00003769 . Aproumc el d1imctro de la leme 

fJUCICIOJ1 

21 ' h ""MorJ Las fases l~.s pueden descnb1rsc ullh• 
¡,,ando el ángulo de fase 8. detcmunado por el Sol, la Lun.a y 
la T lCl'T'a, como s,c mucstr.1 en 13 figura lxb1do a que b Luna 

5-2 FunctonntJtgooomttr1c.asdel051ngUI05 347 

orb11.1 l.:a T1cmt, 8 cambt.:1. durnn1c d eW'SO de un~. El irc:l 
de 1.1 región A de la Luru. qu.c ap3n:cc 1lumma<b pana un 

obscmwJor en la Tierra. cs1d dada por A == 1'11'R1(1 + ros 8). 

donde R := 1080 m1 es el radio de la Luna. Aproxime A para 
135 s1gu1en1cs posi<:1oncs de la Luna; 

a) 8 = O (luna llena) b) 8 = 180" (luna nueva) 

e) 8 = 90° (cuarto cnx1cn1c) d) 8 = 103 

(JfRCV.:1021 

t:jcr. 29•3-': Aprolimc a cuatro poslclonrs dttlmaltt. c-uando 
corrnponda. 

29 a) M:n 73 b) cos 61 

e) ese 105 d) =(-2151 

30 a) tan 282° b) "" (-811 

e) scc 202" d) sen 97º 

31 O) COO (w/13) b) ese 1.32 

e) ros (-8.S4) d) tan~ 

32 a) scn(- 0 11) b) ""(2w/S) 

e) Wl(-rH d) cos 2.4ft' 

33 a) K-n 30 b) sen 30 

e) cos ff'º d) cos • 

3• a) ~n-15 b) scn45 

e) ros (3,r/2}° d) CDS (31r/2) 

t:jcr. 35--38: UJC las ldt'ntidadts pi1agórkas para escribir la 
nprrsión como un cntt'ro. 

35 a) tan! -1/J - .scc: 4/J b) 4uni¡J-4scc!fJ 

36 a) c,;;c-! 3o - cot: Jo b) 3 csc1 o - 3 cot1 o 

37 a)5'C'nl8+5cos: o b) S ...,,, (9/<) + 5 oo,' (9/4) 
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38 a) 7scc1 y -7tan1 y 

b) 7 se<' (y/3) - 7 ian' (y/3) 

[jtr. 3944: Slmpliflqut I• t l.prt",ión. 

scn1 9 + cosJ 9 
39 ----

scn 6 +cos6 

2 - t:lll,, 
43 ,-C'-=-'----

2 csc 9 - s« 6 

40 
scn9-cos 9 

scd8-ros1 9 

44 
csc9+1 

(1/stri 9) + ('~ 8 

Ejtr. 4S-SO: Ust las ldutld•dts fund•mtnlalts par• tscriblr 
I• primna nprnión tn tfrmi1101 dt la ugunda. para cual­
qultr i ngulo agudo 8, 

45 rot B,scnB 46 tan 8,cos 8 

47 KC 8.scn 9 48 ~ 8.ros 9 

49 sen 8. s« 8 S0 COS 8, COI 8 

F.jtr. 5 1-74: \'crlliquc la identidad mtdiantt la lninJform■• 

(Ión dtl l•do Izquierdo l'n t'I lado derttho. 

S1 CO!l 8 sec8 • 1 S2 tan Bcot 6 • 1 

S3 scn8scc8 • tan8 S4 scn8c0(8 - cos 6 

S6 eot8s«8 • csc(J 

57 (1 + ros 29)(1 - ros 28) • sc=JT 28 

SS ros' 28 - sclt 28 • 2 cos? 28 - 1 

S9 ros: 8(socl 8 - 1) • scff 8 

60 (tan8+eot8)tan8 • ~8 

61 
sen (8/2) + cos (8/2) • 

1 
«e (9/2) ""' (9/2) 

62 1 - 2 sclt (8/2) • 2 ros! (8/2) - 1 

63 (1 + scnfJ)(I - scnfJ) . -;-
..,- 9 

64 (l-scñ8)(1 +tan: 9) • 1 

6S s«9-cos8 • uu18scn8 

66 cst 8 - sen 8 • cot (JCO!l (} 

67 scn 8+cos 8 - 1 +rot 8 
kn9 

68 ~ - 1 +1an 8 
e~ 8 

69 (C01 6+ cM.:6)(1an6- scn6) •~ 6- cos8 

70 ro18+1an8 • csc8scc8 

n 1 +cos! 38 - 2csc138- 1 
sed 38 

73 logcsc8 •-l°'sc.n8 

Ejt'r, 75--78: Oblt'nga IM olorn t'Utl0s dt' IH ,:tls fondones 
trigonomitrkH de 8 si 8 tsli en posición ntindu y P tn r l 
lado ltrmlnal. 

7S P(l2, - 5) 16 P(- 8. - 15) 

n P(-2. -5) ,. P(-2. )) 

Ejr r. 79-84: Oblt'ng,1 los nloro: t'xatlos dt' lu nis funclont'S 
trigonomilrlos de 8 si 8 ttti t 11 posición tslhdar y l'I lado 
1un1in11I d t' 8 n1j t'n t'I cuadnintr- r-spedfkado )' sati1flcl' I• 
condidón d•da. 

79 ll,cnlarccta1= - lr 

80 IV;cnlarcc1aJ~•+ S.r = O 

81 IV: en una recia que ucnc pendiente -¾ 

82 111: biseca el cwdramc 

83 111: paralelo a l:1 recra21 - 7.r + 2 = O 
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&4 ll : paralcloalan:crahastaA(l . 6)y8(3.-2) 91 scn9•-TI y s«8>0 

as •> 90' b) O' e) 7w/ 2 d) J ,r 
93 cos8 • -j ) ~n8<0 

86 ;;,) ISO- b) - 90' e) 2n 

94 csc8 • 5 y ro18 < 0 

Ejtr. 87-88: Obt('nga t i t uadran1(' qut tonlltnt B ,1 las tondl• 
do11es dadas son ,·trdadtrH. 

87 a) cosfl > Oyscn9 < 0 

b) sen9 < 0ycot8 > 0 

e) csc8 > 0ys«0 <= 

d) scc8 < 0yurn8 >0 

88 a) 1an9 < 0ycos8 < 0 

b) scc8 > 0yllln8 < 0 

e) ac8>0ycot0 < 0 

d) cos9 > 0ycsc < O 

9S .sec8 - 4 y CSC8>0 

96 scn9 • j y OO!l8 >0 

Ejtr, 97- I02: KtKriba la txprt:SIOn en forma qut no lita radi• 
n i y sin usar,·alorH ahsolu los para los nlorH lndin doi dt>B. 

97 Vkel 9 - I; tt/2 < 8 < ,,. 

98 VI + cot: 9: O < 8 < "' 

Ejtr. M9-96: Ulilict IH ldt nlidadts íundanienlalH para o blf­
nC'r los ,·alorts d t las fundontt lrlgonomttrltH pan IH ton-

99 ~ )w/2<8<2,r 

100 Voci 9 - l. 3•/2 < 9 < 2,r didonH dadn. 

89 1an 8 - -l y scn8>0 

90 roJ9 •.i y cos8<0 

Funciones 
tri1onomjtricas 

de los números reales 

1 
Definición de las funciones 

trlgonomftricas de los nOmeros 
reales 

102 Vcosl (8/2); O< 9 < ,,-

El dominio de c:ub función trigonométrica que hemos estudiado es un conjunto 
de ángulos. En cálculo y en muchas aplicaciones. los dominios de las funciones 
están eompues1os por números reales. Para considerar el dominio de una función 
trigonométrica como un subconjunlo de R. podernos usar la siguiente definición. 

El valor dt una función trigonométrica en un número real t es su ,-alor en un 
ángulo de t radianes. siempre que cxistn dicho valor. 

Usando cs1a definición. podemos interpretar una notación como sen 2.ya sea 
como el seno del número real 2 o el seno de un ángulo de 2 radianes. Como en 
la sección 5.2. si se u1iliLa la medida en grados. se escribirá sen 2°. Bajo es1e 
en1endido. 

sen 2 + sen 2° 
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PIC.URA1 Para obtener los\ a lores de las funciones mgonométricas de los números reales con 
una calculadora, se US3 el modo de radmncs. 

Podemos mterprctar las funciones tr1gonomé1r1cas de los números reales 
geométricamente usando un circulo umtario U. es decir, un circulo de radio 1. con 
ccn1ro en el origen O de un plano de coordenadas rectangular. El circulo U es la 
gráfica de la ecuación :r + ,.: • 1 Sea , un número real tal que O < , < 21r y 8 

deno1a et ángulo (en posición estándar) de la medida en radianes t. Una posibilidad 
se ilustra en la figura 1. donde P(,\,y) es el punto de mtcrsccc16n del lado lcmunal 
de 8 y el circulo unitario U y donde s es la longitud del arco circular de A( 1. O) a 
P(.r, r). Con la fómmla s - rO para la longitud de un arco circular, con r - 1 y 
6 • t . .,.cmos que 

s • r6 • l(t) - t 

Por lo ta1110. t p11L·tlt• co,,sickrnrse lª Sl'U com<, la med,du en mdiunes ,kl ó11g11fu (J 

o como la lo11g1t11d del arco c1rc11/ar AP ,.,, U. 
Acon11nuación. consideraremos c11a/q11iernúmero real no ncga11\0 ,. S1 cons1de• 

ramos que el ángulo 8 de medida en radianes, fue generado por la rotación del seg• 
mcnio de recta OA alrededor de O en d1recc1ón con1rana a las manec1llas del relOJ. 
entonces , es la distancia a lo largo de U que A recorre antes de llegar a su posición 
fin:il P(,x.)) En la figura 2 hemos ilustrado un caso para t < 211: sin emOOrgo. si 
t > 211. entonces A puede ..,¡ajar alrededor de U \'arias \CCes en dirección contraria 
a las manecillas del reloj antes de llegar a P(x.y). 

Si , < O. 13 rotación de OA es en el se11tido ,k las mt1necíll,u del reloJ. ) 1:1 d,s. 
1anc1a que A recom: antes de llegar a P(x, ,-) es ~l. como se ,lustra en la figura 3. 

FIGl •RAl 

9 • t,t>O 

El análisis precedente indica cómo podemos ,uociarco,1 c<t<la número re,,/ 11111 
p1mm ,ínico P(.r . .J') en U. Llamaremos a Pí,.r. _v) el pun10 t n t i drtulo unitario U 
qut corrtspondt a ,. Las coordcnad.:ls (x.y) de Ppucdcn utilizarse para calcular las 
seis funciones tngonométncas de, Emonccs. por la dcfimc1ón de las funciones tn· 

gonométr,cas de los número:,. reales Junto con la definición de las funciones tngo­
nométncas de cualquier ángulo (proporc1on:1eb en 13 sección 5.2). observamos que 

\' ,, 
sen, • sene •~ - ~ • ,, 

r 1 • 

Ut1hzando el n11smo proced1mien10 para las cinco funciones tngonométricas res~ 
tantes, ob1cnemos las s1gu1cn1cs fóm1Ulas. 



trigonomftricu en tfrminos 
de un circulo unitario l 

D<finiclón d• las funclon•• 

flGUlA4 

1'( 

S1 , es un nUmcro real y P(;r, y) es el punto en el círculo umtano U que corresponde 
a,. entonces 

,. 
(so,,. O) s....--n, • y COSt • c tan, • ..:... 

' 
1 

(50) "º) 1 (s;.r,, O) 
A' (.,,, ,.O) eser•- seer • - co11 • -

) X ,, 

L;is fónnulas en esta definición expresan \'alares de funciones en ténmnos de 
13.s coordenadas de un punto Pen un círculo umtario. Por ese mol1\o, las funciones 
trigonométricas se conocen en ocasiones como íonclontS circ-ulares. 

tiwtii:D Cómo dettrminar los valores de las funciones trlgonomftrlas 

Un pun10 P(.T. _r) en el circulo unilano U que corresponde a un número real t se 
muestra en la figura 4 para 1t < 1 < 31r'2. Encuentre los \alores de las funciones 
1rigonométricas en , 

SOLUCIÓN Renutiéndonos a la figura 4, obscn.amos que las coordenadas del 
punto P(x. _1 ') son 

U11hmmos la dcfimc1ón de las funciones 1rigonométncas en 1émmlOS de un circulo 
um1ario para ob1ener 

4 
sen/ • \ • --

5 
3 

COSl • x • -
5 

\' -} 4 
lant • ~ • ~ • -

\ - -; 3 

1 1 5 1 1 5 .\ -{ 3 • 
ese' • ) • =¾ ... -4 sec' • 7 - ~ .. -3 cot ' • Y -~ • 4 

IJQ*liil•fi Obtención de un punto en U rel•tlvo • un punto d;ado 

P(1) deno1a, e~ pun10 en el clreuto unitano U que corresponde a, para O .s 1 < 21r. 
S1 P{t) • ( ¡, i ). ob1enga 

a) P(.1 + -:r) b) 1'(1 - ,r) e) P(- 1) 

SOLUCIÓN 

• ) EJ punlo P(t) en U cstó trazado en la figuro Sa). donde también se mucsm1 el 
arco AP de long11ud, Para obtener P(t + 1r). recorremos una d1s1ancia 1r en d1rcc• 
c16n ro,itr<1rlo a las n"mec,11,u del reloj a lo largo de U desde P(1). como indica el 
arco color nara1tja en la figura Dado que rr es la m11ad de la circunferencia de U • . ) 
cs10 nos da el punto P(t + 1r) • ( - ~. - ;) d1amc1ralm1.--n1c opucs.10 a P(t) 
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OGUlA6 
•l 

>) 

b) <) 

b) Para obtener P(t - Tr), reeorremos una distancia Tren el se1111do ,le las mtm,-ci• 
llm'tlel re/01 a lo largo de U desde P(t). como se md1cu en la figura Sb) Esto nos da 

P(t -11') - (-;. -;). TcngaencuentaqueP(t + 11') - P(t- 11') 

e) Para ob1cncr P(-t). recorremos a lo largo de U una d1stanc1a ¡-,¡ en el sentido 

tk las ntmtl11:1/lns del re/o; desde A( 1, 0). como mchca la figura Se). Esto es cqu1va• 
lente a reflcJar l"(t) a 1ra,és dfl fJC :r Por lo 1anto. simplc~n\C se cambia el signo 
dela coordenada raP(,t) • (¡ . ¡ )paraob1cncrP(-1) - (¡. -¡) ■ 

IU 1' Ul■•#I Cómo encontrar v,lores espe:cl1les 
de IH funciones trigonom~tricu 

Encucn1re los valores de las íunc1oncs 1ngonométncas en, 

a) 1 • O 

SOLUCl()M 

a) El pun10 P en el circulo un1tano U que corresponde a , - O tiene coordenadas 
( 1. O). como se muestra en la figura 6a). Por lo lanto. sea r • 1 y y • O en la dcfim• 
c1ón de las fWlC1onc:i. tngonomé1ricas en términos de un circulo unitario. para obtener 

seno - \' - o cos0 - .t - 1 
, O 1 1 

1ano • .:....•- • 0 sccO • -•-• I 
X I X 1 

Obsct"\e que ese O y cot O no están definidos. puesto que J' - O es el denonunador. 

b) Si t - 1t14. el ángulo de medida en radianes 1t 4 que se muestra en la figura 
6b) biseca el primer coodrame y el punto P(x. y) yace en la recta _v - \'. Dado que 
P{x, \) está en el c irculo unitario r + ,-2 - 1 y que\ - x. obtenemos 

r+r - 1. o 2.r - 1 

DcspcJmnosx y. lomando en c:uenla qucx > O, obtenemos 

Por lo tanto. Pes el punlo (Y2/2. Y212). S1x - V212 y_,, - v'l.2 en la dcfimc16n 
de las funciones tngonomélricas en 1énmnos de un circulo unitario. obtenemos 
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" V2 cos4 • 2 " V2/2 
tan 4 • V2/2 • 1 

" ? - r. 
sec 4 •72• v2 

" V2/2 
COI 4 • V2j2 • ) 

e) El puntoPcn Uquccorrcspondca1 • Trf211cnccoord(.•nadas(O. l),comose 
ilustra. en la figura 6e). Por lo tanlo. si , - O y r - 1 en la definición de las fundo-

-' ncs tngonométncas en lénninos de un circulo um1ano. obtenemos 

" " 1 cos-•O e~---• 1 
2 2 1 

" o COl-•-•0 
2 1 

Las funciones tangente y secante no están dcfirm:l.'lS, puesto que x - O es el deno­
minador en cadn caso. • 

én el apéndice IV se presenta un resumen de las íunc1011cs tngonométncas de 
ángulos especiales. 

Usaremos la fommloc16n del circulo um1ano de las funciones tngonométncas 
paro obtener sus gclficas. S1 , es un número real y P(_x, y) es el punto en el circulo 
umlano U que corresponde a,. c,uonces. por la dcfimc16n de las funciones 1ngo­
nomé1ricas en lénnmos de un circulo unitario. 

x - cos, y - scnt 

Por consiguiente. como se muestro en la figum 7, podemos dcnol3r P(_x, y) así: 

P(cos ,. sc.n t) 

S, 1 >O.el número real , puede mlcrpreiarsc ya sea como la medida en radianes del 
" ángulo 8 o como In longitud del arco AP. 

S1 , aumenta de O a 2Tr radianes. el punlo P(cos 1. sen 1) viaJa aln.:.-dcdor del 
círculo unilario U una ,eL en sentido conlrario a fas m:mec11las del reloj. Si obscr• 
vamos la variación de las coordenadas , y y de P. ob1enemos la siguiente 1abla. La 
no(ación O - '1t 2 en la pnmcra fila de la tabla significa que I aumenta de O a '1t 2. 
y la notación ( l. O) - (0.1) denota la ,·ariación correspond1cn1c de P(cos ,. sen t) 
a medida que recorre U de ( 1. O) a (O, 1 ). S1 , aumenta de O a 1r '2, sen t aumenla 
de O a l. que se denota con O - 1. Además. sen , asume cada ,alor entre O y I Si 
, aumenta de Trl2 a 'ff. entonces sen t disminU)"C de I a O. que se denoca con l - O. 
Las demás cn1mdas en la tabla pul-den mtcrprctarsc de manera sumlar. 

, P(CMl.~nt) , .. , ... , 
o-f (1,0)-(0,1) 1-0 o-, 

" (0.1)-(-1.0) o--• 1-0 2- 1r 
J-,, 

(-1.0)-(0, -1) - 1-0 0--1 
,, __ 

2 

J,, 
(O. -1)-(1,0) o-, -1-0 --2Tr 

2 
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TN>rema sobre valores 
repetidos de funciones 

desenycos 

Definición 
de función periódica 

J • Mn x 

o 

vi _o, 
2 . 

1 

V2 
2-0.1 

o 

V2 -2- - 0.7 

- 1 

V2 -2- -0.7 

o 

Si, aumenm de 21r a 41r. el punto P(cos t. sen 1) en la figura 7 sigue la trarectona 
del círculo umtano U de nuevo y los patrones de sen I y cos / se repiten. es decir, 

sen(, + 21r) • sen t Cos(I + 2"11') • COS / 

por cada, en el intcr'\'alo (O. 2TT). Lo mismo es váhdo si t aumenta de 41r a 61r, de 
61r a 81r. y así sucesÍ\amcn1c. En general. tenemos el siguiente teorema. 

Si Jt es cualquier entero, entonces 

scn{t + 2Trn) • sen t eos(I + 2'ffn) • cos, 

L3 \·ariación repc1i1iva de las funciones seno y coseno es periódica en el sentido de 
la siguiente definición. 

Una función/ es pcri6dk• si existe un nUmero real positho k de tal modo que 

ftt + k ) - ftt) 

para cada, en el dominio de/ El menor de estos nUmeros reales positi,os k. si 
existe. es el 1>criodo de/ 

De seguro ya comprende a nivel intuiti,•o el eoncep10 del periodo de una fun­
ción. Por ejemplo. si un lunes le preguntaran: " ¿Qué dia de la semana será dentro 
de IS diasr. su respucs1.a seria ··manes" debido a su comprensión que los días de 
la semana se repiten cada 7 días y 15 es un día más que dos periodos completos de 
7 días. De la explicación del teorema anterior se desprende que el periodo de las 
funciones seno y coseno es 21r. 

Ahora podemos ob1cncr fácilmcn1c las grñficas de las funciones seno y coseno. 
Como deseamos 1ra1.ar cslar gráficas en un p\an0.1J", sustituiremos la ,·ariablc t por 
x y consideraremos las ecuaciones 

y - scnx )' - cosx 

Podemos pensar que x es la medida en radianes de cualquier :ingulo: sin embargo, 
en cálculo. x se considera por lo general un número real. Estos son puntos de vista 
equivalentes. pucs10 que el seno (o coseno) de un ángulo de x radianes es igual al 
seno (o coseno) del número real x. La varfablc y dcnoia el valor de la función que 
corresponde a :r. 

La tabla al margen presenia las coordenadas de vanos puntos en la gráfica de 
y - sen x para Os x s 21r. Se pueden determinar puntos adicionales con los resul-
1ados de ángulos especiales. como 

sen (1r,6) • 1/2 sen (1r/3) - VJ/2 - 0.8660 

Para dibujar la gráfica de O ::s x ::s 2TT. 11"3.2.(lmos los puntos dados por la 1abla 
y recordamos que scn .1' aumcn1a en (0.1rl2). disminuye en (1rl2. 1r} y {1r. 3 TT/2) y 
aumenta en [3TTl2. 2"11']. Esto nos da el dibujo de la figura 8. Dado que la función 
seno es periódica. el patrón que se muestra en la figura & se repite a la derecha y a 
la izquierda. en intervalos de longi1ud 21r. Es10 nos da el dibujo de la íigura 9. 
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Podemos usar el mismo proccdinucnio para dibuJar la gráfica de )' - cos x. 
La 1abla al margen prcscnia las coordenadas de ,arios punlos en la gr.\fica para 
O :S x :S 217', Trazar estos puntos conduce a la parte de In gráfica que se muestra 
en la figura 10. Al repetir este patrón :1 la derecha y a la izquierda. en intervalos de 
longnud 211. obtenemos el d1buJodc la figuro 11 . 

Ft ,UUtO 

f !GUIA11 

La parte de la gcifica de la función seno o coseno correspondiente a Os x s 211 
es un ciclo. En OC'asiones. un cíclo se conoce corno onda sinusoidal u onda cosi­
nusoidal. 

El rango de las funciones seno y coseno consta de iodos los números reales 
en el intervalo celTBdo [ - 1. 1 ). Puesto que ese x - 1/sen x y scc x - l /cos x. se 
desprende que el rungo de las funciones cosecante y secante cons1a de iodos los 
números reales que tienen \'alor absoluto mayOf"o igual que l. 

Como \ eremos, el rango de las funciones tangente y co1angen1e consta de iodos 
los números reales. 

An1es de analizar las gráficas de las demás funciones 1rigonométricas. es:1able­
cercmos fónnulllj que mclu>cn las funciones de-, para cualquier t. Dado que se 
me luye un signo menos. las llamarcmos/órm11/as part1 m>gulfros 

scn(- 1) - - sen, 

csc(- 1) - - ese, 

cos (- ,) - - cos, 

SCC ( - 1) - - scc I 

um(-1) - - tnnt 

COI ( - t) - - col t 
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fl<iU A 12 

----t---11-''r--+---­

' 

D(MOSTAACIONES Considere el círculo umtano U de la figura 12. A medida 
que aumen1a t de O a 21r. el punlo P(x,y) dcscnbe la 1rnyec1ona del circulo umta• 
rio U una \C1 en sentido contrario a las manecillas del reloJ y el punto Q(x. - y). 
correspondiente a - ,. desc.nbc U una \.CL en el sentido de la!, mancc1llas del rcloJ 
S1 aplicamos la definición de las funciones mgonoméuicas de cualquier ángulo 
(con r - 1 ), tenemos 

sen (-1) • -,· - -sen t 

cos(-t) - \ • cost -,· \ ' 
tan (-1) - 7 • - 7 • -tan t 

Las dcmos1raciones de las tres fón11ulas res1an1cs son smularcs. 

En los siguientes eJcmplos. las fómiulas par.i negati"·os se ut1l17.nn pan obtener 
el \3lor exacto de cada función 1ngonomé1rica. 

EJ!.MPLOS Uso de fórmulas p;;ara ne,g;;ativos 

■ scn(-45º)= -scn45 • - V2 
2 

■ co,(-30') • cos30 • V3 
2 

■ c:,c (-30°) • -ese 30° • -2 

■ scc (-60°) • scc 60 • 2 

• Cffi(-f)--, .. (f) •-1 
A contmuac1ón usaremos las f6m1ulas paro ncga11,os para \Cnficar una idcnli• 

dad 1rigonomé1rica. 

IHI 4 j ili•C I Uso de fórmulas pan1 negativos 
para demostrar una identidad 

Demuestre la s1gu1cntc 1den11dad mediante la transfom1ac16n del lado 1z.qu1crdo en 
el lado dcn..~ho 

sen (-x) tan (-x) + cos ( -x) * scc x 

SOLUCION Podemos proceder como sigue: 

sen(-.t) 1an (-x) + cos (-.r) - (-senx)(-1an.r) + cos 1" 
sen, 

- sen.,-+ cos.t 
COS\ 

scni,1" 
• --+cos.r 

cosx 
scn'x + e-os' ., 

cos r 

con 

nwhplkafflt 



1 TN>rema sobre funciones 
t igonomttrlus pares e impares 

5.3 Funclonn tr1gonomttrbs de~ numeros re.ale1. 3S7 

Podemos usar las fónnulas para negatl\OS para probar el s1gt11cnte 1corcm3. 

1) Las funciones coseno y sccan1e son pares. 
l) Las funciones seno. 1angcn1c. cotangenle y cosccame son impares 

DEMOSTRACIONES Probaremos e l ccorema para las funciones coseno y seno. Si 
j{"C) - cosx. cn1onces 

j{-x) - cos (-x) - cosx - /(:e). 

lo que significa que la función coseno es par. 
Si.Jtx) • sen x. entonces • 

.l{-x) - sm (-,y) - - sen:c - -j{:c) 

Por lo 1an10. la función ~no es impar. 

Como la función seno es impar. su gr.\fica es s1mé1nca respecto al ongcn (figura 
13), Como la función coseno es par, su gráfica es simétnca respecto al CJC y (\·ea 
la figura 14). 

ftGUltA 14 ~no es~ 

~ a b 

2'\ 1 ---- ----

" 6 

" 4 

" 3 

y= la n x 

-v:i - - ,., 

-1 

_v'.i __ 0.6 
3 

v'.i _ 06 
3 . 

v'.i- '·' 

Por el teorema anterior. 13 función tangen1c es impar y, por consigu1cn1c, la 
gráfica de., - tan :e es simétrica n.--spccto al ongcn. La tabla al margen prcscnln 
3Jgunos punlo:t en 13 gráfic3 si -Tr/2 < ·" < ff 2. Los puntos corrcspond1cn1cs se 
1razan en la figura IS. 

fl4 UJIA 

Los \'alorcs de tan x cercanos ax • TTl2 requieren atención cspeciaL Si con• 
s1dcramos que tan x - sen .t/cos 'C, cn1onccs. a mcd1d3 que .'C aumcn1a hacia ff 2. 
el numcrodor sen x se aproxima a I y el dcnommador cos x se aproxima a O En 
consecuencia, tan x asume \'alores po!!.111\-0S grandes. A continuación se presenlan 
varias aprox1mac1oocs tan .t para x cercana a -rr'2 ~ 1.5708 
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mn 1.57000 - 1.255.8 

tan L.57030 - 2.014.8 

tan 1.57060 - S.093.S 
tan 1.57070 - 10.381.J 

ton 1.57079 - 158.057.9 

Obscr\c la rapidez con que aumcn1a 1an r a medida que x se aproxima a -rr-/2 Se 
dice que HUI l" m1mema sin lhmlt! a me'dula c¡11e r .ft! opronma a rr!J a lrU1·wls de 
mlo"s menorr,; que rrl1. De manera sumlar. si x se aproxima a --rr 2 a través de 
\·alorcs mayores. entonces 1an x disnt1mll't' sin lim1te. Podemos denotar cs1a \ ana• 
ción con la notación de flecha como sigue: 

a 111t.-dida que umx-00 ... 
a medida qUC' l - - 2 . 

Esta \anac16n de um x en el mtenalo abierto (-1r 2. 1r 2) se 11uslr3 en la figura 
16 Esta parte de la gnífica se conoce como una rama de la tangente. Las rectas 
'C - - -rr/2 y t - -rr 2 son asín101as \erticales de la gráfica. El mismo patrón se repite 
en los mtervalos abicnos ( - )1r/2. - 1r 2). (-rr '2. l1r 2) y (J1rt2. 5rrl2). y en imerva• 
los similares de long11ud 1r. como se muestra en la figura. Por lo 1an10. lafimción 
ta11geme es periódico con,.¡ JJ'-'riotlo 1r. 

flQUltA 16 \ • lan 'f 

Podemos usar las gráficas de\ - sen x. , - cos x y l' - mn x para trazar 
las gf'3ficas de las tres funciones trigonométncns rcstan1cs. Por ejemplo. d:Kto que 
ese r - 1 sen .r. podemos obtener la coordenada .\' de un pun10 en 13 gráfica de la 
función cosecante con el reciproco de la coordenada y correspondiente en 13 gráfica 
del seno para cada valor de 'C, cxccp10 x - -rrn para cualquier cn1ero n (Si r - -rrn. 
sen x - O y. por lo 1an10. 1/scn x no es1á definido.) Como ayuda para dibuJar la 
gráfica de la función cosecan1e. conviene 1ra1.ar la gr.ifica de la función seno (que 
se muestra en color naranJa en la figura 17) y luego detcmunar los recíprocos para 
obtener pu111os en la gráfica de la función cosccan1e. 
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flGUU17 )=-~.r. 

Obsc"'e la mllncra en que la función cosecan1e aumen1a o disminuye sin lími1c. 
a medida que x se aproxima a w11 para cualquier enlcro 11. La gráfica tiene a.sin101as 
,cn1calcs x - .,,,,, como 1nd1ca la figura. l lay una rama superior de la cosecante 
en el inlcl"\-alo (0. w) y una rama lníerlor en el in1ervalo (1r, 2w): en CORJUnlo, 
componen un c1c:lo de la cosecame. 

Puesto que sec x • 1 ·cos x y col x - 1 tan A, podernos ob1ener las gráficas de 
las funciones scean1c y co1angcn1c s1 obtenemos los recíprocos de las coordenadas 
y de los pun1os en las gráficas de las func,oncs coseno y 1angcn1c, como se ilustra 
en las figuras 18 y 19. 

En el apéndice III se prcsenu1 un resumen g1'3fico de las seis funciones 1r1go-­
nométricas y sus 1mcrsas (que se anahz.an en la st.-cción 6.6). 

FIGUIA 11 \ = scc .\'. 
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FIGURA 19 \ = C()( r. 

Hemos considerado muchas propiedades de las seis funciones trigonométncas 
de x. donde x es un número real o la medida en radianes de un ángulo. El s1gu1cnte 
cuadro contiene un resumen de carac1cris1icas imponan1cs de cs1as funciones 
(n dcno1a un entero arbi1rano). 

Res1.11nen de uracterhtk.lis de Lu funclonel tri1onomf:trkn y sus 1r.fifkn 

CaMl<'Cf"riseita y= s.tnx 

Gr.:l.fic-a 

-+ (un pcnodo) 

Dom1mo R 
AsfnlOUli 
, cnKalC's mng una 

Ran¡o [-1 , 1] 

lnlenettlOIIOr wn 

lntcrs«ción \' o 
P<nodo 2w 

Par o im~r impar 

Sunetrfa """'" 

J = COdX J = Ca n X , =c-ól x 1 =M<x 

~ fr ' ' ~1/: ' ' ¡;¡ ' . ' ' ' ' ' ' ' - ' ( 
, ' ,-, 

'[Y ' ... 1 •., 1 .. r ··i ,. . . J._r·r .. .:4 
R _\",. I + 1rn X," 1rn x J6 J+ wn 

ninguna .t • !+ ff'n X• ff'n x •!+ ff'II 

[ -1, IJ R R (-~ . - 1] U [ l . ~) 

! + ,,.,, wn { + wn mn¡ una 

1 o mnguna 1 

2w ff ff 2w ... impar mlpU P" 

CJC _\ """'" """'" CJC _\ 

IJWLll!Ü lnnstig.1ción de la variilción de cscx 

lmcsliguc la \ariación de ese :e a medida que 

x- ,,,-. x- ,,,~. 

1 =C$11:X 

' 
' ,U! 
r _, 

' ' ' ' .. - .. 
'•O ' .. 

X," wn 

r • ff'n 

(-~. - 1] U [l.~) 

ninguna 

ninguna 

2w 

impar 

onsen 
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SOLUCIÓN Rem11iéndonos a la gráfica de y - ese x en la figura 20 y u11hzando 
nuestro conocimiento de los valores especiales de las funciones seno y coscc:mlc. 
obtenemos lo siguiente: 

a medida que , - -,,-. ,¡en .1-0 (a 1ra,ésde ,alores pos11ivos) y ese .:r- oc 

a medida que l - -rr·. sen x-0 (a tra,és de ,·alores pos11ivos) y ese l-" -,:ig 

:i med1d:iquc l ~f~ i.cn x-1 ycsct - •1 

,, . 1 
a medida que l - 6· sen ,. - 2 ycsc,-2 • 

IJll!.UJS&» Rewlución de ecuaciones y desigualdades 
relM:ion.1d;u con un.1 función trigonomttrlca 

Obtenga iodos los valores de t en el 1ntcr'\alo (-2-rr. 21r). de tal modo que 

a) C0S X• i e) cosx < ½ 

SOLUCIÓN Es1e problema puede resol\.erse fác1lmen1e si nos rerm1imos a las gra. 
ficas de 1 - cos x y 1 - ½, d1buJadas en el nusmo plano -''len la figura 21 para 
-2n- .S.:r s 21t. 

(-H) '(Hl 
(-lf.1) (lf.1) 

;a) Los valores de x 1ales que e~" - ¼ son las coordenadas" de los puntos en los 
que las grñfica.s se 1ntcrsccan. Recuerdtt que x - 1rl3 sa11sfüce la CCU3ción. Por simc-
1ria, x - -1r'3 es otra solución de cos'" - ½· Dado que la función coseno \•ene el 
pi...---nodo 2-n-. los otros ,a lores de x en {- 2-rr. 2-n-]. de 1al manera que cos x - 2· son 

b) Los valores de .'C 1alcs que cos .:r >½se obucncn determinando dónde la gráfica 
de _I' - cos .:r en la figura 21 se cnc:uenlra por em.w,a de la recta 1 - ¼. Esto nOS da 
los inter'\·alos dcx -

e) Para resoh·er cos .:r <½- de nue,o en la figura 21 obsc."amos dónde la grá• 
fica de y - cos x se encuen1ro por dt•ba10 de la recia y - {. Es10 nos da los 
imervalos de x -

(colllimía) 
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FIGUAJ\11 

(-1r,1t]por[-21.2.I] 

Otro mé1odo para rcsoh cr cos x < ½ es obsen·ar que las soluciones son los 
subin1crvalos abiertos de (- 21r, 21r) que no es1án me.luidos en los intervalos ob1c­
mdos en el inciso b) • 

El resultado anahado en el siguiente cJcmplo desempef\a una fünción impor­
um1e en m:,.tem:i.licas avan:,..adas. 

l!il'IJl•M Trno de la griftu de/(x) (sen x)/,: 

Sifi.r) - (sen r).x. d1bUJC la gráfica de/en [-TT. TT) e 11nest1gueel componanucn10 
defi:x)amcduiaqucx - 0 yquex-o·. 

SOLUCIÓN Tenga en cuenta que/no estó definida en:r =O.porque la sus111ución 
produce la expresión O O que cal't.--cc de scn11do 

Asignamos (sen r)/.r a Y,. Debido a que la pantalla 1icnc una proporción de 3'.2 
(hon¡ontal \'ert1cal). usamos el visor rectangular ( -11. 11] por [-2.1. 2.1] (pues10 
que T" ~ 2. 1) y ob1cncmos un d1buJo parecido al de la figura 22. U11hzando las 
caractcrist1cas de scgmm1eruo y zoom. parece que 

amcd1daque . .- -O ./(.r)-1 yamcd1daqucx-o·.)lx)- I 

)lay un aguJero en la gráfica en el punto (O. 1 ): sin embargo, la mayoria de las apli­
caciones para gráficas no son capaces de mostrar cs1c hecho. 

Esta lécmca gráfica no prueba quej{.T) - 1 a medida que .r - O. pero hace que 
parezca allamcn1c probable. Una prueba rigu~ basada en la definición de sen x 
y consideraciones geomélncas, se encuentra en los libros de cálculo • 

Un rcsul1ado m1cresan1c obtenido del ejemplo 7 es que si x csló en raditmes y 

s i :r _, O. eruonces se; r _, 1 y. por lo 1an10. sen .r • :r 

Es1e úh1mo enunciado nos du una /ómmlll de llpro.rimoci611 para sen T si .r es cer­
cana a O. Para 1lus1rar. usando una calculadora obtenemos lo s1gu1emc: 

sen (0.03) ~ 0.029 995 5 ~ 0.03 

s,n (0.02) = 0.019 9998 7 = 0.02 

S<n (0.01) = 0.009 999 8 = 0.01 

Hemos csmdrndo hasta ahora dos 1ratam1cntos d1fercn1cs de las funciones 1ri­
gonométncas. El dcS3rrollo en 1érmmos de ángulos y razones. introducido en la 
secc16n 5.2. 1,ene muchas aplicac1oncs en las ciencias y la mgemeria. La defi­
nición en ténnmos de un círculo unttario. considerada en esta sección. destaca 
el hecho de que las funciones trigonométricas tienen domm1os compuestos por 
números reales. Dichas funciones son los e lementos fundamcn1alcs del cálculo. 
Adcm:\s, el mé1odo del circulo um1ano es ú11I para cs1udiar las gráficas y deri­
var 1dcn11dadcs trigonomélncas. Debe esforLarsc por ndqumr compe1enc1a en 
el uso de ambas formulac1ones de las funciones tngonomé1ricas. ya que cada 
una refuerza a la otra. y asl facilita el domi1110 de as))l.-ctos más avan:,.ados de la 
1rigonomctria 
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m Eje rcicios 

Eju. 1-4: Un punlo P(x.y) M' muttlra c-n l'I circulo unil■rio U 4 
rorn-spondkntl' 11 númuo rnl t. Obltng1 los ulons dr las 
íundonrs lrigonomttritH en,. 

" 
I'\ 

1-:Jrr. 5-8: Sr• f'1t) t i punto en d dr-culo unll■rlo U qur rorrn­
ponde • t. Si P(t) llene IH roorden1das rttl■ ngularts dadas, 
obll'nga 

a) P(t + tr) b ) P(t - tr) e-) P(-t) d ) J"(-t - ff) 

' (J.¡) 6 (-¡\./l) 

7 Hi,-ñ) 

Eju9-16: Su Ptl punto l'fl ti cfrrulo unllario U qur- rorm­
pc,nde • ,. Oblenga lu roordr nadu- dr Pylos n lorn H■clos 

de IH fundones 1rlgonom#1rkH dt t. slrmpre que Ha pc,slble. 

9 a) 2w b) -3,r 

10 a) -• b) 6• 

11 .a) 3•/2 b) - 7• /2 

12 a) Sw/2 b) -•/2 

13 a) h/4 b) -5•/' 

14 .a) 3tt/4 b) -7•/4 
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15 a) S1r/ 4 b) _ ,,¡4 

16 a) 7• / 4 

[ ju. 17-20: Uu una fllnnula pua a 1-ga1i\'01 para obll'ntr t-1 
,·alor uaclo. 

17 a) scn(-90") b) ros(-7) e) tan (-1351 

11 a) sen( -!f) b) ro, (- 2"") e) 100(-f) 

19 a) w(-7) b) s«(-45") e) =(-!f) 

Ejt-r. 21-26: Vt-rlfiquto la idt-ntidad mt-diantt- la 1randorma­
cilln del lado Izquierdo en el lado derttho. 

21 stn ( - x) scc (- :,) • - 1an x 

23 : ~=:; -cos .f 
24 5CC (-.r) • -CSC X 

1an (-x) 

1 
25 --- tari (-., ) scn(-x) • oos x 

ros(-,) 

26 rot (-x) ros(-.,)+ M"n(-x) • -ese x 

[jer. 27-JS: Com pltt f- t i ..nunclado rf-mltli ndou a la gráfica 
df- una función 1rlgonomi 1rica. 

27 a) Comox-o•.st.nx-_ 

b) Comox-(-w/ 4),sco-_ 

28 a) C«no f-(-w/2).sc1u- _ 

b) Comox-(w/6)· .s,cnx- _ 

29 a) Comox - (·n/4r.cou-_ 

b) Como f - Jw/2. COI , - _ 

30 a) Comox- ,..,rosx-_ 

b) Como.r-(-w/3)",cosx- _ 

31 a) Comox- w,tanx--

b) Como.,-(-,,/2)'.ian x- _ 

32 a} Comox- ,r/ 4.tan.1-_ 

b) Como.r-(-w/2)· ,tan .r- _ 

33 a) Como.,- w/6.cot x- _ 

b) Comox- o•.eo1x- _ 

34 a) Comcu-(-1t/4),oou - _ 

b) Como.,- .-.eo1x- _ 

3S a) Comox-(w/2r.sec x-_ 

b} Como .- - 0.sccx- _ 

36 a) Comox-(-,,/2)• ,sec x - _ 

b) Comox- w/4.sec .1-_ 

37 a} Como.,-o-.C'SC ,- _ 

b} Como.r - w/ 4.cM::x- _ 

38 ;a) Como.,-,..•.csc.,- _ 

b) Como..- - w/2.csc x - _ 

( ju. 39-46: Rf-mÍlaU a la gráfica df-J' = K n x o y = COI x para 
obt, ner IM n lorn euctos de x en ti internlo 10. 4171 que 

39 scn,f • - 1 40 scnx • 1 

41 sc::nx - l 42 scnx • - vi/2 

43 cos .1 • I 44 oosx • - 1 

4S 005 X • V2/2 46 oosx - -I 

Ejer. 47-50: RemítaK a la gráfica dey = tanx para oblencr 101 
,·alorn f-Uctos df-x f'n f-1 intt ro lo (-'ffl'l, J1rn) quf- HliJfacf-n 
11 ttuacl6n. 

47 1an.t • I "8 tari .r-V3 

49 tan .,-o SO 1aru • - 1/VJ 



S.l Funclonn tr1gonomttrbs dt m numitro5 rit.1lit1. 36 5 

[jtr. 51. S,1: Mtmll-.st • la gr 6fi<"• dt I• ttu•flón t n ti hutr• 69 a) 5en 4 b) scn(- 1.2) 
,alo HJMCifindo. Obtenga lodos los ,alorH dt .f dt modo qur 
para t i nlimt'ro rul11. • ) J' = •· b)y> 11) t)J' < 11. 

S1 l • ..en.r: [-2ff', 21r], u• ½ 
52 \ • ~ ,; [O, 4,r]; u • vi/2 

53 " • «».r. [-2,r, 21r]; u• -; 
54 _,- • scn.r~ [O, 4,r]: a • -V2/2 

Ejtr. ~2: Ust la gríOca dt una funfión 1rlgonomt 1rk• p•n 
dibujar la grifica dt I• t'CUaclón sin lruar los pu nlos. 

SS \ • 2 + SCll.l S6 l • 3 + cos t 

S9 _,-• l+ tan.1· 

61 .\' • f<C,-2 

S8 y•scnr- l 

60 "• ('()l l - 1 

62 r • 1 + t"Sex 

Ejtr. 63-66: Oblrnga los lnltr\ •los tnlrt - z.,,. ) :z.., t n t i qut 
la fundón dada a) aumt nla o b) diJminU)t. 

64 cosccan1c 

65 1angm1c 66 cocangentc 

67 Pracuquc y d1buJc la pifica de la función seno, 1omando 
d1fcrcntcs wud:sdcs de longllud c::n los CJC5 honzontal y , cr­
ucal Pncuqoc y d1!xl,e las ¡rificas de liu funciones coseno 
y t:miientc de la nusma manera. Contmuc csia pnicuca hasta 
llq;ir a una c:t:lpa en la que, $1 lo despenaran de un suci\o 
proftu\00 en muad de la noche y le p1d1eran d1buJM una 
de cs1as gráficas, usted podría hacerlo en menos de tremta 

"•"""°' 
68 TrabaJccl cjcrcacio 67 con las fw\Cmncs cosecante, secante y 

cot:ingcntc 

Ejt:r. 69-72: Use la figun para sprodmar lo slguit'Dlf' a un 
lugar dttlmaL 

0.8 

04 

-0.8 -0.-1 0.4 0.8 

e) Todos los números ,entre O y 21r, de modo que sen, = 0.5 

70 a) sen 2 b) scn(- 23) 

e) Todos los números t entre O y 2". de modo que sen 
I = - 02 

71 a) cos 4 b) ro,(-1.2) 

e) Todos los numcros , cn1re O y 2,r, de modo que 
oost= - 06 

n a) cos2 b) COS(-2.3) 

e) Todo$ lo$ números I entre O y 2w. de modo que cos 
, = 0.2 

73 ltA , .. M\ffltrete~turayhurw-dad EI 17demanodc 
1981, en Tucson,An:rocu. la lcmpcnlUrll en gradM f:lhrcn­
hc1t podb dcscnb1rse por ,., CCUICtón 

T(,) • - 12 cos("ij,) + 60. 

m,entru que b humedad relativa en pon:cntflJC podi:I expre-
sarse por ,,. 

//(t) - 20 cos 12' + 60, 

donde I está en hon1s y t = O corresponde a las 6 ,ut 

a) Uabore una tabla que prncntc cada tres horu la tcmpc• 
r:uun y la humedad relativa, a panir de 13 mcd,anoc:hc 

b) Dctcnmnc las horas en que ocumcron los mbunos y 
mimmos par Ty JI 

e) b:phquc la rdx1ón entre la tempcntum y la humedad 
n:latl\11 ese dla 

74 Mow1mt '1to • un brazo rrtoól1 o Las funct0nn tngo­
nométnc:u: se usan muy comunmcntc en el d1!mo de robots 
tndustnalcs Suponga que la amculac1ón del hombro de un 
robo( está 1no1on7..ada. de tal modo que el ángulo 9 aumenta a 
Wl.3 tasaconsuntc de 'l'T 12 radianes por segundo a par11r dc un 
ánguk> 1rnc1al de 9 :;:; O Suponga que la articulactOO del codo 
5e man11cnc s1cmr rt recta y que el brvo tu~nc una lon,a11ud 
consunte de 153 ccn1imcml'l, como se mUCS1n1 en l.1 figur1. 

flGUAA 74 
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;a) Supooga que J, = 50 cm cuando 9 = O. Elabore una tabla 
que presente el ángulo (J y La ahura h de la m:mo robóuc.a 
ca<b segundo, m1cntr.u que O ::S 6 ::S 1t/2 

b) Octcnmnc s1 un 11wncn10 con.uantc en el ángulo 6 pro­
duce o no un aumcmo consantc en la ahun de la mano 

e) Ob1cnga la distancia lota! que se muc\C la mano 

Eju. 77-78: Granque/H el lnlfr-valo Hp«lntado) Hllml' IH 
coorduadu di' los puntos aho y bajo. 
n f(x) - t sen t, (-2,r. 2.-J 

78 /(:e) - scn1 .t co<- t. [ -2.5. 2.5) 

Ejrr. 79-84: A medida qu, x - O ,Ñ) - L para un número 
rt'al l •. Ust una gráno para predecir L. 

Ejl"r. 75-76: GnnquC" la ttuacl6n y eslln,e los , alorn dt :r 1 _ cos _. 
en el inlenalo eipel'iriudo que torrHpondan al ,alor dado 79 /(.,·) - --.,-

fu - 6stnx 
80 /(•) - --.... --

dt J~ 

7S , •~n(x!). (-2.2):: 1•• 0.5 

76 , - ,,., (v.). (O. isi ,. - 5 

Valores de las funciones 
trigonométricas 

Oefinidón de ingulo 
de referencl.a 

m;uiitA 1 Ániulo$ de rcfcrcnc1:1 

81 /(.1) • X COI.\' 82 /(.t) • T :~~; .f 

tan r 
83 /(r)---;- 84 /(t) - cos (tt+ 4',r) 

En secciones anteriores calculamos los valores especiales de las funciones uigo­
nométncas mediante el uso de la definición de las funciones 1rigonométncas en 
témunos de un ángulo o un circulo unitario. En la pr.\c1ica. con mucha frecuencia 
usamos una calculadora p313 apro:<nnar valores de funciones. 

A con1mu3ción mostramos cómo se puede encontrar el valor de cualquier fun­
ción tngonométnca en un ángulo de 8 grados o en un número real ta panir de su 
valor en el mter,alo de O (00. 90°) o el intcrvalo de t (O, 1r/2). rcspcc11v11mcn1e. Esta 
técmca es ncccsari3 en ocasiones cuando se usa una calcul3dorn para obtener todos 
los ángulos o nlnncros reales que corrcspondc...--n al \alor dado de una función. 

Empicaremos el siguiente conccp10 

Sea 8 un ángulo no cuadrantal en pos1c1ón es1ándar. El iingulo de referencia de O es 
el ángulo agudo o .. que el lado tcrnunal de 8 forma con el CJC x. 

La figura I ilus1rn el ángulo de referencia o,. para un ángulo no cuadrnn111l O, con 
Oº < O < 360º o O < O < 2rr. en cada uno de los cua1ro cuadrantes. 

CI.Udnntc 1 ) Cuadramc 11 Cuadrante 111 Cu:idrantc IV 

91 - 6 61 • 180" - 8 
• Tr-(J 

6a • 360'" - 6 
- 2- - (J 
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Las fóm1ulas dc00.JO de los CJCS en la figura l pueden usarse para oblí..-OCr la 
medida en grados o rad1:mes de 6• cuando (J está en grados o radianes. rcspec1wa• 
mente. Para un Q,tgu/o ,,o c-11adr,mu,I mayor q11e 360º o menor que Oº. primero se 
ohtm,~ t!I án;:11/0 cotermmal O con 0° < 9 < 360° o O < 9 < 21r. y luego se usan 
las fónnulas de la figuro 1 

umtl!Sia Obtención de ingulos de referencia 

Ob1cnga el ángulo de referencia 9
1 

para 9. y dibuje O yº• en posición estándar en 
el nusmo plano de coordenadas. 

a) 9 • 315" b) 9 •-240" e) 9• {- d) 9• 4 

SOLUCIÓN 

.a) El ángulo 9 • 315° está en el cuadmmc JVy. por lo tan10.comocn la figura Id). 

o,. - 360º - 315º - 45°. 

Los ángulos O yº• están trv.ados en la figura 2a) 
b) l:.l ángulo cmre 00 y 360° que esco1cnnmal con O• -240° es 

- 240" + 360' • 120". 

que está en el cuadrante 11. Con la fóm1ula de la figura lb) obtenemos 

º·• 180° -1200 - 60° 

Los ángulos 9 y 9
1 

cs1án 1ruados en la figura 2b), 

e) Puesto que el ángulo O • S1r 6 está en el cuadrarHc 11. tenemos 

8a • 1r -~ • f. 

como se muestra en la figura 2c) 

d) Pucs10 que TT < 4 < 31r 2. el ángulo 9 - 4 está en el cuadrante 111. Con la fór• 
mula de 13 figura le) obtenemos 

º· -4 - 1" 

Los ángulos cs1án !ruados en la figura 2d). 

A con1inuación demostraremos cómo se usan los ángulos de referencia para 
ob1cm .. -r los \ a lores de las funciones lngonométricas. 

Si 8 es un ángulo no cuadr.1.n1al con :fingulo de referencia 8
1

, entonces tenemos 
0° < 91 < 90° o0 < O._ < 1rl2. Sea P(x,y) un punto en el lado 1cmunul de 9.) con• 
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Teorema sobre los t ngulos 
de referencia 

flC. JltA.-4 

flGUIU.S 

sideremos el pumo Q(x. 0) en el eje x. La figura 3 ,lustra una situación lip1ca para 8 
en cad3 cuadrante, En cada caso. las longnudcs de los lados del tnángulo OQP son 

,~O.Q) • Ir!, ,~Q.P) • l•·I y d(O.P) • \/r + ,, • r 

Podemos aphcar la dcfimción de las íunc1oncs trigonométncas de cualquier 
ángulo y también usar el 1n6.ngulo OQP para obtener las s1guicntcs fórmulas: 

Estas fórmulas conducen al siguiente teorema. Si 8 a un ángulo cuadrantal. la 
definición de las funciones trigonomélricas de cualquier ángulo deben usar.se para 
obtener , alorcs. 

Si 8 es un ángulo no cuadran1al en posición estándar. J>3r.l obtener el valor de una 
función trigonométrica en 8. obtenga su valor para el ángulo de refen..--ocia 61 y colo. 
que como prefijo el signo que corresponda. 

El "signo que co1Tcsponda .. al que alude el teorema se puede dctermmar con la 
tabla de signos de las funciones tngonométricas que se presc111a en la página 344. 

Ub!Lli:II Uso de tngulos de referencia 

Use ángulos de referencia para ob1ener los valores exactos de sen O. cos 8 y 1an (J s1 

a) 8 - ~ 
6 

SOLUCIÓN 

b) 8 • 315' 

a) El ángulo 6 • Sm6 y su ángulo de referencia 61 • 1T 6 están tral..3dos en la 
figurn 4. Puesto que 8 está en el cuadr.i.nte 11. sen 6 es pos1ll\0 y 1an10 cos (J como 
tan O son ncgall\ os. Por consiguicnlc, por el teorema sobre los ángulos de refe­
rencia y los resultados conocidos acerca de los ángulos especiales. ob1cncmos los 
s1gu1cntcs valores: 

S1r .,, 1 
sen- - + sen- - -

6 6 2 

5,, " V3 
cos- - - cos- - --

6 6 2 

5,, " V3 
tan D • -tan 6 •--,-

b) El ángulo O - 3159 y su ángulo de referencia 8
1 

- 459 están 1razados en la 
figura S. Dado que 6 cs1á en el cuadrante IV. sen 8 < O, cos 8 > O y rnn 6 < O. Por 
lo lanto. por el leorcma sobre los ángulos de rcfcrcnc1a, obtenemos 



sen31Sº • 

cos 315º ,.. 

1an 315° • 
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-sen 4Sº• - VÍ 
2 

V2 
+ cos-15° ª T 
- lan45º • - 1 

Si usamos una calculadora paro aproximar los valores de las funciones. los 
ángulos de referencia no son. por lo general, necesarios (H~a el Ejercicio para ami­
li.sis 2 al final del caphulo). Como ejemplo. para ob1encr sen 210º . colocamos la 
calculadora en modo de grados y obtenemos sen 210° - - 0.5. que es el valor 
exacto. Siguiendo el mismo procedimicn10 para 240°, obtenemos una represcn1a­
ció11 decimal: 

sen 240° - - 0.8660 

No debe usarse una calculadora para obtener el valor t!xaclo de sen 240°. En este 
caso. oblcnemos e l ángulo de referenc ia 60° de 240° y aplicamos el teorema sobre 
los ángulos de referencia. junto con los resultados conocidos acerca de ángulos 
especiales. paro ob1cncr 

sen 240° • -sen 600 • -Y/--
A con1inuación se considerará el problema de rcsohcr una ecuación del siguiente 

upo: 

Problema: Si 6 es un ángulo agudo y sen 6 • 0.6635. aproxime 6. 

La mayorla de las calculadoras tienen una tecla ro1ul:lda ~ que puede usarse 
para rcsol,er la t..-cuación. Con algunas calculadoras. puede ser necesario usar otra 
!cela o una secuencia de lecl.:ls, como ÍSEN{ÍÑV)(consuhc el m:.mual del usuario de 
su calculadora). Se usará la siguiente n~ para ob1encr 6. donde O :S A s 1: 

si sen O - k. entonces O - sen 1k 

Esta notación es similar a la empleada para función inveruf 1 de una función/en 
la sección 4 .1, donde vimos que en cicnas condiciones 

si.ft.x) =y. entonces r = í'(y) 

Para el problema sen 6 • 0.6635.f es 13 función seno, :e - 8 y y • 0.6635. La 
notación sen I se basa en lasfimc,011es 1rigo,1omé1ricm ,m,ers,u que se estudian en 
la sección 6.6. En esta etapa de nuestro 1rabajo. se consider5!!!!.!1...11,• sen 1 ,•s simple­
mt!flfc 11na en/r(lda /,echa ,.,, 11110 calc11/adora co11 la tecla~ Por lo tanto, para 
el problema enunciado, oblcncmos 

e • sen '(0.6635) "' 41.57º "' 0.7255 

Como se indicó. al calcular un ángulo. por lo general se redondea la medida en 
grados al 0.01° más cercano y la medida en radianes a cuatro posiciones decimales. 

Del mismo modo. dado cos 8 • k o 1an 6 - k. donde 6 es agudo, escribimos 

O - cos 1k o O - tan 1.t 

para iodicarcl uso de una tccla~o~cn una calculadora. 
Dados ese 8. scc 6 o cot 8. se usa una relación reciproca para ob1c.ncr O. como se 

indica en los s1gu1cntcs ejemplos. 
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-scn8 • k 

ccn8•k 

tan8•k 

EJEMPLOS Obtención de solucionu de e<uaciones en Jngulos agud~ con una calculadora 

V ....... d.. 

-1 sls 1 

-1 sks 1 

cualquier k 

■ senoª 0.5 o~,..,-, (0.5) ª 30 - 0.5236 

■ cos () • 0.5 8 • cos-1 (0.5) • 60 .. 1.0472 

■ 1:m 8 • 0.5 8 • tan-1 (0.5) .. 26.57° - 0.4636 

■ ese O - 2 0 - ,e,rl (l) - 30 - 0.5236 

■ sec 8 • 2 8 • cos-1 (i) • 60 .. 1.0472 

■ COI O - 2 0 - 13n-l (½) - 26.51° - 0.4636 

La nusma 1écnica puede emplearse si 8 es cualquier ángulo o número real. Por lo 
tanto. usando la tecla~ obtenemos. en modo de grados o rochancs. 

() • sen '(0.6635) ~ 41.57° :=:::: O. 7255. 

que es el ángulo de refcrcnc1a de(). Si sen() es negativo. la calculadora da el 11ega­

tim dd angulo de referencia. Por CJCmplo. 

sen 1(-0.6635)-== -41.57º :=:::: -O. 1255, 

Del rmsmo modo. dados cos 8 o tan 8. 8 se ob11cne con una calculadora u11li­
z:mdo e) o~ reSJ>1..--Cli\oamen1e. El inten-alo que contiene O se presenta en 
la siguiente 1abla. Es 1mponnn1e notar que si eos () es ncga11\o. entonces O no es el 
ncgat1'>0 del ángulo de referencia. smo que esta en el intervalo 7T 2 < () s 7T, o 90° 
< 8 s 1800. Las razones para usar estos m1crvalos se explican en la sección 6.6. 
Podemos usar relaciones recíprocas para resolver ecuaciones smulares que mclu­
)en ese O. scc O y cot 8. 

SollK"ión awdianle C"akuladon lnlen-alo que c:oalime O si • uu una cakuladora 

8 • -.cn-1 1 " " -90 s 85909 - 2 s es 2 . o 

8 • C"os-1k os es.,,., o o ses 180 

8 • 1an-1 k -f<e< f. o -90°< 8 <90" 

El siguiente CJcmplo conucnc algunos CJemplos específicos tanto del modo de 
grados como del modo de radianes. 

EJtM,LOS Cómo encontrar Jngulos con una cakuladora 

t:cuaclón Solución med lan lt c.akuladora (grados y radianes) 

■ sen9 • -0.5 8 • scir1 (-0.5) • -30° .. -0.5236 

■ cos O= -0.5 6 = cos-1 (-0.5) = 120' - 2.0!l-14 

■ lan 8 • -0.5 8 • 1:m-1 (-0.5) - -26.57° • - 0.4636 

Cuando use una calculadora para obtener B. asegüresc de u:ncr proenléS las 
restricciones sobre 8. S1 deseamos 01ros valores. pueden emplearse los ángulos de 
refcrtncia u 01ros métodos. como se ilustra en los s1gu1cn1es CJCntplos. 
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IJIISiJl•il Aproximación de un ingulocon unac.alculadora 

S1 1an O - - 0.4623 y 00 :S 8 < 360°, obtenga 8 al 0.1• mis cercano. 

SOLUCION Como se scr\aló en el análisis antcnor. si usamos una calculadora (en 
modo de grados) para obtener 8 cuando tan O es ncga11va. la medida en grados 
es1an\ dcnlro del mlen-alo ( - 90°. 00). En panicular. ob1cncmos lo s1gu1en1e: 

8 • tan 1(-0.4623) == -24.8° 

Dado que lo que deseamos es ob1cncr valores de 8 cn1rc O°' y 360°. usamos el 
ángulo de referencia (aproximado) 8,. == 24.8° Existen dos valores posibles de (J 

para que ian 8 sea nega11vo: uno en el cuadrante II y el otro en el cuadranic IV. Si 
8 está en el cuadrante II y Oº :S O < 360º, tenemos fa situación que se mueslJ'3 en 
la figura 6 y 

O• 180°' - º· == - 1800 - 24.8° • 155.2° 

Si O esd1 en e l cuadrante IV y 0° s 8 < 360°, entonces. como en la figura 7, 

8 - 360° - º· - 360º - 24 8° - 335.2º 

Qlfff41•II Aproximación de un Angulo con una calculadora 

S1 cos 8 • - 0.3842 y O ::s: O< 2'1t. obtenga (J al 0.0001 radián más próximo . 

SOLUCION S1 usamos una calculadora (en modo de radianes) p,ara obtener 8 
cuando cos O es ncgati,o. la medida en radianes cstan\ dentro del intervalo [O. 1t]. 
En pan.cular. ob1cncmos lo sigu1en1e (se muestra en la figura 8): 

O - cos 1 ( - 0.3&42) == l.965137489 

Dado que lo que se desea es obtener valores de 8 entre O y 2rr, usamos el ángulo 
de reícrcncia (aproximado) 

8• - rr - 8 i:i:; 1.176455165 

Ex1s1cn dos valores posibles de 8 para que cos 8 sea ncgamo: uno se encuentra en 
FIGURA lO el cuadrante 11 y el otro en el cuadrante 111 Si O cs1á en el cuadran1c 111. cn1onccs 

1: 965137489 o - ,. +8,"' 4.318047819, 

-Ans l • l 76455 l 65 como se muestra en la f1gun> 9. 
+Ans La pantalla de calculadora de la figura 10 presenta el soponc numénco de las 

4 . 31804 7819 respuestas 

8 ~ 1.9651 8~4 3180 

Este problema también podria resoh·crse gnificamcmc encontr:1ndo los puntos de 
mtcrsccc16n de Y,-= cos (X) yY: - - 0.3842 en el intervalo [O. 21r). Sm embargo. 
el propósito de esta solución fue ilustrar el uso de los ángulos de referencia • 
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di Ejercicios 
[jer. 1-6: O b1enga ti hgulo dt rdtrenda 9. si 8 l it n t la 111 a) ese (3,r/4) 
medida dada. 

1 •l 310- b) 2"1' e) -235• d) -6(,()' 

2 •l 290' b) 195• e) - 1ss· d) 400' 

3 •l 3,r/4 b) 4,r/3 e) - w/6 d) h/4 

• •l 7,r/4 b) 2,r/3 e) -3tr/4 d) -23,r/6 

s •l 3 b) -2 e) B d) 100 

6 a) 6 b) -• e) 45 d) 80 

[jer. 7°18: Obtt nr,1 t i olor ua('t0. 

7 a) sen (21t/3) b) scn(-Sw/4) 

8 a) sen 21<f b) ,cn(-31S1 

9 a) ros ISO- b) ro, (- ro') 

10 •l ros (S•/4) b) ros (-11•/6) 

11 a) tan (5tr/6) b) tan (-,r/3) 

12 a) tan 331:r b) 100 (- 2251 

13 a) rot 1io- b) ro1 (- 150' ) 

,. a) rot {3tr/4) b) ro1 (-2•/3) 

1S •l ""(2w/3l b) ,ce (-•/6) 

16 a) s« 135• b) ,ce (-2IO') 

17 a) ese 240" b) <>< (-330') 

Ejer. 19•24: Aproxime a tru posklonts dttlmalff. 

19 a) sen 2.t20' b) cos 0.68 

20 a) cos 88•3()· b) sen 1.48 

21 a) tan 73• 10• b) cot 1.13 

22 a) cot 9'"10' b) tan 0.75 

n a) scc 6rso• b) csc 0.32 

24 a) ese 43•.w• b) scc 0.26 

[jer. 25--36: Aprolimt' t'I ingulo agudo 9 al a) 0.01" y b) I ' mis 

25 scnlJ • 0.42 26 sen 8 • 0.6612 

27 cos 8 • 0.8620 28 ros 8 • 0.8 

29 tan 8 • 3.7 30 1an 8 • 4.91 

31 cOl8 • 4 32 COI 8 • 0.361 

33 scc 8 • 4.246 34 scc8 • 1.15 

3S ese 8 • 2.54 36 c:sc8 • 11 

Ejer. 37~38: Aproiime a euatro posiciones dttimalH. 

37 a) sen 9Wl0' b) cos 623.7• e) tan 3 

d) cot 231•..w• e) scc 1175.1• f) ese 0 .82 

38 a) sen 496.4" b) cos 0.65 e) tan 105•40• 

d) cot 10302• e) scc 1.46 f) ese 3m♦SO' 

[jer. 39-40: Aprodmt . al 0.1" mb cr ttano. todos los 6ngulos 8 
tn ti lnttrnlo 100. }6-00) qut satisfagan la «uadón. 

39 a) sen 8 • -056-W b) ros 8 • 0.7490 

e} tan 8 • 2.798 d) COI 8 • -0.9601 

e) scc 8 • - 1.1 16 f) ese 8 • 1.485 

•o a) sen 8 • 0.8225 b) ros 8 • - 0.66(M 

e) an tJ • -1.5214 d) cot 8 • 1.3152 

e) scc 8 - 1,4291 f) ese 8 - -2.3179 



Ejtr, 4 142: Apro'.\lrllt. ■1 0.01 radlin mf.s ctruno. 1·odos los 
bgulo1 8 en t:I inlen ■lo 10, 21r) qui' sa lisf11gan 1■ t>cuadón. 

41 .1)'iCn8•0-1195 b} C'OS (J - -o 1207 

e) tan 8 - -3.2504 d} cot 8 - 26815 

t) ,;cc(J• l.7452 f) cs,c 8 • -4,8521 

42 a) sen 8 • -0.0135 b} cos 8 • 09235 

e) tan 8 • 0.-12 d) cot 8 • -2,731 

e)~8 •-J.51 f)csc8 • 1258 

43 hpl- ,r de 1.1 ~" Of e1 H> El espesor de la capa de 
ozono se puede cs11nur ron b. fónnula 

In 1, - In/ • krsecO. 

donde '• es ta mtcnsKlad dc una lon¡:;:11ud de onda part1• 
cular de luz del Sol ames de llcgar ■ la atmósfera., / es la 
mtcns,cbd de l:a m1snu k)ng11ud de onda dcspoé:$ de pasar 
a ln.\és de una capa de ozono de .x ccntimctros de Cspc• 
sor. * es la constanlc de absorción de ozono para esa Ion· 
guud de onda, y 8 es el lngulo a¡udo quc l:a luz solar forma 
con 13 \Crt1cal. Suponga que para un.J loog11ud de onda de 
3055 X 10 1 ccnllmctros con! 1.88. /•/ se mide romo 
1.72 y (J = 12' . Apro:umc el espesor de b cap:a de 07.000 :al 
0.01 ccndmctro n13~ cercano 

44 0 :ul ,J MI ozono RcmilllSC al CJCf"CICÍO 43. S1 se c:st1ma 
que b capa de oLono nudc 0.31 ccnt,mctros de e:spcsor 
yque.paraun1long1tuddcondadc30SS ¡( 10 1 «-ntimttros. 
1, 1 sc mide como 2 05. apro,umc cl ~ngulo que b hu del sol 
íormaba con la \cnial en el nW>menlo de la medición. 

•s L, la.(ión • La canudad de hu solar que ilumina la 
pared de un edificio puede aícctarcn ¡ran medida la cficten­
c1a cncrgc11ca del cd1fic10 La ra<hac1ón solar que cae sobre 
un.J pared \crt1cal que da al oncnte está dada por la fórmula 

R= R0 cos6scnrt,. 
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donde R. es la ncixmu rad1actón solar posible, 8 es el ángulo 
que el Sol forma con la horuontal y 4, c-s la dureclÓn dcl Sol 
en el ctclo, con d> = 90° cu~ el Sol está en el oncnie y 
d> = O cuando está en el sur 

a) (,Cuándo cae la mixmu nrid1ac16n solar R• Klhrc la 
pared'> 

b) ¿Qué porccntaJe de R. cae sobn: la pared cuando 8 c, 

11r,,'llal a 00° y el Sol está. en el sumitc'> 

46 ciic ~ m•l.un JIKº' En las la111udcs medias a ,cccs 
es posible estimar la d151ancia cn1rc rrg1oncs consccu1n as 
de baJ:a presión. S1 ,rJ, es 13 lat11ud (en gr:ados).rcs el r:Mt10 de 
la Ticrn (en kilómetros) y , es la velocidad honzonlal 
del \1enlo (en km/h), la d1.sl.1nc1:a d(cn l1lómetros} de un 
irca de b:aJa presión a 1■ s1¡u1cnte puede estimarse con Is 
fórmula 

( .. ) ' J•2ff ---
0.52 cos ♦ 

a) A UJU butud de 48°, el Bdio de la TIC'ffl mide aprou­
madamcnte 6,369 k116mctros Aproxunc d s1 la \cloc1• 
dad dd \· 1cn10 es de 4 S ian/'h 

b) S1 , > r son constan1cs, ~cómo una da med1<la que 
aumenta la la111ud? 

47 lraio roltot:ko Los punto, en los lados tcrmuulcs de los 
,n¡ulM dcscmpcbn un.J (unción 1mpona111c en el d1sctio de 
los brazos robóocos Supong.i que un robot t1enc un brazo 
c,m:nd1do de 18 pulgadas de largo que pucdc 1-1rar aln:dcdoc' 
del ongcn en un plano de coordenadas S1 la mano del robot 
se s1tua en ( 18, O) y luego g1r11 a tnH és de un ángulo de 60 • 
¿cuál ser.\ la nueva ubicación de la m:ano~ 

•a ln1to robóti o Suponga que el brazo robot1co del eJCl'"CICK> 
-47 puede cambiar , u longnud adc:mis de g1r.u almk.-dor del 
origen. S, la mano es1~ al prmc1p10 en ( 12, 12). ¿apruxun:1-
d3ma11c cuánlM ¡.rados debe ¡¡1rar el bm7.o y culn10 debe 
cambiar su longitud pan mover la maoo:1( - 16. 10)'> 

a, En esta sección se consideran las gráficas de las ecuaciones 

Grificas trigonotMtrlcas y - ,,sen(h:c + e) y ,. - acos(bx + e) 

para los números reales n. b y c. Nucs1ra mclll es d1bu1ar csu1s gráficas sm trazar 
muchos puntos. Para ello, US,11,remos los hechos sobre las gráficas de las íunc1oncs 
seno y coseno que se estudiaron en la sección 5.3. 

Para comenzar. se considerará el caso especial de c - O y h - l. es decir. 

,•= ascn;.r 1·=0COS\' 

rara encontrar las coordenadas ,. de los ponlos en las gráficas. se mulliphcan las 
coordenadas J' de los punios en las grificas de 1 • sen x y .r • cos z por u rara 
ilustrar. si .,· • 2 sen .t. se multtphca la coordenada _t' de cada punto en la grifica 
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flGUR.t. 

de r - sen x por 2. Es10 produce la figura l. donde. para efectos de comparac16n. 
también se muestra la gráfica de .,, - sen :c. El procedimiento es igual que el que se 
sigue para la amphae16n ,cri,cal de la gráfica de una función. que se cxphcó en la 
sección 2.S 

Como otra ilustración, si r = ~ sen 1'. multtplicamos las coordcn3<bs ,. de los 

pun1oscn la gráfica de y - scnx ~r i, Esta muh,plicacióncompnmc ,cnicalmcn1c 

la gr:ífka de y • scn x un fac1or de 2. como se ilustra en la figura 2. 

PIGUA.t.l 

\ a 2')C'n.l' 

El siguiente eJcmplo ilustra una gráfica de, - o scnxcon un \3lor negatl\0de u. 

Ull:Jil:D Trazo de la grifica de una ecuación que Incluye 1en x 

Trace la gráfica de la ecuación r - - 2 scnx. 

SOLUCIÓN La gráfica de .1' - - 2 sen x d1buJadn en la figura 3 puede obtenerse 
así: primero se d1buJa la gró:fica de y • sen x (se muestra en la figura) y luego se 
mul11plican las coordenadas ,r por -2. Un método ahcmo consiste en rcílcJar la 
gráfica dey = 2 sen x (,•ca 13 figura 1) a tra,és del cjcx 

ftGUR.t.J 

\' • -2scnr 

Para cualquier a + O. la gráfica de y - a scnx tiene la apanencia general de una 
de 13s gráficas que se ilustran en las figuras l. 2 y 3. La canud:td de amplmc1ón de 
In gráfica de y • sen .i-. y si la gráfica se refleja. quedan de1emunados por el \alor 
absoluto de o y el signo de a. rcspcct1vamcn1c. La coordenada r mis grande Id es la 
amplil'ud dt la gráfica o. de forma cqu1\'alcn1e. lo amplilud d t la rund ón/ d.1da 
por /(1") - u sen x. En las figuras 1 y 3 la amplitud es 2. En la figura 2 la amplitud 

es de }. Observaciones y técnicas similares aplican si y - a cos x. 
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Ütmii:11 Trazo de la g:riftca de una ecuación que incluye cosx 

Ob1cnga la amplitud y díbuJc la gráfiC3 de) - 3 cos r 

SOLUCION Por el análisis anterior. la amplitud es 3. Como mdiea la figura 4. 
pruncro dibujamos la grifica de y - cosx y luego multiplicamos por 3 los valores 
de,,. 

FIGUll:A4 

\ • Jcosx 

Enseguida consideramos y ""' a sen hx y r • a eos hx paro los números reales 
d1fcrentcsdeceroa y b. Como antes. la amplitud es la . S1 b > O.entonces ocurre: 
exac1amen1e un ciclo a medida que br aumenta de O a 2rr o. de fonna equiva­
lenlc, :a medida que aumen1a x de O a 2rr/h. S1 h < O.entonces - b > O y ocurre 
un ciclo a medida que aumentar de O a 2rr ( - b). Por lo um10. el periodo de la 
función/dado por/{.r) - a sen b.r oft.r) - o cos hx es 211/ lhl. Por comenicncia. 
111mbién nos referiremos n 2rr b como el pcnodo de la grlifica dt· f El siguicnic 
11:orcma resume nuestro análisis. 

S1 y - a sen ht: o r ... a cos h.r para los númc~ reales d1íen.--ntcs de cero a y h. 

CIIIOIICCS la gráfica lienc amplitud lal y periodo jbj· 

Además, se puede relacionar el papel de h con el :mális1s de compresión y 
ampliación honrontal de una gr:\fica en la S<.-cc16n 2.S. S1 hl > l. podemos com~idc­
rar que la gráfica de y - sen bx o,, - cos bx cs1á compnmída hori1.on1almentc por 
un fac1or de b. Si O< lb,< 1. las gráficas se amplían honzontalmente por un factor 
de J/h. futc concepto se ilustra en los s1gu1entcs dos eJcmplos. 

iJjj • Ja UI I Cómo encontrar una amplitud y un periodo 

Obtcngl.l la amplitud y el pcnodo y troce la gráfica de_,,• 3 sen 2r 

SOLUCIÓN Usando el teorema sobre amph1udes y pcnodos con a • 3 y b • 2. 
ob1enemos lo siguiente: 

(t·o11r1mia) 
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FIGURA! 

FIGURA6 

FIGURA 7 

amplo<ud: l"I • 131 • 3 

periodo: 

Por lo lanlo. existe exactamente una onda smuso1dal de amplitud 3 en el mlcn·alo 
x {O. 1T). Si dibujamos es1a onda y luego ex1cndcmos la gráfica a la derecha e 
1zqu1crda. obtenemos la figura 5. 

01™ Cómo encontru unil ilmplltud y un periodo 

Obtenga la amplitud y el pcnodo y d1buJe la gráfica de y - 2 sen fx. 
SOLUCIÓN Aplicando el teorema sobre amph1udcs y penados con a - 2 y b - ¡. 
obtenemos lo siguic111e; 

amplitud 

pe.nodo: 

1•1 • 121 • 2 
2v 211 2'JI" 
lbl - m · ¡ - 4,. 

Por lo tan10. hay u~ onda sinusoidal de amplitud 2 en el m1cnalo (0.411]. S1 d1bu­
pmos esta onda y la extendemos a la izqu1enb y derecha. obtenemos la gr.ífic.a de 
la figura 6. • 

Si y - "sen bx y si bes un número pos1t1\o grande. el periodo 2,r bes pcquet\o 
y las ondas seno están muy cerca unas de otras. con b ondas seno en el in1cn·alo 
(O. 2TT]: csdccu. bcicloscn d1chomtervalo. PorcJcmplo.en la figura 5.b - 2 y hay 
dos ondas seno en (O. 21r] S1 bes un nümcro pos1tt\0 peque~'º· entonces el peri~ 
2Trlb es grande y las ondas están lejos unas de otras. Para ilustrar, s1 , - sen ¡¡t. 
entonces un décimo de una ond.1 sinusoidal ocurre en [O. 2n'] y un mtcnalo de 201r 
unidades de largo 

1
se requiere para tener un ciclo completo. (Vea también la figura 

6: para\' - 2 sen -;x, una mitad de una onda s1nusmdal ocurre en fO. 211').) 
S1 b < O, podCmos usar el hecho de que sen ( - x) "" - sen x para obtener la 

gr.ifiea de y - o sen bx. Para 1lus1rar. la ~'lifica de .1' - sen (-lx) es la misma que 
ladeyuc - senlx. 

Qji*fil•D Cómo encontru Unil ilmplitud y un periodo 

Ob1cnga la amph1ud ycl periodo. y iruce la gr.íficadc la ccuncióny - 2 sen (-1,) 

SOLUCION Dado que la función seno es impar. sen (-lx) = -sen h. y la ecua­
ción se puede escnb1rcomoy - -2 sen Jx. La runpl1tud es ¡-21 - 2, y el periodo 
es 21r J. Por consiguienle. hay un ciclo en un intcnalo de longi1ud 2TT 3. El signo 
negal1\o indica un reflejo a lra\és del CjC ,l'. S1 se considera el intervalo [O, 2TTf3) y 
se dibuja una onda sinusoidal de amplitud 2 (reflejada a través del CJC x), la fom1a 
de la gr.ífica es evidente. L:i parte de la gráfica en el mlenalo [O. 2lfl3] se repite 
pcr16d1camcn1c. como se ilustra en la figura 7. 

Ql#*j:ji•#M Cómo enc:ontru Unil ilmplitud y un periodo 

Obtcr1,¡;a la ampluud y el pcnodo y d1buJc la gráfica de y • 4 cos TTX. 
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SOLUCIÓN La amph1ud es 14 - 4. y el periodo es 2'ff 1r - 2. Por lo tanto. hay 
exaclamcnle una onda cosmu.so1dal de amplitud 4 en el inlenralo {O. 2). Dado que 
el periodo no conucnc el número 1r. conviene usar marcas de cnicros en el eje x. Al 
d1buJar esta onda y c-xlcndcrla a la i1qu1erda y derecha obtenemos la gráfica de la 
figura 8. 

Como se explica en la Sl.--CCión 2.5. si/ es w1a íunción y e un número real 
pos111\o, 13 gráfica de ,, - /(x) + e puede ob1encrse si se dcsplaia la gráfica de 
,, - j(.'f) \'ef11calmentc hacia arriba a una d1stanc1a c. Para la gráfica de,, - /(t) - c. 
se desplaza la gráfica dcy - /(x) vcn1calmcn1e hacia abaJO a una d1stanc1a de c. En 
el siguiente ejemplo se aplica esta técmca a una gráfica lrigonométrica. 

lifi1)3UQ Desplazamiento vertical de una gráfica trigonomitriu 

Dibuje la gráfica de ., - 2 sen :r + 3. 

SOLUCIÓN Es 1mponantc hacer notar que}' 'P' 2 sen (-r + 3). La gráfica de 
y - 2 sen .r está dibujada en color oro en la figura 9 S1 cs1a gráfica se des~ 
plaza \'ert1calmen1e hacia arriba a una d1S1ancia de 3, ob1enemos la gráfica de 
,. - 2 sen T + J. 

A conunuaci6n coruadcremos la gnifica de 

1 - o sen (bx + e) 

Como an1es. la amplitud es ~- y el periodo es 2-rr ,bj. Un ciclo ocurre si h.r + e 
aumen1a de O a 2,r. Por lo 1an10. podemos obtener un intervalo que con1enga exoc­
tamcntc una onda sinusoidal s1 se resuelve la siguiente desigualdad parar. 

-csb.\ s 2 1r - e 
21r e 

~-¡;---,; 

El número - c ,b es el de!!lpl■zamil'nlo dl' fan asociado con la gráfica. Podemos 
obtener la gráfica dey - a sen (br + e) mcd1an1e el despla1..anuento de la gráfica de 
,. - o sen bx a la 1zqu1erd:.i s1 el dcsplazam1cn10 de fase es negativo o a la derecha 
s1 el despl.uam1en10 de fase es pos111vo. 

Resultados análogos son , -áhdos para ,- - o cos (br + e ). El siguiente 1corcma 
resume esta exposición. 

Teorema sobre amplitudes, s, y - u sen (b.r + e ) o y • u eos (h.r + el para números reales diferentes de cero 
~riodos y desplazamientos a y b. en1onccs 

de fase 
l ) la nmpli1ud i."S 1nl, el periodo es 2'ff1,b, y el desplazamiento de fase es - e b: 

2) para encontrar un intervalo que contenga exactamente un ciclo. se rcsuche la 
desigualdad 

0 :S bx +cS 21r 
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FIGURA.11 

Ütmai:iJ Cómo encontrar una amplitud, un periodo 
y un despluamiento de fase 

Obu .. •nga la amplitud. el periodo y el despluamicmo de rase y d1buJe la gráfica de 

SOLUCIÓN Lll ecuación es de fo fom1a y - a sen (bx + e) con a - J. h - 2 y 
C' - 11"12. Por lo tanto, la amph!ud es 'til - 3, y el pcnodo es 211', ,hl - 211'r2 - 1r. 

Por el inciso 2) del 1corema sobre ampluudcs. periodos y desplazamientos de 
fase. podemos obtener el desplawmiento de fase y un intervalo que con1iene una 
onda smuso1dal resol\11endo la s1gu1cnte desigualdad: 

Os 2.t + f s 21r 

Por lo tamo. el despla;.amicnto de fase es - 11'
1
~. y una ooda sinusoicbl de amphtud 

3 ocurre en el intervalo [- 1r14. 311'1~). Para tra,.ar la gráfica de la figura 10. dibuja• 
mos la onda y luego rcpc11mos a la dcn.--cha y a la 17.qu1crda. 

Uii!tli:i;J Cómo encontrar uru amplitud, un periodo 
y un desplazamiento de fase 

Obtenga la amph1ud. el pcnodo y el dcsplazam1cn10 de fase y trace la gráfica de y 
- 2 cos (ll" - 11'). 

SOLUCIÓN La ecuación tiene la fonna y - a cos (b.t" + <:)cona - 2, b - 3 y 
e - - .,,.. Por lo tanto. la amplitud es la! - 2. y el pcnodo es 21r ,bl - 2'ff '3. 

Por el inciso 2) del 1eorcma sobre amplitudes. periodos y dcspla.t.anncntos de 
fase, el dcsplazarmento de fase y un mtcrvalo que con11ene un ciclo se encucnlr'3n 
rcsol..,,endo la siguu:ntc desigualdad· 

os: 3., - 1r s.: 21r 

1rS 3, S 3'17' 

" -S .r Sff' 
3 

Por consigu1e111e. el despl:t2anucnto de fase es ;r/3, y un ciclo tipo coseno (de 
m.áx1mo a máximo) de amplttud 2 ocurre en el mtm ·alo [ 11' 3. 11'], OibuJamos esa 
panc de la gnifiea y luego repetimos a In derecha y a la izquierda para ob1cncr el 
dtbUJO de la figura 11. 

Si resol\cmos la desigualdad 

" J,r -Tsl, - ff'ST cnlugarde Os3t- ff S2ff. 

obtenemos el intervalo 11"'6 s.: x s Sn 6. que da un ciclo entre m1ersccc1ones con x 
en lugar de un ciclo entre máximos. • 
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OH 1141•11•1 Cómo encontrar una ecuación para una onda sinusoidal 

Exprese la ecuación de la onda sinusoidal que se muestra en la figura 12 en la 
forma de 

y - a sen (bx + C') 

paru a> O. h > O.y el nümcro real pos111,o más pcqucrloc. 

SOLUCIÓN Las coordenadas J' mayor y menor de los puntos en la gráfica son 5 y 
- 5. respcct1,amentc. Por consiguiente. la amplitud es a - 5, 

Puesto que una onda sinusoidal ocurre en el m1crvalo (- 1. 3). el pcnodo llene 
,alor de 3 - (-1) - 4. Por lo tanto, por el teorema sobre ampli1udcs. penados y 
dcsplazamicn10s de fase (con b > 0), 

~ • 4 o. de forma equ1,alente. b • T 
El despllllamíento de rase es -c'h - -ci(.,,-12). Dado que e- es pos111,o. el des• 

pla2anut.'1ltO de fase debe ser 1wgat11'0; es decir. la gráfica de la figura 12 debe obte­
nerse desplazando a la i:q1liertla la gráfica de _l' - 5 .sen ((n2}1"]. Como deseamos 
que e- sea tan pcquci\o como sea posible. seleccionamos el dcsplaiam1e1110 de fase 
- 1. !>e ahí que. 

e ----1 ,,¡2 o. de forma equivalente. 

Por lo tamo. la ecuación que deseamos es 

Hay muchas otras ecuaciones para la gráfica. Por eJcmplo. podríamos utll11.ar los 
dcsplaam1en10s de fose -5. -9. -13. etcé1cra. pero no nos darían el ,alor pos1-
t1,o más hajo de C'. Otras dos ecuaciones parn la gr:ificn son 

(" 3,,) v - -5 sen -x + -
· 2 2 

Sin embargo. ninguna de estas ecuaciones c.alisfacc el cntcrio dado para "· h y c. 
porque en la pmnera. é < O. y en la segunda. a < O y e no 11ene su valor positivo 
más baJo. 

Como solución al1ema. podemos escribir 

,. = a scn(bx + r) como .l' =asen [b(" + f)] 
Como ames. ob1cncmos a - S y b • n/2. Ahora. como la gráfica 11ene una m1cr­
sccción con el CJe x en x - - 1. podemos considerar que esta gráfica es un des­
plaz.anucntQ horizontal de la gráfica de, - 5 sen ((1tr'2Jr] a la izquierda por una 
umdad. es decir. x se rccmplllla con x + 1. Por lo 1an10. una ecuación es 

Muchos fenómenos que ocurren en la naturaleza ,arian de manera ciclica o rít­
mica, En ocasiones es posible representar tales fenómenos por medio de funciones 
tngonométm::as. como se ilustra en los siguientes dos eJemplos. 
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tili'IUl•iii Anillsls del proceso de respiración 

El proceso rítmico de respirar cons1a de periodos al1cman1cs de inhalación y cxha• 
!ación. Un ciclo comph.10 nommlmen1e 1icnc lugar cada 5 segundos. Si F(1) dcnola 
el flujo de aire en el tiempo , (en htros por segundo) y s1 el flujo máximo es de 
0.6 htros por segundo, encucnlre una íóm,ula de la fonna F(1) - n sen b1 en la que 
encaje esta infonnación. 

SOLUCIÓN Si F(I) - a sen b1 para b > O.entonces el periodo de Fes 2rr b. En 
esta aplicación el penodo es de 5 segundos y. por consiguiente, 

Puesto que el fluJO máximo corresponde a la amplitud u de F. sea a - 0.6. Esto nos 
da. la fórmula 

F(t) = 0.6scn(T,) 

Ull'Uil•lfi Aproximación del nOmerode horas de luz natural en undra 

El número de horas de luz natural 0(.1) en un momento dctcnnmado del a1'o se 
puede aproxunar por 

K [i,, ] D(t) • -sen -(, - 79) + P 
2 365 ~ 

para ten dlas y t - O correspondiente 3J I de enero. La constante K decermma la 
variación 101al de la longitud del día y depende de la lamud del lugar. 

a) Para Boston. K ~ 6. Dibuje la gráfica de D para Os t s 365 

b) ¿Cuándo es el dia más largo? ¿ Y el más cor10? 

SOLUCIÓN 

1) S1 K - 6. entonces K-'2 - 3, y podemos escribir D(1) en la fonna 

D(,) • /(t) + 12. 

donde /(t) = 3 «•[;:s(, -79)] 

Tra,.arcmos la gráfica de/y luego aphcarcmos un dcsplazam1cn10 vertical a 1ravés 
de una distancia 12 

Como en el inciso 2) del 1corema sobre ampl11udcs, periodos y dcsplazam1c111os 
de fa.se. podemos obtener un intervalo t que con1cnga exactamente un ciclo resol• 
viendo la sigu1cn1c dcsigu..ildad· 

Os!~(, - 79) s 211 

0 :S 1 - 79 :S 365 

79 S S 444 

rK~J'Of 

mu" ~ 
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Por lo l3nto. una oncfa sinusoidal ocurre en el intcnalo [79. 444). Este mtcr.alo se 
d1v1de en cuatro partes iguales para obtener la ~igu1cntc tabla de ... a lores, que md1ca 
el patrón familiar de la onda sinusoidal de amphtud 3 

79 170.25 261.5 352.75 444 

Jlt ) o -3 

S1, • O, 

/(O) • 3 sen [::s(- 79)] • 3 scn(- 1.36) • -2.9 

En ,1sta de que el periodo/es 365. esto implica quefi365) ,::: - 2.9. 
444 La gráfica de/para el mlcl"\alo [O, 444) está d1buJada en la figura 13. con dife-

, {dí:as) ren1cs escalas en los CJCS y t redondeado al di3 más cercano. 
Al aplicar un desphuamicn10 ,cnical de 12 unidades. obtenemos la gráfica de D 

para O 'S t ,S 365 que se mucslra en la figura 13. 

b) El día más largo. es decir. el ,·alar más grande de 0(1). ocurre 170 dias después 
del 1 de enero. Excep10 en un aOO bisies10. cs10 corresponde al 20 de Jumo. El din 
más cono ocurre 353 días después del I de enero. o el 20 de diciembre. 

En el s1gu1cn1e CJCmplo se usa un3 u11lcrfa de grific:is paro aproxunar la solución 
de una des1g.u:&ldad que nnphca expresiones tr1go11ométricas. 

D111 IQl•iil Aproximación de soluciones de una 
desigualdad trlgonomttrfc.a 

Aproxime la solución de la desigualdad 

sen3x< T+senx 

SOLUCIÓN La desigualdad dada es cqui'"alcntc a 

sen3.r - r - senx < O 

S1 asignamos sen 3.-r - x - sen .r a Y 
1
• el problema dado es equ1valen1e a cnlcu• 

lar dónde se si1Ua la gráfica de Y I debaJ0 del eje x. Usando el visor rcclangular 
cs1ándarob1enemos un dibuJ0 similar al de la figura 14 a). donde se obscn o que la 
gráfica de Y 

1 
1111crscca el CJC Ten e entre - 1 y O. Pare<:e que la gráfica queda por 

debajo del cje.r en el m1crvalo (e·, ar;,); sin embargo. este hecho no es perfcc1amcnte 
claro. debido a la escala pcqucí\a de los ejes. 

flGURA l4 

o) [ - IS. IS] por[ -10. 10] b) [ - IS. IS. 0.25] por [ -1. l. 0.25] 
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FIGURA ,S 

Usando el visor rcc1angular ( - 1.S. 1 .S. 0.2S] por ( - 1. 1. 0.2S). obtenemos la 
figura 14b). donde se observa que las in1ersccciones con el eje x se encuenlran 
aprox1rnadamcn1e en -0.5, O y 0.5. Si usamos la aplicación o caractcris11ca para 
calcular la raíz. produce 0.51. un , alor positi\-O más preciso. Como la función en 
cues1ión es impar. el \'alor negati,o es de aproximadamen1c -0.S 1. Por lo tanto, 
las soluciones de la desigualdad están en los intef\alos (aproximados) 

(-0.51,0) U (0.51,oo) 

Uli'l4!•1fl lnvestiga<ión de la <orrientealtemo11 en un dr<uitoel~ctrico 

La corriente/ (en amperes) en un circuilo con corriente allem.'l en el 1iem¡>0 , (en 
segundos) está dada por 

I • JOsen(50"' -If) 
Aproxime el valor más pcquello de, para el cual/ • 15. 

SOLUCIÓN Sea/ - 15 en la fóm,ula dada para ob1cncr 

15 • JO sen ( 50,,, - If) 
o. de fonna equi\'alcnte 

sen(501r, -If)-+ • O 

S1 se asigna scn(501t.r - 7,r/3) - i a Y,. el problema dado es equi\'alente a aprox•• 

mar la m1crsccción más pcquctla de la gráfica en x. 
(0.0.0..0.01) po< [-U.OS.0.25) Puesto que el periodo de Y I es 

&U Ejercicios 

2,r 2,r l 
-¡; • 50,, • 25 • º·°' 

y dado que -i s Y 
I 
s i, seleccionamos el visor rectangular dado y ob1cnemos 

un d1buJo sinular al de la figura 15. Usamos la carac1eris1ica de raíz para obtener 
, ~ 0.01 s. 

Vol"ercmos a trnbaJar en el eJcmplo antcnor en la sección 6.2 para demostrar 
cómo se obtiene el valor exacto de, stn la ayuda de la herramienta de gráficas. 

1 Oblcnga 13 amphtud y el pcnodo y dibuJc 13 grifica de la 
C(:U3CJ6n: 

2 Pan ccu.acioncunálopu Lasdca)-h)dcl cJcrcieto 1, pero 
rclac1oo3das con el coseno. obtcng3 la amphhtd y el pcnodo 
y trace: la ¡ráfica a) v • 4 §Cnx b) _,.• sen 4x 

d) y • ~n ¼x 

f) J•½scn4x 

g) _v • -4 scn x h) _,, •sen (-4.r) 

3 Ob1cnga U ampl,1ud y el penado y trace la gn\fica de la ecua­
ción; 

a) v • 3 cos :e 

e) y • {ros r 

e) .,. . leos {x 

g) .r • - 3 ros r 

b) ,- • cos 3r 

d ) y • ros {.r 

,, ,. - leos 3,.­

hl ,- • ros (-3.-) 
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4 Pa~ ccuac,oncs análogas a las de a)- h) del cJcrc1e10 3, pero ( ) ( ) 
rcl.1e.onadas con el seno, obtenga la amph1ud y el pcnodo Y 29 y • - 3 ros -½-, - f 30 \' • 2 ,;en -½-·' - f 
trace la gráfica. 

Ejtr. 5- 40: Oblcng• I• amplitud, rl periodo ) rl drsplua- ( ) ( ) 
mit'nlo dr íuc y trau la t:rifiu dr I• ttuH·ión. 31 )' • -5 ros ½.r + f 32 -~ • 4 ,;en + 1 - f 

13 , •st.n(2..- -,r)+ 1 

1S y•-cos{6.,· + 1r)-2 16 y•cos(2.t- ,r)+2 

17 >' • - 5 scn(l, + ,r) 18 y •3cos(1.-- 1r) 

19 ,-~nG .. -f) 20 y• J)Cn (fx+ f) 

" 21 , • 6.scn11':'f 22 \· • Jros - , . 2. 

" 23 ,-2oos2.r 24 >•• 4 scn2m 

2S )'• ¼~n2m 26 , • }ro$"j'f 

27 >· • 5scn(3r-f) 28 )' • -4L-os(2.t+f) 

37 \ • -2sen(2.r- ,r)+3 33 y• 3ros(.t+3,r) - 2 

39 y• S cos (2x + 2,r) + 2 40 ) • -4 .scn(lx - ,r) - 3 

Ejcr, 41 - 44: L• grUka dt' una «uadón St' mun 1ra t'l1 h• 
figura. • ) Obtt"Oga la • mplilud. t'I pt'riodo ycl dt'iplu.amicnto 
d t íast. b) Estriba 111 ttuadón en I• forma y = 11 stn (b + t') 
para• > O, b > O, y el menor nú111t'ro ~al posltho r. 

41 42 

43 44 

2 1 1 2 , 
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4S E ctro,1 .ctfah r,-fla En la figun se mucslra un clcctrocn­
afalognma de ondas del cerebro hWlWlO durante el 5Ucf\o 
profundo. S, usamos IV = a sen (ht + e) para representar 
estas ondas. ¿el.di scri el v:alCN"" de b'! 

(JEICICIO IS 

2(s) 

46 lnU-r,cldil 6t 1¡ lwz """1rrM En un CK:"no dia de pnma\cn 
con 12 horas de hu n:nural, b mtcnsubd de b hu / :1kan7,.3 
al medl00i3 su ~)·or nlor de 510 caloriM,cmt S1 t = O 
corresponde al aman«'cr. ~enga una formula/ = u sen bt 
que concuerde con esta mformxión 

47 Accié:ln ditl corat6ft La acción de bombeo del conzón con­
stslc en la fase s1s1óhca, en 13 que la sangre sale del \Crnriculo 
izqu1cnto hacl:l 13 aorta. y la fase dl.lllóhca., durante la eU31 el 
musculo cardiaco se rclaJ• La función cuya grifica se mues­
tra en la figw, se usa en ocas.iones para modelar un ciclo 
completo de n:1c P.fOCCSO- Para Wl3 pm¡ona dctemunada., la 
fase sistólica dura ¾de segundo y uene un C3udal máximo de 
S htros por mmuto Calcule a y b 

EJUCH 10•7 

,-(htros/m1n) 

,, 
, ' , ' , ' , ' , ' , ' , ' , ' , ' 

' ' ' ' ' ' ' ' , ' 
' ' 

t (~gundos) 

41 li rTllfl'IOt La popular 1ooria del b10mtmo ut,hza las gr.ifi­
cas de•~ funclOl'ICs seno .scnc1ll.u para hacer prcd1cc1ones 
acerca del potencial flsico, emocional e intelectual de una 
pc-r$OIU en un d1a dc1emun3do Las gráfica.\ cSt3n d:ld:IS por 
1 = a sen bt pan r en d1:u.. con t = O corrcspond1entc al nac1-
m1cn10 y u::: 1 paradcnotarcl 100-idcpotcnc,al 

.1) Obtenga d uloc de h p:112 d CICio fi11c:o, que ucnc un 
pcnodo de 23 días, pan el ew:lo emocional (J)C'nodo de 
28 dlas); y para el ciclo in1cl«1ual (penodo 33 d1as) 

b) faaluc losciclosdcbKXnunodcuna pcrsonaqucac-.abadc 
cumplir 21 allos yucnc cxactan'ICfllc 7,670diatdc cd.1d 

43 Ci p<- rtn d• 1, m.,.H La ahura de la marc:a en un 
pun10 particular en la onlla del mar pocdc predecirse: c:on 
siete funcK>IICS lngonométneas (llanud:is componcnlCS de la 
11Urca) de la fonna 

.,11) = acos(lil + ,·) 

El prmc1pal componcn1c lunar pocdc apro·-umarsc por 

/(•) • u"" ( f' - 1,12") 
donde , e:s1á en horas y 1 = O corresponde a la medianoche 
DibuJC la gráfica dc/51 a= 0.5 m. 

SO Compo,w 1ttt -4 la nurH Rc-n,ltasc al C-Jcrc1c:ro 49. 1:1 
pr1nc1p.3I componente solar diurno puede aproimnarsc por 

/(•) - u"" (~, - :!.!!) 
12 12 

DibuJc: 1.3 gráfica dc/s1 a = O 2 m 

S1 H< &i. IW: ftlhllf 11 tn F b.wtkJ S1 la fónnula de /)(1) 
en el eJemplo 12 se uu p.ara 1-·aub:mks. Alaska, entonces 
K 11. DibuJC la gr.ifrcadc Den este caso para O~,~ 365 

52 TemJ- al11f11 b ·a•• fl'lri 1't.~Con base en ab de: datos 
ll\l..'1.C:Otológ1cos. la tcmperntura baJa cspcradJ T (en f) en 
F1urbanb. Alas.ka, puede apro:umarsc por 

T•36scn[~(,- IOI)] + 14. 

don(k , está en días y t ::: O c:on-csponde 31 1 de enero 

.a) TTK"C la gráfica de, p.3ra Os 1 :Si 365. 

b) Pronostique cuando será el d1a mis frio del a~o 

EJ. 53- 54: Grafiqut la «ua('6nJ• = .,11) t n t i lnltrnlo 10. 2.tl. 
Siy rt'prHC'nla la lr mpuatura Hlrrior (l'D 0 1-) rn d til'mpo, 
(tn horn). dondr t = O c.-or~ipondt ■ IH 9 ,.\l .. dnc.-riba la 
ttmpuatura dura.ntt t i inten ·alo dt 24 hora~. 

Sl , - 20 + 15 sc+z, 
S4 , - 80 + 22 cos [ ~(1 - 3)] 

Ejtr. 55- 58: Los dtnlífieos a \l'C'H UJID la fOrn,ula 

/(t) - o sen (bt + e) + ,1 

para .1ln1ular nrlaclont'1 dt ltmptr■hlr■ dur■ntt ti día, ron 
ti lic'mpo t tn bon,. ltmpc-r■lur■ .ftt) rn ºC y , = O c.-orrn­
pondlt nlt a la mt-dlanoc.-bt', Suponga que /f.() dbmlnu)t ■ la 
mNflanoc.-ht. 

a) Deltrmlne los \·■lort'S dt 11. b, e ) d qut c.-orrnpondan a la 
lnformadOa. 

b) Tr■c.-r la ,:rjfK'll dt/p.ar:1 O~ , s ?.t. 



SS L:i 1cmpenatun. 111111 t"S de I O C y l3 1cmpcratun. baJ:a de 
-10 •c ocurre a l:u4 a m. 

S6 La 1cmpcratura a la medianoche es de IS "C. y las tcmpc-n• 
1uras máxnna y m1n1ma .son de 20 C y 10 ºC. 

S7 La tanpc1111un ,1ufa entre 10 'C y JO "C. y la tcmpcr.uura 
promccho ~ 20 "C ocurre por pnmen. ,eL a IH 9 A.M. 

SI L1 tempenuuna m.i:<mia de 28 C oc:WTt a las 2 P.M.., y l:1 
tcmpcntuna promcdKl de 20 ºC ocurre 6 horas nW 1ardc 

S9 Pre, .prt. lt'fl en et Sol h L111 T~ La prcc1p1tactón 
mensual promedio P (en pulgadas) en South Lal.e Taha<, 
Cahfom,a. se pn:scnta en la tabla 

"" p "" p .... p 

'"" 6 1 Mayo 1 1.2 Sq, o., 
Fob ,. fon 1 06 ÜCI 28 

Mar 39 Jul 1 03 No, 3 1 

Abn l 2.2 Ago 0.2 Dic. ,. 

60 

a) Sea , el ucmpo en meses. con, = 1 corrcspond1en1c a 
enero, , 2 a febrero, • t = 12 a dic1cmlwc. , =- 13 
a enero. y ul succswamcntc Trnce los pun1os de dalos 
para un pcnodo de dos arlos 

b) Obtenga una función P(t) = a sen (bt + e) + d que 
aproxime la prccipuactón mensu.31 promedio. Trace los 
datos y la función P en los m1smm eJC:-S de coorden.,das 

Pfofunt id.et ch r1o T..,.._... Cuando un rio nuye hacia el 
océano, su profundidad varia cerca de su dcsc:mbocadura a 
consecuencia de las marcas La mfonnactón sobre este cam• 
b10 de profund1<b.d" eruc,al para la scgundM:I La s1gu1ente 
tabla prc-scnta la profundidad D (en J"CS) del rfo Tán1C"S1S en 

Londm para un periodo de 24 horu 

llon D llera D llon D 

12AM 271 1 A\I 20.0 1 A.\I 340 

1 A.M ]0.1 I A \I 180 1 A.M 324 

1 A M J30 IA\I 18) 1 A. M 29 1 

J A.M ]4.J J A.\I 206 1 A.M 25.l 

1 A.M. JJ.7 1 A . .1.1 24.2 IA....v. 21.9 

1 AM 311 1 AM, 28 1 \ A.M 196 

1 A.M. 27.1 1 A.M JJ.7 \ A . .1.1 186 

1AM 232 IA. 1.1 33 7 1 A M 196 

a} Traa: una gnifieade los d:ttos, con la hora en d CJC hon­
zon1al y la profw'l(h(bd en el e,c \ eruc:al r • O COfTCS­
pondc a las 12 00 A.M 
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b) Dl..'tmnmc wu función 0(1) = o sen (b1 + e) + d. 
donde 0(1) rq,n:scn11 la profundidad del agua en el 

puerto a la hora t. Grafiqoc 111 función O con los d:atos 
(Sugf.'n>nrlo para dctcrmmar b, obtenga el tiempo entre 

profundidades mixmw) 

e) S1 un barco rcqmtte por lo menos 24 pies de a¡ua pam 
na,egar sin nesgo por el Támcs1s. de1cn111nc gcognifa. 
camcn1e el m1cn1lo o m1crvalos de horas en los que la 
11:l\cgac16n no es scgW1L 

61 Ho,as delw nawr» 1=.I número de honu de luznalunl /)en 
un lugar especifico ,aria dependiendo wno del mes C()O)O de 
la l:1111ud. l:n la tabla se prc!ICnla el numero de hons de luz 
n21unl el pnmcr dia de cada mes • 60 ºN de la111ud 

"" p .... p "" p 

Ene 601 Mayo 15 97 Sq, 14 18 

Feb 7.97 fon 18 28 °'' 11.SO 
~~ 

"" I0.4] fol 18.72 No, í!.7J 

Abnl 1327 Ago 1688 o,, ,ss 

a) Sea, el ucmpo en mcK$. con r = l correspondiente a 
enero, , • 2 a febrero. .• 1 =- 12 a diciembre. 1 • IJ 
a enero. y así suces1,,amcntc Trace la gráfica con estos 
c:b1os para un periodo de dos a005 

b) Obtenga una funcJOn D(r) :;: u sen (bl + e-) + d que 
aproll!mc.- el numero de horas de hv natural. Grafiquc.- la 
funci6n D con los da1os. 

62 HOfill6 de h1z natt.1nl Remltasc al eJCfCICIO 61 El mjxnno 
nun)Crodchor.lsdeluzna.1ural1140 N« 15.02hoBsyoc:u• 
m: el 21 de Junio El numero mimmo de horas de luz na1ural 
es de 9.J2 y ocurre: el 22 de d.c1cmbrc 

il) Dc1emune la función D(t) = o sen {bt + e) + d que 
modele el nümcro de hon.s de luz nalural, donde t está 
en mc§Cs y, =- 1 c~spondc al I de enero 

b} Gnifaquc la función D ut,hzando el ,1<;of rcclangular 
(O s. 24 S. 4) po, (O, 20. 4) 

e} Pronmuquc el nwne-ro de horas de luz natural el I de 
fcbn.--ro y el I de $<:pllcmbn: Compare sus rcspucstaJ 
con los ,-.lores \Cfdadcrosde 1017 y 13 08 horu. n:s• 
pccuvamcnte 

Ejn. 63- 66: Gnfiquc- la ttu.dón t n ti ln1unlo 1- 2. 21 
) dM('riba t i eo mpor11mlen10 de)' a m«lida qut x - O 

·'° - O. 

65 ,-•sc:Zr 66 
1-cosJr .i---,-
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Ejer. 67- 68: Cnfiqur la «uaclón C'n C'I lnlrn-alo 1- 20. 201 y EjC"r. 69- 70: Un una grifica pan rrsolnr la dnigualdad C'n 
Hllmr la ulnlota horlLontal. r l inlunlo 10, •I• 

Gráficas trigonomftrias 
adicionales 

69 oos J, ~t, - scnx 

70 ~ 1an ({.r1} <} cos2.r + jjx1 

Los mé1odos desarrollados en la sección S.S para seno y coseno se pueden aplicar 
a las otras cua1ro funcmocs 1ngo11ométncas; sm embargo. hay \.arias d1ícrcnc1as. 
Pucs10 que las funciones tangcnle. cotangente, secante y cosecante no tienen \'ala­
res máximos. la noción de ampluud carece de significado. Ademá.,;, no hacen refe­
rencia a ciclos. Para algunas gráficas de funciones tangcn1e y cotangen1c. se d•boJa 
pnmero la panc enlre las asíntotas ven.cales succs1.,,as y luego se repite ese patrón 
a 13 derecha y a la itquierda. 

1..3 gr:ificade1· - atan:c para a > Opucdcob1cncrsc ampliandoocompnmiendo 
la gráfica de y - IM .l. Si o < O. cruonccs también se u.so un rcOeJO alrededor del 
CJC x. Dado que la función tangente tiene periodo 1r, basta d1buJnr la rama entre las 
dos asíntotas \'Crt1calcs succs1vasx - - -,, 2 y r - 1r '2. El m1>nl0 patrón se prcscn1a 
11 In derecha y a la izquierda. como en el siguiente cJcmplo 

IJmtii:11 Trazo de 111 grifio de unai ecu;1ción que Incluye l<1n \' 

Trace la gráfica de la ecuación: 

;1) r - 31anr b) y -i 1anx 

SOLUCIÓN Para empezar, d1buJamos la gráfica de una rama de _1 - tan.-,. como 
se muestra en color nanmJa e.n las figuras I y 2. entre las asíntotas verticales 
'C - - 11''2 yx - -rr/2. 

1) Para y - 3 um x, se muh1phca la coordcn:ub y de cada punto por 3 y luego se 
exlicnde la rama resultante a la derecha y a la izquierda. como se muestra en la 
figura l . 

flGUl.41 ,- - Jt.an .,. t.111.1 FIGURA? )' • i 1an r. 

-2w 2,r :r. 

b) Para y - j tan x. mult1phcamos las coordenadas y por{ parn obtener el d1buJO 
de la figura 2. ■ 

El método que se empica en el eJemplo I puede aplicarse a otras funciones. Por 
lo 1an10. para dibujar la gráfica de 1· - 3 5'.."CX. primero dibujamos la gráfica de una 
rama de .r - scc x y luego mult1phcamos pot 3 lo coordenada r de cada punto. 
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Lo figura que se muestra cnscsu1da es una gráfica 1íp1ca de una calculadora graficadora 
de y - tan x. Parece que la calculadora ha incluido las asín1otas. pero las líneas "crt1calcs 
en rcahdad son resultado del csfuer,..o de la calculadora por conectar p1:c:cles consecut1\-0S 

1-•·•· '"/41por(-21.2 IJ 

~ 
El siguic111c 1corcma es un análogo del 1corcma sobre arnph1udcs. periodos y 

dcspla1.am1en1os de fase enunciado en la sección 5.5 para las funciones seno 
y coseno. 

Teorema sobre la gr4fica de 
J•• atan(b.t' + c-) 

S1y • "tan (br + e) para los nümcros reales diferentes de cero" y b. entonces . . 
1) el periodo es p;¡ y el dcsplaz.;.miento de fase es --¡; 

FIGURA! 

,. • + 1an (r + f) 

2) las asln101as \ cnicales sucesivas para la gráfica de una rama se encuentran 
resolviendo la desigualdad 

-f<bx+c<f 

illl'ldl•fl Trazo de lagraftcade una ecuación de 
laformay atan(b.t- e) 

Encucnlrc el periodo y trace la gn\fica de.\' • + tan ( t' + f) 
SOLUCION La ecuación tiene la fo~a dada en el teorema precedente con o .,. ½­
b • 1 yc • 11' 4. Porloianto.porcl 1nc1so l),cl periodo está dadopor-njb • 1rfl • 1r. 

Como en el inciso 2). para obtener las asíntotas \ erticales sucesivas. re.sol\ cmos 
la siguiente desigualdad: . . . 

--<x+-<-
2 4 2 

3w • --<x <-
4 4 

Debido a que o - ½. la gravca de la ecuación en el 1111crvalo (-31r'4. 1T 4] tiene la 
forma de la gclfica de y - 3 1an x (\-·ea la figura 2), D1bu1amos esa rama y la exten. 
demos a la derecha y a la izquierda para obtener la figura 3. 

Obsct'\-c que dado que e - 1T 4 y b - 1. el desplazamiento de fase es 
-c1b - -1T14. Por consiguiente, la gráfica también puede obtenerse si se desplaza 
a la 1zqu1crda l::i gráfica de r - ½ tan x en la figura 2 una distancia de 1r 4. • 
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flCi,UH., 

: ' 
' ' 

Si y - a cot (bx + e). 1enemos una situación similar a la que se expuso en el 
teorema anterior. La única d1fcrcnc1a es el 1nc1so 2) Dado que las así111otas ... en,ca­
les succsi"as para la gráfica dcy = cot non I" - Oyx- 1r(\c:& la figura 19cn la 
sección 5.3), obtenemos asíntotas \Cn1calcs sucesivas para In gráfica de una rama 
de) - a cot (bx + e) resol\-1endo la desigualdad 

0 < bx +C"< 1r 

EH' Ui•il Trazo de la grlifica de una ecuación 
delaforma, , oC'ol{bx C') 

Encuentre el periodo y 1race la gráfica de -" = rot ( 2.- - f) 
SOLUCIÓN Utilizando la 001ac1ón acostumbrada, observamos que u - 1, 

b - 2 y e - - 1r12 El periodo es 1T lb - 1rf2. Por consiguiente, la gráfica se repite 
a in1crvalos de longitud 1T '2. 

Como en la explicación que an1eccdió a este ejemplo. para encontrar dos asín­
totas verticales suceS1\as para la griliea de una rama. resohcmos la desigualdad: 

O< 2.- -f < '" 

1T 31r - < 1' < -
4 4 

Puesto que a es ~•t1\-0, se dibuja una rama con fomia de cotangcnle en el mter­
valo [1r 4. 31T 4} y luego ~e repite a la derecha y a la 11.qu1crda en intervalos de 
longitud 1T 2. como se muestra en la figura 4 

Las gr.\ficas que se relacionan con las funciones secante y cosecante se obtienen 
con métodos sumlan.-s a los de las funciones 1angentc y cotangente o con los recl­
procos de las gráficas correspondientes de las funciones seno y coseno. 

U1mai:D Trazo de la grlifica de una ecuación de 
la formay o it't' (h.l" ..... t') 

Trace la gráfica de la t..-cuación-

SOlUCIÓN 

a) La grifica de _r - scc _- está trazada (sin asíntotas) en color naranja en la figura 5. 
La gráfica de y - cos x está trazada en negro: obscnc que las asín1oras de , - sec t 

corresponden a los ceros dey - cosx. Paraoblencrla gráfica de ·' - sec (x -f) 
desplazamos la gráfica de y - secx a la derecha wta distancia de 1r 4. como se mues­

Ira en negro en la figura 5. 

b) Para dibujar es1a gnífica. mul11plicamos por2 las coordenadas ydc la gnlifica en 
el inciso a). Esto produce la figura 6. 



FIG.UU 7 \" • ese (2., + ,r) 
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P'IGUU6 ,. • 2.sce (-, -f) 

¡,-~ 

) ' ' ' ' ' ' ' 
' 
' 

-2• :-n 1T 

!n n 
IUISf:ilªIW Trazo de lagr.tftu de una ecuación 

de la forma y II ne (h + t') 

Trace la gráfica de J - ese (21"" + ,r). 

SOLUCIÓN Dado que ese (J • 1/sen 6. la ecuación dada podemos escribirla corno 

1 , - ----
-.cn(2x + ,r) 

Por cons1guicntc. p3ra ob1ener la gráfica de y • ese (2x + ,r), 1ra1.amos la gráfica 
de y • sen (lt" + ,r) y luego ob1cncmos el reciproco de la coordenada .1· de cada 
punlo. Ut1l11..indo " - l. b • 2 y c- - 11, observamos que la amplitud de 
.l' - sen {2x + 11) es I y el pcnodo es 21t ¡bj • 21r/2 • 11. Para ob1cnc-r un intervalo 
que con1enga un ciclo. resohemos la desigualdad 

0<2.x+ 1r <21"" 
- 1T <2.r < 11" 

ff ff 
-2< :r <2 

Esto conduce a la gréfica en color naranJa de la figura 7. Calculamos los recíprocos 
para obtener la gráfica de y • ese (2x + 11"), que se muestra en negro en la figura. 
Tenga en cuenta que ]O!, ceros de la curva seno corresponden a las asintotas de la 
gráfica de la función cosccanie. 

El siguiente CJctnplo es acerca del valor absolu10 de una función trigonométrica. 
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fKiUll:AI 

-1 

fl IUlllAt 

flGUAA \O 

1 ¡o., •. •/•lbr[-•.•l 

Uli!J.ili!D Truo de la grifiu de un,1 ecuación que 
requiere un valor absoluto 

Trace la gráfica de J' - 'cos xj + 1. 

SOLUCIÓN Trazaremos la gráfica en 1res etapas. Primero trazamos la gráfica de 
x y - cos x. como en la figura 8a). 

A continuación ob1cncmos la gráfica de y - 1cos.rj reílcjando las coordenadas y 
negat1\·as de la figura 8a) a tra"és del eje x. Esto produce la figura 8b). 

Por llltuno. la gráfica de b) se desplaza ,erticalmente hacia amba una unidad 
para obtener la figura 8c). 

Para cfcc10s de claridad, se han utilizado por separado tres gráficas. En la prác• 
11ca. se pueden dibujar las gráficas suces1vamcn1e en un plano de coordenadas. • 

Las aphcac1ones m:ucmáttcas a menudo requieren una función / que es una 
suma de dos o más funciones. Para 1lus1rar, suponga que 

/(x) - g('r) + l,(.T), 

donde/. g y h uenen el mismo dominio D. Antes de que se 1n\'cn1aran las calcula­
doras graficadoras. en ocasiones se usaba una 1éc111ca conocida como adldón de 

x coordenadas Ji para 1razar la gráfica de/ El mé!odosc 1lus1ra en la figura 9. donde 
para cada x ,. la coordenada y /(x

1
) de un punto en la gráfica de/es la sumo de 

g(x
1

) + /l(x
1
) de las coordenadas,, de los puntos en las gráfica.1; de g y /1. La gráfica 

de/ se obtiene s11mu"'lo grtíficum('l1te un número sufieicn1e de estas coordenadas .l. 
una larca que es mejor dejársela a una calculadora graficadora. 

A ,eces es Ut1I comparar la gráfica de una suma de funciones con las funciones 
individuales. como se iht5tra en el siguiente ejemplo. 

IJlJ!Lli!D Trazo de la grifica de una suma 
de dos funciones trigono~trlcH 

Trace la gráfica de y - cos T,J' - sen 1" y .r - cos x + sen x en el mismo plano de 
coordenadas para Os x s 311. 

iOlUCION Realizamos las s1gu1en1es asignaciones: 

Y, - cos.r. Y1 - senx 

Corno deseamos una proporción de pantalla de 3 :2 (honzontabcrt1cal). seleccio­
namos el visor rectangular [O. 31r. 11 4] por [-11. 1r]. y obtenemos la figura IOa). 
La clvidad de la gráfica se puede mejorar si se cambin el , ,sor n.."'"Clangular a 
[O. 31r. 11 4] por [- 1.5. 1.5]. como en la figura IOb) en la siguiente pagma. 

Obscr'\e que la gráfica de Y, mtcrscca la gráfica de Y1 cuando Y: - O. y la grá­
fica de Y: cuando Y 

1 
• O. Las intersecciones .1" para Y, corresponden a las solucio­

nes de Y1 = - Y .. Finalmenle, obsernmos que los \alares máximo y mí111mo de 
Y

1 
ocurren cuando Y

1 
- Y

1 
(es decir. cuando.r - 1T 4. 51r,4 y 9m4). Es1os valores 

,·son 

V2/2 + V2/2 - V2 

La gráfica de una ecuac16n de la foma 

y - ..1(.r)sen(,1..T + h) 

-V2/2+(-V2/2) - -V2 o 

y • ){:e) cos (tu + b). 
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b) {0,3.-.,r/4]by[--,,., -,,J 

flC.UUn 

ifJI Ejercicios 
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donde/ es una función exponencial y u y b son nümeros reales. se llama onda 
sinusoidal amorliguada u onda co51nusoldal amortiguada, rcspec11, amente. y 
.ft:x) se llama faclor de amorliguación. El s1guicn1e eJemplo 1luslnl un método para 
graficar estas ecuaciones 

IJlitJ.ii:lli Trazo de la gr.tiftca de una onda sinusoidal amortiguada 

Tracclagrálicadc/si./(.x) - 2 scnx 

SOLUCIÓN En pnmcr 1érmmo. examinamos el valor absoluto de/ 

1/(x)I • 12-• senrl 
• 12-•Usenxl 
s 12-·1. 1 ~ ' 

1 Ji,) 1 S 2-• ' pu<>tu , 

-2-, s/(.,) s 2-• 

La última desigualdad 1mphca que la gráfica de/está s11uada en1rc las gráficas de 
las ecuaciones ,, • -2 -, y ,. • 2 · •. La gráfica de/ coincidirá ron una de cs1as grá­
ficas si ,sen xj - 1. es decir, si ;r - (1rt2) + 1111 pam algún entero n, 

Dado que 2 > O. las inu .. 'l'SCCtiones x en la it't'áfica de/ ocurren en sen x - O. es 
decir, cnx • 1rn. Deb1doa que existe un número 1nfimto de m1crscccioncsx. es1e es 
W1 CJCmplo de una función que mterscca su asíntota horuontal un número mfimlo de 
veces. Con cst3 mfonnac16n. obccncmos el d1buJO que se muestra en la figura 11. ■ 

El foctordc amon1guoción en el ejemplo 8 es 2 '. Cuando se usan diferentes foc­
cores de amortiguación. se obtienen otras ,anac,oncs compnmu:las o expandidas de 
ondas smuso1dales. El anáhs1s de cs1:is gr.i.ficas es importante en fis1ca e mgcmería, 

Eju. 1- 5.2: Ob1tn1t11 t-1 periodo) dibujt- la 1trifka d t- la ttu1-

cl(lo, 1\lutslrt las asíntotas. 
1 v• 4tant 2 t •¡ 1ant 

5 J• 2C'M: J' 

7 ,--1~.l 

13 v • twl,!'C • l4 J• lanf, 

17 \' • -- w - x + -1 ( 1 ff) 
4 2 3 

22 \· • COI 2.t 

24 ,· • cot!!.x 
4 



392 CAPiTULO S I FUNCION[S TRIGONOMiTIUCAS 

26 .l' ª - ¾roe (3r - w) 

1 ( 1 " ) ( 1 " ) 27 \· •-2 eot 2 1'+ -¡- 28 _Y• 4cot Jt--¡-

31 \t• 'IC('2' 32 r - ~ J.1 

1 ( 1 " ) 37 y • - - sec - x+ -
3 2 4 

42 ,. • ese 2.1 

43 , • ese fl'1' 

47 ,· • - - ese - x+ - 48 r • 4csc - _,--1 (' ") ( 1 ") 4 2 2 . 2 4 

t:Ju. 49- 50: Obtenga IH «uadonn dC' dos u latolu ,·C'rtka4 

IC'I sucnins dC' la p.ráfiu dtf. 

49 /{¡() - rot(lx - fl') 50 /(x) - 1an{lt + 1) 

Ejt r. 51- 52: Oblrnga un.a lnlC'rsttd6n x dt la grUiu dt/. 

51 /(t) • can(4..t - 3) 52 /(.r) • COI ( 1r + f) 
Ejt r. 53- 54: Oblitnga t i punto m,.s bajo itn 1u1a rama St.lJ)f'­
rlor d«'/. 

53 /(,) • Jcsc (+1"-f) 54 /(.r) • 4scc (4t+ f) 

Ejtr. 55- 56: Obtt"ng• rango dC'/. 

55 /(t} • l s« (h + 5) + 1 56 /(x) • 4 c,;c (2x - fl') - J 

57 Ob1cng., wu ceuxkffl uuh:1..alldo la ft.lDCkffl co1angcntc que 
time b m,sma grifica que \ = tan r 

S8 Oblrnga una ccuac16n ullhzando la fuoc16n cosecante que 
tiene 1• misma gráfica que \ :=: scc .-

Ejtr. 59- 64: Como a)uda. u.st- la gráfica dt- una fund6n 1ri-­
gonoml 1rka pan dibujar la grifiu dr la «uac16n iin lru:u 
los puntos. 

59 _,. • lscn rl 
61 _\' - lscn.rl + 2 

63 -' - - lcos.rl + 1 

65 ,· • .r+rosr 

67 \' • 2-· ~ ,-

60 ,. • leos xi 
62 ..- - lcos.rl - 3 
641 ·"• -lscnrl-2 

66 J • r - scnx 
68 ,. • ,. senx 

Ejcr, 71- 76: Crafiqut- la (und6n / C:11 cl , •i~r rectangular 
1- l n-, 21t, 1rn¡ por 1- 4. 4J. Ust- la gráfka d e/para pttdttlr la 
grAfk■ de 6· \'t'riíiqut su prNtkdón y granqut" g t'ft t i ml§mo 
,bor r«tangular. 

n /(.r) • lan 0.5.r, 

n j{.,) .. 0.5 ese O..Sr. R(t) .., 0.5 l'SC O.Sr - 2 

73 /(,) • 05 s«0.ir. ,t,) •05 «< [ o5(x -f) ]- 1 

74 /(.1) - 1an r - 1: Rh) - -Lan x + 1 

75 /(t) • "\ cos 2r. 

76 /(.t) • 12 - cos.r: x(.r) • 1.2' {.'(»;x 



Ejtr. 77-7tJ: ldl'nlifiqut l'I f11'1or dt 1.mor1igu1d6n /(.1') pan 
la onda a mortiguada. 'l'nlcl' la~ grincai dty = ~/tx)) la ttua­
clón tn t i mii mo plano dt coordenadai para - 21t s :r !5 21t. 

n , =~ ·1 scn4.t n J"" J 1 cos2x 

Ejtr. 79- 80: Grafiqul' la rundón/tn f-1r. 'lfl,) l':iliml' los 
puntos 1.llo )' bajo. 

79 /(.() • ros 2.r + 2 stn 4 r - sc-n.1' 

80 /(x) • tan ¼x - 2 St"n 2, 

Eju. 81 - 82: LM" una J 1"'1ka pua n tlmar l'I lntunlo mái 
c.rande ftr. 61, con " < O) h > O. tn t i qut/.st• uno I uno. 

11 /(1') • s,cn(lr + 2) cos (U., - 1) 

82 /(r) • 15 cos (!" - 0.3) + scn(l..5r + O.S) 

f.ju. 8.J - 84: l!u una gránu para resolur la du lgualdad tn 
t i lnttn·alo 1- ff'. 111. 

&3 cos(2x- l)+SC"n3'·.e-sc-n¾.1+cos.t 

84 l ~ h + 2 e~ (,r - 2) < 2 cos (Ux + 1) + \Cn (.t - 1) 

8S l11t..w.cl dt ~ IYI'"' rild~ Las C!iUICIOOCS de rucho a 
menudo ucncn más de una torre de ra<hod1íus16n, pot"quc la 
nonn:11t1\11 ícdcral no pcmu1e por lo gencral que una ~1ac16n 
transmita su sci\11 en 1odas d1rccc1oncs coo 1¡\131 po1cnc11 
Dado quc las ondas de racho pueden \ 1apr lar¡:as d1.sumc1as. 
c-s 1mponan1e cootroLu sus P3troncs d1n:cc1on:11ln pan que 
las estaciones no se interfieran mutuamente Suponga que 
una estación oenc dos 1orrcs de ndiod1füst6n localuadas a 
lo largo de una linea norte-sur. como se muestra en la figura 
S1 la n:tactón dcnwho transmne a una Jon¡1tuddc onda A~ la 
d1s1ancm entre las dos 1orres de nid1od1íus1ón es igual a ;:A, 
b intensidad / de 13 sdl.al l!n ll dam=ción 9 Clllá d3(b por • 

I • }lo(I + CM (tr sen 8)). 

donde'• es la mtcns1dad nWama. Aproxime/ en 1émunos de 
/ 1 para cada 6 

S.7 Probltmas apltudos 393 

f:JHtClCIOIS 

86 lnten icbd d,, 111.a" "ial N radio RcmíLaSC 11 eJcrc,c10 85 

a) Determine las d1rccc1oncs en que / tiene los ,·,llores 
mbtmo y mínimo 

b) Gnifiquc / en el 1n1cnalo (O, 21r). Apro\:unc grifica• 
mente 81. trc, J>OIICIOOCS dccunaks, cuando/ es 1g~I a 
{t •. (Sugen>11da SC3 /1 = l ,) 

87 C po ffl.i nf"lico de•• Tl.rra La fucr,..a del campo mag• 
néuco de la Tierra varia con la profünd1dad dcb.1JO de la 
superficie La fuerza a la profundidad: y el tiempo, a \C'CCS 
pueden apm:omarsc con una onda smusotdal amon,guada 

S - A,e ., sen (kt - n=). 

donde A_. a y k son constantes. 

a) i,Cuil es el factor de amon1gU3C1ón? 

b) Obl:cn~ el dcsplllMn.1tt1to de fase a la profundidad :
1 

e) ¡,A qué profundidad ~ti l:a amplitud de la onda a l:a 
nulad de L1 amphtud de la fucr1.a superficial? 

Problemas aplicados 
La trigonometría se desarrolló para ayudar a rcsoher problemas relacionados con 
angulo~ y longitudes de los lados de los 1ri3ngulos. Los problemas de ese 1ipo ya no 
son las aplicaciones más 1mponan1cs; sm embargo. 1odavla surgen preguntas sobre 
los lriángulos en s11uac1oncs fisicas. Al considerar tales preguntas en cs1a sceción. 
el análisis lo limitaremos a los triángulos l\.'Ctos. Los 1riángulos que no con11cncn 
un ángulo recio se considerarán en el capitulo 7 

Con frecuencia u11hLarcmos la s1gu1cn1e notación. Los vén1ces de un triángulo 
se denocarán por A. 8 y C: los ángulos en A.By C se denotar.in por n. /J y -y. res• 
pcctivamcn1c: y las longitudes de los lados opucs1os a cs1os 3ngulos. por"· by e, 
rcspecl1\amcn1c. El triángulo prop1amcn1e dicho se denommará rritingulo ABC 
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FIGURAl 

.A" 
A¿_J: 

105 

1k Jlt.h.;!, de obtl Rl 

\n u/ H w .. pu ,, 
+ .. " /J 56 b IO lli 

y l(J 

ll.: put~ dl• 1lbtcrie 

\111-:u . 1ml ,pur to 

.. J., . 7 1 

/J <6 b IO <. 

y JO 

1~ rii.;!,dcobtc 

"' ., LtdtH pur ,, 
-+-.. " /J <6 b 10~ 

y ~, e 11 7 

(o se dcno1ará por &ABC). S1 un tm\ngulo es un tridngulo rcc1ángulo y si se cono­
cen uno de los ángulos agudos y un lado. o si se dan dos lados. se pueden encontrar 
las partes res1an1e:s mediante las fónnulas de la sección 5.2 que expresan las funcio­
nes tngonométncas como razones de los lados de un 1riángulo. Nos referiremos al 
proceso de obtener las panes restantes como rC1oln-r t":l lrlingulo. 

En lodos los CJCmplos sf! .mpone que usted st1be tlerermmar los Wllol'Fs de lm 
funciones trigonométricas y los ángulos. , .,, sea 11.wndo u,1t1 ca/c11/(J(/ort1 o los 
res11fU1<ioJ de 6ng11fó.S espedales 

liiilLii:11 Solución de un triangulo recUingulo 

R\.-sucha ó.ABC, dado -y - 90°, o - 34° y h - 10.5. 

SOLUCIÓN Puesto que la suma de los ángulos mtcnorcs de un tnángulo es 1800. 
tenemos que o+ /j + )' - 180°. Al rcs.ohcr el ángulo desconocido /j. obtenemos 

/3 - 1800 - o - )' - 180º - 34° - 90° • 56° 

Remitiéndonos a la figura 1, oblcncmos 

u ~ 
tan 34• • I0.5 

"= (I0.5)t:m 34'" - 7.1. 

Para obtener el lado c. usamos la función coseno o la fwteión cosecante. como 
sigue en l) o 2). rcspec1ivamente: 

1) 
10.S ,J, 

c~34••-
lup e 

c•~ • 12.7 
cos J.$• 

.... .. 
2) 

e lup 
sec34º • -

10.S .,,, 
e • (10.S) scc 34• • 12.7 

Como se ilustra en el CJcmplo 1. al trabajar con tnángulos. por lo general rcdon• 
dcamos las respuesl35.. Una ratón para hacerlo es que en la mayoría de las aplica• 
c1oncs las longll\1dcs de los lados de los triángulos y las medidas de los ángulos se 
obtienen por dispos111,os mecánicos y. por consiguiente. son sólo apro:<1mac10ncs 
de los valon."S c:<ac1os. En consecuencia. se supone que un nümcro como 10.5 en 
el CJemplo 1 se h.a redondeado a la décima más cercana. No se puede esperar más 
cxactilUd en los valores calculados para los lados restantes y. por lo tanto. 1ambién 
deben redondearse a la décima más cercana 

Al calcular los ángulos. las respuestas deben redondearse como se mdic;:i en la 
s1gu1cntc tabla. 

,úmtro ck dfru .Jiiaifkalh u RNlo■dtar la mNllda tn 1r■dot 
para kK lados dt ~ havlm al mi.1 cun■o 

I ' 

O 1 ·º 10' 
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La just1ficxión de esta tabl:I exige un an:ilms cuidadoso de los problemas que 
requieren aproximar d:uos 

iill 'IJl•II Solución de un trlingulo recUngulo 

Rcsuch:1 MBC,d:1do y - 90°,a - 12.3 yb - 31.6. 

SOLUCIÓN Ren111iéndonos al triángulo 1lus1rado en la figura 2. obtenemos 

12.3 
um« - 31.6 

D:1do que los lados están dados con tres cifras sigmficati,•as. la regla establecida en 
la tabla an1crior indica que a debe redondea™! al 0.1° más cercano, o el múl11plo de 
10' más cercano. Ut1l1zando el modo de grados de una calculadora. tenemos 

12.3 
a • tan-1

31
_
6 

.. 21.3 o,dcfonnaequ1valcntc. cr .. 21 º 20' 

Pucs10 que a y /J son ángulos complementarios. 

/1 - 90° - o ~ 9()0 - 21.3º - 68.7º 

UI única pane que falta por encontrar es c. Podemos usar varias relaciones que 
mclu)'en e para detemunar su ,:1lor. En1rc és1as figuran 

31.6 e 
cosa • -;-· sec /J • 12.3 ,11+1r-r 

Siempre que sea posible, es mejor usar una relación que incluya sólo la mfommción 
dad.,, puesto que no depende de mngún ,alor pre, tamemc calculado. Por lo mnto. 
con o - 12.3 y b - 31.6, tenemos 

< a Va'+ /r • V(l2.3)' + (31.6)' • VI 149.85 • 33.9 

Como se ilustro en la figura 3. s1 un obscrv:1dor en el pun10 X ve un obje10. el 
ángulo que la linea de vmón forma con la linea honzontal / es el ángulo de cll'­
,·al'ión del objeto, si el Objeto se encuentra por encima de la linea horizon1nl, o el 
ángulo de deprn ión del obJCIO, si el objc10 cs1ft por debajo de la linea hori1..on1al. 
Es1a tcmunologia se usa en los s1gu1en1cs dos CJcmplos. 

bli'f:ji•#i Uso de un jngulo de elevación 

Desde un punto en suelo nl\elado a 135 pies de lu base de una torre. el ángulo de 
elevación de la pane más alta de la 1orre es de 57°20'. Aproxime la altura de la 
,om:. 

SOLUCIÓN S1 d deno1a la a hura de la torre, los datos proporc1on:ados se represen• 
tan por el 1riángulo de la figura 4. Rem111éndonos a la figura. obtenemos 

tan 57"20' • ...!!.__ 
135 

d • 135 lan 57' 20' • 211 d ,pro 

La lorrc mide aproximadamente 2 l I pies de allurn. 
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f lGUlllAC 

l!il'ii:19•#1 Usodeingulosdedepr~lón 

Desde fo c1m3 de un edificio que da al océano. un observador \C un bo1c que na\ega 
d1rcctamcntc hacia el edificio. S1 el observador está a 100 pies sobre el m\cl del 
mar y si el ángulo de depresión del barco camb1n de 25º a 40° duran1c el periodo de 
observación. aproxime la distancia que n..--corrc el barco. 

SOLUCIÓN Como en la figura 5. sean A y B las posiciones del barco que corn.'S• 
ponden a los ángulos de 25° y 40°. respecti\·amente. Suponga que el observador 
se encuentra en el pun10 D y que Ces el pun10 a 100 pies d1rectamcn1e debajo 
d dcno1a la d1stanc111 que recorre el barco y k denota la d1stanc1a que hay de B a 
C. S1 a y f3 dcno1an los ángulos DAC y DCB, respcct1\amcn1c. se desprende de la 
geometría (ángulos mu:norcs alternos) que a • 25° y f3 - 400. 

FIGURAS 

D 

,~...... 2.s• 
,. r ,. ',,"' '.., ,l.()• 

' ' ' \ ¡-::-----;1--1 
C 8 A 

' ' ' ' ' ' "-f--- A. ~ d---+-' 

Del triángulo BCD. 

cot/j • cot40º• ~ 
100 

k • J00cot40" 



Ofu n que 1 -fl" 117" , , ,1 
U.fa /Qlf •"'lf \ J... OI o/il,-<n, llltH lf.l 

tltJOI. mr«-qun'al I 

flGUIIA7 

N 

llX' 

1an40 

Del triángulo DAC 

d+k 
cota ~ cot25º •JOO 

d +le= 100 cot 25° 

d - 100cot25° - /e 

= 100 COI 25• - 100 COI 40• 

- IOO(cot 25º - cot 40°) 

• 100(2.145 - 1.192) • 95 
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"" 

Por lo tanto, el barco recorre aproximadamente 95 pies. 

En ciertos problemas de na,egació n o 1opogrnfia, la d irrc:ci6n, u orit nh1cilm. 
de un punto P a un punto Q se c.spccifica así: se plantea el ángulo agudo que el 
segmento PQ forma con la linea norte-sur a tm"és de P. Trunb1én se plantea si Q 
está al norte o sur y al csie u oeste de P La figura 6 1lus1ra cuatro posib1hdadcs. 
La orientación de P a Q

1 
es 25º este del norte y se denota por N2Sº E. También nos 

referimos a la dlrrcción N2SºE. que quiere decir la dirección de P a Q
1
• La orien­

tación de Pa Q:. a Q, y a Q. se representan de manera similar en la figura. Observe 
que cuando se usa esta notación para dar la om.•mación o d1recc1ón. No S Sil'lnprc 
ap.3rcccn a la i=q111t'rrla del ángulo y O o E a la den!dia. 

f1G4J..!A6 

N 
•. 1 

(,/ 

En na,egac,ón aérea. las dm."Cciones y or,entnci()fl(.-S se especifican midiendo 
desde el norte en la d11"1."C'Ción de las mt111t-c1/la.r ,kl rPlo] En csle caso. w1a medida 
posJU\a se asigna al ingulo en lugar de la medida ncgauva a la que estamos acostwn­
brados paro las roiacioncs cn la dirección de las manecillas del reloj Renu11éndosc 
a la figura 7. se observa que la dirección de PQes 40° y la dirección de PR es 300°. 

IJH'J4C•Q Usodeorientaciones 

Dos barcos salen del puer10 al nusmo 11empo. y un OOrco na,ega en la dirección 
N23º E a una \clocidad de 11 mi'h y otro en la dirección S67º E a IS milh. Apro­
xime la orien1ac1ón del segundo barco respecto al pnmero. una hora. después. 
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FIGURAI 

FIi U.t 

1 

Definición de movimiento 
armónico simple o movimiento 

en llnea recta 

SOl'UCION El trazo de la figura 8 indica las pos1c1oncs del primer y segundo 
barcos en los puntos.A y B. rcspec11vamcn1e, después de una hora. El punlo Crepre. 
scn1a el puerto. Deseamos cncontrar la oncntación de 8 con respecto a A Tenga en 
cuenta que 

L ACB = 180° - 23° - 67" = 9()'0. 

y. por lo tan10. el tnángulo ACB es un 1riángulo rectángulo. Así. 

11 
tan{J • is 

{J = tan-• 1J - 36•. 

Hemos rcdondeadoft al grado más cercano, porque los lados de los triángulos están 
dados con dos cifras significativas. 

Remitiéndose a la figura 9, ob1cncmos lo s1guicn1e: 

L CBD = 90" - L BCD = 90º - 67º = 23º 

LABD = L ABC + L CBD • 36• + 23• ,. 59° 

9 • 90• - L ABD ""' 90º - 59" = 31º 

Por lo canto. la orientación de B respecto a A es aproximadamente NJ 1°0. 

Las funciones 1rigonomé1ncas son ú1iles en la in,.cshgación del mo\ 11men10 
vibratorio y oscila1orio. como el moYimicn10 de una panícula en una cuerda de 
gmtarra que \1bra o un resonc que se compnme o alarga y luego se suelUt para que 
oscile de un lado a otro. El tipo fundamental de desplazamiento de partículas en 
estas tlustmciones es el monm,ento armómco 

Un punto que se muc,.e sobre una recia coordenada está en mo,·lmll'nlo arm6nlco 
simpll- si su d1su:mcia d del pun10 de equilibrio en el tiempo, está dado por 

d - ocoswt 

donde" y w son constnntcs. con w > O. 

d - osenw1. 

En la definición anterior. la amplilud del mo\ im1ento es el máximo desplaza• 
nucnto 10: del punto a partir del punto de equilibrio. El pl'rlodo es el 1icmpo 2·mw 
requerido para una oscilación completa. El reciproco del pcnodo. w,(21t). es el 
número de oscilaciones o ciclos por unidad de 11cmpo y se llama írtcu('ncla 

Para obtener una mterpÍ\."'10C1ón fis,ca del mo,.1mícnto armónico simple. se con• 
sidc:ra un resorte con una pesa atada a uno de sus extremos y el otro extremo fijo, 
que oscila \.crlicalmcntc en relación con una coordenada recta. como se ilustra en 
la figura 1 O. El número (/ representa la coordenada: de un punto fiJo Q en la pesa. 
y se supone que la amplitud a del mov1m1cnto es constante. En este caso. ninguna 
fuerza fncc1onal retarda el moY1m1e1110. S1 hay fncc16n, la amplitud d1snunuye con 
el tiempo. y se dice que el movimiento se omor11g11a, 

IJ I f 9 IJ 1•1·1 Dflcrlpclón del movimiento armónico 

Suponga que la oscilación de la pes.a que se muestra en la figura I O cs1á dada por 

d - IOcos ( i} 



FIGURA 

m Eje rcicios 
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con, medido en segundos y den ccntimc1ros. Explíquc el JOO\ 1m1cn10 de 13 pesa 

SOLUCIÓN Por definición. el movinucnto es annómco simple. con amplitud 
u - 1 O cm Dado que w - -rr 6, obtenemos lo s1gu1cn1e· 

Por lo t::m10. en 12 segundos la pesa dcscnbc una osctlación completa. La frecuen­
cia es dcÜ, lo que _significa un docea\O de una oscilac1~n tiene lugarcad.1 segundo. 
La s1gu1entc tabla indica la pos1c1ón de Q a diferentes ucmpos. 

I o 1 2 3 4 5 6 

ff !!. !!. !!. 2,. 5,, - , o - " 6 6 3 2 3 6 

<OS ( f,) 1 
V3 1 o 1 V3 

-1 T 2 -2 -T 

d 10 5v'-i - s.1 5 o -5 -5v'-i - - s.1 -10 

UI pos1c1ón m1c1a l de Qes de I0ccntime1ros sobre el ongen O. Se muc ... c hacia 
abaJo, cobrando\ cloc1dad hasta que llega a O. Obsenc que Q recorre aproximada­
men1c I O - 8. 7 - 1.3 cm durante el pnmer segundo. 8. 7 - 5 - 3. 7 cm durante el 
s1gu1cntc segundo, y 5 - O = 5 cm durante el lcrccr segundo Luego se desacelera 
hasta lleg3f a un punlo 10 centímetros por dcbaJO de O al cabo de 6 segundos, La 
dirección del movimicn10 se 1m1crte y la pesa se muc\C hacia arriba. cobrando 
velocidad hasta llegar a O. Una ... ez que llega a O. se desacelera hasta que vucl..,e 
a su posición oni;mal al final de 12 segundos. La d1rccc1ón del mov1m1cnto se 
mv1erte de nuc\ o y el mismo patrón se repite de manera mdcfimda. 

Ejtr, 1- 8: 01d1u las ptirlN dd trHngulo ABC qut u indkafl Ej tr. 9- 16: Oada.s lu p1rltt dt l 1rH nguloABC qut •t lndiu n 
~on y = 90°,obt~nga lOll , a lornHacto, lk las p1rtn rnt1n1n. ~on y = 90", aprollm~ IH partrs r~slanln. 

1 Q' - JQ-, h • 20 2 P• W. b • 35 9 R • ]'19, b • 24 10 /J - 64920', o• 20.1 

3 13 - 45•, < - JO 4 a • 60-_ (" - 6 11 p - 11•51•, b • 240.0 12 a • 31•10·, o • 510 

s " - s. b • 5 6 tJ • -1\/3, ,. - 8 13 a - 25. b - 45 14 a • JI. b • 9.0 

7 b • 5V3. e• IOV3 8 b • 1V2. e• 14 15 e• 5.8, b - 2 1 16 a - 0A2. (' • 068 
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Ejtr. 17- 2-1: Dadas las pa rtn dt-1 lriingulo ABC qut- ff Indi­
can t-on y:: 90°, upreu l.a ln«n p.ant- t-n thminos d t- lll.!l 

primuudos. 

17 a.,: b 

19 {J. b, o 

21 a.u, e 

23 u. e; b 

11 fJ. t:. h 

20 o, b. o 

22 fJ. "· , 
24 u. h. e 

25 Altur de UM comrta Una persona que vuela una cometa 
de p:1pd mantiene la cuerda a cuatro p1c.s por encuna del 
m, el del socio. La cocrda de 1:1 come~ est, tensa y forma 
un ángulo de 60 con la honzontal (,•e2 la figura). Aproxime 
la altura de la cometa sobre el nnel del sucio, s i S<' iuehan 
500 p1~ tk cuerda. 

fJPlt':tCIOlS 

26 ln1nunuento topntr4. ko Desde un punto a 15 mclros 
sobre el n1,el del sudo. un topógrafo mide el ingulo de 
dcprn1ón de un obJclo ro el sucio a 68 Aproxm~ la d1s-
1anc1a del obJelo al punlo en el SlK'lo d1n:ctamcn1c dcb3JO del 
topógrafo 

27 Aleniit¡, di unnl'WI Unp1loto.ql)C,ucbaunaal11tuddc 
5.000 pies, dese.a aproxunarsc 2 los números en una p1s1J. en 
un angulo de 10 . Aproxime.• los 100 pies más cercanos. 12 
d1s1ancia del avión a 1~ números al m1cK> del descenso 

28 Ain,111 di ,adl Un cable de ~Jcctón se fiJa en 13 p:1ne 
s;upcnor de una antena de r.Kho y cn un punto en el sucio 
honzont.111 que CJtá a 40.0 metros de la base de la anlcna S1 
el cable forma un ángulo de SK~'con el sucio, aproxunc la 
looguud del cable 

19 L•va ~¡ rm:c ti '>O\rafk Para obtener l:1 d1S$anc1a d 
entw dos puntos P y Q en orillas opue.stas de un lago. el 
1opógnifo loc:ah7.ll un punto R que se cncucntn a SO O mc1ros 
de P. de tal fom13 que RP es pcrpcnd1cular a PQ. como se 
muestra en la figura A conunu:icKm. usando un 1codol110, el 
1opógrafo nudc el :in¡ulo PRQ y ob11cnc el \-alor de 72 -10' 
l:.ncucntrcd 

• 
30 OkU..._,, metffrol fffCOS Pm m:d1r b altura 1, de un manto 

de nubes, un tstOOWltc de mc1corologi2 din ge , cnalmcn1c 
un rcfkck.X'" iksdc el sucio h3c1a amb:t.. Des&: un punto P en 
S!.M!lo nivelado que está• dmctros del reflector, mide el ángulo 
de clc-,11Ción 9 de la unagcn de luzm l:&J nubes (,·ca la fi¡unril 

¡¡) Exprese I, en 1ffl!unos de J y 6 

b) Aprox1mchs1d= 1000my9=59 

31 A.lt1h1d~ unc-"t-t~Scd1spanuncohc1caln1,c1dclmar 
y su~ 11 un ¡\ngulo constanle de 7511 a tr.J.\kdc una d1stmc1a 
de 10.000 pies Arn,JUmc la altitud al pie más ccrcano 

32 O. "1 1.11 ~ unaviOft UnaHóndc:spcguuná.ngulodc 10 
y viaJa a la \clocid:ld de 250 1\.1. (,Apro,¡unadamcn1c cuin10 
tarda el anón en alcanzar la altitud de 15.000 pies? 

33 Di l"IO do un pMti, rtt tn.ti 11,:o Un puente levadizo mide 
150 pies de lar¡o cuando cs1a cxtcmhdo sobre un rio Como 
se m~ln en la figura de la página s1gu1cnte, las dOJ :-.«· 
c1onc-s del puente pttcdcn girarse hacia ambíl a tnri\h de un 
Angulo de 35· 

.t) S1 el nl\el del agua es de IS pies P'>f" dcblJO del puente 
ccmtdo, obtenga la d1mnc1a ti entre el fin de una scc­
clOO y el nl\cl del a¡ua cuando el pucme csd 101almcnte 
ab1eno 

b) ¡,Aproumadainmte a q~ d1~anc1a t'Sl4n los extremos 
de las dos secciones cuando el pucn1c cSU 1oulmcn1c 
ab1cno, como se mucil:111 en la figun'! 



tJUCICIOH 

o,..- o d~ un t<,boglfl l:n la figura se muestra una parte del 
d1$dw> de un 1obogán Cakule b longitud lotal del lot,oeán 
.:1.I pie máJ cttean0. 

[J(RCICI ~ 

_, 
••r; .. ••• .. •111111

1

•1;1.llllll 

100'-----

3S EINKh"' .. Sol Apro:(lmc cl ángulo de clC\ x1ón á dd Sol 
s1 una pcnooa que mide 5 O pies de cstahn pro)·«ca una som­

bra de 4 O pies de largoi:n el sucio m\.clado (\ca la figura) 

lJEltCtcK>U 

36 Cm 1tn.o n ~ YI .& r~1 .. Un eons1ructor desea eons-
tn11r una rampa de 2-1 pies de largo que wba a un.1 altura de 
5 O pie, por encima del sucio m,clado Aproxime el 6ngulo 
qUC" la rumpa debe formar con la honzon1al. 

37 V1clfit 1~ En la figU111 se muestra la pan1alla de un \<1dco­
JUC1,.'0 1>Cne1llo en d cual los patM se mue,cn de A a 8 a una 
,-eLocKUd de 7 cm;s Las batas disparadas desde el punto O 
,1apn a 2S cm,s. S1 un1ugadotd1spar.1 en cuanto aparece un 
p:110 rn A, ¿a qué ángulo , debe apuntar el nflc para anOlar 
un wito directo? 
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31 lo 11Jatr~lor•Vmbandauu.nsporudorade9mct:ros 
de lsrgo puede b,111t:W'SC por n)C(IIOS hldráuhoos hasta 1.a1 

ángu'°dc 40· para baprb carga de los O\'IOl"IC$ (\Ca la figura) 

a) Calcule. hasta el grado más cercano. el ángulo a lm•és 
del cual debe le""lntarsc la banda transpotUdora para 
ak:atu:lr una puerta que i:s:t.a 4 IUC'll"OS por encima de 1:i. 
pla1.1form., que soporta l:i. band.J. 

b) Arrox1me la allura mh1ma por encima de la pla~forma 
que la b.:l.nda puede alcanzar 

39 La f'llrurtura ~ atta La ~truetura mb alt-s hecha por c:I 
hombr'c en iodo el mundo c:s Wll 1otTC de lclctninsnm:ión 
s1tu.ada Cm'a de Ma.y,1l1e. DaL0ta del Nonc Desde una d1s• 
tanc1a de una milla ensucio n1,cl:ldo. AU 6ngulo de clc,acK>n 
es de 21"2024- Dctimn1nc la al1ura al pie más ttreano 

40 ('4 "l< •n d... 'lfoflu1 La elongocilJn del planeta Venus se 
define como el ángulo 8 dctcmunado por el Sol, la Tícm )' 
Venus, como se mucs113. en la figum de la pjgma. s1gu,cn1c. 
La mb:1ma. elongación de Venus ocurre cuando la T1cmt sc 
cncucntr.s a su distancia mlnurui D, del Sol y Venus c,,1j a 
su d1s1anc1a núx1ma D del Sol. S1 D,"" 91,500,000 m1 )' 
D = 68,000.000 nu. aproxunc la elongación mb1ma 8.., de 
V~nus Suponga que la órbna de Venus es cu'Cular 
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fJEICl(IO.f:0 

41 Superficie dtl ,nt -ono El Pentágono C"s el ahfic10 de 
Qlicnms n\is grande del mundo en 1émunos de supC'rlic1c:. FI 
perimctrodcl 00Jfic1011cnc l,1 forma de un pen(jgonoregular 
y cada lado nudc 921 pu .. -s de long111Jd Lncucntre d 6.rta que 
cnc1crr.1 el pcrin'K'lro del edificio 

42 Un octágono rc:gular está 1nsm10 en un circulo de 12 O cc:n• 
umctl'O$ de racho. Apm,c1mc el pcrÍmt'lro del octágono 

43 Una caj■ rectangular tiene: la., s1gu1cntcs d1mcns1oncs 
8" X 6• X 4•_ Aproxnne. a la décima de grado más cc:-rean3., 
el ingulo 9 formado por una d1:1gonal de la b3Je y la d1:1go­
nal de la Caja, como se: mlK$tra en b figuni 

44 Volu"'1 •unn10c co Un,'llS<>dcpa.pelcóruco 11enc 
un radio de 2 pulgad:1s Apro:umc, ■I anido mb caaoo, el 
ingulo /1 (,ca la figura) para que el cono tenga un ,o\umcn 
de 20 en' 

4S AH ,ra • ltfll tone Desde un pun10 P en sucio nwe­
lado. el 6ngulo de ck:u1c1ón de la punta de una torre es de 
26°50' Desde un pumo 25.0 metros mis ccn:ano a la torre 
y en la misma linea con P y la base de la torre. el ángulo de 
elc,ac1ón de la punta es de SJº30'_ Aproxime la ahura de la 
torre. 

46 011.ulo• pMI .. ~11er11, Una escalen de maoo de 20 pies 
de lar¡o estJ apo)'ada en el coslado de un cd1tie10. y el 
ilngulo enirc b escalera y el nhtic10 es de 22° 

a} Apro1i:1me l.l d1.stanc1a del pie de l.1 C!!Calcn al edificio 

b} S1 la d1nanc1a del pu.• de la escalera al edificio aumenta 
JO pies. <,apro,c1madanlefl1e qué d1sianc1.1 se muc,c la 
pane superior de la escalera hacia abajo del cd1tic10" 

47 A :f't'OM un 1•>bo Mro,tat1co A medida que un globo 
acros1áuco se clc,-a, ¡u ángulo de cle,ac1ón desde un pumo 
P en sucio ni ... cl:,do a 110 \alómctros del punto Q d1rcc1> 
mente debajo del globo eambl.l de 1~20' a JI SO' (\ca la 
tigun). ¡,Apro.,mudamcnlccuántosc clc,a el globo durante 
este penodo" 

f:JE•CICIO 41 

48 Allura CM ..,, edi 11 10 Desde un punlo A que está a 
8.20 nlC'lrol sobre sucio n1, cbdo, el ini,-uk> de cle,-xtón de la 
parte 11W alta del cd1f,cio a de 31 ' 20º y el ingulo de depre­
sión de b base del cd1tic10 es de 12"50' Aproxime b altun1 
dclcdif,c10 

49 R• o d, 1 TI ffal Un l:iiboratono cspacrnl orb11a la Tu:·rra a 
una all1tud de 380 millas Cuando un as1runaut.11 ve el hon­
zoritedc la Tiern, el &ngulo 9 que se muestra en 1.:1 figura (e11 
la página s1gu1cotc) n11de 65 8 Use csla 1nfonnactón para 
CSllm:lt el radio de b Tiem 
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SO lonpwd de wi. ant~ Um antena CU W st!U3d3 encima 
de una cochera que mide 16 J>te'li dc ahun.. Dc5di:: un punto en 
sucio nn,cladoq1.1e s,c encuentra a 100 ptCS desde un punto d1rcc• 
t:uneme dcbaJO de la anima. ésta subucnde un ~lo de 12", 
romo se muestra tn la fib'UJll. Apnmmc ta k,ngrtud de la antena. 

(JUCICIOSO 

_ ...... ,-

_,~---:::::::::::1~:~~-:: ______ ' 
'+-----100·-----,~ 

S1 VflocldMI dt un IOn Un :avión que rncl:a a un:a altuud 
de 10.000 pies palla d1rccwncn1c M>br'C un obJctO fiJO en el 
sucio. Un nunuto después, el ángulo de dcprc~tón del objeto 
es de 4?4' Aproxime la \'eloc,dad del nlOO a la nulla m.is 
cercana por hora 

S2 AllMra lle un■ rn0t11ana Un aulomo\1hs1.i. que \1aja por 
una autopista n1\elada a una ,eloc,dad de 60 km.lh duttta­
meme hacia una mootal\a, obscn-a que entre b 1 00 P.M. y la 
1:10 l'..M. el &ngulo dcckn1ctbndc la cm\3dc b montaAa 
camb~ de 10 a 7ff'. Apro,umc la altura de la mootal\a. 

S3 ~1 l di t <Cl'fflunl d • tn la parte izqu1enl.a de 
la figufl'I se mucstr-3 un sa1éh1c de telecomun1cac1oncs con 
un:a ót'b1ta COJ3tonal. es dC('tr. una órbna eu1 em:ul3r en el 
plano dc1cnmnado por el ecuador de la Ticma. S1 el s:itéhte 
orb11a la Tiffl"3 .11 una 11l111ud de u = 22,300 m1, su , elocKbd 
es la misma que b , cloc,dad de rotación de la T1CTT11~ pan un 
obsen!ldor en el ccu.:tdor, el s.atélue p:arcce estacionario. es 
decir. 1u órbn:a es 11ncr6,uca. 

S.7 Pr~mas aplludos 403 

a) Si R = 4,000 m1 es el r.sd.lO de la Ílcml. dctennme el 
porctnlaJc dd ccl.l3dor que e.1.d dentro del 111kance de l:t 
set\31 de dicho satélttc 

b) Como se mucsua en la ~ne dcn.-ch:a de la figura. tres 
satéhtcs están situados a igual distancia w10 del otro en 
órb11.H ccua1onalcs s1ncrón1ca$. Use el ,alor de 6 obl:e• 
nido en el 1nc1so a) par3 explicar por qué lodos los pun• 
lóS en el C('uad,or se cneuc-n1ran dentro del alcance de la 
!>Cib.1 de por lo menos uno de los 1~ 53,1élitcs.. 

EJEWCIOSl 

S4 S.tfl lt d4 t~KOnl'Unl-C ICtoff'!"' RcmÍt.a!lC al CJcrt'Je10 53 
En la figura se muestra el jrc,a a la que da scn. icio un sa1é• 
h1e de telecomunicaciones que orb11a un planeta de nidio R 
a una almud a La panc de la superfteac del planeta dentro 
del :1lcancc de la sci\al del s.a1éh1c es un cuque1c e.1.fénco de 
profundidad dy !rea superficial A = 2TTRd 

a) bprcscdcn1érmmosdcRy(J 

b) b.surnc el porccnta.,c de la superficie del planeta que 
c:-st.i. dentro del alcance de la sctbl de un solo 1a1éfüe en 
órbn.1 ccua1or1al smcrón.ca 

EJERCICIOS◄ 

SS Altu,1 dt lllflil ,,.,.11 Gcncr.1hcc el CJCrcic10 2.S 1I CMO 
en el que el ángulo es CI. el número de ptc:S que se suelt11 la 
cuerda. es d. y el cJttremo de la cuerda se manucne a e- pies 
sobre d nu el del suelo. Exprese la altura h de l1 comct:1 en 
1érm1nos de o. d y c. 



404 CAPITULO S I FUNCIONES TRIGONOMÚRIU.5 

S6 leY latrtl tt< top, ,arico Ckncnhcc el eJCrcicK> 26 al 
aso en el que el punto otá ad metros sobre el sucio m\ie• 
lado y el ángulo de deprcs1ón es a. Expr~ la d1stanc1a , en 
1ém11nos de d y a. 

57 Altu,.a et. una lOfff Gcncnhce el ejercicio 45 al caso en el 

que el pmnn ángulo es a. el segundo ángulocs/J y la d1stan­
e1a entre los dos puotos es d l:.xpruc la altura h de la torre 
en 1énmnos de d. a y /J 

58 Gcncnhtt el CJer'CICIO 42 al caso de un pollgono de ,, lados 
1nscri10 cu un circulo de radt0 r bpttSC el perímetro P en 
1émunos den y r. 

59 A ••m ,. ing,>bo n ,t•tHoGcneraheccl CJemeio47 
al caso en el que la dlSt:tneia de P a Q es d k1lómctl'OIII y el 
ángulo de elevación Cffllb1:. de a a p 

60 Altu1 a • wn l'd16-. ~ Gc:ncn,hcc el eJercie10 48 al caso en 
el que el ponto A cscá a dmctros sobtt el suck>) los ángulos 
de ele., ación y derrcs1ón son a y /J Exprese la allura h del 
cd11ic,o l'1l 1énmnos de d, o y /J 

f: Jer. 61 - 62: Oblrnga la orlt"ntad6n d t- P riripttlo a rada uno 

dt- los puntos A. B. C > o. 

" 

63 Ort '1 • in d un b reo Un b:lrco sale del poMo a l:1 
1 00, \t y na.,ega en la dm.•cctón N34 ·o a una .,cfocidad de 
24 rmlh Ckro barco sale del puerto a la 1 :30, \il y na\icg;a en 
la d1rccct6n N56 t:: a una \iclocubd de 18 mi,'h 

a) ¡,Aproxunadamentc a qué dmanc1a se cncucntnm 1~ 
barcos a b.s 3 00 P.M.~ 

b) c,Cuil es la oncnt-ac,ón, al grado más cercano, del pn­
mtt baroo rcspcc10 al S('gundo? 

64 Oirt1 <n,i -n di!il lulJ II d< un t ..d¡o fn .. slal Desde 
un punto de obscn-ación A. un gu:u-d.3bosqOt"S <k-scubrc wi 

incendio en la d1n:cción S35 500 (,·ca la figun1) Oc:sdc 
un punto B. S millas al oeste de A, otro guardabosques ,·e 
el m,sn'IO 1nttnd10 en la duuctón SS4 J0'E. Aproxunc, a b 
décima de milla más C'Cf'Cana. la d1stanc1a del mccnd10 • tf 

(JUtclCIOM 

6S Vu to • w, wion Un a\ tón que vuela a una \·cloc1dad de 
360 m1'h \.iap del pun10 A en la d1rccc1Ón IJt dunanle 30 
m1nu1os y luego \ucla en la dtrcttión 227" dunvlh! 45 minutos. 
Apro-'tunc, a la milla más cercana. la d1sune1a del avión a A 

66 Piar ~ '1'U lt un •vlUfl Un a\ 16n que: \1.1cla a una \icloc,-
dad dc400 mL.11 se dcspbza del punwtf en b dirección 153 
(Nnu1tc una hora y luego vuela en la d1rccrión 63 durante 

" .. "°" 
a) c,En qué dirección ncccsua \al.ar el a\ 1ón pam rcgrcs:ir 

al punto A? 

b) é,Cuánto 11cmpo tanbti en ,oher al punto A? 

Ejer. 67 - 70: LII f6rn1ula Hpttlfiea la podd6n dr un punlo 
P qut- sr muru 1rm6nicamenlt- rn un rj t- urdcal. donde , 
H IA t-n ,tt-gundo, ) ,Ju ren1ímr1ros. Dtttrmint- la amplitud . 
periodo )' frtturnda. ) dHC:riba t-1 mo, ímie.nlo df:I punlo 
durantr un■ oscll■cl6n rompkla (comenzando en, • 0). 

67 d • I0sc:nón-t 68 d-irosfr 
70 d • 6~n~, 

3 

n UnpuntoPcn n10,1m,cnto armónico simple tiene un pcnodo 
de 3 segundos y W\3. amplitud de 5 ccnlin)Clros. Expresc el 
mov1m1ento de P por medio de una ccuac16n de la fonna 
d =acOS OOI 

n ~:,::':C'¡ :C~;::1:01;;:;:;::,:;; ~: P~=-
utprcsc el iño\.1mtcn10 de Ppormed1ode una cc:uac1ón de la 
fomad = uscnw-t 

n TlUnaml Un 1sunam1 es un:i ofa gigantesca pro,ocada 
por un m:irc1no10 en el rondo del mar Es1as olas pueden 
medir más de 100 pies de 1hu111 y \i laJ&r II grandes , do­
e1dadcs Los mgemcros. en ocasiones. representan estas 
ola, por medio de expresiones 1r1gonomé1r1c:a.s <k la íomu1 
1 = u cos ht y usan eshu rcprcscntac1oncs pam estm1ar la 
c:fieac1a de los rompeol:u. Supong;i que una ola llene un3 
altura h = 50 fl y pcnodo de 30 minutos y que ., HlJa a la 
Hlocldad de 180 n. s 



EJE c.c1on 

Rompcobs 

a) Sea ( r, 1) un punto en la ola representada en la figura 
Exprnc I como función de , ,. 1 = 25 ft cwndo, = O 

UUiiOl·II EJERCICIOS DE REPASO 

1 Obtcng.a la mcchda en radianes que corresponde a Cl'Kb 
mcd1<b en grados: 330 , 405°, - 1.50", 240°, 36• 

2 Obtenga la medida tn grados que corresponde: a cada medida 
en nd1ancs 

9,r 2,r 7,r ,r 

2 ·-3·4· 5••5· 

3 Un &ngulo ccnt,.l 8 cstí subtendido por un ain:o de 20 ccnli• 
mcum de largo en un círculo de 2 nictrM de r.ld.10. 

a) Obtenga la medida en rad1~ de 8 

b) Obtenga el irea dc:I sector detcmunado por 8 

4 a) Obtcng.:a la lon,uud del arco que .11;ub11cnde un ángulo 
que mide 70 en un circulo de 15 ccn1fmctros de d1.i• 
metro 

b) Obtenga el irea del 5CC1or en el 1nc1so a) 

S Veli NAd antul r dt diKOt fc»OSrtflcot Dos ltpos de 
d1sc<X fonográficos. jlbu,ncs LP y scnc1llos, ucncn d1!mc• 
iros de 12 y 7 pulgad3s, rcspcc11vamen1c l:.I álbum gira a 
una \cloctcbd de 33f rpm y el .scnc1ll0 ■ 45 rpm, Obtenga la 
\Clocad.ad llllgular (en r:td1a~ por minuto) del lllbum y dd 
sencillo 

6 'ttloci Id lint rt ~ di" ,t fot)'Jo 1flco U11lu..a.ndo la 
1nfonnac1ón del e1cn:te10 S, obccnga la ,cloc1dad hncal (en 
t\,mm) de un punto en la mcunfcrcncu, del álbum y del sen• 
c1llo 

CAPITULO S Problemn aplludo!, 4 05 

b) La longitud de onda le,: la d1stanc-1.1 entre dos crestas 
sucesivas de la ola Apro«tmc len pies. 

74 Al¡;iJ~ t1 1ls h.vw. ~ Para un mtcrvalo de 
45 mmutos. los tswU1111s cerca de I l:1wa1 pro, oca<los por el 
1mcmoto de Chile de 1960 pueden modelarse con la ecua. 
ción_r = 8 sen 11 6 ,. donde, csd en pies y t está en m1nu1os 

a) Encuentre la amplitud y el pcnodo de W olas. 

b) S1 la distancia de: wi.a cresta de: la ola a la s:1guirn1c t't3 

de 2 1 kilómetros, ¿cuil era la ,clocubd de la ola" (Los 
tsunamu: pueden tener , ·cloctdade1 de más de 700 km/h 
en aguas profur.cbs) 

[ jtr. 7-8: Obtt nga ~$ ,alorH l'U t lOS dtx) ,,. 

Ej er. 9- 10: Ust' las ld tnlidadn fundlllmt'ntalt1 pan Ht'riblr 
la prlmt'r■ t'Xpresi6n t'll tfrnllnos dt' la H-gunda. para cual• 
qult'r llngulo agudo 8. 

9 tan B, s« 8 10 cot8. csc.8 

f Ju. 11-20: \'ulRqut' 1■ ldenlldad mrdlanlt' la tran1forma­
d 6n d t'I lad o 11.quludo r n l'I lado dl'rttho. 

11 scn8(e.!IC 8- scn8) • ros! 8 

12 cos 8(1:m 8 + ~ 8) • Cj;(: 8 

13 (cos1 8 - l)(tan!9+ l)• l- scc-Z9 

14 
scc8 -oos8 . tan8 

1ru19 scc8 

16 
\t'C8+cscl . ~n8+roc8 
\C'C8-cscB stn8-CO'J9 

17 cotB -l •cotfl 
1 - WI (J 

1 +scc8 
18 ----=• l:m6+scnB 
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19 
1:an (-8) + cot (-9) _ -~ 

8 , .. 9 

20 - :-8) -col~=:- eie 9 

21 Si 6 es un Angulo agudo de un rnángulo recto y s1 d cateto 
adyacente y la h1potenUY mKkn 4 y 7 de longmxi, rcspcct1• 
nmcn1e. o~cnga los ._,.lores de las funciones 1ngonomé1r1• 
c-asdC'9 

22 S1C'mprc que !C3 pos1blC', obtenga los ulorrs cuclos de las 

b) Obccnga el lingulo de rcfcrtnc1a pan cada medida, en 
grados• 24Sº, 137", 892 

28 Sm usar calculadora. obtenga los \ a lores c:<actos de las fw)­
c1onc-s 1ngoOOfflC1tl{'as que corresponden a cada numero 
real, 11cmprc que sea posible 

a) T b) -~ e) O d) I:...-

ÍWICIOnC'S 1ngonométt1cas de 9 SI 8 C'Sl.i en pos1c1ón C'Slándar 29 Obtenga el valor CX3C'IO 
y .sausfacc ta cond1ctón plamcada 

a) ll ptmlo (30, - 40) cs1á en d lado lcmunal de 8 

b) 1::.1 lado lcmunal dc8 cs1, n1 elcuadranlc JI yes paralelo 
;ilarteta2r+ 31 + 6 = O. 

e) El lado tcmunal de 8 esti en el CJC negativo 1 

23 Dc1anunc el ctadranlc que con11cnc 9 s1 9 está en pos1c1ón 
estándar 

a) scc8 < 0yscn9 > 0 

b) oo19 > 0yC5C8 < 0 

e) cos8 > 0ytan8 <0 

24 Obtenga los valores C'Xoctos de lu funciones tngonomélricu 
íC'SlllnlCS SI 

a) )CII 8 • -j > c&.i 8 • l 

t:ju. 25- 26: P(() dtnoca el pun10 NI el d r c-ulo unll'lrio U que 
cormpondr- al núnir-ro rul t. 

2S Ob!Cflga las coonkll3das rectan.guiares de P(- S,r"l), 
P(-9,r 2). P(-fo 4), P(lb) y P(1r 6) 

26 S• Pf.l) tiene coordcnadM(-:. -j), ob(cnga In coordena­

das de PV + 31r), ~' - 1r), P(-1) y ~21r - t) 

27 a) Oblcn~ el ángulo de rdcrcnc,a para cada mcdid:I en 
radianes · 

S,r S-,, 9,,. 
4· -6· --¡-

~) ros 22.S• b) lan 15()-

f) C!iC 300" 

30 S1 sen 8 = - 0 7604 y sec: 8 es pos1mo, aproxime 9 al O 1 
má5 cercano para O s 8 < 360 

31 S1 ian 8 = 2.7381, aproxm1e 8 2.I O 0001 rad1in m.i.s cercano 
pan0 S 8 < 21' 

32 S, scc 8 = 1 6-IOJ, apro'(1mc 9 al O 01 más cercano para 
()OS(I< 3600 

Ejer. JJ- 40: Ob1enga la a mplitud ) el ptrlodo y trae-e llll i r '• 
flu de la « uulón. 

n , . scos~ 

3S ,• •; \Cn3x 

37 , • - 3cos ¡, 

)9 \ • 2'iCRff'r 40 , • 4cosft"-2 



t:jtr. 41 - 44: L• 1r,nu dt un• «uadén K mun tr• t n I• 
fi¡;ura. •) Obltng• la amplitud ) f'I ptriodo. b) Elprt'n I• 
«uadén tn la forma y•• un b.ro t n la forma y• • cos h. 

\{j , (j f. V V -3 V V x 

Ejtr. 45- 56: Traer 11 gráfica dr ha ttuacién. 

4S .,-2sen(r-T) 46 , - - 3su(f1 -f) 
47 _,--4cos(r+ f) 48 ,-s00:,(2.,+f) 

49 ,- - 2 1an ( +, -•) SO , - -3 1nn ( 2.r + f) 

CAPITULO S Problemn aplJudo!, 407 

51 , --➔ co1(2x-f) 52 ,· -2cot(½x+f) 
S3 ,· •scc(Tr+w) S4 \· •s«(2r-f) 
SS ,-csc(2r-f) 56 ,-c~(f.r+f) 
Ej tr. 57- 60: OadH las pann Indicad as dl"I 1rlán1,tulo ABC 
con ., = w. •prodm~ IH pUIH r'ffl lnlH. 

sa o - 54•40•. b - 220 

59 o - 62. b • 25 60 o - 9.0, t' - 41 

61 Pro,t ~ot dt un ay161\ La long11ud del propulS<N' de anón mis v,mdc que se haya usado cn la h1s1ona íuc de 21 pie, 
7.5 pulgadas El a, 16n funcionaba con cu:mo mol:Of'C$ que: 
hadan guar el propulSOJ a 545 rc,oluc!Ofles por minu10 

a) ¿,Cuál era la \clocidad angular del propulsor en rad1~ 
por segundo? 

b) i,Apro:omadamcn1e a qué ,cloc~ (en nulh) la puma 
del propulsor dcsmbb el cfn:ulo que gcnemba? 

62 ll Tnrrt- E fft- Cuando la punla de la Torre E1fTcl se obser\'a 
a una d1s1anc1a de 200 pie, de la base, el Angulo de clC\x;<',n 
es de 79.2· Es-time la altura de la 1am 

61 Rayo, , • ._, y nlocidadit1 Los rayos láser se usan para 
medir con pcccmón la \clOCtdad de los obJCIOS L■ luz Iba 
produce un campo clccuomagnéuoo osc1l,uono E con una 
frecuencia coostantc /que puede dcscnbusc por 

E= E, cos (21tft) 

S1 un rayo láser apunta hacu1 un obJeto que se mue\ e hac1:1 el 
láser. la luz se rcnc,an\ h.x1a el láSCf a una frccuencl.1 ligera• 
mcnlc oW ali.,. de manen muy pam:1da a como el s1lba10 de 
un tren suena mis aho • medida que el tren sc acerca. S1 A/ 
es este camb1001 frccucnc1a y, es la ,cloc.dad del obJC10, la 
c-cux1ón 

puede u11h:r.ar.1Cpar:adc1crm1nar r,dondc,· = 186,000mi s~ 
la \"cloc1dad de la hu AproJumc la wlocidad, de un objeto 
51 ,lf= IO"y/= 10,. 

64 La Gr~ Pir .,,¡et, La Gran P1r.lnmk de E¡1plo mide 
147 mclí0$ de ahura yuencuna base ruadnubdc 230 mctroS 

de lado (\ca la figura en la p5gma s1gu~1c) Apro11.1mc, al 
grado mb cercano, el ingulo tt formado cu.ando un obscn11-
dor se cncuc:111111 en el punto medio de uno dc los l.ados y \C 
el ,pice de: b puimtdc 
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tJt.tt(ICtOM 

,t: 
'' '' ' ' ' ' / : 

1 ¿':J.d 1 

' ' 
"'---230m--J...-230m_.r 

[ ·,. . .,= 
6S ~ t-tt C\Wldo se observa desde la T1cm dunuite un cieno 

pcnodo. el planeta Venus da la 1mpres1ón de n)O, ersc: de un 
lado a 01ro a lo l:tr1'() de un .segmento de rcc1.1 con el Sol 
en el centro (,ea la figura) S1 ES ffil(tc aproxunacfamcnte 
92. 900,000 millas. la máxuna d1s1anc:1a apartntc de Venus 
con re.spccm al Sol ocurre cmndo el ángulo SE V mide apro­
xamad:lmcntc 47 Suponga que la órb1ll de Venus es e,rculat 
y estime la d1.stanc1a de Venu~ al Sol 

EJI ICtO 6S 

66 Lffll'l'IUffl...-rtc topvw•fl Desde un pun10 a 233 pies 
50brc sucio nl\clado. un lopógrafo mide el ángulo de deprc­
$16n de un obJctO en el sucio y dctenmna que es de Ir 
Aproxime la d1stane1a del obJctO :ti punto en sucio directa• 
mente dcbaJo del topógrafo 

67 e u. "P •~ le 11 Unacscakradcmanode 16picsdc 
largo csti apoyada m el cos13do de un edificio y el ingulo 
entre la cscakra ) el edificio es de 2S 

a) Apro:iumc la d1s1anc1a del pie de la cscakn al cd1íic10 

b) S, la d1.!itanc1:1 del pie de b cscal«a al cd1fic10 d1snu­
nu)·c IS pies. ¿aprox1madan1en1c cuanto se ntUC'oe la 
parte supcnor de la escalen hacia ;uT1ba del cd1fict0'.P 

68 Fabf ~ ..n de un YHO cónKo Un ,-aso cónico de papel se 
fobrtCII qu11.t1.ndo un sector de un circulo de 5 pulgad.1.!l de 
radio y adluncndo la onlb OA • 08(,ea l:I figura). Obtenga 
el ángulo AOB que se ncc~tta para que el \UO tcnp una 
profundubd de 4 pulgadas 

(JfltCICIO61 

69 Lon¡1tud de 1.1ft turwl Un tune! para una nuc, a aulOJHSl.;a se 
abnd a tlll\k de una mon1W que mide 260 pies de altura 
A una d1stancu de 200 pies desde la base de b mom.w. 
d ingulo de ele,-ac16n es de 36 (,ea la figura} Desde una 
d1.su.nc1a de 150 pies del otro lado, el ángulo de dC\·x,ón es 
de 47 . Apro"1mc b longllud del tuncl al pie mas cercano 

EJUCICIOH 

' ' 1.4--200'-;.I 

70 AIWfa M m rnc I• ..s Cwindo un cieno rascacielos se 
observa desde lo aho de un cd1fic10 de 50 pies de allura. 
el ingulo de clcntclÓn es de 59'" (Ha la figur.i). Cuando 
se observa desde la calle s1gu1cn1c al edificio mis b3Jo, el 
ingulo de dc\'3CIÓn es de 62° 

a) ¡,Aprox11nadamcn1c a qué distancia $C cncucmran las 
dos cs;uuc1uru? 

b) Apro.umc 111 altura del rascacielos a la décuna más cer­
can.a de un pie 

EJUtCICI010 



n Altu~ Cff 1m1 manQn• Cu:indo se ~ a b cima de wu 
monl3A:I desde el pwuo P que se ml.K'!llra en la figur2, el 
ingulo dcclcncióncso lksdc un ponto Q.quc csti dm,lbs 
má!; cerca de la moot.:mll, el ángulo de clcvx16n :mmcnla a /J 

a) Muestre que la altura Ir de la mootafta csd ~ por 

h • --d _ _ _ 
coto - ool/J 

b) S1 d = 2 nu, o = ISº y /J = 200. apro:ume la altun de 
lamonta.1\3 

EJUCICIO'Tl 

n Al 1ra ft un «tifido Un obscn-.dor de estatura lt se 
cncucn1n en una pcnd1cnlc a una d11nanc11 d ck la base de un 
ed1fic10 de ahurn T. como se mucsua t:n la figur.1 El .ingulo 
de clcuc1ón del observador a lo aho del cd1ftcio es 8, y la 
pcnd1cn1c forma un ingulo de o con la honzooul 

a) É'<pttSCTc:n16mmos dch,,/, ay8 

b) S1 h : 6 ft. d : son. a : IS y 8 : 314". cs11mc 13 
al1ura del cd1fic10 

73 11 l"fll" Ka Un rcflcclor coo 1mcns1dad de S,000 candelas 
csli sm.1.ado 15 pies amba de un csc-C'R3no S1 el n:flcclor 
gira a tr.nés de un ángulo 9 romo se muestra en la figura, 
la 1lum1n.mc13 E (en p1C'S-candelas) en el atta 1lurnmada lkl 
csccnano está dada por 

E - 5<XX> ~os 6. 

donde s c:s la d1.s1anc1a (en p1c:1)quc la luz debe \'ISJar 

a) blcuc-ntrc la 1lununimcia s1 el rcflcclor g1r.1 a tn.,és de 
un ángulo de 30". 

CAPITULO 5 Probltll\l5 apitados 409 

b) La 1lumm:mc1:ii mh.mui OCWTC cu.tndo 9 = O . (,Parn. 
qut valor de 8 la 1lununancia c:s la mnad del U;lor 
mix1mo., 

(JEICKIO J 

74 A ura 61 UNI ffl >Gt ia S1 la cmia de un2i montai\:I se 
observa desde un punto I' al sur de la monta"3. el inguk> de 
clC\a.clÓn o: o (,·cr la figuni). S1 se obsc-rn desde: un punlo 
Qquc está dnullM al cs1c: de P. c:I án¡ulo de: elc,ac:IOO c:s fJ 

a) Muc:sttc que la allura h de la montada c:stA dada pcw 

h dscna .-.cnfJ 
• ¼en; a -~n; fJ 

b) S10 = 30 , /j = 20 yd = IOm1,apro.umc h1laccn­
tCSumi de milla nW cercana 

EJUCICl014 

75 A&onlltt- d6 Wl,11 unidad d• P,OJKCi in El fobncantc de 
un sistema comput.im,.:tdo de proyccc16n reconucnd:t que la 
umdad de J)n))'CCCIÓn .se monte m el h.-cho como se mues-. 
1n1 en l.:1 figura en la pjgma $tgu1c:n1c: La d1stanc11 desde c:I 
CXltcmo dc:I sopor1C de monl3JC h3m el ccnltO de 13 pamalla 
es dc: 8S.S pulgadas. y el angulo dc: dcptcsión es de 300 

a) S1 el espesor de la pan1all2i no .se torna en cucnl3. ¡,1 qué 
d1S1anc1a de la pared debe moo1arsc el soponc" 

b) S1 el soporte mide: 18 pulg:ldas de largo y la pantalla 
ucnc 6 p,o de ahura. dclcrmmc la distancia del techo al 
borde ,upcnor de la pantalla. 
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EJERCICK> 7S 

16 fle,j e~ pH'Mnloal s Una puim1dc ucnc una bue cua­
drada y caras 1nangularcs congrum1cs Sea 8 el ángulo que 
la 1h1tud u de una can 1n.1ingular forma con la al111ud, de la 
pmumde. y sea r la longnud de un lado (\ca la figun). 

a) Exprese el ,rea supcrfk1al total S de las cu:i1ro caras en 
1énnmos de a y 6 

b) El \.Olumcn V de la pirámide es 1gu:al • una 1en:cra pa.nc 
del irc:a de la base mult1phcacb por b 11lt11uJ. E.xpr...-sc 1' 
en 1Cmunos de o> 8 

EJUl:CtCl07& 

n l._ n- a.ni !'flt< t.. rifko dit ut ,h :o Con ayuda de un 
tcodolno. un topó¡;.mío ob$Cn'I. l.l orilla b de un nsco, como 
se montra en la panc 1zqu1crda de la figura (no d1bupda ■ 
escala). Debido a la cur.·a1un de la Tícm., la \crdadcn cle­
\11C1ón h del nsco es mayor que la medid.a por el topógnlfo 
Una\ 1sta esqucmiuca de sca:ión tranS-\crsal de la T}Cmt se 
muestra en la pane dcrttha de l:a figur:a 

a) S, s es la long.nud del arco PQ y R la d1staoc1a de Pal 
centro C de la Tierra. cxpttsc h en tro\unos de R y s 

b) $1 R :::. 4000 m1 y .f = 50 m,. csume la clc,ac.00 del 
nsco c,1 pies 

f:JUICICIO 77 

78 Rnpui •J.1 a un t•rni-i to Para 51mular la respues1a de una 
estructura a un l~nlOCO, un ingeniero debe elegir l:t fomu 
del dcsplv..anucn10 mic\31 de las\ 1gas del ed1fic10 Cuando 
la "'ga llene una long.ilud de L pies y el de$plaza.nucnto 
mi-umo es u pi~. l:a ccux1ón 

ff 
,· -o- tlcosu.r 

h.a sido u1111Z3da por los 1ngcn1cros para estimar d dcsplam­
m1cn10 _, . (H:a la fi¡ura) S1" = 1 y L - 10. 1r:acc la grifica 
de la CCU.3ClÓn par:3 0 S .f S 10 

79 Rlt'"'" clrudl 11. La \3.nX16n de la 1cmpc-ratura corporal 
~ un eJcmplo de un n1mo c1rcad1ano. c-s10 cs. un ciclo de 
un proceso biológico qu< se- repite: aproximadamente cada 
24 horas La 1cmpcn.tu111 corporal ~ mis alta alrededor de 
las S, M y más baJa a las S A M Sea y la 1cmpcra1ura eorpo-­
raJ (en f) y, = O comspond1cnte a la mcd1anoc.hc S1 las 
1cmpcrn1uras corporales minanu > 11\3xnna son de 98.J y 
98.9º. rc:spcc11..-amcfllc. obtenga una ccuac:tón de la fonna 
, = 98.6 + a§Cn(hl + c)queooncucrdcconcsta infonnacK>n. 

80 Varl ín CM la t.,.. ratwa .n Ottawa LI VV1ac100 
anwl de 1cmpcratun , (en GC) en Ouawa. Can.MU, puede 
aprm.1manc por 

donde , es el tiempo en mese, y , = O corresponde ■I I de 

a) Trae-e la grifica de, para O :S , :S 12 



b} Obtenga b 1cmpcr::11un mb :t.lb. del :lño) l.1. fcehlll en b 
que ocurre 

11 Ot: •""-~ 1ru1Unemb31scsum1mstraaguaaul\3comu• 
n1dad. Durante los~ de \era.no, la demanda D(t) de agua 
(en ft' dia) esta dada por 

D(t) • 2000 ~n~t + 4CXXJ, 

donde t Ci el tiempo en dill! y 1 = O COITI!sponde al pnnc1p10 
dd\·c.-n.no 

.i) Trxc la griftca de D para O s t s 90 

CAPITULO s Probltmas apltudos 411 

b) ¡,Cuándo es mayo.- 1.1 dcm::uub de ::igua'! 

12 Corcho ~ w ~ icta Un corcho se b3bocca de arT1ba 

ab3JO en un lago. La d1stanc1a del fondo del bgo al ttntro del 
corchocnd 11cmpo1 ~ OcsU dadapor.f(t) = 12 + cos 1r1, 

donde s( t) cslll en JHCS ) , en segundos 

a) Dcsc:n~ el mov1mu~n10 del corcho pani O s t s 2 

b) ¡,Dur:rntc qué 1ntCf\ alos de uempo se dcu d corcho? 

li·iY■•'ll·II EJERCICIOS PARA ANÁLISIS 

1 Gnifiquc•·=scn(aY)cn!-21r,21r)por(- l, IJp;1rau= 15, 
30 y 45. Explique la cxac111ud de las gliftcas y las capx1da• 
des de rq,n:saitactón gráfica (en ténmnos de precmónl de 
su calculadora graficadora (Nour. s1 algo e.xu•alk, no ocurre 
p,3ra u = 45, siga aumc:n1:1ndo a has1.1 que succdJ.) 

2 Ob1eng.a el mbnno cnlen:,, li en su calculadora pan poder 
culu:u sen ( IOI). Ahora cllphquc cómo se puede cnluar sen 
(IOl ' 1

) en la nusma calcu13dora y luego proceda a oblcner 
tscvakw 

3. Dctcnmnc el numero dc solucK>nCS de l.a ccwcH)II 

COSX + COS 2x + COS J.r • 11, 

4 Explique In rclaC'toncs mire funcK)nCll pcnóchais. functo­
nes uno a u.no y funciones lfl\'Cf'SU. Teniendo prcsci11es estas 
relacK>neS. explique lo que debe :intccdcr para que las functo­
nc.s lngo~tncas 1cngan tft\a'SOS. 

S (irafiquc ., 1 = .r. ,·:=sen r, y v, = tan rcn (-0 1.011 por 
( -O 1. O I J Cree Wl3 tabla de v:dorc, para cs1a.s tres funcao­
ncs. con nlorn- pos1t1\os pcqucflos (del orden de 10 .. , más 
o menos). ¡,A qué eonclus16n se puede llegar con base en la 
¡rifica ) la tabla? 

6 Coordtnadas de u,,a prsll de CffffflS En la figura k: 

muestra una p1su de clllT'tras c1n::ul.u de dos L.1lóme1ros de 
diámetro Todas las cai,-era..s comienzan en S y proceden en 
scnudo contrano .11 de las mancc1ll:u del reloj. Apro:xnnc, a 
cuatro pos1CIOl'IC'S decnnalcs. las coordenadas del punto en 
que 1crm1nan las .s1gu1cn1cs eamras en relación con un s1.s• 
tema de coordcn:ldas rect.:maularcs con ongcn en el centro de 
la pista y sen CJC J)OSlh\O l" 

""···e) 

a) Una carrera de drág,:1ers de 2 L116mc1ros de longnud 

b) Una cancra de rc,151cnc1:i de 500 lnlómctros de long11ud 

7 Ce..- mada1 di ut111p1uadtic.m•ru Tr.1baJccle,terCic10 
6 para la pi.su que se muestra en la figura, si el ongen del 
51s1cn1a de coordctudu rcc1angul:ircs está en el ccn1ro de la 
pista y Scnel CJC ncgatno 1 

f:Jf:Rt:ICIOJ 

CD 
s 

8 Prop, Mir et. motor fuer• ft borda Un motor fuera de 
borda de 90 caballos de fuerza, a coda \clocKlad, hace girar 
5U propulsor a 5.000 rc\Olucionc.s por mmuto 

a) Ob1cnga la \Cloc:1daJ angufo.r w del propulsor en ~11• 

ncs por segundo 

b) El centro de un proptil~ de 10 pulpbs de diámetro 
está s11uado a 18 pulgadas baJO la supcrlic1c del agua 
ExptCSC la profundHbd D(,) = o cos (WI + e) + d de 
un ponlo en el borde de un aspa dd propulsor como una 
functón del 11cmpo ,. donde, está en segundos Suponga 
que el punto cs1á 1n1culmcn1e a una profund1d3d de 
23 pulgada'.'J 

e) Dctcm\1ne gr:ifteamcn,e el número de \eccs que el pro­
pulM>r gira en O 12 segundos 



1 S1 un 11roo circular de 1~ ccntunctros subtiende: el ángulo ccntnril de 35• en un circulo, 
aproxime el radio del drcuk> 

2 Apro,;_nnc, a dos posiciones dccmulcs. el irca de un sec:1or de un circulo que llene un 
radio de 8 pulgadas y un ángulo central de J2-17• 

3 Obtcng.1 el área de un scc1or que nene un arco de 6 pu~s de longuud en un circulo de 
4 pM::S de diámetro 

4 Obten¡a la medida en grados, al minuto más cercano, de un ángulo ccn1ral de w1 K'Clor 
que 11cnc un arco de 9 metros de longitud en un dn.:ulo CU)O radio mide 4 mc1ros 

S Una rueda de 7 pulpd.u de n.d10 gira a 1.200 rpm. 

a) Obtenga la velocw.bd angular en radianes J)OI" n11nu10 

b) Obtenga 13 ,cloc1<bd lineal de un punlo en la c1rcunÍlttne1a en p1~ por mmuto 

6 En un tnángulo rttto. s.-.bcmos que M.'11 8 - ¡. Obtenga los ulorcs cuc1os de Las fun­
ciones ln&onotTh:tncas del ángulo a¡udo 8 

7 Use l.as 1dcn11dadcs fw'll1:uncntalcs para cscnb1r coc 9 en térnunos de ros 9 para cual­
qwlT ángulo agudo 6 

1 \'enrique la ldenud3d (ese 6 
-

1
) (cw: 9 + ') • ~ 

csc9 csc9 sec-9 

9 Obten¡3 los ,-alorn exactos de las íunclOI\C$ tngonométncas de (J s1 9 es1á en posKtÓn 
cstindaryP(12. -S)cstacncl lado1cmunal 

10. Obtenga los ,al0tt$ exac1os de las funciones 1ngonomftncas de 8 dado que tan 8 = ~ 
yscn9 < 0 

11 Reescriba \/1 - \CnJ fJ en forma que no sea ndical 1111 usar ulorc1 absolutos 11 
1tf2 < 8 < 1f 

12 S1 ptt) = (-~. ~) es un punlo C1l el circulo umlano U que: corresponde a un ingulo t. 
obtenga l.u coordenadas rcc1angul.lra de P(_-1 - 1r) 

13 \'mfiquc la lden11dadscn(- ,)scc1( -.1) = - t:mxscc r 



EXAMEN Prot>kmn aphudo!, 413 

14 lncuentre todos los nlorcs de 'I'. de tal modo que sen 'I' > -½ en el mtcnoalo (w. 271'1 

1S Encuentre d :ingulo de r.:fcrcnc1a 91 SI 9 = 60 rad1:tncs. 

16 Encucnttt: el nlor ex:k'to de ese T 

17 Aproxime. 111 O 1• más cm:ano, iodos los ingul018 en d uncn ... lo (OO. 360) que AIIS· 
faccncos8=063S7. 

11 Aproiumc, al O 01 radián m.b CCJC3no, lodos los ,ngulos 9 en el mtcm1lo (O, 2•) que 
sa11sfaccn tan 9 = - 1.8224 

19 ¿CU3ntos CICios de 1- = 4 .sen ),rx + 2 hay en el lnlCl"\.lllo (0, sor 

20 Encuentre las coordenadas de cualquiera de los ponlos mas alto, de la gráfica de 

, • /(.x) • leos (+x -f )- 1 

21 Grafique un ciclo de J' -= - 2 JlCI\ (+A - f) Ronde los puntos allo y ba,o. asl como 
los pumos finales. ~ 

22 Una función de b fonna 1 = j('I') = asen h'I' + d11cne su punto más alto en {11', 5) y su 
punlo nW baJO en (3-rr. - 1). Ob1cnga una ecuación para/ 

23 Encuentre las ccu.xJOOCS de dos aslmot::u , cr11ealcs sucCJivai de la gráfica de 
1 = tan(h - 7). 

24 1:ncucntrt una mtcnccc16n x de 1a grifica de y • OOl ( ½x + f) 

lS Encuc-ntn: el punto llW baJO de una rama supcnor de 1· - 2 scc (lf + 11). 

26 Encuentre el rango de 1· -= l ese (.1' ir) 2 

27 Encucntn: una ecu:món con la función cosecante que tiene la misma gráfica que 

' = scc' 

28 l:.n d 1n3ngulo ABC, s:1bcn-.M que fJ = 45 • y= 90 y e= 20 Encuentre~ nlorN 
cxac1os de las panes rcs1an1es 
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29 E.ne! trcinguloABC. se sabe que lf = 73º 14', y = 9(1' y b = 821.0 Obtenga los ,alorcs 
apro."<m\3dos de las panes res1an1es. 

30 Dados a y ben el triánguloABCcon y= 90'", cxpttseacn 1énn100$ de las panes dada§ 

31 Un pentágono regular c::s1:.\ 1nscn10 en un círculo de 18 pulgadas de: racho. Aprmumc, a 
un.a posición dcc1n1,3I, el pcnmctro del pentágono 

32 Desde un punto A que csti a 10 n1e1ros sobre el sucio m\-elado. el ángulo de elevación 
de la par1c más alta de un cd1fie10 es de 42 y el ángulo de depresión de la base del 
ed1ficK1 es de: 8' Aproxime la ahur.a dc:I edificio 



(6.11 Verificación 
de identidades 
trigonométricas 

[6.fJ Ecuaciones 
trigonométricas 

[gl Fórmulas de suma y 
resta 

16.,4] Fórmulas de mültiplos 
de un ángulo 

[6.5] Fórmulas de producto 
a suma y de suma a 
producto 

[6:61 Funciones 
trigonométricas 
inversas 

6 
Trigonometría 
analítica 
En matcmit1cas a\anzadas. c1cnc1as naturales e ingeniería, en ocasiones 

es necesario simplificar expresiones tngonométncas compleJas y resol• 

\.Cr ecuaciones que con11cncn funciones trigonométricas Es1os lemas se 

analizan en las pnmcras dos secciones de este capiculo. luego se deducen 

numerosas fórmulas útiles respecto a sumas. diferencias y múltiplos. Adc• 

más de las mampulac1oncs formales, también se consideran numerosas 

aplicaciones de estas fórmulas. La úlhma sección con1icne las definiciones 

y propiedades de las funciones trigonométricas 1mersas 

415 
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tliJ 
Verificación 

de Identidades 
trigonométricas 

EJEMPLOS 

Una expresión 1r lgonoml-1rica contiene símbolos relacionados con funciones tri• 
gonométricas. 

Expresiones trlgonomftrlus 

■ l"+sent 

YO+ 2-• • ---
CO( o 

cos (31 + 1) 
• ,2 + l:ln~(2- ,z) 

Partimos del supuesto que el donumo de cada ,ariable en una expresión tngo­
nométrica es el conJunto de nümcros reales o ángulos para los cuales la expresión 
eslá dcfimda. Para ofrecer la práctica en la s1mphficación de expresiones tngo­
nométncas complejas. usaremos la.s 1dc.n11dad~ íundamentalcs (,ca la página 338) 
y manipulaciones algebraicas. como en los ejemplos S y 6 de la sección 5.2. En los 
pnmeros tres ejemplos. el método consiste en transformar el lado 1Lqu1erdo de una 
1den1idad <bda en el lado derecho. o, ice,ersa. 

lili!JW Verificación de una Identidad 

Vcnfique la identidad scc a - cosa - sc:n a tan a 

SOLUCIÓN El lado izquierdo lo trnnsfonnamos en el derecho 

1 
seca - cosa ---- cosa 

cos n 

l- cos2 a 

cos n 

(sena) 
- seno ru 
- sena tan o 

namoi 1.:a &: ,,re iones 

n a ~O!i a 

pr 1ón n¡u1\ lcnk 

En la sección 5.2 explicamos cómo proporcionar apoyo numérico a las identida­
des mediante el examen de una tabla de ,alorcs. También se pm .. -dc bnndar apo)'o 
gráfico a l:ts 1dent1dades mediante el examen de las gráficas de los lados 1zqu1erdo 
y derecho de la identidad propucs1a. Si 135 gráficas son iguales (con la excepción 
de huecos en ellas), decimos que las gráficas apoyan la identidad. Si las gráficas no 
coinc1dcn. la 1dc1111dad propucs1a es falsa. 



Otr~s nrlKlones 
de apoyo 1rafic:o JNrl 
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La gráfica de la figura I proporciona O.po)'O gráfico a la ,crificación del e,emplo J Es la 
gráfica (en modo de radianes y puntos) de 

Y, • 1/cos (X) - c<>S (X) y Y,• sen (X) 13n (X) 

FIC.1,,RAl 

EE
[-2v.2,._w/2)p«[-5.5] 

. 
. 
. 

X V1 v, 
"liOS ... 
·.1071 
•.Hl1 

~ 
"·°''" 

Los ,·nlorcs de Y
1 

y V: de la figura 2 también bnndan llJ)O)'O numénco a la ,cnficación, 
r uede haber d1screpanc1as pequei'\as entre los ,·alOt"es, como ,lustra el , alor resaltado 
1) Grafique V

1 
y Y,• Y?+ l. como se muestra en las figuras J y 4 Esto permite ,cr la 

gráfica de V: desplazada una unidad hacia amba. en vez de sobre V, . 

,1.u '1ttZ ,1tO 
·.Vt Bll'cos<X>-cos 
<X> 
·.Vi=sin(X)tan(X) 

·-VlDV:t+l . _y,.= 
·.Vs= _J 

[ _, •. , •. •/2) I"" [ -4. •J 

. 

. 
·• 
. 

' 

2) Grafiquc V
1 

- Y
1 

- Y:+ l. como se muestra en las figuras 5 y 6. S1 la 1dcnt1d3d pro­
puesta es i,;erdadcra, cn1onccs Y 

1 
- Y 

1 
será cero. por lo <JUC la grá.fica de Y, sed la gráfica 

de la recta _,. - 1 con ,aclos donde V o Y: no están dcfintdas. 

,10U t1ttZ ,1tO 
·.Vt =1..-cos(X)-cos 
<X> 
• .. Vi=sin(X)laJ<X> 
•,V,DY1 -V:t+l 
·V'4= 
·.Vs= EE 

3) Grafique Y, - (V 
1 

- Y 
1
), como se mues1ra en las figuras 7 y 8. Cuando Y - Y 

1 
es , er­

dadcra. el valor de Y, es 1. La gráfica de Y I será la gráfica de la recta y • 1 con vaclos 
donde Y I o Y: no están definidas 

,1ot1 r1ot2: t1ot) 
·.Vt =ll'cos(X) -cos 
( X) 
·.V,=sin(X)tan(X) 

·.V,DV1-Vi .y,.= 
·.Vs= 

túUUa 

EEt 
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X I Yt v, 
·.UH 1.U:'11 1.U:"1 
•.HU 1.HU Mffl, • ' m1 i:m tm.1 
"" 1.'il .. l 1. '11"2 

1. 0'i1l ' ' 2=ERROR 

U.iimJ:21 Verificación de una Identidad 

Verifique la identidad scc fJ - sen 8 (tan O + cot 6). 

SOLUCIÓN Como 13 c.,;prcsi6n del lado derecho es más complcJa que la del lado 
izquierdo, el lado derecho lo transform.tmos en el izquierdo: 

("'"º cos º) sen 0(lan 8 + cot8) - seno - + -
cos 8 seno 

("'"'º + cos'O) - seno 
cos Osen O 

-scno(- 1
) 

cos (Jsen0 
1 

- coso 
- scc o 

01 l.1,;, r.11,;1,.1oncs 

mcel.tmos Kn 8 

La tabla (con ATbl - 1r 12) en la figura 9 mueslra algunos \'&lores de 

Y
1 

- 1·cos(X) y Y:- scn(X)(tan(X)+ J tan(X)), 

los lados 1Lqu1erdo y derecho de la 1dcn11dad del CJemplo 2, Obscf\,c que 
¡>3raX - O. Y1 l,pcro Yz11cnc .. ERROR''. Estoresultadelusodc I tan(X)pam 
cot (X) en Y1; p.irax - O. mu:ntamosd1\1dircntrc cero 

IJJ.U..UliD Verificación de una Identidad 

cos.1 1 +senr 
Vcnfiquc la identidad --- - ---

1 - scn x cosr 

SOLUCIÓN Como el denominador del lado i¿qu1crdo es un binomio y el deno­
minador del lado derecho es un mononuo, cambiamos la íom1a de la fracción del 
lado izquierdo multiplicando el numerador y el denominador por el conjugado 
del denominador y luego usamos una de las idcn1idadcs de Pit.ágoros: 

cosr cosx l +sen:c 

1 - senx - 1 - sen .1. · 1 + scn x 

cosx(I + sen r) 
1 - sen:_, 

cos.r(I + scnx) 

cos•, 
1 + scnx 

COS.'C' 

\' e de 1om1n; .dor por I sen 

prop1..-J.Jdde,.oc:enh 

sen , tos • 

can1.--c lfflOiCOS t 



Tr1.1"'1Jt'tmd/ud,., ut rcJo 

C'\Jm .. 'SIOn 

c:qu1\ 1..:-n 

r. 1h011 ( m 11,Wdi..n,lm 
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Otra técnica para mos1rar que una ecuación p - q es una 1dcnt1dad consiste en 
transformar el lado izquierdo p en otra expresión s , asegurándose de que cada paso 
sea n>ver:tlble. es decir. que sea posible 1mnsfonnar de nuevos en pal invenir el 
proccdimicn10 seguido en cada paso. En es1c caso. la ecuación p - ses una idcnli• 
dad. A contmu3ción. como eJCrcicio por se¡xm1do, mostramos que el lado derecho 
q tmnb1én puede transfommrse en la expresión s por medio de pasos reversibles 
y que. por Jo tanto. q - ses una 1dcnt1dad. Se deduce entonces que p - q es una 
1dcnt1d3d. Este mé1odo se 1lus1ra en el s,i;u,entc ejemplo. 

IJiiiLii:18 Verifiución de umi identidad 

Verifique la 1dcn1idad (1an IJ - sec iW - 1 
- seno 

1 + senlJ 

SOLUCIÓN Par:i \erificar la ,denudad. demostraremos que cada lado de la ecua­
ción puede transformarse en la misma expresión En primer 1émuno, 1ra001aremos 
sólo con el lado izquierdo: 

(ian 6 - sec 6)2 - tan! 6 - 21an 6sec 6 + sec1 6 

_ ("'" 8)' _ z("'" 8) (_..!..._) + (_!_)' 
coso cos8 coso a»8 

sen? 8 2 seno 1 - -----+--cos ?IJ cos? 8 ros! 8 
scn~8 -2scn 8 + 1 

cos! 8 

En este punto. tal ..,ez no sea ob, 10 cómo se puede obtener el lado derecho de 
la ecuación dada ll par1ir de la ül11ma expresión Por lo tanto. o continuación tra­
baJamos sólo con el lado derecho para tratar de ob1ener la Ultima expresión. La 
mulliphcación del numerador y el denonunador por el conJugado del denommador 
da lo siguiente· 

1 - sen 9 1 - sen8 1 - sen8 
1 + sen 8"" 1 + sen8 · 1 - scn8 

1 - 2 se.n8 + sen28 
1 - senl 8 

1 - 2 scn8 + sen!9 
co~! 8 

h1p11c.imo" e nwm-rador 
dt:nonun de por I sen fl 

La üluma expresión es igual a la que se obmvo de (tan (J - sec 8,Z. Como todos los 
pasos son rc,crsiblcs. In ecuación doda es una 1den11dad 

IJH 'IJl•d Demostración de que umi ecuación no es una Identidad 

Dcmues1rc que cot x - \/ csc.1 r - 1 no es una identidad. 

SOLUCIÓN Lo único que requerimos es encontrar un ,·,llorde:c que haga que cada 
lado de la ecuación tenga un valor diferente. Podemos probar con \a lores aleatorios 
de x. pero 1nq~s11gar una 1dcn11dad conocida puede a)'lldar en la selección de un 
valor para 1'. 

(c:olllinúa) 
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FIGUIJI.A10 

~ 

m Ejercicios 

Eju. 1- 50: \ r rifK¡ut I• ldtntid•d. 

l CS(: 9-scn8 •rot 9cose 

2 scnx + ros r roe , • C1oC 1 

Una idcnudad puagónca, 1 + cot! x - ese! x. relaciona las funciones cotan• 
gente (cot) y c0Sl.--can1e (ese). Si dcspcJamos de la 1dcn11dad cot x. obtenemos 

co11 x - csc2 x - 1 y luego cot x - :! V cscl , - 1 . El símbolo ~ es la clave: 
cualquier ,·alor de x que hace que cot x sea negauva demuestra que la ecuación 
dada no es una identidad. En concreto. ya que cot es ncgat1\ia en los cuadran. 
tes II y IV, seleccionamos 311 4 como valor de x Entonces. el lado 1tquierdo es 
co1(J11 4) • -1 y el lado dcn.--<:ho es 

Vese' (h/4) - 1 • V(- V2)' - 1 • v2=I • 1 

Los lados no son iguales. por lo que la ecuación dada no es una idcnudad. 

En cálculo. a ,cccs conviene camb13r la forma de c1crtM expresiones algebraicas 
y realizar una sustilución trigonomNrica, como se ilustra en el s iguiente eJemplo. 

IJWUi!ili Cómo realiur una sustitución trigonomHrlca 

Expn.'SC Vu~ - r2 en términos de un3 función 1ngonomé1nca de 6. sin radicales. 
medmncc lasust1tuci6nx • usen fJpara -w 2 :S 8 :S 1T1 ya> O. 

5.0lUCION Procedemos como sigue: 

Va1 
- r: - Va1 

- (a scnW -~ 
- V"1(1 - sen5 8) 

- \l"l cos: 8 , + t.: 8 1 

- Vc11cos 6)! 

• lacos8I \ 
• l•llcos 81 1 J 

ª llCOS8 

La Ultnn..1 igualdad es ,croadcra porque 1) s i a > O. cnionccs :aj - u. y 2) s i 
-11 2 s: 6 :S 11 2. entonces cos O ~ O y. por lo 1an10. 'cos O - cos O. 

También podenlOS usar una solución gcomélnca. S, :e - a sen 6. entonces 
sen O - .r a, y e l triángulo de la figura 10 ilustro el problema para O < 6 < -rr/2. El 

tercer lado del triángulo. Va1 - ,? . se obtiene con el 1eorem., de P1tágoros. En la 

figura podemos obscn ar que 

va'-,, 
ccx6---­

a 
o. de fonna equivalente. \l<r - \,l - acoso . • 

, tan,+2cos,csc,•!iC.'C1csc,+coc, 



l no.:t + r;,,s.>lu1- • lno.l -x-'Ol u1 OS 

19 Ut'l - 8 .»Sl u1- • 19 001 + 8 :,;wl u1 6t 

8 SOl u1- • 9 »!, u¡ D l' Ulll UJ- • .l )O;l UI LV 

1,u;,sj ""'t,..,""°I 91' I Ull'l • ,...01 So1 SiV 

(1-) U:>'> 
1 , to.l • (1-) u~~ (1-).>S;> " 

t• f ~- • (I-) U1ll + (1-} IO,l 

,M : '-0.)Z ••" ~U;>S- I + M,SO., tt 

f) zUl!I t - • ,»s: • :('P ¡Ultl - 1) lV 

(1 so;, + I u:,,,;}(1 S0.3 1 U;>S - 1) - , , soo+ I I U;>S ov 

fJ ,009 soo + 6 um9~ . 9u;w -8 soo -s -'» + 8 ;>;>S" 

6( 

• .ísoo.( u:,s 
A~-A:-'S.> • Á UC-1 -.ÍIO!I 8( 

f/ SO.l f/U:X • f/ lOO +fÍU1l1 l( 
1 

,\ ' .)S.l- 1 l ' 3'S.>+ 1 
l ' ::,.>S l. .., ~ -~ 9[ 

A> U1ll U .»S + 1 
o ,,s;,z - ., .»s+ 1 +~ Si( 

1 + A ll).> Ir to.> A U1ll lf Ull'I + 1 

~ • ·• "'" - .. ""' V( 

f} umu UCI - 1 fÍU.W UU:JS- f/ SO.> O so:, 

flue1+ouc1 • gu.:,s u so:, +f1sooou:,,s (( 

rq + :º • :(1 SO.> q + 1 u;,s n) + :Ct l.l;'>S q - 1 SO.> 11) l[ 

1 • .(1 to.> + 1 ;,,s.>)1(1 IOO - 1 .lS.>) l[ 

X U;)S - XSO.> 
l so.llU;>S+ l•~O[ 

fÍ »s• fÍ ;;~:~ 6l IIOO +l;>S.> •
1S::~ I 8? 

J • 1(6 ,w.> + 6 , u.x) ll 

,L 1.»i (.L t UM - 1) • .( t UCI + J.. ~ 9? 

lZt:r Sl')!Jl~lll~l~~ UO!,.lljl.la¡\ 1~ 

/ U:,S - 1 
--•.(1u1:1+ 1.»s) Sil 
1 U;>S + J • 

11 1uc1 + n ,ue:1 • ":.)3'; - " ~ tt 

,~z -1 • Y,-3.X -, ,uc-1 a 

1 • 6 •"°" + 8 :"°.>8 ru3'1- Z + 8 , u~ U 

.1,~ -.1,u::,s • , ,soo- .1,ux lt 

l t, UCI + .l't, U3S 
•'l• :,s., • ,,, .,-,s + 

1 
Ot 

nvu1l1 +1 l + "tlOO 
---•--- 6L 
nt, Ulll - J 1 - n t,-10,] 

X I().) J + x .>S.l 
--•-- IL J - XJS.) XJO.:t 

l'S-00 J +x.»S 
---• -- LL 
XM»- 1 -' ,um 

,(103 -A:,,c 
Á lO.>+Á.l'iJ • --

1
-- 9L 

f/u:,s - ¡ 
f/uu1 + fi ..»S" • ~ Sil 

8t JJ:>S + fil ¡SO.> • 6t. , u:;,s + f?. ,-.oo \l'l 

t zlO.>+l ¡.>Sl • l , )0.>- 1 ,:)S:J H 

9 so., + 9 uas 
8 »s- 8 ~ • 9ut1 - 9 IOO ll 

" ,ro • ( ¡ + ".>s..>)(n m.'l - " x,s-) U 

fip>< 
f/[ 'iO.l • f/f too - fÍf. ;,s;, + 1 Ol 

A soo + 1 .L soo- ¡ " ..-,s:., r • --
1
-+--

1
- • 

o , u:,s o ,u1a • o , u;,s- o ¡lllll 8 

l(Wl+ 1 lf U;>S 
l(:'ISJ Z•~+~ l 

" .»s + " .)S.) - (n U;)S + " soo){n to:> + 1/ UUI) 9 

8 ¡Ulll + J 
9 :IO;l - ~ 5j 
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Ejtr. 51 - 60: lxmutslrt qut' la ttuatión no t5 una ld"ntldad. Ej('r, 65- 68: Consullttl tjtmp~6. R('alkt la suslltutlón trlgo--
(S11gu,ndo: t nrntntrt un núm"ro para "I rual la ttuadón H nomf1rkax = ".wn lpar:■ - ff'l2 < 8 < 11n )' " > O. UH idl'n• 
íaba.) tidadn íund11mtnlalN para simplificar la nprnión m11llant,. 

53 ~ • i,cn, 

56 log (....!....) • - 1
-w:n, log~n, 

S7 C'O!I (-t) - - ros l S8 scn(1+ 1r)•M:nl 

S9 cos(§tt't} • I 60 cot(ran9) • I 

,, 6s ,,,_., 
~ 

67 --,,-

66 (u! - r!f ., 

Ejtr. 69- 72: Rnllu la 1ustlludón trlgonoml trka 

x = o 1an fl para -1rn < 9 < 1rny11 > O 

Simplificamos la uprtslón rnultanlt. 
r a ?+.r 

69 rrr + .r,.: 10 -.,,-

n .,.: 72 Va!, + .r 
~ 

Ejt r. 73- 76: Rtalil't la .1ustituclón lrlizonoml trlu 

x = os« 8 pan O< O< -,,fly • > O 

SlmpllRc:amM la Hprt-dón tt11ullanlt. 

73 (.r ~ a!)? 

V.:t.1-a1 
75 --,-

74 r ~ ui 

76 v/-,,, 
Ejtr. 77- 80: U1t- la gr,fka, dt /1>ara tncontrar la tspm;lón 

Ejtr. 61 - 64: Otmun lrt qut la eruadón a una idcnlidad o mj.1 wndlla t(,t') 111 qut la «uac:iónftx) = g(x) sea una idtn-
quf' la f'C'uadón no Huna idrntldad. tldad. \'triRqut n11 kit'nlldad. 

61 cscc .r + 1!U'l..r)i= 21:lnx(l:an.x + sec.:t.) n f(,l= scn! x - scn' .r 
(1 -~ ,)cos'Y 

1.anl r 
62 s« r - 1 = scc: .r 78 /h) = ros':n+r c~~;~n? .r 

63 ros.,(WI r + cot.r) = c-sc r 

Ecuaciones 
trigonomftricas 

19 /1,r) = ~.r(scn .rrosx + cos1 x) - scnx 

Una e-cuadón 1rigonomtl1rica es aquella que contiene expresiones 1rigonométri­
cas. Cada 1dcnudad considernda en la sección an1erior es un ejemplo de un:1 ecua­
ción tngonomé1rica con cada número (o ángulo) en el domm10 de la ,ariable como 
una solución de la ecuación. Si la ecuación trigonomé1rica no es una 1denhdad. a 
menudo encontramos las soluciones mediante el u.so de técnicas semeJantes a fas 
que se empican para las ecu.-.ciones algcbra1cas. La pnncipal diferencia es que pri­
mero resol,cmos la ecuación trigonomélnca para sen x. cos O. 'i nsi succs,,amcn1c. 
y después se encuentran los ,•alores dcx o O que sa1isfacen la ecuación. Las solucio­
nes pueden expresarse y::1 sea como nUmcros reales o como ángulos. A lo largo de 
nuestro traba Jo usaremos la s1gu1cn1c regla: .ti ,,o .,e ('Sp«,jico la nu•di,la "" gr,ulos. 
las solucione.s de ,mo oc11oci6n trigonométrica dehen e.xpn.-sar,e en s11 medido en 
mdw,,es (o como ,,,í,neros n'<1fe~). S1 deseamos soluciones medidas en grados, hay 
que incluir la indicación correspondiente en el CJemplo o eJercieio. 
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iiWii!:11 Solución de un11 ecuación trigonomi'trlca 
que contiene III función seno 

Encucnlrc lús soluciones de la ecuación sen 8 = ½ s1 

a) 8 cs1á en el m1ervalo [O, 21r) 

b) 8 es cualqu1c1" numero real 

SOLUCIÓN 

a) S1 sen 8 - ½- el ángulo de reforenc1a de 8 es 01 - 1r16. S1 cons1dCr.\mos que 8 
es un ángulo en posición estándar. c.n1onces. dado que sen 6 > O, el lado 1enmnal 
está ya sea en el cuadrante I o en el cuadrante 11, como se 1lus1ra en la figura 1. Por 
lo 1anto, hay dos soluciones para O .s 8 < 21r 

"5,r 8 - 1r --- -
6 6 

b) PuC$IO que la función seno 1iene periodo 21r. podemos ob1ener 1odas las solucio­
nes sumando múltiplos de 21r a 1r,6 y 517 6. Es10 da 

" o- 6 + 21r11 
5,r 

O - 6 + 2 1r11 pam cada entero ,, 

flGUU2 

\ ~ n li 

Una solución (gráfica) ahema n.."qu1ere dc1emunar dónde la gráfica de J .. sen 8 
mterscca la línea horizontal , , - ½- como se ilustra en la figura 2. ■ 

iJWWWi:D Solución de un11 ecuación trigonom~trica 
que contleM la función tangente. 

Encucn1rc las soluciones de la ecuación tan" • - 1. 

SOLUCIÓN En , 1s1a de que la función 1angcn1e 11cne periodo Tr, bas1a cncon1rar 
un número real II tal que 1an 11 - - 1 y luego se suman múltiplos de 1r. 

Una parte de l:i gráfica de J - 1:in u se presen1a en l:1 figura 3 en la página 
s1guicn1e. Pucs10 que tan (31Ti4) - - l. unn solución es ) 7r 4: por lo tamo. 

s1 1:1n 11 - - 1. cn1onccs u - 7 + ..,,.,, para cada cn1cro n 

(t:01111mia) 
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FIGURA) r • tan,i 

También podriamos haber elegido - 7fl4 (o algún 01ro número II tal que 
tan 11 - - 1) como solución inicial y haber escrito 

u - -f + 1111 para cada entero n 

FIGUU4 

Una solución alterna requiere un circulo unitario. Si se usa tan 3w'4 - - l y el 
hecho de que el periodo de la tangente es 1r, se observa en la figura 4 que las solu• 
cioncs deseadas son 

3,, 
11 '"" -;¡- + 1r11 para cada entero n 

QH'i:Jl•II Solución de una ecuación trigonom~tric., 
que incluye varios ingulos 

a) Rcsucl\-a la ecuación cos 2x - O, y exprese las soluciones tanto en radianes 
como en grados. 

b) Obtenga las soluciones que están dentro del intervalo [O. 21r) y, de forma equi• 
valcntc. (Oº. 360º). 



FIGUIAS 
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SOLUCIÓN 

a) Procedemos como se md1ca a con1muación, donde n denota cualquier en1ero· 

cos2x - 0 

co,8 • 0 

" 8 • -+ 1111 
2 

2.x - f+111t 

" " x•4+2" 

En grados. 1encmosx • 45° + 90°11. 

. ,, 

b) Podemos encontrar soluciones particulares de 1:J ecuación sustituyendo enteros 
paran en cualquiera de las fórmulas para.t ob1crudas en el mc,so a). Varias de estas 
soluciones se prest.'tllan en la siguiente 1abla. 

. " " -¡-+-¡-" 45 +90" 

- 1 f + f(- 1) - -f 45" + 90°(-I) • - 45" 

o f +f(o> - f 45• + 'Xr(O) • 45• 

1 f + f(1) - 34Tr 45• + 90°(1) • 135° 

2 f + f(2) • 
5
4
11 45• + 90°(2) • 225• 

3 7 + f(3) - 74Tr 45• + 90°(3) • 315° 

4 f+f,(4)= 94Tr 45• + 90°(4) = 405• 

Obsene que las soluciones en el mlervalo (O. 21r) o. de fonna equn,alen1e. 
(00, 360º) es1án dadas por n • O, 11 - 1, n - 2 y n - 3. Estas soluciones son 

1r 31r S tr 1 1r 
4·4·-¡-•4 

Dl#M31•II Solución de una e-cuadóntrigonom1Urlca 
por factorización 

Resucl"a la ecuación sen 8 lan 8 • sen 8 



4 2 6 CAPÍTULO 6 1 TRIGONOMETRIA ANALÍTICA 

FIGURA6 

Y = ~n (X) tan (XI 
y .nscnCX) 

J,tu una, U1Jt.1t>n,uaJru11,""" 
1,;0S 1 1 Jr lo qu, us c-J pufik Ufar lu 

r.wmu/11, 11uJru11 a c-n c-tt, p ,nfo \1 

, 1/1 n. w/1 a panJ \:Qíl 

SOLUCIÓN 

~n8 tan8 = scn8 

sen(Jrnn(J-sen(J • 0 

S<n9 (oan9 - 1) • O 

sen 8 • O. mn8 - 1 • O 

sen 8 • 0. tan 8 • 1 

Las soluciones de la ecuación sen (J - O son O, :!: rr, :!:21r ... . Por lo t.o.nto. 

si sen O • O. entonces 8 - 1rn para cada e1ucro " · 

La función tangente tiene periodo rr y. por lo t.o.1110. obtenemos las soluClones de la 
ecuación tan 6 - 1 que están en el inter\'nlo {- -rr/2. -rr/2) y luego sumamos múhiplos 
de rr. Dado que laúnicasoluc1óndc1an 9 - 1 en (-rr/2. rr/2)~ rr'4.obscrvamosque 

" si tan 8 • 1. en1onces 8 • -¡- + m, para cada en1ero n 

Por consiguiente. las soluciones de la ecuación dada son 

" '"" y 4 + 1m para cada entero n 

Algunassoluc,oncsparticu/an:s, obtenidas con n = O. n = 1, n = 2 y n = -1. son 

" 511" 9,r º· 4· 1T, 4· l,r. 4· -,r. 
) ,r 

4 

La gráfica de la figura 6 sustenta cs1a conclusión 

En el eJcmplo 4 habría sido mcom.-cto comenzar d1vid1cndo ambos lados ernrc 
sen O. pucs10 que se hubieran perdido las soluciones de sen 8 - O. 

IJwilifD Solución de una ecuación trigonomftrica 
por fadorizaclón 

Rcsucl,a la ecuación 2 sen~, - cos, - 1 • O. y exprese las soluciones en radianes 
y grados. 

S.OLUCION Parece que tenemos una ecuación cuadrática con sen , o cos , No 
existe una sustttución sencilla para cos , en términos de sen ,. pero tenemos una 
para sen: ten ténmnos de cos1 /(sen: / - 1 - cosl t), por lo que pnmcro expresare• 
mos la ecuación sólo en 1émunos de cos, y luc-go la rcsol\'crcmos por fac1ori7..ac1ón. 

2 sen! , - co~ t - 1 • O 

2(1 - cos1 
,) - cos, - 1 - o 

- 2 ~ l I - COS / + i • Ü 

2cm:r+cos,- 1 • O 

(2 cos 1 - l)(co; I+ 1) • O 

2 COS I - 1 • 0. COS I + 1 • 0 

cos1 • !. cosr •-1 

, + I,; 1 1 

fa:amo 

ll1p i.: 1l<)S por 1 

na .k f.uh.• ero 

Debido a que la función coseno 1icnc pcnodo 21r. podemos encontrar 1odas las 
soluciones de estas ecuaciones sumando nnilt1plos de 21r a las soluciones que cslán 
en el intervalo [O. 21r). 
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Y - :?(i,en (X )): - (O\ (X) - 1 

FIGUIIAI 

6.2 E<~ lflgonomtlJ'k:~ 427 

Si cos, - ¼. el ángulo de referencia es 1T/ ) (o 60°) Como cos tes pos111vo. el 
ángulo de medida en radianes t está. en el cuadrante I o en el cuadrante IV. Por con• 
siguiente. en el mtenalo {O. 211), observamos que 

1 11 1T 511 
si COS I • 2• CJllOllCCS I • j O I • 11T - 3 • J 

En referencia a la gráfica de la función coseno. obscnamos que 

s i cost - - 1. cn1onccs1 - 1r 

Asl. las soluciones de la ecuación dada son las s1gu1en1es. donde n es cualquier 
entero: 

f + 2,r11. T + 2ff'11 y .,, + 2m, 

Medidas en grados. tenemos 

60° + 360°n. 300° + 360°n y 1800 + 360°n 

La gráfica de la figura 7 sus1c,11a esta conclusión. • 

IJlifUll•#·I Solución d~ una ~cuaclón trlgonomHrka por factorlzaci6n 

Obtenga las soluciones de 4 scn1 .'C tan .'C - tan 'C - O que esta.n en el mlcrvalo 
[O, 2,,¡. 

SOLUCION 

4 sen1 \ 1an" - 1anx • O 

lanx(4scn? x - 1) • O 

tan l - O. 4 sen! x - 1 • O 

inn 'C • O. sen! x • ¾ 

ian 'C ,_ O. sen 1' - :!::~ 

El ángulo de referencia ff' 6 para el tercero y cuar10 cuadrantes se muestra en 
la figura 8 Estos ángulos. 71t 6 y 11,r,6. son las soluciones de la ecuación 
sen .r • -¼ para O s .1' < 2,r. Las soluciones de las ues ecuaciones se preseman 
en la s1gu1cñ1c tabla. 

Ecuación 

tanx • O 
1 

scn x - 2 
l 

scn, •-2 

Soluciones C'.D (O. 211'1 COMUha 

O • .,, FigurJ 3 

" 5,, 6'6 EJCmplol 

Figura 8 (use Wlgulo de refcrcll(1a) 

Por kl tanto. la ecuación dada ucnc las seis soluciones que se prcscn1un en la 
segunda columna de la 1abla. • 

IJ[rm Solución de una ecuación trlgonomHrlca 
que contiene jngulos múltiples 

Obtenga las soluciones de ese' 211 - 4 - O. 
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SOLUCIÓN 

csc'2u - 4 • 0 

(cscl 2,, - 2)(csc: 2u + 2) • O 

c~2 211 -2 • O. csc2211 + 2 • 0 

c~: 2,, • 2. csc-!211 - -2 1k o-: 1 ~~ .b, 

csc211 • ::t:V2. csc211 • ::tv"=2" 

La segunda ecuación no tu~nc solución porque~ no es un número real. La pn­
mcrn ecuación es cqu1valen1e a 

Dado que el ángulo de reíercnc1a para 211 es 1r 4. ob1cncmos la siguienle tabla, en 
la cual n denota cualquier entero 

t:..u.rióa 

V2 
!1Cn211 - -

2 

Solucione ~n l• 

211 - f + 21r11 

3v 
2', - - +21r11 

4 

sen 2t, - - V2 2,, • ~ + 2.,,.,, 
2 4 

2,, - !! + 2 ff',i 
4 

Solución ~n 11 

" ll • g+ ffll 

3w 
11 • g+1rn 

'" 11 - g+1r11 

Las soluciones de la ecuación dada se presentan en la úllima columna, Ob~nc 
que todos estas soluciones pueden cscnbusc en la fomu 

" " 11 - -+-n. 
8 4 

El s1gu1cntc CJemplo 1lus1ra el uso de una calculadora para rcsol\cr una ecuación 
tngonométnca 

Ull:J.ili!D Cjlculo de las soluciones de una ecuación trigonomUrlca 

Calcule. al grado mis cercano. las soluciones de la siguiente ecuación en el ullcr­
valo {0°. 360º )· 

5 sen 8 tan 8 - 10 1an 8 + 3 sen 8 - 6 - O 

SOLUCIÓN 

5 sen 8 tan 8 - 10 tan 8 + 3 sen 8 - 6 = O 

(5 sen 8 tan 8 - 10 um (/J + (3 sen 8 - 6) • O 

5tan8(scn8- 2) + 3(scn8- 2) = O 

(5 tan 8 + J)(scn 8 - 2) - o 
5 rn.11 8 + 3 = O. sen 8 - 2 = O 

1an 9 - -j. sen 9 - 2 



Ukulo 11proximado de hls 
toluclonn de UIUI K\IIICIOn 

lrisonomttriu 

6.2 Ecwctonrs trl~rb~ 4 2 9 

La ecuación sen 8 - 2 no ucnc solución. puesto que - 1 :S sen O :S I para todo() 
Para tan O - - 3 S. se usa una calculadora en el modo de grados para oblencr 

o- ,.,, '(-¾)--31º 

Por lo tanto. el ángulo de referencia es Oa::: 319. Pues10 que O cs1á en el cuadran1c 
11 o en el cuadrante IV, ob1cncrnos las s1gui1.-ntcs soluciones; 

O - 180° - 0. - 180" - 31° - 149° 

O - 360° - 0. - 360° - 31° - 329" 

Veamos cómo puede ayudarnos una calculadora gmlicadora a resohc:r la ecuación del l 
CJcmplo 8. 

Sclecc1onamos el modo de radianes y puntos. 
As1gn.:11nos el lado 1zqu1crdo de la ecuación a Y1. 

A Justamos el visor rectangular a [O. 21r] por 
[-20.20.10].GraficamosY

1
• 

Estiman~ el cero entre 2 y 3 

Convcnunos a grados: la ubicación X 
de la mc1nona contiene la cst1mación de la ralz. 

( QUIT] (w ~) .,... -

Pl♦tl tltotl '100 
·,Y 1 B5s in(X>tan(X 
) - 10lan(X)-f'3s1n( 
)-6 

·,YF~­
•.YJ = 
•.Y..,= 
·,Ys= 

(co11tm1ia) 
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Estimamos el cero entre 5 y 6 

fllhUllA9 

\· (número de horas) 

15 
\ O(t) 

12 --

-'65 

79 170 262 353 t(días) 

* ,. 
149. 0362435 

•180/Jt 
329. 0362435 

IJ 1■ •U,.,, lnvestig~ción del numero de hons de luz n1tun1I 

En Boston, el número de horas de luz natural D(t) en una época cspt..-cifica del ai\o 
puede aproximarse por 

1)(1) - 3scn [;
6
~(1 - 79)] + 12 

con , en días y t - O correspondiente al I de enero. ¿Cuántos días del ailo uenen 
más de 10.S horas de luz natural? 

SOLUCION La gráfica de D la explicamos en el eJcmplo 12 de 13 sección 5.S y se 
vucl\e a traiarcn la figura 9. Como se ilustra en la figura. s1 podemos encon1rardos 
números a y h con D(a) • 10.S. D(,b) = 10.5 y O< a < b < 365. entonces habrá 
más de 10.5 horas de lu.t n:uurnl en el t-ésuno día del ai\o s1 a < t < b. 

Resoh-emos la ecuación D(t) - 10.5 como sigue: 

3 sen [ ::S (1 - 79)] + 12 - 10.5 

3scn [
2

" (1 - 79)] - -1.5 
365 

[
2.. ] 1 sen - (1 - 79) - - 0.5 - - -
365 2 

11 

Si sen O = -½, el ángulo de rcfen..~ia es -rr 6 y el ángulo O está en el cU:ldrantc 
111 o en el cuadrante IV Por lo tanto. para hallar los números a y b rcsol\.Cmos las 
ecuaciones 

2
1T (/ - 79) - °!.:!! 

365 6 
l-rr (I - 79) - ~ 
365 6 

De la pnmera de estas ecuaciones obtenemos 

,-79 - ?.¡ ~: - ~~
5

- 213 
y. por lo 1an10. 

t - 213 + 79. o r - 292 

Del mismo modo. 13 segund3 ecuación da t :: 414. Dado que el periodo de 13 íun­
c1ón Des de 365 dias (,ea la figur.i 9), ob1encmos 

,=:: 414 - 365. , ~ 49 
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ror cons1gu1en1e. habrá por lo menos 10.5 horas de hu n31ural de, - 49 31 - 292: 
es decir. duranlc 243 dias del a1'o. 

Una solución grófiea del sigu1cn1c ejemplo se prcscnla en el ejemplo 14 de In 
sección 5.5. 

i!ll'lilHIII# Cómo determinar la corriente mínima en un circuito elktrico 

La corrienle / (en amperes) en un c1rcu110 de comente allema en el tiempo t (en 
segundos) está dada por 

/ • 30,en ( 50,,, -?f) 
Obtenga el valor exacto más pcquci\o de, para el cual / - 15. 

SOLUCIÓN Se:i. J - 15 en la fórmula dada. para oblcncr 

( 7,,) . ( 7")1 15 • JO sen 501tt - J o. de forma equ1valcn1c. sen 50,rt - 3 • 2 

Por lo tanto. el ángulo de referencia es ,r,6 y, en col\!.C'Cuencia. 

7,r 5,r 
5011r - J - 6 + 2,rn 

donde" es cualquier entero. Despejamos t para obtener 

1t+ 2n ~+ 2n 
, - 50 ° , - 50 

El valor pos111vo mínimo de , ocurre cuando uno de los numcndores de estas dos 
fracciones t1t'rlc su mínimo ,alor pos111"º· Dado que ; - 2.5, ¡. 3.17 y 2(-1) • 
- 2. observamos que el , ,alor pos1t1,o mis pcqurno de, ocurre cuando" - - 1 en 
la pnrncra fracc16n, l'S decir. cuando 

, - ~ +2(-1) _ _!_ ■ 
50 100 

El siguiente ejemplo ilustra cómo puede ayudar una calculadora graficadora a 
rcsohcr una ecuación trigonométrica complcJa. 

liíi' jjj•iii Usa de una gr,fic.a p.ara determinar las soluciones 
de una ecuxión trlgonomitrlca 

Ob1enga la.s soluciones de la s1gu1cn1e ecuación que cstdn en el uHel"\·alo (O, 2.,,-}; 

scnx + scnll' + scn3x • O 

SOLUCIÓN Asignamos sen x + sen lr + sen 3x a Y
1
• Dado que !sen 81 :s I para 

8 - "· 2.r y 3x. el lado i1.quicrdo de la ecuación cs1á entre -3 y 3. sclccc1onamos 
el , isor rectangular (O. 2n. ,r14} por (- 3. 3) y obtenemos un bosqueJ0 similar al de 
la figura 10. Usando una función de raíz. obtenemos las s1gu1cntes aproximaciones 
para las in1crscccioncs con el CJC.r-. es decir. las soluciones aproxim.'ldas de la ecua• 
ción dada en [O, 211): 

O, l.57,209.3.14,419.471 

(co1111mia) 
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m Eje rcicios 

Cambumdo la medida a grados y redondeando al grado m:\s cercano obtenemos 

OO. 9QO, 120°. 1800, 240° y 270° 

Estas medidas en grados se con\ icnen en medidas en radianes y obtenemos 

J ,r 

2 

Al comprobar cs1os valores en la ecuación dada, observamos que las seis son solu­
ciones. La figura 10 md1ca que la gráfica tiene periodo 21r. Después de estudiar 
la sección 6.4, podremos cambiar lo ÍOm\3 de Y

1 
y demostrar que el periodo es 

21r y. por lo tamo. que 10</,,s las soluciones de la ecuación da(b pueden obtenerse 
sumando mtihiplos enteros de 21r. 

En el ejemplo an1crior pudimos usar una calcu ladora graficadora paro obtener 
soluciones exactas de la ecuación. Sin embargo, con muchas ecuaciones que se 
presentan en las aphcac1oncs. sólo es posible aproximar las soluciones. 

F.Jtr, 1- 4.Z: F.nrucntrt todo: las iolutlonn: de- la ttuadón. 

3tan8=V3 

7 scn, = f 

1 
9 cos8=­

sec 9 

11 2oos20 - v'J=o 

2 e<Kt= - 1 

8 ros .r =-f 

10 csc85en0= 1 

12 2scn38+ ,-2=0 

1 V2 
14 CO!i-:r= - -

4 2 

( 
·) \Í 18 CO$ 41-4 =2 

19 2rost + l=0 20 4cM8 - 2=0 

21 v1 + 2,¡,cnfJ=0 22 2cm T= vJ 

23 (cos8-l)scn9 = 0 24 rscnt - llcost = 0 

2S 1an1 ., = 1 26 coc~8-1 = 0 

28 3 - tan: {J=0 

29 cot: x - J=0 

31 (2 sc:n O+ 1)(2 ros O+ 3) = O 

33 cos r + 1 = lscn?.r 34 lcos?.f+st>nr = 1 



3S i.cn 2x(c~ 2., - 2) - O 36 cos 2x(i.cc2r + 2) • O 

37 Cotf+C'Oll t' • O 38 tano-+IJ.nl a-=0 

39 CO!l (lnr) - 0 40 \tn (Joc l) • 0 

41 log (COS .t) • 0 42 ln(stnx) • O 

Ejtr. 43- 70: t: ncutnlrT las .wluclonrs dt la « uadón qut 
tsti n t n ti inttrulo 10, Zn). 

4S 2-8l.'OS1 t • O 46 1 +8.scn'x• O 

48 COl1 f - CQC8 • 0 

49 2M::nl u • I -5e:nu SO 2cOl!i1 t+3rost • -I 

53 !,C(' fC~ .l • VÍ .SCC f S4 SCC /3 C!IC /J • 2 CSC' fJ 

55 200Yy + cos y • 0 S6 <;en,-cos, • O 

57 .\.Cni 8+scn8-6 • 0 S1 2scn1 u+scnu-6 • 0 

59 1 - scnr • v"lcost 60 cos8 - scn8 • I 

61 1.."0So+<.eno • I 62 v5\Cnt+ro-.t= 1 

63 21an, - sccl 1 • 0 64 tan8+sc,c8• 1 

6.2 ECUKIOntt trlgonomtllk:as 433 

6S coco-+u111o • «co'ieeo 

66 sen r + cos (COI r • csc t 

67 2scn'.,+scn) , - 2~n ,· -1 • 0 

69 2tan , csc 1+2csc,+tan1+ l • O 

70 2scn1csc1 -csc1·• 4scn ,•-2 

Ejn. 71 - 76: Apro:dmC". • los IO' má~ cC"rnnos. lu soludonn 
dt la ttuadón C'll ti lnttnalo 10", 360"). 

n scn1 1-4scn1+ l • O 

72 cor, - 4cos1+2 - o 

73 111n: 8+3t:i.n8+2 • 0 

74 2111nl r-3tan x -1 • 0 

75 12 sen: 11 - 5 sen 11 - 2 • O 

76 5cos1 «+3roso - 2 • 0 
n TSUfl'a"'j Un lsunanu que llene 50p1csdc altura y periodo de 

30 nunutos se 11pro,¡1ma a una escollera que n11dc 12.5 p.cs 
sobre el nl\cl del m3r(\·ca la figura) Dc:\dc un punto pam• 
cul:u en la onlla. la d1stane1a I dd m,cl del nw a la cresta 
de b, ola Cfl:i d.1do por 

y • 25 cos ~,. 

donde I se c.xpre$a en mmul0$. é,Durantc ap«:1)';1madamcn1c 
cuántos nunu1os de cada pcnodo de JO m1nü1os la cresta de 
la ola cs1, amba del nm:I de la parte nW alta de la cscolleni? 

(JUCICIOn 

IO' 

L 
12.5' 

7 
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78 Te-H ah,ra H fairbanb U 1cmpcrn1ura m1a T (en F) 
esperada en f:urbanl.s, Al:lsb, puede aproxunarsc J)Of 

T = 36!>en [~(1- 101)] + I.S 

donde r esta en d1as, y r = O corTespondc al I de enero 
¿Durnntc cuántos dias del ru\o la lcmpcr.uuna b:aJa C.$pcrada 
será infcnor a - 4 ºf"► 

79 Trt'l'lpfratura tt'I Chiuco El promedio mensual de tcmpe• 
ratura aha T (en ºF) en Ch1cago, lll1no1i. puede apro'<m\3J"SC 
conlafuncM'ln 

( 
w 2w) 7lt) • 26.Ssen 6' - 3 +56.5 

donde t C5tá en meses y t = 1 com:.spondc a enero 

a) Grafiquc Tsobtc el 1mcrvalo de dos aftos ( l. 25) 

b) C1k:ulc el promedio de tcmpt'fllluni alla en JUiio y en 
oc1ubrc 

e) Aproxunc grificamcnte los me-ses cmndo el promcd10 de 
1cmpen11ura aha es de 69 Fo supcno, 

d) E.w.phquc por qué una función seno es l:a func:,ón llpm­

p1a<b para aproximar esw tempenmns. 

80 T~ratura ,n A, :usta El rromecbo mensual de tcmpc• 
ralura alta T(en F) en Augusta, Geo,¡1a. puede aproximarse 
con la función 

( 
ff 7w) T{1) = 17ros 6 , - 6 + 75 

donde , está en n~ y 1 = 1 corresponde a enero 

a) Gr:1fique Tsobrc el 1n1en.1lo de dos ai\os ( 1, 25). 

b) Calcule el promedio de tcmpcntuni alta en abnl y 
d1c1cmbrc 

e) Aproxime grifieanu:me IOSMCSdCU3ndoel promedio de 
1empcntura aha es de 67 Fo 1nfcnor 

81 lnti nt.icbd de 1.1 lur •urrui En un dia dcspcJ:tdo con D 
horas de luz na1ural. la 1n1ensubd de la luz diurna / (m calo­
ri»icm1) puede aproxnnaJK con 

/ • /,,.sen' ~ para Ost:SD 

donde r = O com:spoodc al am:mecer e I,,,,_ es b núxmu 
1n1ens.1<bd S, D = 12. c,aprox1m.·ld:uncntc cll3llw hons 
después del anW\CCCr es I = ½J..,'.' 

82 lnti n1icbddf.laJu1diumaConsuhcclcJcn::tet0 81. Endfas 
nublados. una mcJor apro'<1mac1ón de la mtensidad del Sol/ 
está dada por 

I • l,,.scni¡J-

S1 D = 12, c,cuinias horas dcspub del amanecer es/ = ½/,,,,_'.' 

83 Ptnte< ·d )!'! (11'1\ra la lur WtlM' Refiérase los CJCfCICI05 81 y 
82. Una derrnatólo¡:a rcconucn<b proceg'-TSC del Sol eu:indo 
la 1ntens1<bd / es supenor a n,•, de b m1cns1d3d 1nix1n13 
S1 D = 12 horas, aproxime el número de hor-u en las que se 
requiere la p,Olccc,ón en 

ai) un día fflpeJ3do 

b) un dla nublado 

14 11 -enWrta d• c•rr.-t.•ru. En el cs1u,ho de problcma.s de 
pcnc1raeK)l1 de hielo en 1ngcntcria de carrc-teras, la 1crnpcra• 
tuni Ten el tiempo de, honas y la profunchdad de t pies cslán 
dada,p<>< 

donde T., w y i. son coos1antcs. ye! pcnodo de Tes 24 horas 

a) Obtenga la fóm1ula de la 1empennura en la superficie 

b) ¿A qué honu1 csli al mlmmo la tcmpcnlur:t en la superfi­
cie? 

e) S1 ,i. = 2.5, obtenga las hor.l$ en que la temperatura cst! al 
min1mo a la profunchdad de 1 JHC 

85 ,o1ts.:,on de cone,os Muchas poblaciones de animales. 
como la de concJOI. íluc-tu:an I k> largo de ciclos de I O ai\os. 
Suponga que el número de coneJOS en el !tempo , (en aflos) 
esdi dado por 

N(t) • 1000 ros f, + ~ 

a) Trace la ¡rilica de Npara O~ t 5: 10 

b) ¿Pana qué "alon:s de , en el 1oc1so a) 11 población de 
oonc,os es superior a 4,500? 

86 Caudal de un rlo 1::.1 caudal (o ta~ de dcs,c.up de agua) en 
13 dcscmbocaduna del no Ormoco en Aménca del Su.r puede 
aproxmwse con 

F(t) • 26.lXX) M:n [ f (t - 5.5)] + 34.(XX) 

donde I es el 11cmpo en meses y F(t) d caudal en m'•s 
¿Durante aprox11nadamcn1c cuán1os meses de cada afto el 
caudal o supenor a 55,000 m1·s,. 

87 l:n la figura se muestra una gnlific:11 de ,v -= ½., + sen t para 
- 2• ~ x :S 2n- Us.ando cálculo, podemos dcmo.s1rarquc W ==~~1: ~~~6~f::Sc:!;!·~~ ~!1~!r;: 
coordcrodas de cst0$ puntos -
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-2• ,. ' 

-3 

U En la fi¡ura se nmc:stra la &rifica de la ccuactÓn 

, = r "1 ,;en lt 

Las coordcn.Mbs f de los punlos crh,cos m l.11 grálica son 
sohtcm~ de 4 cm 2x - sen lt - O. Aproxime las coordc­
Mdas f de c:slos l)\lnlOS p;an f > o 

f:J(ltCICIOU 
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e) E.umlnr lu g.rHiui dr la funci6n/rn rl inlrnalo 10. rJ. 
dond, " - 0.1. 0.01, 0.001. ¡Cu, ntos crros parttt lrntr/,n 
t i ln1tn·alo 10. <'I, dondt C' > O? 

9S /(f) • cos+ 96 /{,()•sen~ 

Ejer. 91- 100: IHbido I qu.- los planf'tH no u mun-tn to 
órbíllS prttlsamf'nft cln-ul.11rts. t i dlculo dt la po,ldón dt 
un planrfa .-:dgr la solución d.- la ttuaclón dt K.rplrr, la cual 
no putd, ~lnrs,r algf'bniun1entr. Tltnf' la forma M = 9 
+ e .s.-n 6. dondt M N la anomalía media • .- la euentrkldad 
dt la 6rbila. y 9 un , ngulo llamado anomalía exctntrin. Para 
lo.s nlorH npttlfludos dr M) .-. us.- tknlns ~riíicu para 
rtSol,er la «uacl6n d.- K.-pluy de1ermln1rB a 1ru poslclonH 
dtclmaln:. 

/t1 • 5.241. .- • 0.206 

98 IWldt-MM M • 4.028. r • O.o9J 

M • 3.611. .- • 0J>l67 

100 Yld.Plul( M • 0.09-124 . .- • 0155 

Ejrr. 101- 106: Eitlmr las wluclonH df' la ttuación H rl 
ln1rrulo l-1r. TTJ, 

101 scn2f • 2- r1 

[J.-r. 89- 90: S I / (1) H la corrirnlr (t'n an1prrts) ro un circuilo 102 cosl -' + cos 1, _ 2 sen' .l • O 
d.- corrl.-n1e al1rrna tn rl tiempo, (H ffgUndos). ob1tng1 el 
mlnlmo ulor u 1c10 de t para t i qut /(f) = l.. 103 In ( 1 + scn1 .r) • co.s r 

89 /(t) • 20 )Cfl (60.,,-, - 61r); A. • - 10 

90 /(t) • 40 sen (IOOw, - -hr); ! • 20 

Ejrr. 9 1- 9": Apro:dm• I• 10Jud6n d• cada drslgualdad rn ci:I 
lntenalo ¡o. l'l'l'I, 
91 00\.1 .!!0.3 92 SC:n.r<-0.6 

93 roslI<2Knr 94 1an i ,\ ::5i sen 2.1: 

Ejtr. 95- 96: GraOqur / ci:n t i \ bor rtt1angular 10. 31 por 
f - 1.5. 1.5(. 

a) Aproxime • no mrno, dl' cuatro poiidonrs dttlmaln la 
solución mb grande de,Ar) = O tn 10, 31. 

b) Expllqur Lo quu uttduon la 1trifk1 dt/cu1ndo aumt'Dla .r. 

105 J cos' .r - 2 cos1 r + ros .r - 1 • O 

106 cos2t + 1oen lr + tan f.,• O 

107 PHeav.1n&,Llt1tudff[l~ll'dewu~cnla§upcr­
lióc de b Ticm es duutamcnlc propomonat a la íucrza de 
la gt:1\ cd3d g (en m s1). lkb1do :1 la rotactón. la ÍtclTR está 
apl:uud:a m los polos'/, como C01ts«ucnc~ d peso ,-aria a 
d1fcn:n1cs bu1udcs. S, 8 ~ la b111ud. g puede apro,umarM: 
porg ; 98066(1 - 0.00264cod9) 

a) ¿In qué lahtud csg == 9.8? 

b) S1 una persona pesa 150 hbras m d ecuador (6 = O'). 
¿a qué la111ud pesa.ni la p1.-rsona ISO 5 l1bras-:i 
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y resta 

1 Fórmula de resta para coseno 
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flGUAA2 

En esla sección oblcndremos las fónnulas que incluyen las funciones tngononlé• 
lricas de u + ,, o " - ,, para cualesquiera nllmcros reales o ángulos u y ,: Estas 
fómmlas se conocen como /Ormula.s de Mima y resla, respcc1ivamente, o como 
itk"1idodes de sumo y difert!'1Cia. La primera fónnula que consideraremos puede 
plan1carsc como sigue. 

eos (11 - ,•) • cosu cos ,, + sen u sen, 

OEMOSTRACIOH Sean II y,, números reales cualesquiera. y considere ángulos de 
medida en radianes,, y,,. Sea w - 11 - , •• La figuro I ilustra una posibilidad con los 
ángulos en posición estándar Por comeniencia. pan1mos del supuesto que 1anto i, 
como 1·son pos1tl\OS y que 0 :S 11 - r < \'. 

Como en la figura 2. sea pt111• "z>• Q(,'¡, ' ':) y R(11 1• k':) los punlos en los lados 
1emunales de los ángulos 111d1cados que es1án cada uno a una distancia 1 del ongcn. 
En cs1c caso, P. Q y R es13n en el cln:ulo uniuirio U con centro en el origen. De la 

' definición de funciones lngonométncas en ténmnos de un círculo umlano. 

cos 11 • 11¡ cos ,. • 1'1 cos (11 - ,·) - 11·1 ( ' ) 

A con1muac16n se observa que la distancia entre A( I, O) y R debe ser igual a 
13 d1slanc1a entre Q y P. porque los ingulos AOR y QOP 11cnen In nusma med1d:1. 
" - ,,_ Con la fónnula de distancia. obtenemos 

d(A. R) = ú(Q. P) 
\/~(,--,---,)~' -+-(-.-.-. -~0-)2 • ..,¡~(,,-, ---,-.,)~' -+-¡-,,,-_-,.:->' 

S1 elevamos al cuadrado ambos lados y simplífieamos las expr~1oncs baJO los 
radicales. obtenemos 

Como los puntos (11
1
• ":). (11

1
• v1) y (1,1• uz) están en el círculo un11ano Uy ~, 1s~a 

d~quc ~na ~uae1~ para Uesr + ) .! - l. podemos sus1i1uir I porcada11¡ + "i· 
q + ''i y k ¡ + k i· Después de hacer esto y s1mphticar. obtenemos 

que se reduce a 

Suslltuycndo a partir de las fómmlas planteadas en(•), obtenemos 

cos(11 - v) - cos11cosv + scn11scn ,. 

que es lo que deseamos dcmos1rar Es posible cx1ender esta explicación a todos los 
,·alorcs de " y , • 

En el s1gmen1c ejemplo se mucstr:i el uso de la íónnul;:i de resta para obtener el 
valor exacto de cos 15º . í'or supuesto, si sólo deseamos una apmx1mac16n. pode• 
mos usar una calculadora 
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IJ'.Wiii:11 Uso de la fórmula de resta para coseno 

Encucn1rc el valor exacto de cos 15º : use el hecho de que 15º - 60 - 45º. 

SOLUCION Utilizamos In fómmln de resta para coseno con 11 - 60° y v - 45' : 

00~ 15° - cos (60° - 45°) 

- cos 60° cos 45° + sen «f sen 45° 
1 V2 VJv'i 

=-- +--
2 2 2 2 
V2+ V6 

- --4--

IJ.ii:Jii:D Uso de la fórmula de ruta pan cosecante 

Si ese a - -~ y coi o > O. ob1cnga el valor cxac10 de cos ( a - f) 
SOLUctÓN Dado que la cosecan1e de o es negativa y 111 cotangc111c de a es 
positiva, o tiene que estar en el cuadra.n1e 111 Por la definición de las funciones 
1rigonométricas de cualquier angulo. sabemos que x y .r son ncga11, as y que 

ese a - f - ~- Para cnconlrar x. tenemosxl + .l; - ,J - xl - r - ,.2. que da 
lo sigu1cn1e: 

-- --~ 
- -v'41' - (-9)' 

- -40 

_. El dingulo a y el punto (- 40. - 9) en el IOOo terminal de cr se ilustran en la figura 
3. Ahora podemos us:1r la fórmula de m,Ul para el coseno y obtener el valor exacto 
ck.--seado como sigue: 

ros (cr _...!_) • cosacos .!!.... + 'ienasen!!.... 
6 6 6 

-40 V3 -9 1 - --+--
41 2 4 1 2 

-40"1!3 - 9 
82 

Es rclat1,amcn1c fácil obtener una fórmula para cos (u + 1'). Para empezar. 
u+ ,, se cscnbe corno u - (- ,•) y luego u11l1.tnmos la fórmula de resta para coscn0: 

cos(u + ,,) • cos[11 - (-,,)] 

- cos11cos(-,·) + S(n1, scn(-1•)] 

Usando las fórmulas para negat1\-os. cos(- ,•) - cos 1· y sen( - 11) - - sen 1: obtenc• 
mos la siguiente fónnula de suma para coseno 
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Fórmulas de cofunclones 

cos(u + ,•) - cos II cos " - sen II sen ,, 

Dmmti Uso de la fórmula de sum1 p1ra coseno 

Obtenga el vulor exacto de tf: para ello. u.se el hecho de que {j - j + ¡ 
50lUCIÓN Aplicamos la íónnula de suma para coseno: 

7,, (" ") cos-•cos - +-
12 3 4 

ff' ff' ,,, ff' 
... cos-cos- - sen-M.:n-

3 4 3 4 
1 V2 VJV2 

- 22-22 
V2- V6 ---4--

Las fünc1oncs seno y coseno se dcnonunan rofuntioncs una de la otra, Del 
mismo modo. las füneioncs tangen1c y cotangente son cofuncioncs. lo mismo que 
las funciones secante y cosecante. S1 11 es la medida en radianes de un ángulo agudo. 
el ángulo con la medida en radianes 1r'2 - 11 es complemen1ario de 11. y podemos 
considerar el triángulo rec16ngulo que se mues1ra en la figuro 4 Usando razones. 
obscr\'amos que 

sen u -7- cos ( f - u) 

cos u= f = "!n( f- u) 

1an u - f - cot ( f- u) 
Estas tres íónnulas y sus análogos para scc 1,, ese 11. y cot" indican que,:/ w,for d,: 
fa fm,áótr de 11 ,:s ;g,ml a la cofimdó,r th,f tiflg11fo complemetrlar,O 1T 2 - u 

En lru. siguientes fórmulas se usan íórmulas de n.-sta para ex1endcr estas rela. 
cioncs a cualquier número real 11, siempre que los valores de las funciones estén 
definidos. 

Si II es un número real o la medida en radianes de un ángulo. entonces 

1) cos ( f - 11) - sen 11 

3) 1311 ( f - 11) - l'Ot 11 

S) sec(f-11) =c~11 

2) sen( f -11) - cos11 

-') COt ( f - ,i) - lan 11 

6) ese ( f- 11)-= sec u 
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OEMOSTAACIONlS Usando la íónnula de 1\.--Sla para c0:.cno. ob1cncmos 

(" ) " " cos - - 1, - cos-co<iu+scn-scnu 
2 2 2 

- O)cos11 + (l)scn11 - sen11 

Esto nos apona la fónnula 1. 
Si sus11tu1mos '7T'2 - ,, por u en la pnmcra íómlula., obtenemos 

cos [ f - ( f - •)]~sen( f - ,) 
'º"' - sen( f - ") 

Dado que el simbolo ,, es arbitrario. cs1a ecuación es cqu1valcn1c a la segunda fór­
mula de coíunción· 

Usando la uknt1dad tangente, las fómmlas de cofunc1ón I y 2 y la identidad 
cocangen1c. ob1ene1nos una prueba de la tercera fónnula: 

(" ) ~n - - u 

lan (~ - 11) - 2 
""COS 

II 
a: COI ti 

2 (" ) sen 11 cos 2 - 11 

Las demostrucmncs de las Lrcs fóm1ulas rcs1.antes son similares. 

Una fonna sencilla de recordar las fórmulas de cofunc1oncs es consullar el trián­
gulo de la figura 4. 

Ahora podemos demostrar las siguientes identidades 

1) sen (11 + ,,) =- sen II cos ,, + e~ i, sen,. 
2) sen (u - ,,) • sen II cos ,, - cos 1, sen , 

tan u + tan,. 
J ) tan (,, + ,·) ., 1 - tan II tan v 

4 ) Utn (,, - v) • /: 1
1
'a:,,'::v,, 

DEMOSTAA.CION[S Probaremos las fórmulas I y 3. Las fóm,ulas de cofuncioncs 
y la fónnul.a de resta para coseno se usan para , en ficar la fórmula 1: 

sen C,, + ,,) • cos [ f - (11 + ,,) ] 

- cos [ ( f - 11) - ·-J 

- cos( f - u) cos,• + sen( f -11)~0, 
- sen u cos \' + cos II sen i • 
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Para \criticar la fónnu13 3. comt."tlzamos de la siguiente manera: 

rnn (II + \•) _ sen (u + v) 
cos (u + \') 
~RlfCO\ , , + C0'\ustn I' 

cos II ros ,, - sen 1t sen ,. 

Si cos " cos \' + O. podemos divídir el numerador y el denominador entre 
cos II cos \', para obtener 

(~)(~) + (~)(~ 
e°' " cos \' cos ,, cos v 

can (11 + 1) • -c-------cé---c---é--,----é-----,--------c~ 

(::::)(::::) -(::;;)(:::) 
1an 11 + rnn" 

1 - rnn" 1an v 

S1 cos II cos ,, - O. entonces cos 11 - O o cos ,, - O En eslc caso. 1an II o 1an ,, no 
es1á definida y la fÓfmula no es válida. Las demostraciones de las fónnulas 2 y4 se 
dejan como ejercicios. • 

D1iiLii!D Uso de las fórmulas de suma puai encontru 
el cuaid~nte que contiene un ingulo 

Suponga que sen o - { y cos /J - -H. donde o- es1á en el cuadran1e I y /J está 
en el cuadrante 11. 

a) Obu:nga los valores exac1os de scn(o + /J) y tan(o + /3) 

b) Ob1enga el cuadrante que con11cnc a + fJ 

SOlUCION Los ángulos o y fJ se ilustran en la figura 5. No hay pérduia de gencra­
hdad al considerar que a y fJ son ángulos posil1\0S entre O y 21r. como se ha hecho 
en la figura En \ ista de que sen o - j, po<k..'tnos f!cg1r el punto (3. 4) en el lado 
tcm1mal de o . Del mismo modo. dado que /3 - -n- el punto (-12. 5) está en el 
lado 1cm11nal de fj . Si consultamos la figura 5 y empicamos la definición de las 
funciones tngonomélncas de cualquier ángulo. obtenemos que 

cosa-¾. 1an« -t senp-t;. um{J• -f! 
a) Las fónnulas de suma dan lo s1g111cn1e: 

sen(a + /J) - senocos{J + cos (l' scnP • (n(-tO + G)(TT) - -~ 
1ana+1anj) j+(("fí~) 36 33 1an(a+ /J) •~--~~- · · ·-•-
l - 1ana1an¡¡ 1 -{i)-r; 36 56 

b) Dadoquesen(a + J))esncgam·oytan(a + /J) es pos1t1\o.el ángulo a + /)debe 
cs1ar en el cuadrante 111. 



sin·'C 4/~~7~95218 
cos·l( -12/13)->B 

2. 746801534 
sin<A+B) ►Frac 

-33/65 
l.an<A+B) ►Fr.ac 

33/56 
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A conunuac1ón se 1nd1ca cómo se puede usar una calculadora graficadora para 

encon1rar los ,·alorcs exactos del CJemplo 4. Puesto que a está en el cuadrante l. 

sen a - '
2
m1plica que a - sen •f ,[ dado que f3 está en el cuadrante 11. 

cos f3 - - 11 ,mphca que f3 - cos 1(-ni (S1 los ángulos estu, 1cran en cuadran• 

tes distintos, podríamos usar los ángulos de rcícrencia tonx> se hizo en la sección 
5.4.) En la figura se almacenaron los ángulos a y f3 en las posiciones A y By luego 
encontramos los ,alorcs exactos de scn(a + fJ) y lan(a + /J) como íracc1oncs. Los 
, a lores comc1dcn con los ob1emdos en el CJemplo 4 

El s1guicn1c CJcmplo ilustra un 11po de s1mphficac1ón del coc,entc de d1fcrcnc1as 
(m1roduc1do en la sección 2.4) con la fünc1ón seno. La fonna resultante es útil en 
cálculo. 

Ufl'Jill•O Una f6'mula empleada en cjlculo 

$1/{x) - scnx y Ir+. O. dcmucs1re que 

~f(_,_+_h,...) _-~/(_,) (º°"" - ') (scnh) -
11 

- senx --h- +cosr T 

SOLUCIÓN Usamos la definición de/y la fóm1ula de suma para seno 

j(, + h) - /(.,) sen (, + h) - sen x 

sen x cos /1 + ros x sen /1 - sen .r 

sen r(cosh - 1) + cos, sen/1 

- senx --- -+ cos.r -(co,h - ') (senh) ,, ,. 
Las fórmulas de suma 1amb1én pueden utihzarsc para obtener íórmulu de 

reducción. A su \.CZ. las fómmlas de reducción pueden usarse paro cambiar cxprc• 
s1oncs como 

sen (O+ f") y cos ( 8 + f n) para cualquier en1ero 11 

en expresiones que sólo incluyen sen 6 o cos 8. Fórmulas similares son válidas para 
otras funciones mgonométlicas. En ,cz de obtener fómiulas de reducción gcncra• 
les. se ilustraran dos casos cspcc,alcs en el s1gu1e-n1e cJcmplo. 

IJiimi:D Obtención de fórmulas de reducción 

Exprese en 1érmmos de UR3 función tngonométnca sólo de O 

b) ros(e+ ,r) 
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,,1 rmmm l.. 1111afu niC'11Q 

SOLUCIÓN U11hzando las fórmulas de resta y suma. ob1encmos lo sigu1cn1c: 

a) sen(8-~) • scn8ros ~-cos8)Cn~ 
2 2 2 

• sen O· (0) - cosO · ( - 1) •coso 

b) cos (8 + TT) • ros 8cos TT - sen 8scn'71' 

• cos 8 · (-1) - sen O · (O) • -coso 

1!11' IQl•Q Combinadón de una suma que contiene 
las funciones seno y coseno 

Sean a y b números reales con a > O. Dcmucs1rc que. paro toda x. 

donde A - Va1 + /r y tanc - !!...con - ~ < C < ~ 
tt 2 2 

SOLUCIÓN D.ldo que a cos 8:c + b sen Bx. consid\.""r.lremos C - blo con 
- TT/2 < C < rr/2. Por lo tanio. b = atan C, y podemos cscnb1r 

a cos 8:r + b sen B., • a cos Bx + (a tan C) sen B:c 
sen e 

• "cos B:r +" - - sen Bx 
cose • e: C (cos C CO!i B.r + sen C sen B..,) 

• ("secC)cos(ll.r-C) 

P1m1 comple1ar la demostración, estableceremos que" scc C • \f,,: + b!. Dado 
que - 1r 2 < C < TT,'2. se desprende que scc Ces posili\o y. por lo tanlo. 

osccc - ,,V1 +tan! C 

Si usamos tan C =- h/a y a > O. ob1cnemos 

UDmi:&i Una aplicación del ejemplo 7 

Si/{x) - cos 1' + sen 1'. use 135 fórmulas dadas en el ejemplo 7 para exprcsar/{x) en 
la fom1a A cos(Bx - C). y luego 1racc la gráfica de/ 

SOLUCIÓN Sc:m o - l. b - 1 y B • 1 en las fómmlas del CJemplo 7. tenemos 

A• V,r+lr • Vl+l • V2 tanC - ~ - ..!.. - 1 
• 1 

Como ian C • 1 y - .,,12 < C < Tr/2. tenemos C • 1'T 4. S1 sus11tu1mos para a. b. 
A.By C en la fórmula 

acos Br + bscn Br - A cos (Br - C) 



flC.UIIIA7 

m Ejercicios 

6.3 fOfflluiasdtWINy~t~ 443 

oblcncmos 

/()) .. cos 1' + sen 1' - V2 cos ( 1' - f) 
S1 comparamos la úl11ma fórmula con la ecuación)' - o cos (bx + e). que anahza• 
mos en la sección 5.5. observamos que la amplnud de la gráfica es vi.. el pcnodo 
es 2,r, y el dcsplaz.amiento de fase es 1t 4. La gráfica de/se presenta en la figurn 7, 

x donde también se mues1ran las gráficas de ,,= sen ;e y y - cos x, El 1razo concuerda 
con el ob1cnido en el capí1ulo 5 mcd1an1c calculadora graficadora. (Vea la figura 10 
de la sección 5.6.) 

t:ju. 1- -': t:xpruC' como cofunclón de un ángulo compkmu• 
1111rlo. 

1 .i) ~n 15-W' b) cos 73•12• 

e) 1:in¡- d) 1te 17.28" 

2 a) l.trl 37•50• b) sens9•41• 

e) rosf d) COI 61.87· 

3 a) cos ¡ b) sen+ 

e) tan 1 d) ac 0.53 

• a) \Cn'fi b} cm+ 

e) tan v'2 d) >« 12 

Ejcr. 5 - 1 O: Obtcag111 lo, ,·alorn C'UC-to,. 

b} cos- U\C- --+-,. ( ,. . ·) 
12 12 4 6 

6 •> 
2. • 

sen-+ scn-
l 4 

7 a) lan 00- + tan 225• 

b) tan zss• (use 285• • fl.Y" + 2251 

8 a} CO!i 225• - cos ~ 

b) se,.!. (•se.!. • .!! - .!.) 
12 12 4 6 

10 a} can~- IJlnf 

b) tan - usc- • ---1 . ( 1. 1. · ) 
12 12 4 6 

Eju. 11 - 16: Ei:pttH como una fundón tr igonom~trin dt un 

án&ulo. 

13 cos61•scn82•-scn61•cossr 

lS cos 3 )>('o(-2} - cos 2 sen 3 

16 scn(-5)cos2 +cos5SC'n{-2) 
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[je r. 17- 22: Utilice las co ndiciones dadas para obtener el 
olor uacto de la uprn lón. 

5 
17 sena • IJ· 1.:1.n a > O. «n(--f) 

24 
18 rosn • ii• sena <O. =(•+-f) 
19 sec.r • 3. cscx<O. - (,-f) 
20 1anx• ¾ · scc r >O. «•(x+ f) 
21 rotx • \/3. cotix<O. .,,(,+i) 
22 ~x • -f. rocx>O. lM(x-f) 
23 S1 a y fJ son ángulos agudos talC!I que coso = j y fJ = ~. 

obtenga 

a) sen (a+ /J) b) cos(a + fJ) 

e) el cuadrante que contiene o + /J 

24. ~• a y fJ IOfl ángulos agudos tales que ese a = H y col fJ = 
i'• ob1cnga 

a) scn(cr + /J) b) tan(o + {J) 

e) d cU3<1ran1e que cooticnc o + fJ 

2S S1 sen o = - f y sccfJ = j p.ara un ángulo o en el 1crccr 

cuadranlc y un ángulo fJ en el prin\Cr cuadrante, obtenga 

a) sen (o + /J) b) lan(o + fJ) 

e) el cuadrante que contiene o + fJ 

' ' 26 S1 tan o = -¡; ycot fJ = -¡- pan un ángulo a en el ~gundo 

cuadrante y un ánguk> fJ en el tercer cuadrante, obtenga 

a) scn(a + fJ) 

a) scn(o -{J) 

b) cos(a + '3) 

b) cos(o -fJ) 

e) tan(o + fJ) 

e) tan (o - {J) 

[jer. 29- 40: Verifique la rormula d e ~ducciOn. 

29 sen (8+ ff) • -sen 8 30 sen(,+ i) • ros.x 

31 scn(, -~)•-cos.t µ scn (e -T)•cosB 
33 ros (9 - ,r) • -ros 8 34 ros (.x + f) • - sen ., 

15 cos (, + T) • sen .- 36 cos ( 9 -T) • sen 9 

37 1an (.x -{) • - COI x 38 1an (,r - 8) • - 1an 8 

39 tan(e+f) •-cot8 40 lan(x+ff) • tan, 

[jn. 41 - 50: Veriti.que la identidad. 

( ff) V2 41 sen 8+4 • 2(sen8 +ros8) 

( ff) V2 42 ros 8+-¡- .,. ~ros 8- sen 8)] 

41 tan 11+ - • --( ff) 1 + too" 
4 1 - tan 11 

44 tan .x-- •--( 
" ) ..... - 1 
4 1anx+I 

45 ros (u+•·)+ cos (u - •-) • leos uros•• 

46 sen ( 11 + ") + sen (., - ") • 2 sen u e-os ,, 

47 sen (" + ,,) · sen (u - v) • scn1 u - sen: ,, 

49 --'-- • scna scn B 
roca-coC/j scn(JJ-o-) 

50 
__ , __ • cos o cos /j 

ran 0: + tan p !itn (o + /J) 

27 S1 o y fJ 
1
son ángulos ~ el tercer cuadrante tales que 51 Exprese sen (u + "+ M') en 1énmnos de las func1oncs 1ngo-

cosa = - 5 y C<KfJ = -,-. ob1cnga nomé1ricas de u, vy w (S,~ncia• escriba 

a) scn(o - '3) b) oo,(a - P) 

e) d cu3dran1c que coo11cnc a - fJ 

a) sen (a + /J) b) 1an (a + fJ) 

e) el cU3dran1c que contiene o + fJ 

sen (u+ v + M·) como scn{(u + v) + M) 

y use fórmulas de suma.) 

52 Exprese tan (u + •• + i.o) en 1Cnmnos de las funciones tngo-­

nométnc.u de "· v y w 
rocucoi•• - 1 

53 Deduzca la íónnul3 cot (u + ") • ---­
COI 11 + roe 1• 



54 S1 o y /J son ingulos compkmcntanos. demuestre que 

scn'o + scn1 /j • l 

55 Obtcng.a la íórmula de r«ta pan, la fünción seno 

56 DcdU7ca la íó,mula de n.-s1a para la runc,ón 111ngen1e 

57 S1,1ir) = cou,dcmuc-strcquc 

/(.ir+~- /(.ir) • cos -("os:- 1) _ ~n .i:(sc: '1) 
SS S1,A.ir) = 1an -r, dcmucs1rc que 

JI,,( + h) - /(t) • ~.ir("'" h) l 
h h cosh-scnhtan .t 

Ejer. 59- 60: ■) Comp•~ IH 1proximaclone1 dccimalH de 
ambos lados dt la ttuadón 1). b) ObttnJ:• el bgulo agudo c:t 

tia! que la ttuaclón 2) u•a una ldtntldad. e) ¿C6mo u relaciona 
la ecuación 1) ton la ttuadón 2)? 

59 1) scn6J• - ~ns.,.• $C':n)• 

2) Kn(o + /J) - §Cn(o -fJ) • scn/J 

60 1) sen 35• + sen 25• • tos 5• 

2) sc:n (o + fJ) + sen (o- - fJ) • C:0$ fJ 

[ju. 61-66: Uu una rórmula dt' suma o ttSla para oblt'Dt'r 
las solucionn de: las «u.clones qut' n 16n tn d lntt'n ■lo (0, 1'T). 

61 ~n 4rcos, • sc-n, cos .i, 

62 ros 5tcos 31 • !+sen ( - 5t)scn 3t 

63 cos 5t cos 21 • -sen 5t sen 21 

64 ~n 3t ros, + C(K J, st:n, • -½ 

6S 1an21+13nt• l -1an2lum1 

66 1m1-1an4t • I +1an4,aa.n, 

Ejl'r, 67- 70: a) Utilkt la fórmula dd ej, mplo 7 para u:prtsar 
/c:n 1frmlnos de la rundón coRno. b) l>eterminl' 11 amplitud. 
pt'riodo y dnplaaimi,nlo de ÍIIR de/. e) Tract' 11 11:r, nn dt'f 

(i1 /(-.:) • V) cos 2.-.; + M!n 2.r 

68 /(t) • ~ 4.I + V3 sen 4.r 

6.J F«mul.udewrNy~~ 44S 

69 /M • 2cos3.t - 2.scnJ.\ 

70 /(.,) • .5 cos 101' - 5 sen lfü 

t-:jcr. 71 - 72: Par■ clerlH apllcaclont'J en Ingeniería eltt1rit■• 

la suma d t' ,·arlH sebks de ,·ollaj«- u onda, dt radio de la 
mbm• fr«-uiencla it t'l.pr~H t'n la forma C'0mpal'l• J' = A C'O,C 

(81 - (), t:l"prne 1■ ser.al dada t'.n t'.il■ forma. 

71 r = SO sen 60irt + 40 ros 6(hrt 

n _\- • 10 sen ( 120m -f) + 5 sen 1201r1 

73 Mov, "' mo fil UM m¡ ,. S1 una masa que csci unida II un 
n::sonc K cleu .,-. pies y se suelta con una ,eloctdad ,cmcal 
1mc1al de ,·• ll,s. b postc:,ón subs1gwcn1e ,, de la niasa C'Stá 

"""""' 

donde: t C!J el 11cmpo en qundos y w una roru;1an1e p(Kllffa 

a) S1 ru ""' 1. ' • = 2 pies. y , .• = .1 I\Js, c,prcsc I en la forma 
A COI (Bt (). y encuentre la amplitud y el pmodo del 
"'°' 1m1en10 resultante' 

b) OClcnnmc los 1,cmpos en que 1· = O: ci dc:c1r, los 1,cmpos 
C'n los que la nU!lia pasa por la posición de t'.(jUlhbno 

74 ,.,. wim1 nt, d. un.1~.aConsuhcclcJcrt1C't0 73. S1 ,., = 1 
ytd = 2. ob1cnga las ,eloc1dadcJ 1n1e1.:tksquc dan por rciul­
tado Wla amplitud de 4 p,cs 

7S Ptu1on •n l't Ump; o S1 se hace \Jbrar un diapasón y luct,.-o 
K sostiene a cicna d1st11oc1a del limpano. la pre.sión p 1(1) en 
d cxtcnOf' del tímpano en el ucrnpo, puede rcprtSCnrarse por 
p1(1) = A sen wt, donde A y ... son cons1antcs pos11l\as S1 
un segundo d1.1pasón 1dén1tco se hace vibrar con una fUCTl3 
pM1blcmc:ntc d1fcrtt11c y se :IOiltenea un:& distancia d1fCTCntc 
del llmpano l\ca la figura de la página siguiente) . .su efecto 
puc<k rq,rescnwsc por b ccwctónp.(1) = B sen (1>11 + T). 
donde 8" una COIISlanlc po!olti\'a y O ·s T :S 2# la presión 
total p(r) en el 11mp:ano csLi cbd3 por 

p(I) - A sen w1 + 8 Kn (WI + T) 

a) Dcmuesuc que p(I) = n cos M + h sen tut. dontk 

ci=BsenT y h=A+BcosT 

b) Demuestre que la 11mpl1tud Cdepcstida& por 

C- = A! + H' + UH cos T 
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EJERCICIO 75 

76 Interferencia destructiva Refiérase al CJCrcte:10 75. Cuando 
se hacen Y1brar dos d1:11puonc1. ocurre 1ntcrfcrenc1a dcstruc­
tn·a !U la amph1ud de la onda acúsllca rnuhantc es menor 
quc A Suponga que se hacen vibrar dos diapasones con la 
misma fuerza. es decir, A = B 

a) Cuando ocum la mtcrfcrcncia <kstruc1n-11 toca l. la amph• 
tud de pes cero y no se escucha ningún sonido. Encuentre 
el \·alor pos1t1Yo más baJo de r en el cual ocurre esto 

b) Oc1cm11nc el mtcn11lo de r (a, b) donde ocurre mtcrfcrm­
cia dcs1ruct1\·a y a tiene su menor nlor posltn'O 

n Interferencia constructiva Refiérase al eJcrcicto 75 
Cuando se hacm \ 1brw dos diapasones. ocurre 1ntcrfttcnc1a 
COnstNCll\'a SI la amplitud e de la onda ICÚSIIC.:I resultante es 
mayor quc A o B (\ea la figura). 

a) Otmucs1rc qoc C ~ A + B. 

b) Encucnlrc tos ulorcs de r de modo que C = A + B 

EJERCICIOn 

78 Prtsi6n en el tjm~no Refiérase al eJerc1c10 75. S1 se hacen 
'vlbnir dos d1apa.soncs con diferentes tonos al mismo ucmpo 
con fuerzas diferentes. la presión total p(1) en el tlmpano en 
el tiempo, está dado por 

p(t) • p 1(t) + Pl(t) • A sen -.1, + 8 sen (~ + 1') 

donde A. B. ct1
1

, col y r son coostantcs 

a) Grafiquc p para -2'11' s t s 21r SI A = 8 = 2. "'• :: 1. 

w1=20yT=] 

b) Use la gn\fte:a para dcscnb1r la \anac:1ón de 1000 que se 
produce. 

Ejer, 79- 80: Con!iulte d ejuekio 77. Gnifique la «uad 6n 
para - • s / s •· y calcule los huenalo~ en los que O<'ur"' 
huerfe"'nda eoru1ru<"1ha. 

79 \ = J sen 2J + 2 sen (4t + 1) 

e) S1 A .!!: B. determine una condición en la cual ocumri 80 \ :: 2 sen ' + 2 sen (31 + 3) 
mtcrfcn..--ncia constructiva 

Fórmulas de múltiplos 
deunin1ulo 

Fórmulas de lingulo dobl~ 

Las fórmulas consideradas en esln sección se conocen como fór mulas dl' múl­
tiplos de un ángulo. En panicular. las siguicn1cs idcn1id:idcs son fórmulas d e 
ingulo doble. porque contienen 13 expresión 211. 

I } sen2u = 2senucos11 

2) a) cos 211 • cos?" - sen?" 

b) cos2u • 1 - 2sen! 11 

<') cos2u • 2cos2 u - 1 
2 tan 11 

3) tan 211 • 
1 

_ t::m! u 

DEMOSTRACIONES Cada una de es1as fómmlas se puede probar con V - "en la 
fónnula de suma apropíada. Si usamos la fónnula para sen (u + v). en1onces 



PIGUttA 

flGUltAl 

sen 211 -z sen (11 + 11) 

• sen11cos11 + cos11sen11 

•2sen1,cos11 

S1 usamos la fómtula para cos (11 + ,,). obtenemos 

cos211 • cos(11 + 11) 

- cos11cos u- sen u sen 1, 

• cos2 " - sc111 " 

Para obtener las otras dos formas para cos 211 en 2b} y 2c). ut1hznmos In identtdad 
fundamcn1al sen1

" + cos1
" - 1. Asi. 

e~ 211 • cos~ u - 1;en! ,, 

• (1 - sen2 11) - SCll!II 

• 1 - 2sen!11 

Del nusmo modo. s1 sus111u1mos sen! 1, en lugar de eos1 "· obtenemos 

eos 211 • cos2 11 - (1 - cos! 11) 

• 2cos1 1, - 1 

La fórmula 3 para tan 211 se puede obtener si r - 11 en la fórmula para lan (11 + ,•). ■ 

111™ Uso de fórmulas de ingulo doble 

S1 sen a - ¾ y a es un ángulo agudo. encuentre los valo~ exac1os de sen 2a y 
eos 2a. 

SOl\JCIÓN S1 consideramos o como un :íngulo agur de un rriángulo n.'Ctángulo. 
como se observa en la figura 1. obtenemos cosa - S· A conunuación sus11tuimos 
en las fómtulas de ángulo doble: 

scn2a • 2scnacosa - 2(j)G)-i¾ 
cos2a • cos2 a - scnl a • ur- U)l • :tJ - rt • -g 

La figura 2 mut-stra una forma de calcular los \alorcs del ejemplo I en una calcu• 
ladora. 

El siguicn1e ejemplo demuestra cómo cambiar una expresión de mUltiplos de un 
ángulo en una expresión de un solo ingulo. 

Li.itLli!ali Camblodelaformadecos311 

Exprese eos 30 en ténnmos de cos 8. 

SOLUCIÓN 

cos 39 - ros (29 + 9) 

• cos28cos 8 - scn28scn8 

•(2cos! 8 - l)cos 8 -(2~n8cosd)~n0 

• 2cos.'6- cos8- 2cos8sen1 8 
•2cos' 8-cos8-2L-os8(1-cos~(/) • 

4 cos' 6 - 3 cos 6 

.,._ 
b.\ Jodot 

• 1 

hl .ilfflOl • 
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Identidades de semi angulo 

A cada una de las s1gu1cntes tres fónnulas les damos el nombre de idt nlidad d t 
sem htingulo, porque d número u es la nutad del nllrncro 2u. 

, l -cos211 
1) sen·"• --

2
--

, l +cos211 
2) CO\- U • --

2
--

• l -cey,;211 
3) lan· " • 1 + Cós 211 

OEMOSllACIONES La primera iden1idad puede ,criticarse como sigue: 

cos211 • I -2scn1 11 

2scn: 11 • I -cos211 

, l-cos211 
~n-11•---

2 

La segunda 1dcnt1dad se puede dedll(1r en rom,a semeJantc comenzando con 

cos 211 - 2cos2 11 - 1 

La tercera identidad puede ob1cnerse de las 1den11dadcs I y 2 al no1ar que 

, • ("'"")' scn'u tan· 11 • (tan u)· • - • - ,-
cos II ros· 11 • 

Es posible usar idenudades de scmiingulo para expresar potencias pares de fun­
ciones tngonométr1cas en 1énnmos de funciones con exponente 1. como se 1lus1ra 
en los s1guicn1es dos CJcmplos. 

DmLU:.aii Uso de Identidades de semlingulo 
para verificar una Identidad 

Verifique la identidad sen! _ _. cos! x • j(I - cos 4\'). 

SOlUCION 

sen!.lCOS?t• (1-;~2X)(1 +~OS2.\) 
• l(I - ros' 2x> 
• ~(sen1 h) 

2 H' -;os4•) 
• ¡(1 - cos 4x) '"" pi 

l#ll'ta■•II Uso de identidades de semlingulo sur• 
reducir una potencia de co11 

Exprese cost, en témunos de ,alorcs de la función coseno con exponente 1 



Fórmulas de semiingulo 

u FónnWs de mullpt,5 dt un angulO 449 

SOLUCIÓN 

• ¼o + 2 cos 2J + ros! 21) 00\ J ...Jr.wk, 

1( l+cos4r) - ¡ 1 +2cos2J+--
2

-

•¾ + ½cos2J + lcos4t 

Susrnuyendo ,·/2 por" en las tres 1den1idades de scmi:ingulo ob1encmos 

l' 1-cos,, ,, l+COSI' sen22 ___ 2_ cos22 ___ 2_ tan~ ~ - 1 - co-. ,, 
2 l+oosv 

S1 obtenemos las raíces cuadradas de ambos lados de cada una de estas ecuaciones. 
obtenemos las s1gu1entcs, a la!> que llamaremos/órm11/w de semuing11/o para d1s-
1ingu1rlas de las 1dcnt1dadcs de scnuángulo. 

,, ~ 
1) sen 2 • '!:. '-J ~--2-

.. 
J ) 1an 2 • ::!:: 

1 - COSl' 

1 + CO) I' 

Al 1111ltwr mm fórmula tk• l"t.m11á11g11lo, seleut011amos ya sea + o -. ck¡xm• 
diendo ,Jet c:11,1</ra"te q11t! c:o,mmgo el l111g111ó ,·11 ,tt(!(l1do e11 nKliand. Entonces. 
para sen (1··"2) usamos+ s1 1•'2 es un !ngulo en los cuadran1es I o 11. o - si ,·"2 está 
en los cuadran1cs III o IV. Para cos (,12) usamos + s1 ,·'2 está en los cuadrantes I o 
IV. y así sucesivamente. 

IJll!Lli:II Uso de fórmulas desemlingulo para seno 'J coseno 

Encucnlre valores exac1os para 

a) sen 22.5° b) cos 112.Sº 

SOLUCIÓN 

a) Sclccc1onamos el signo pos1t1\.0 porque 22.5° csut en el cuadrante I y. por lo 
1an10, sen 22.Sº > O. 

-.en 22j • • +.J' - c;s 45• Je semi.in ulop:u 

= ✓ 1 - yi12 
ví=v'i 

---2-- ,pi d 

(co111imit1) 
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jfórmulu de semiingulo l para la tangente 

FIC.URA J 

b) De rrUUl(."ra smular. seleccionamos el sígno ncgati\O, porque 112.Sº esta en el 
cuadranlc JI y. por lo tanto, cos 112.Sº < O. 

cos 112.s• . -✓I + c;s 225• 

. -✓' - --:12 ,,. v. 

V2-Vi 
• - --

2
-- muh1¡ u: 

rodemos ob1ener una fonna alterna para la fómlula de semiángulo con 1an (1··2). 
Muh1phcamos por 1 - cos ,, el numerador y el denominador del radicando de la 
1crccro fónnula del scm,ángulo y ob1enemos 

V 
tan 2 - !: 

1 - cosr 1 - cosv 

l + cosr 1 - cos, 

~ -:!,,~ 

Podemos eliminar el signo ::!: de la fónnula precedente Pnmcro obscr.e que el 
numendor 1 - cos ,, nunca es negat11,o, Podemos demostrar que 1an (1•'2) y sen,. 
siempre ucncn el mismo signo. Por cJcmplo, s1 O < " < -rr. entonces O < 1·1'2 < 
-rr/2 y, en consecuencia. sen,, y tan (,· .. 2) son pos,11,os. S1 Tt < v < 21t. entonces 
11 2 < ,·12 < Tt y. por lo 1an10. sen 1• y tan (112) son ncga11,os, lo cual da la pri­
men de las siguientes dos 1den11dack.--s. La segunda 1dcnt1dad para tan (1•'2} puede 
obtenerse al muluplicar el numerador y el denominador del radicando de la tcm.-ra 
fómmla del scmiángulo por 1 + cos , ,. 

1' 1 - C0S \" 
l ) tan-•---

2 sen ,, 

,, sen,, 
2) tan- •---

2 1 + cos ,, 

Cli!Jii:I» Uso de una fórmula de semi.tingulo para la tangente 

Si tan a • - } y a esta en el cuadro111e IV, encuentre tan } . 

50LUCtON Si selecc1onamos el pun10 (3
4 

- 4) en el l_?do 1cm11nal de tr. como se 
1lu~1ra en la figura 3. cntoncc:s sen a - -5 y coso - J · Aplicando la pnmcra fór• 
mula del scnuángulo para la tan¡;cntc. obtenemos 

cr 1-cosa 1- ~ 1 
tan- - - - - - ~ - --

2 sen cr - l 2 
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IJll$i)l•Q Cómo encontrar los puntos de intenección 
con el eje Y de la grifica 

Una gráfica de la ecuación y - cos le + cos e para O :S :r :S 21r a~ en la figuro 
4 Los puntos de m1ersección con el eJC .r p3r\.--cen estar aprox1madamcnte en 1.1. 3.1 
y S.2. Encuentre los ,·olores exactos y aproximaciones a tres posiciones decimales. 

SOLUCIÓN rara cncon1rar los puntos de mtcrsecc1ón con el CJC .t, procedemos 
, como sigue: 

cos2x+cos.x•O 

(2cos?.,- l)+cosx=O 

2cos1 .r+ros:c- 1 - 0 

(2cos:c- l)(cosr+ 1)=0 

2 cos .r - 1 - O. cose+ 1 - O 

cose•½. l.-OSt• -1 

Las soluciones de las últimas dos ecuaciones del intervalo [O. 21r] dan los s1guien• 
tes puntos de mtcrsccc1ón con el CJC .r exactos y aproximados: 

rr Srr 
--_¡- - 1.047. 3 - 5.236. ,. - 3.142 

LWWWl:.&I Obtención de una f6fmula pa~ el are,1 
de un trlingulo Isósceles 

Un lri.6n gulo is6scelcs 11ene dos lados iguales de longitud a y el ángulo entre ellos 
es 8 (,ca la figura S) Exprese el área A del triángulo en témunos de a y 6. 

SOLUCIÓN l:.n la fi&'l.lra 6 observamos que la allura dc!!odc el punto Pb1seca 8 y que 
A - 3<2t)I, - kli. Entonces. tenemos lo s1gmenle. donde O 1 es un ángulo agudo: 

8 k 
sen-• -

2 a 

k • llsenf 

8 h 
cos- - -

2 a 

h•t1cosf 

A con1inuac1ón obcencmos el área· 

A - uisenfcosf 

"" ,r -.j' -;os 8 -.ji + ;o,; o 

-u'Pfti 
-~~ #J-4-,.; tJ 

- \u'lsenB I 
- ½tr sen 6 

¡,m 1 • 

() 

Otro método par3 simphficar (•) es cscnb1r la fómmla de ángulo doble para el 
seno. sen 21, - 2 sen 1, cos 11. como 

(com,mia) 
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sen II cos 11 • fsen 211 

m Ejercicios 

y procedemos como sigue: 

A = ,rsen.!cos..! 
¡ ¡ 

=,r-isen(z f) 
- j,r sen (J 

1u1mostn A V,, 

,,. 

( ) 

[jrr. 1- 4: Encurntrr lot nlorn ru cfM dr sen 28. cos 28 )' 14 Si scc 9 = - ~. ¿qué posibles ,·alon:s puede tener (912)? 
tan 26 para los ,·a loN"s dadOI dt 8. 

1 ros 9 • t O-< 9 < 909 Ejtr. 15- 16: Ust r,rniulHdt w mlinguio pan dt1trmln1r los 

2 roe fl • fo ISO- < 8 < 210• 

3 s«9 • -H:9<Y<8< 1S0-

4 scn 9 • - H,2Y<fl<3(,o-

S S1 1an o = 3 y a es un ángulo agudo, c:ncUC'fllrc c:1 valor 
exacco de sen 2o 

lS a) ros 6rJO• 

16 ;a) ros 165• 

6 Si cota = 2 yo es agudo, encuentre c:I ,alorc:x.ac1oderos 2a Ejtr. 17-38: v, r1nq11, 11 Identidad. 

[jrr. 7- 12: Encurntrt' los n lort:.1 rx1cto1 dr Hn (812). 17 s.c:n 109 • 2 s.c:n 58 ros 58 
CM (9/2)) tan (9/2) para IH tondlrlonts dadas. 

1 scc ,, - 1: o-< ,, < cxr 

9 scn 9 • M W < 8 < ISO-

10 tanfl • -TI:2Y<f1<36()• 

11 tan9 - I: - IS0-<8< - 909 

12 sec 9 • - 4: ISO- < 8 < 2Y 

18 cos1 3f - scn1 3.r • cos 6.f 

19 4scn!.....cos!..... • 2scn,· 
2 2 

20 s,c:nl 7n • 4-4scn~a 
scn1 n 

21 scn1
~-~ 
2 2(1 + cou) 

22 rosl2- - ~ 
2 2(1-cosx) 

23 (sen , + cos 1)l • 1 + sen 21 

24 csc2u • ½cscus« u 

2S sen Ju • sen" (3 - 4 sen! u) 

26 scn4r • 4~n,cosr(l -2s.c:n1 r) 

13 S1 ros /J • A y /J cslá en el cuar10 cuadrante:, cncUC'fltrc el 
,·alor t ,'laclo de ta.n(j3 2) 27 ros 48 = 8 cm' 9 - 8 cos: 8 + 1 

e) tan-¡. 

e) tanf 



28 cos61=.Ucos• 1 - 48cos'1+ 18cos?t - l 

29 scn1 1=i-½cos2t+¼cos4t 

30 c<K'.1 - )Cn1 .r = ciM2r 

31 scc29=~ 
2 - «<' 9 

33 2.scn1 2J + eo5.ff= 1 

34 tan8+cot8 = 1csc20 

35 tan 311 =tan/~\~~~~ u) 

c,:otl ll - 1 
32 oo2u=---

2 C()C., 

36 1 +sen2,·+cO'i21'=cot,• 
1 +sen2,•-cM21 

37 lan1 :: csc9 - col9 

38 tan:;::l - 2oo9csc8+2rot: 8 

Eju. 39- 42: E~prn ie en lfrminos dt la fund6n t'"OHno ron 
u:pontnlt l. 

39 cos'f 40 cm-' 2x 

41 St-n' 2, 

Eju. 4J- 52: Enrutnlrt las soludonu d~ la ttu.r.16n que 
tstin tn ti IR1tn alo 10, 2#). 

43 ,;cn2J+scn, - O 44 COSl-¡,cn 2J • 0 

4S cosu+rosb • O 46 ros 28- tan ti • 1 

47 um2t•tanx 48 tan2r-2cos, •O 

49 sen ½u + ~os u • 1 SO 2 - ros' " • 4 sc:n2 ½x 

S1 um (,x/2) • sen t S2 lan (\/2) • COI,. 

S3 S10 > 0,h >O y O< u < -,r/2.dcmoestrcqi>C 

u M-nu +b~u • ~sen (a,+ v) 

6.A FormuJ,s die muilplol die un ¡n¡,Jlo 4S3 

para O<, < -rr/2,cM 
b 

sen\' · va2 + Ir C'O'll '' • \/tru+ b1 

S4 Use el cJcrcicto 53 pan, expresar 8 sen u + 15 cos u en la 
fonnat:5en(U + 1). 

SS Una grifica de 1 :: cos lr + 2 ros r para O s r s 2n se 
mucstn1 en l.11 figura 

a) Aproxime los punlos de mtcnccclÓn con d CJC .r a dos 
poste1oncs dcc1n-.alcs 

b) Las roordcn3da§ r de Los puntos crh1cos P, Q y R en la 
grifiuson soluc1oncsdcscn2r + sen r =- O Obtenga las 
coordenadas de cs1os puntos 

(JUCICIO','K / 

~ 
S6 Una gr:ií1ca de y = ~:,: - sen lr p:lt:11 O S:t s 2ir se mues­

,~ en la figu~ 

a) Encuentre los puntos de mlcnccr1ón con el CJC r 

b) Las coordenadas .'r de los ocho puntos cnucos en la grá­
fica son soluciones de iCD 1" + 2 cos 2.r ""' O Apro:cunc 
estas coordenadas ,r a dos posteM)()C"§ dccun;aks 

()IRC1CIO S' Ir - (' 

~ 
S7 Unagn\fteadc) = cos3:r-3coupara0 S x S 21tapan."« 

m la figura de b 51(1:Ull!"ntc pá¡ma 

a) l:.ncucnlre los puntos de mlcrsccclÓn con el CJC 1". (Sugr­

mteiu'. use la fórmula para cos 36 d3da en el CJcmpto 2.) 

b) LH coordcl\3'b!1:,: de IM !lldc puntos cnucos en la gri­
fica son soluc!Ond de sen lr - sen r = O Encuentre 
cstlll c(N'.K'mn:t<bs:c. (-"lgl'n'1k1t1: use LII. fórmula para §CD 

311 del CJCl'CICIO 25.) 
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(JUCIC10'7 ,! , M 

vY 
S8 Una ¡;iificadc •' = s...-n4.r - 4 sen r para Os r s 2-rr se n-.ucs­

tra m b fi1i,'Ura. blcucnl~ los pun1os de 1mcnc<:c1Ón con el CJC 
-r (S11gm-ndo: use la fórmula para sen 41 del qcrc1O0 26.) 

f:Jf:RCICto SI ) 

S9 PI -NCi • una ruta d. fHrou.rrt En la figura se 
muestra un:t rula de ferrocaml propuesta que pasa por tres 
c1ud3de! loc:tl!Ladllm los pun1osA,By C. En B. la ,ia da 
\'uclla hacia Ca un án~'lllo 9 

a) [)(.'muestre que la d1stancta total d de A a C está dada por 

d= 20uu, ~9 + 40 

b) Debido a las mon1aMJ cn1rc A y C. el pun10 criuco B 
debe estar por lo menos a 20 millas de A ¡,Hay una ruta 
que c\'1tc las montaA.ts y mida cuctamcntc SO nullas? 

60 .tJunu de 11n proy.ct1 S1 un pm)'CCl1I es d1~ dddc 
el n1\el del sucio a W\a ,cloc1<bd 1mcml de\ l\,s y a un 
án¡ulo de 9 grados con la homomal, el akance R del pro­
yectil csli dado por ,.1 

R - ¡¡;scn8C0'>8 

S1 ,. = 80 ft;s, aproxmle los ángulos que prodw:can un 
alcance de 150 p1.:s 

61 Cor< troc clófl d1 Uflcanal p •• 1•11• En la figura se mues• 
ltll und1scl'k>dc uncan:il l)3t1I llu,1a 

a) txprcsc el \Olumc-n I ' como función de 9 (Sugt"rtndo· 
H'a el e,JCmplo 8.) 

b) Apro,mtc el :ingulo agudo 9 que produzca un ,olumcn 
de 2 ft1. 

62 Oi-w, ,o un bord llo Un ingeniero de carrctem cs1á 
d1.sdiando el borthllo de una caUe en un crucero donde se 
cncucnu_.n dos carttil-ras en un dngulo .J>. como se mucnra 
en la figura. Se ha de cons1nur un bonhllo entre los pun1ost1 
y 8 usando un circulo que $C3 1angcn1c • l:11 canc1l'ff en estos 
~ punlOS. 

a) Dcmucs1rc que la rclx1on entre el radto R del circulo 
y la d,s1anc1a d de b figura está dada por la ixuxión 
d = Rlan(f/>2) 

b) S1 4' = 45• y d = 20 pies, calcule R y la long11ud del 
bordillo 

EJE C 1062 ., 
: ', : ',, 

R: ',, 
: ',,.s : ,•, 

A: c ,/d,I r;:;.;:.)' 

63 Bi ur l )" 1rt11ri tt Una forma común de dcm-.c:~n car­
d10,ascular es una b1furcac1ón. donde W'l3 artcna se di, 1dc 
en dos \"3.SOS san¡umeos mis pcqOCOOS H ángulo de b1íur­
cac16n 9 es dini;ulo formado porlasdosartcnas mhpcquc-
1\as, ln Is figuf'\I, l:11 hnea que ,·:11 de A a D b1sccs el 6ngulo 9 
y es pcrpcnd1cular a la linea que \ a de 8 a C. 

a) lkmucs1re que la longnud / de la ancna de A a B cs1á 

dadapo, / • u+ t,anf 
b) Calcule 13 long11ud /con las 1rc.s med1cwnes" = 10 mm, 

b=6n,my9- IS6' 



64 Proch... , ,n df,olor •n ur circuito d. CA Por dcfin1c1ón, 
C'I nlor promedio de .,11) = r + u cos bl p.1r.11 uno o mis 
ctdos complclos es,. (vea la figura) 

,) Use una fórmula de ángulo doble para encontrar el ulor 
promedio dcft.t) = sen: wt pan Os , s 2n 1111. con, en 
segundos. 

b) l:.n un c1rcu110 cléc-tnco con comcnlc ahenui / = '• sen 
o,t, la lasa r (en calorias,;s) a la cual se produce: calor en 
un resistor de: R ohnu cslá dada por,. = RP. LncucnlTC la 
tasa promedio a la cual se produce calor durante un ciclo 
compk10 

EJUtCIC.IOM 

/(r) 

6.5 FormulH de producto• sum.1 y de wm, • producto 4S5 

1-:jC'r, 65- 66: UsC' I• ¡rifica de/para C"ncon1rar I• nprnlt\n 
m,s srndll11 g(x) lal quC' la ttuadlin /µ) = l(x) su una lden• 
lldad. \ 'nlfiquC' Hl8 idC'nlidad. 

6S /(.r) • ~~/·; :sM!;: 1 

t:Jtr. 67- 72: Htsutlu grifiurncnlt la ttuullln 1rlgonomf-
1riu C"n C'I lnlC'n·alo lndic-ado • dos po5kioncs dedmalts. 

67 1an{!r+ l) • scn ½r. [- 2,r. 2ff] 

68 scc(lr+ 1) -cos;r + I ; [- w/ 2. w/ 2] 

n 2roc ¾x • l-§CC }x; [- 2 ..... 2ff] 

Fórmulas de produdo a 
suma y de suma 

aprodudo 

Las s1gu1entes fóm1ulas se pueden usar para cambiar la fonna de cienas exprcsio-­
ncs 1ngonomé1ncas de produc1os a sumas. Nos rcfcnmos a és1as como fó rmuhn: de 
p rodutlo a 1um• aun cuando dos de las fóm1ulas expresan un producto como unu 
diferencia. porque cualquier diferencia .r - y entre dos mimer~ re3les también es 
una suma x + (- y). Estas fórmu las se US3n con frecucncua en cálculo como ayuda 
en un proceso llamado 1111,.,groción. 

1) sen" ros ,, • ½[sen (u+ v) + sen (11 - 1•)] 

2) cos ".!ten ,, • ~[sen (11 + ,,) - sen (11 - , ·)] 

3) cos ,, cos ,, • ½[cos (11 + v) + cos (u - ,·)] 

4) sen" sen,,• Hcos (11 - v) - cos (11 + ,•)] 
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DEMOSTRACIONES Sumemos los lados izquierdo y derecho de las fórmulas de 
suma y resta para la función seno, como sigue: 

sen (11 + ,,) • sen II ros ,, + cos II sen,, 

_____ se_n~(.,_-~1•) • sen11ros,• - cosusen,, 

sen(11 + v) + sen(11 - v) • 2 sen11 ros,, 

Si d1\ 1dimos entre 2 ambos lados de la úhim.a ecuación. tendremos la fórmula l . 
La fómmla 2 se ob1ienc resra,ulo los lados izquierdo y den.--cho de las fónnufos 

de suma y res1a para la función seno. Las fórmulas 3 y 4 se desarrollan de modo 
scntcJantc. usando las fómmlas de suma y resta para la función coseno. • 

lili!J1i:II Uso de fórmulas de producto a suma 

Exprese como suma: 

a) sen 48 cos 30 b) sen 3:c sen :e 

SOLUCIÓN 

a) U11hzamos la fórmula 1 de producto a sumá con 11 • 40 y 11 • 30. 

sen49cos 39 • ,Hsen(49 + 39) + sen(49 - 39)] 

• j(scn 79 + sen 9) 

También podemos obcener esta relación usando la fórmula 2 de producto a suma. 

b) U11liz.amos la fónnula 4 de produc10 a suma con 11 - 3.t y,, - x: 

scn3t senx • ½[c..-os (3t - t) - cos (3, + x)] 

- ½(cos 2x - cos 4x) 

Podemos usar las fórmulas de producto a suma para expresar una suma o d1fe~ 
rcncia como produc10 Para obtener formas que pueden aplicarse con más facilidad. 
camb1arcmos la noUteión como sigue. Si 

11 + \' - ,, 1,- ,· - b 

entonces (11 + ,) + (,, - v) - a + b, que se i.implifica a 

u+b ,, __ 2_ 

Del mi~mo modo. como (u + ,,) - (u - ,·) - " - b. obtenemos 

" - b ··--2-

Ahora susmuimos por 11 + ,, y" - ,, en los lados derechos de las fónnulas de pro­
duelo a i.ulll3 y por,, y,, en los lados iLquie~. S1 cntoncei. mulliplicamos por 2. 
ob1cnemos las s1gu1cn1cs fórmul:as de suma a produc10. 



Fórmulas de sum.a a producto 

6.S Formulas dr producto• sum.11 y de sa-n;i • l)l'oducto 457 

"+ b t1 -b l ) sena+ scnb • 2 scn-
2
-cos-

2
-

1, + b a - b 
2) sena - sen h • 2 t."OS -

2
- sen-

2
-

3) cosa+ cosb = 2cos~cos~ 
2 2 
a+b a-b 

4) cost1- cosb • -2sen-
2
-sen-

2
-

U.ii.!Jim Uso de una fórmula de suma a producto 

Exprese sen 5:r - sen 3:r como produc10. 

SOLUCIÓN U11hzamos la f6m1ula 2 de suma a produc10 con a • Sx y b - 3.r. 

scn5x - scn3T - 2cos
5
'; lr scn

5
x; J:c 

-= 2cos4rsen, 

Uii:JiED Uso de fórmulas d4e sum.a .a producto 
p.ar.a verlfiur un.a ldentld.ad 

sen 31 + sen St 
Verifique la idcn11dad cos 

3
, _ CO<i s, • cot, 

SOLUCIÓN Primero utilizamos una fórmula de s uma a producto para el 11un1era• 
dor y una para el de11omm:1dor 

31+S1 31-St 
senl1+ sen Sr lsen-2-cos-2-

cosJr - cos5t - lsen3' + St scn3t - St 
2 2 

2 sen 4,cos (-1) 

-2 sen 4tsen(-t) 
cos (- ,) 

• -sen(-1) 

roSI 

sen, 
• roe, 

mu p.u:i ne 11\M 

bff%Q.Z# 1 Uso de un.a fórmul.a de wm.a.a producto 
pu.a resolver un.a ec:u.ación 

Encuentre las soluciones de sen Sx + sen x • O. 

SOLUCION Cambiar una suma a producto nos permite usar el teorema del factor 
cero para resol\;cr la ecuación: 

(co11tiniia) 
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sen S., + sen., = O 

2sensx;x~S.r;' • O I k 

scn3.r cos 2r • O 

sen3-' • O. CO<ii 2., • O 

Las soluciones de las últunas dos ecuaciones son 

" 3t -- mr y 2x -= 2 +,,m paratodocn1cron. 

Si di,1d1mos entre 3 y 2. rcspcct1varncnte. obtenemos 

f n f + fn para todo e1\tcro 11 

IJWLll:D Determinación de los puntos de intersección 
con el eje x de una grifica 

Una gráfica de la ecuación 1· • cos x - cos Jt - sen 2.t se muestra en la figura 
1. Encuentre los 13 pun1os de intersección con el eJe x que esti\n en el intcr.alo 
(- 2-,,, hJ. 

flC,URA1 

-3 

SOlUCION Para cnconlrar los puntos de intersección con el CJC r. procedemos 
como sigue: 

CO<iil - CO<ii.h - qon2, • 0 

(cos :e - cos 3"C) - sen 2, • O 

- 2 sen x: J., sen x ~ 3.r - sen 2, • O 

- 2 sen 21"scn(- x) - sen 2r - O 

2 sen 21"scn, - M!n 2, = O 

sen2x(2sen, - l) • O 
scn2"C = 0. 2scn, - 1 - o 
sen 2r • O. senr • ; 

La ecuación sen 2x • O tiene soluciones 2x - 1r11. o bien. d1vid1cndo entre 2 • 

. t - f n para todo cnlcro ,, 
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S1 " - O. ~ 1. ~2. ~3 y =:4. ob1encmos nue\e pun1os de intersección con el eJe x 
en [-21r. 211): 

Las soluciones de la ecuación sen x - ½ son 

5,, 6 + 2 .,,n para lodo cn1ero n 

Las cua1ro soluciones en (-2n, 2n] se obtienen s1 11 - O y 11 - -1: 

1f 571' l l 1r 71r 

ID Ejercicios 

[ ju . 1- 8: Exprtst como un• suma o dlft rt ncl•. 

1 M'n 71 stn, 2 stn( - ,b) "-"&.!o 8x 

4 ros:21 sen 61 

S 2!lol.'n58oos38 6 2 ,;en 7(Jscn ~ 

7 Jcos rscn:?r a 5 cos 4u cos 5u 

Eju. 9 - 16: [,:prtt• como producto. 

9 sen 28 + scn-18 10 sen 28 - sen 89 

11 cos5.r - roslx 12 cos 51 + ros 61 

13 Kn 31 - M:n91 14 ros 38 - cos 56 

1S ros -" + ros 2.t 16 sen 81 + sen 2J 

[ ju. 17- 24: Vuifiqur la idr1uidad. 

17 sen .i,+ sen 61 _ COI 
1 

cos 41 - cos 61 

18 : : : :: !:-tan 28 

scnu+sen1• 1 
19 ----• lan-(u + 1•) 

cosu+cosv 2 

20 ~ • -COl .!_(¡¡ + 1-) 
cmu-cosv 2 

6" 6" --¡-. -6 

senu - sen1• 1an¾(u - 1•) 
21 

~ - 1anicu+1-) 

22 ~ • -,:inJ....(u + 1•} 1an ..!._(u - 1) 
cosu+cos,· 2 2 

23 4cos \'c~2.tscn3x• scn2r+scn4.,·+scn6., 

24 cos1+c~-l1+cos71 • cot 4, 
scn 1 + §.CA 41 + sen 71 

t:ju. 25- 26: [,:prnr como i uma, 

2S (sen a.~)(cos b.r) 26 (ros uu)(cru. bu) 

t:ju. 27- 34: U!i:f' fl\rmulu df" suma • produr lo para f'ncon­
irar IH soluclontJ dr la ttuadón. 

27 scn 51 + su 31 • O 21 sen,+ sen 31 - sen 21 

29 C<»x • cos3.r 30 cos4,t-coslx • 0 

31 ros 3.l + cos 51 • ros x 32 cos lr • - cos 6., 

33 loCnil - scn5.t • 0 

34 sen S.. - senx • 2 cos 1, 
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t:ju. JS- J6: En la figura se n1urslr11 una gráfk■ de la functón 
/ p'Ara Os x s ?1r. Use una fórmul■ de suin■ • produclo par■ 
l)Udlr I Hton1ru IOJ punlos de lnlUffCti6n 0011 ti tjt x. 

3S ft.r) = cos .f + ros 3 x 16 ~-') = sen 4.f - K'II x 

:37 Rcfténsc al eJemcM> 57 de la sección 6 4 La gráfica de la 
ccuac:16n 1 = cos l r - ] cos f llene siete puntO!I alllcos pan 
o s: .T s 2w. Las e~ .T de CSIOS punlOS son soluc10-

ncs de la CCU:tC1ón sen )y - sen , = O Use uru fónnul.1 de 
SWl1lll a pnxlucto pan encontrar estas coordcn:Mhs , 

38 Consuhc el CJcrc1cio 58 de la sccclOO 6.4 Las coorocnadas 
, de los punlos cnticos en la gr.Uica de_,.= sen 4r - 4 sen 
, son soluctOnCS de cos 4., - cos , = O Use uru11 fónnula de 
swna a producto para cncon1rar c:s1as coordenadas , para O :i;. 
, s 2w 

39 V~Kll',n. Wlla c·,erdad.- vtotn El aúl1slS nl3tcnúllCO 
de Wl.l cucrd:a de ,mlm de longuud / en nbrac1ón contiene 
funciones tales q~ 

il) Use una fómmla de suma a producto para c~presar p(,t) 
corno producto 

b) Dcnmestn: que ¡,(t) poc..-de cons1dcnarsc como Ul\3 onda 
coseno con pcnodo 11rrox1mado de 2w c.i1 y amphtud 
\'anablcftr) = 2u cos i1c.i

1 
- w

1
)1. Encuentre la nWoma 

amphtud 

e) En la figura se \ e una gnlifica de la ccuoctón 

p(t) = cos 4.51 + cos 3.5, 

El c:m silencio se presenta en los puntos A y B. donde la 
amplnud vanable ,.A1) en el ,nc,so b) es cero l:ncucntrc 
las coordenadas de estos puntos y detcrnmw: con qué frc-­
cucnc,a se presenta el casi s1\cnc10 

d) Use la grifica para demostrar que la funciónp en el ,nc,so 
e) llene pt.-r1odo4,r Concluya que L, mixmta .amphtuddc 
2 ocurre cada 4w untdadcs de hempo 

Ejn. 41 - 41: Crafique/en el in,cn·■lo (- •• •l. a) t:s1imc los 
punlM de lnltrsttcl6n "º" el eje :r. b) Use f6rmulas de suma a 
produ('fO para encontrar los nlorH n1et1K de IM punlM d t 
in1nsccd6n ron el cjc .'C'. 

doode n H un ffllcro, k WU1 cons1an1e y t el tiempo. Exprese 
/como una suma de dos fu1tc1ones smuso1dalCJ 41 '1-r) = sen 4.T + sen lf 42 }1t) = cos ll' - eos 2x 

40 Prt1 i6n tn el tlmparto S1 dos diapasones se h:accn ,1bnr de 
forma simultánea con la misma fucrn1 y luego se sosucncn 
a la nusma d1stancaa del tlmp:mo, La presión en el cxtenor el 
limpano en el 11empo t cs1.6 dad., por 

~I) ::::. tlCOS6Jl + OCOSW/ 

donde u, w1 y wJ son consUintcs S1 w1 y w: son casi ,guaiks. 
se produce un lono que alterna entre 50n0ncbd y s1lcnc10 
virtual Esie fcrt6mcno se conoce como puls.lctón 

Ejtr. 43- 44: U" la griftt:a de / para cnton1rar 11 u:prHi6n 
m.6s sencilla g(x) tal que I• « uacl6nj\x) = g(.r) na una ldtn• 
tldad, Verifique t~ta ktenlldad, 

43 /(1) • c:n::: ~: :~ ~~-
eos x - cos l, + cos 11' 

44 /(x) • se:nx - .sen 2r + sen :.\: 

Funciones 
trigonométrlas inversas 

Recuerde de la sección 4 .1 que para definir la función 1mersa/ 1 de una función/. 
es esencial que/ sea biunívoca; es10 es. si a + b en el dominio de f entonces 
/{a) + j{b). La función mvcrsaf I im'it!rtl" la correspondencia dada por f. cslo cs. 

si y sólo si 

Las siguientes relaciones generales cn1rc/ y / 1 se estudiaron en la sección 4 .1. 



Relaciones entre f • y/ 

FIGUUI 

Definición de la función seno 
Inversa 

\ ,,, wbn nofdf. u,, lit 

sen l') 1 sen "" t 

lll"l(NmtJ. I , l~ll/ 5C"l 

6.6 Funck>Ms trlgOnOmetrlcu lf!ffrY~ 461 

1) _,, • / 1(x) si y sólo si x - jl,y), donde i- está en el domm10 de/ 1 y ,· está en el 
dominio de/ 

2) dom mio de/ 1 - rango de/ 

J) rango de/ 1 
- dominio de/ 

4) N 1(x)) - :r para toda x en el dom1mo de/" 1 

5) / '(Ar)) - y para toda J en el dominio de/ 

6) El punto (a. b) es1á en la g.r.\fica dc/s1 y sólo s1 el punto (b. a) es1á en la gráfica 
de/ 1• 

7) La!. gráficas de/ 1 y /son rcflCJOS una de lo 01ra a 11"3\-és de la R..-cta r - x. 

Usaremos la relación 1 para definir cada una de las funciones 1rigonomé1ricas 
mVers3S. 

La función seno no es biunl,oca. porque nUmeros diferentes. por eJemplo. 1r 6. 
S1r 6 y - 71r 6. dan el mismo ,·alor de función e½). S1 restringimos el dominio a 
(- rr/2. 1T 2]. entonces. como se ilustra en la pane gns de la curva de la gráfica de\' 
• sen x en la figura 1. obtenemos una función btunhoca (crcc1en1e) que loma 1odo 
valor de la función seno una ,c-z y sólo w1a \-CZ. U11hzamos esta mli'1'D función con 
dommio [-1r!2. 1r·'2] y rango (-1. 1) para definir lafimc:ltmse11a ,m't'rsa. 

La función seno in, trn, que se denota con sen 1, es1á definida por 

y • sen 1x s1 y sólo si t • scnJ 

El dominio de la función seno inversa es ( - 1. 1 J. y el rango es [ - tr/2. rr/2 ]. 
La no1oción r - sen I ta ,cces se lec "ves el seno ln\'Crso de t ... La ecua• 

c1ón x • :,,en _l de la definición nos pemu1c ver a y como ángulo. de modo que 
y - sen 1 .t' también se puede leer ·:- es el ángulo cuyo seno es _r" (con 
- 1rr2 :s y :s trl). 

La función seno m,ersa 1amb1én se denonuna función arcseno. y arcscn x se 
puede usar en lugar de sen I x. Si , - arcscn x. en1onees sen , • x. y I se puede 
interpretar como una /011g1111d de arco en el circulo umtario U con centro en el or1. 
gen. En iodo nuestro 1rabajo usaremos ambas no1aciones. sen · • y arcsen. 

En la s1gu1c111e tabla aparecen di\-ersos valores de la función seno in,crsa. 

E.s esencial selccc1onar el 
1
,alor de y en el rango [ - -rr!'l. 1r/2] de ~n 1• Así. 

aun cuando ser (Str,6) - 2 • el número> - S1r16 110 es el \'alor de la función 

'"' en.a sen ' 2 · 
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-1 

! Propiedades de.,. -, 

Ecuación Enunciado equh·alente Sc,luclón 

' -«.-'(½) 1 " " " sen,- - l y - -s,·s- ,· - -
2 2 6 

' -.. .-•(-+) 1 " " " sen,· - -- y -2s,,s2 y - --
2 6 

J - i,ctr
1 (J) sen,· - 1 " " " y -TS)'S2 l-"j° 

\' - arcscn (O) sen,· - o y " " -Ts_,,.s2 \' - o 

,, -a«scn(-1) V3 " " " sen,·• -- y -2s .,•s2 ,--3 2 

llemos Justificado el método~ resoh,er una ecuación de la fomta. sen (J - le 

como se esmcha en el capitulo 5. Vemos que la tecla de la calculadora ~ 

empicada para obtener 8 - sen ' /e nos da el , alor de la función seno in, crsa. 
La relación 7 para las gráficas de/ y / 1 md1ca que se puede traL.ar la gn\fica 

de y - sen I r s1 se refleJa la parte gris de la curva de la figura I a tra, és de la recta 
, - x. También podemos usar la ecuación x - sen r con la rcs1ncc1ón --rrll :S y 
:S -rr/2 para cncon1rar pun10s en la gráfica. Esto nos da la figura 2. 

La relación 4,.lif '(.-)) = x, y la rclac16n 5./ 1(.llr)) ""'_, .• que se cumple para 
cualquier función inversa¡-1

, dan las s1gu1cn1cs propiedades. 

l ) scn(scn 1.x)- scn(arcscnx)- .-si - 1 :s r:S: 1 

" " 2) sen 1 (sen r) • arcsen (sen r) •_,.si -2 s _,. s 2 

iJWii:11 Uso de In propiedades de sen ' 

Encuentre el valor exac10: 

b) ,.,.-, ( «nf) e) serr• ( sen~) 
SOLUCIÓN 

a) La forma d¡Jic,I de encontrar el valor de esta expresión es pnmcro dctcnmnar el 
ángulo sen 1 2· es de<:ir. 11',6. y luego e,aluar sen (11' 6) para obtener½, L4 forma 
/OCil es usar lo propiedad I de sen 1

: 

como -1 :s½=s l,sen(scn •½> - ½ 
b) Dado que - -rr/2 s 1r14 :s: 1r/2,podemos ui.arla propiedad 2 de sen I paraob1encr 

se.-• (sen..!.) = ..!. 
4 4 



FIGURA) 

FIGURA.411 

Definición de la función 
coseno invers.a 
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e) ¡Tenga cuidado! Como 21r/3 no está enire - -rr/2 y rr/2, no podemos usar la pro-­
piedad 2 de sen 1• En cambio. pnmcro se e,alúa la expresión mlcnor. sen (211tJ). y 
luego se usa la definición de sen 1

• como sigue; 

( 2,,) (V3) " serr
1 

scn3 • sclf""
1 T • 3 

UlWiiiil Cómoencontrarunvalordesen 1 

Encuentre el valor exacto de\ s1 ,, - !!Cn-• (1an ~) 

SOLUCION Primero evaluamos la expresión interior. tan(31" 4). y luego obtene­
mos el seno m,.crso de ese nllmcro· 

En ocras palabras. tenemos "l'CS el ángulo cuyo seno es - t ". Puede scrú11I rccor• 
dar los valores de arcscno al asociarlos con los ángulos correspondientes a fa parte 
color naranja del circulo umtario que se \e en la figura 3. En la figura observamos 
que - 1"/2 es el ángulo cuyo seno es - 1 • Se deduce que 1· - - 1"/2 y, por lo ianto, 

Las otras funciones trigonométncas también se pueden usar para introducir fun­
c10ncs trigonométricas in,crsas El proccdim1en10 consiste pnmcro en determinar 
un subconJumo comcmente del dormmo paro obtener una función b1unhoca S1 el 
dominio de la función coseno está rcstrmg1do al in1enalo (O. 1"), com<> se ilustra 
en la parte gris de la gráfica de y - cos x en la figura 4. ob1cnc-mos una función 
b1uní\·oca (dccrec1cntc) que toma todo valor de In función coseno una vez y sólo 
una ,..e:z. Entonces. usamos esta 1111~'0 función con domm10 [O. TT] y rango (-1. 1] 
p3ra definir lafimólm coseno im·ersa. 

La función coseno ln,·t rsa, que se denota con cos 1• está dcfinub por 

y•cos 1 xsiysólos1r-cOSJ 

p.'lra-J s xS:lyO s rsTT 

El domm10 de la función coseno inversa ~ [ - l. 1] y el rJngo es [O. -rr J. No1c 
que el rango de cos 1 ,,o~ el mismo que el rango de sen I pero sus dominios son 
iguales. 

La no1ación )' - cos I x se puede leer .. ) es el coseno m,crso de x" o .. l ' es el 
ángulo cuyo coseno es :e·· (con O s .l' s: 11). 

Ln función coseno m,crsa también se llama función arccoscno y In notación 
arccos x se usa md1slmtamente con cos I r. 

Di\cl"SOS \alorcs de la función coseno in,ersa ap3rccen en la s1gu1cntc 1abla. 
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►► ¡At<nci6n ~ 

PropledadH de cos-• 

Es es,mc,ol sclccc1onar el valor,. en el rango {O. 1t) de cos '. 

a,::cwtt,..sn Enundado rquh aknlt- SolPción 

,, - cos-•( T) 1 
O:SY:S'ff' " COS\ - - y ,· - 3 

2 

, =cos-•(-+) 1 o :S y :S 1t 
2,, 

COS) = -2 y \'=-
3 

_\' - e~-• u) cos, - 1 y 0 :S _Y :S 1f \' - o 

_Y • nrcros (0) t'O'I\ - o y O :S \' :S fl' " ,· - -
2 

,-=ro•(-';'3) \13 o :S y s 71' 
5.-

cm,,· - -- y ,·-6 
2 

Podemos trazar la gráfica de _,. - cos-1 r al reflejar la pane gris de la curva de 
la figura 4 a 1ra,és de 13 recta y • x. lo cual da el 1ra1.o de 13 figura 5. También 
podriamos usar la ecuación x - cos , .. con O s y :S n-. para encontrar pun1os en la 
gráfica. Como lo md1c:i la gr:ifica. /05 ,•alof'l's ,le la fime,ó" cose,to m1•,,rso mmca 

so,r n,,:c,tffo.f. 
Al igual que en el CJCmplo 2 y la figura 3 para arcscno. puede ser útil asociar 

los ,alores arccoscno con los ángulos correspondientes al arco color naranJa de la 
figura 6. 

flGUIIA flGUH, 

/ () pan, 7f 

_, 

Usando las relaciones 4 y 5 paro las funciones mwrsas generales/y f 1. pode­
mos ob1cner las siguientes propiedades. 

l) cos (cos ·• x) - cos (arccos.r) - x si - 1 ::s x :s; 1 

2) cos • (cosy) - arccos (COS)') - _ni O .sy s 1r 
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o 

Definición de la función 
tangente inversa 
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Qjj4JJl•li Usoddaspropledadesdecos 1 

Encucnlre el valor exacto· 

a) cos [cos-• (-0.5)) b) cos-• (ros 3.14) e) cos-• [ sen(-f)] 
SOLUCIÓN Para los mcisos a) y bl se pueden usar las propiedades t y 2 de cos 1

• 

respcc11vamcn1c. 

a) Dadoque - 1 s - 0.S s l.cos{cos 1( - 0.5)) - -0.5, 

b) D:uloque0 s 3.14 S 11.cos 1 (cos3.14) • 3.14. 

e) Primero obtenemos sen {-1r 6) y luego u11 luamos la definición de cos-1
• como 

sigue: 

QiJtl!li•i I OetermlnKl6n del valor de una función trigonomftrlca 

Encucn1re el \.3lor ex:ic10 de sen {arccos (- {)]. 

SOLUCIÓN Sea 9 • arccos( - 4): entonces, usando la defi111c1ón de la función 
coseno 1mersa. 1enemos 

cose --j' o s os .,, 

En consecuencia. 9 está en el segundo cuadrante, como se ilustra en la figura 7. 
S1 sclccc1onamos el pun10 P en el lado 1crmmal con coordenada x de - 2. la hipo­
lcnusa del triángulo de la figura debe lcner longitud J. porque cos O • -½, Por 
cons1guicn1e, por el teorema de P11.igoras. la coordenada,, de Pes 

'1/3' - 2' - v'9=°4 - V5 
y. por lo tan10. 

Si rcstnng1mos el domm10 de la función tangcn1c de 13 rama definida. en el 
intervalo abicr10 ( - 11'2. 11 2). ob1encmos una función baunlvoca (crec1cn1c) (,ca 
la figura 3 en III sección 6.2). Se usa esta nuc,a función para definir lafimciá11 
umgt•nre mn•rsa. 

La runción langrnle in,·usa. o función arclangenle, dcnoiada por tan I o arctan. 
se define por 

r - 1an 1 .t' - arc1an.t's1ysólos1x - 1an \ 

para cualquicrnllmero rcalx y para - j < r < j . 

El domuuo de la función arctao 1..-s R. y el rango es el mtcrvalo ab1er10 ( - 7t 2, 
,,12). 
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Propiedades de t an - • 

t!GURA.9 

Podemos obtener la gráfica de r - um I x en la figura 8 trazando la gráfica de 
-r - lan _,. p:ira - -rr/2 < _,. < 1r 2. Obs4!nc que las dos asíntotas ,-er11ca/es, 

-r - :!:1r 2, de la función umgcn1c corresponden a las dos asfn101as lrori=o111t1/c<;. 
) - :t.,,-12, de la función arc1angen1e. 

Al igual que con sen· 1 y cos •. 1cncmos las siguientes propiedades p:ira 1an ·1• 

l) um (tan I x} - tan (are1anx) - .t para 1oda .t 

2) t:m- 1 (Um 1•) - :ucum (tan,•) - 1· si -j < _,. < Í 

UWlliU Usodelnpropiedadndetan 1 

Encuemre el valor exacto· 

a) tan (tan-• 1000) e) aman (tan .,,-) 

SOLUCION 

a) Por la propiedad I de tan 1
• 

1an (Um 1 1000) - 1000 

b) Dado que - 11 ·2 < 11 ~ < 1r"2. tenemos. por la propiedad 2 de tan '. 

e) Dado que 1r > .,,. 2. no podemos usar la segunda propiedad de tan 1
• En1onccs. 

pnmcro obtenemos tan rr y luego C\'aluamos. como sigue: 

aremn (tan 1r) - arelan O - O 

UlWi!. ii Obtención del valor de una fundón trlgonomftrica 

Encuentre el \'alor exacto de scc (aretan f > 

, 2 
SOLUCIÓN Siy - arelan}· t.'t1tonces 1any - }· Deseamos cncontrarsccy. Como 
- 1r2 < arctanx < Tr/2 para todaxy tan,.> O, deducimos que O < y < .,,.-2. Asl. 
podemos considerar que y es la medida en r3d1ancs de un ángulo de un triángulo 
rectángulo tal que 1an y - -½, como se ilustra en 13 figura 9. Por el 1corcm.1 de Pitá­

goras. la hipo1cnusa es '\/32 + 2z - \/Íl, Con respecto al triángulo. obtenemos 

• 
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FIGURA 11 
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IJIISMJl•Q Cómo encontrar el valor de una función trlgonom~trlca 

Encuentre el \ alor exacto de sen (arelan f - arccos f > 

SOLUCIÓN S1 

11 - arctan½ y 

cn1onecs tan11 -½ 

' ,, - arccos5 

COSl1 -¾ 
Deseamos encontrar sen (11 - ,} Como II y,. cst:ín en el mlcl"\alo (0. 1r/2). pode· 
mos considerar que son medidas en radianes de ángulos agudos positi\OS y podemos 
remíttmos a los triangulo) rectángulos de la figura I O. ~to d.1 

1 2 3 4 
M!nll • vs• COSII • vs• SCnl' • -

5 
cm,•- -

5 

Por la fórmula de resta para el seno. 

sen (11 - ,) - sen11 cos ,. - cos" scm• 
1 4 2 3 

- vss - V5 s 
-2 -2vs 

- sv'5 · º --is 

U:wtil:ill Cambio de una expresión que contenga .n•n I s­
por una expresión algebraica 

S1 - 1 :S x :S 1, reescriba cos (Sc..--n • ,r) como una expresión algebraica en x . 

SOLU ION Sea 

y • scn 1 :c o. lo que es cquivalcn1c, sen,, - :e 

Deseamos expresarcosyen tém11nos dcx. Como - -,,/2 :Sy ::s .,, 2. deducimos que 
cos r ~ O y. por lo tanto (de sen! .1 + cosl y - 1) 

COS} • \/1 - scn:y • ~ 
En con.secuencia, cos (i.crf"1 t) • ~ 

La última identidad también es geométricamente cv1dcn1c si O < x < 1 En este 
ca.so. O < , < rr/2 y podemos considerar a J' como 13 medida en radianes de un 
ángulo de un triángulo re("\fángulo tal que sen J - t. como se ilustra en la figura 
11. (El lado de longitud l - _.: se encuentra por el teorema de r1tágoras.) Al 
consuhar el triángulo. tenemos 

vi=-;; 
Cffi(SCrf"

1 f)-cos_, - --
1
- - ví="? ■ 

La mayoria de las ecuaciones trigonomé1ncas consideradas en la sección 6.2 
1enian soluciones que eran mültiplos racionales de '"· por eJemplo. 1r 3. J1r 4. 1r. 

y así succsi,amcntc. Si las soluciones de las ceuac1oncs trigonomé1ricas no son 
de ese 1ipo, a ,eccs se pueden usar runciones m\Crsa.\ para expresarla~ en forma 
cxac1a. como se 1lus1ra en el sigmen1e CJcmplo. 
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FIGURA 12 

•> 

b) 

FIGURA 13 

[O, 2•Jpo,[- 3. 8] 

UmLIWWW Uso de funciones trigonom~trlcas Inversas 
pua resolver una ecuación 

Encuen1rc las soluciones de S sen? , + 3 sen, - 1 - O en [O. 211). 

SOLUCIÓN La ecuación puede considerarse como cuadrática con sen,. 
S1 aplicamos la fómmla cuadt311ca, oblenemos 

- 3 :t v'J' - 4(5)(- 1¡ - 3 :t v'29 
sen, - ----~~~ - ---

2(5) 10 

S1 utilizamos la definición de la función seno imerso, obtenemos las siguientes 
soluciones: 

,, - seo-' ;\¡(- 3 + v'29) - 0.2408 

,, = sen-' ;\¡(- 3 - \!29) - - 0.9946 

Como el rango de arcscn es [-v/2, v/2). sabemos que /
1 

está en [O. v /2) y 'z 
está en [- ,r/2, O]. Usando ,

1 
como ángulo de referencia. también tenemos 1r - 1

1 

como solución en el segundo cuadrante, como se muestra en la figura 12a). Pode­
mos sumar 211" a , • para obtener una solución en el cuarto cuadrante. conM> se , ·e en 
la figura 12b). L3-solución en el tercer cuadrante es 1r - 11• no 11" + '~·porque 11 es 
negativa. 

Por lo 1anto. con,, y,! conM> se definieron previamente, las cuatro soluciones 
exactas son 

y las cua1ro soluciones aproximadai son 

0.2408. 2.9008, 4. 1361 y 5.2886. 

$1 sólo se piden soluciones aproximadas, podemos usar una calcul:1-
dora g.r3ficadora para encontrar los puntos de intersección con el CJe x de 
Y

1 
- 5 scn2 x + 3scnx - l . Si graficamosY

1 
como se ,een la ligura 13 y usamos 

una función de raiL. obtenemos las mismas cuatro soluciones aproximadas que se 
presentaron antes. 

El siguten1e eJcmplo ilustra una de muchas 1den11dades que son \.erdadcras para 
funciones tngonométricas m\.crsas. 

UH/ U!•IIII Verificación de una Identidad que contenga 
funciones trigonom~tricas inversas 

Verifique la identidad sen I r + cos -1 x • 11" ·1 para - 1 s x s 1. 

SOLUCIÓN Sean 

o - scn ·1 .ryfJ - cos 1 .r 

Deseamos demostrar que o + ~ - rr/2. De las dcfüuc1ones de sen· 1 y cos -1
, 

seno - xpam - }sn s J 
cos{J - xparaO s /J s 11" 
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S1 sumamos las dos dcs1guoldadcs de 13 derecha. \Cmos que 

_ _!!,:Sa+/1:S~ 
2 2 

Note también que 

cosa• '\/1 - sc"a • ~ 

scnp • VI - cos'p • VI - .r 
Si U)amos la fórmula de suma pan seno. obcenemoi¡ 

sen(a + /J) - sena cos fJ + cos a scn{J 
•x·x +y¡-:-;iv"i""=-? 
• ,' + (1 - ,') • 1 

Como a + 13 cs1á en el intervalo [ - 11''2, }JT/2). la ecuación sen (a + /J) - 1 tiene 
sólo una solución. a + 13 - rr/2. que es lo que se dcse3b:1 demostrar. 

Podemos nucrpretar gcométric:;uncntc la 1dcn11dad si O < x < l. Si cre.1mos un 
uiángulo rectángulo con un lado de long11ud x e hipotenusa de long11ud 1. corno 
se ilustro en la figura 14. cn1onces el 6.ngu lo f3 en Bes un ángulo cuyo coseno esx; 
esto cs. fJ - cos I x. Del mismo modo. el 6.ngulo a en A es un ángulo cuyo sen es 
.r: esto es. o • sen I x. Como los ángulos agudos de un mángulo rectángulo son 
complcmentanos,a + /3 • 1!'12, o bien. lo que es cqul\alcnte, 

Cada una de los restantes funciones 1rigonomé1ricas in..,crsas se define de la 
misma forma que las tres pnmcras. es decir, se sclecc1ona un donmuo Den el que 
la función lrigonométrica correspondienlc seo b1unh•oca y luego se usa la técmea 
hab11uol (donde r está en D): 

l ' - COI I .'C SI y sólo si \' - COI _l ' 

y- sec-• \'SI y sólos, \' - secJ 

_l ' - ese I xsi y sólosix - CSCJ 

La función SL'C I se uS:1 en cálculo, pero cot I y ese I raras , eccs se usan. Debido a 
i,;u limuado uso en aplicaciones. no consideramos CJcmplos o ejercicios relativos 
a cs1as funciones. y sólo resun11rcmos los dom1mos. rangos y gráficas comunes en 
la tabla de la p3gma 470. Un resumen s1m1lor de las seis funciones tngonomCtricas 
y sus imcrsos aparece en el Apéndice 111 

Con frecuencia es dificil vcnficar uno identidad que con11cnc funciones trigo­
nométricas m,ersas. como se vio en el CJcmplo 10. Una calculadora graficadora 
puede ser muy úul para dctemunar s1 una ecuación que contiene funciones tngo­
nométricas 1n\etsas es una 1den11dod y. si no lo es. para encontrar las soluciones de 
la ecuación. El siguiente eJemplo ilustra cs1c proceso 
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FIGURA15 
(-1. 1.0.l]po<[-w/2. w/2.02] 

UH*l/.41•111 Investigación de una ecuación 

Sabernos que tan x - (sen :c)·cos x es una 1dent1dad. Octem11ne si la ecuación 

arcsen .r 
araanx--­

arccos :e 

es una identidad: si no lo es. aproxime los \'a lores de x para los cuales la ecuación es 
"erdadera, es decir. resuelva la ecuación. 

SOLUCIÓN Para comenzar. hacemos las asignaciones 

Y
1

- tan 1 x Y
1 

- sen 1 :r cos ·•:r 

Como el dominio de sen I y cos I es (-J. 1] y el rango de tan I es (- -rr/2. -rr/2). 
seleccionamos el visor rectangular que se muestra en la figura 15. 

Como las gráficas que representan a Y 
I 

y Y J no son iguales. S:1bemos que la 
ec11aci6n dada no es 11na uk,rtidad. pero debido a que las gráficas se intcrsccan dos 
"eccs. sabemos que 13 ecuación tiene dos soluciones. Parece que:r ""' O es una solu­
ción, y una rápida venficación de la ecuación dada comprueba que esto es cieno. 
Para calcular el punto de intersecció n en el primer cuadrante, usamos una función 
de m1ersccc1ón para detcnninar que el punto llene las coordenadas aproximadas 
(0.450. 0.423). Por lo ianto. 

X - 0 :r ,. 0,450 

son los valores de :r para los cuales la ecuación dada es, crdadera. 

Resumen de fund onesde roc - 1, Stt- 1 y C':S(- 1 

Funri6n 

Dominio A 

Rango (O. w) 

Gráfica 

y= <"SC- 1 X 

- 1 

,_----_----+--·' +-+~~ _.-/ 

lxl"' i 

-1 1 f ------- - 1f 



m Ejercicios 

Eju. 1- 22: En r ul'nltt rl nloru.■rto d r la upraión drmprr 
qur Hli drn.tldo. 

(b) cos-• H) 

e) ia,-, (-v:i) 

e) i.an-1 (-1) 

3 a) arc~n~ 
2 

b) ""™~ 
2 

e) arctan73 

4 a) aroen O b) a=o,(-1) e) llf\'.'tan O 

5 a) l>Crf'lf b) ros-• f e) 1:in-1 1 

b) arcco:sf 

e) tan (arctan l.t) 

b) co,[ro,-• H)] 

e) tan (1an- 1 ( - 9)] 

6.6 Funclone'S tt1gonometr1cas lnver~ 471 

10 a) •=+•(-f )] b) arccos (ros O) 

e) ate1an (1anf) 
11 a) ~n(scn7) b) ,=s ( ros 7) 

e) arc1an (,an7i) 

12 a) scir1 (scn!f) ( 4ff) b} '-ffl-1 cos3 

e) tan-• (1an2f) 

13 a) sco[cos-• (-l)] b) cos (tan-1 1) 

e) tan[~n-• (-1)] 

14 a) sco(,,.-, \/:i) b) cos (~n-• 1) 

e) ta.n (cru:-1 O) 

15 a)cot(~rr1 j) b) -«[1a,-• (-¡¡j 

e) = [,os-• (-l)] 

16 a) ro<[scor ' (-¾)] b) s« (tan-1 ¾) 

e) ese {cos-1 {) 

b} cos [arctan (-¾) - arcscnj] 

e) tan (arc1in j + arcros M 
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19 a) scn[ 2 ,reco, (-ll)) b) 00< (2 ,c,r•H) 

b) cos (2 arccosñ) 

e) t:an[2are~n ( - H)) 

b) ros(½ sclf" ' H) 

) ) C0S (½ :ut'COS x) 

Ejer. JS-36: Complt ft IM t nund1dM. 

3S a) Cuando x - -1•,scrr' .r-_ 

b) Cuando .r - 1- .co~- •.r-_ 

e) Cuando .r- :,e, lan-• .--_ 

36 a) Cuando .r- 1-.scrr1 1-_ 

b) Cuando .1.- -lº,cM- 1 .r ....... _ 

43 y - f- cos- 1.r 

4S v- 2 +wt-• r 

49 y - sen {arccos .r) 

40 J' • Klf"1 (.r - 2) + f 

46 " • 1an-1 2.r 

SO J' • ~n(scn-1 .r) 

Ejer. 51-54: La tcu1d6n dad1 lltnt la forma J' = ftx). 
Ejer. 23-34: tJicr iba la u.-prr i i6n como un a riprni6n al¡t~ a) Encut ntrt t i dominio de/. b) t:ncutnlr,r ti rango dC' /. 
braka con x para x > O. e ) DHptjeo x r:n ll rminm d eo J'· 

24 tan (an:co,; r) 

( v:;r--=o) 2S ~ um-1_ · ,-

30 COI (2 1:in-1 .r) 

32 COS (2 Klf"1 r) 

51 y • J scir' ta - 3) 52 y • 3 un-• (2.r + J) 

53 ,, • 4 oos-1 {.r S4 ,. • 2 seir' (1.r - 4) 

Ejtr. 55-58: RtsuC'l\'111 tcu1cl6n dtsptjando .r tn 1frmlno1 d t 
J' si r n i , rH lrlnglda al lnlC'rnlo dado. 

SS y• -3 - scn.r. [-f.f] 
56 y • 2+3sen.r. [-f.f] 
S7 ,•• 15-2cosx: (0.1r] 

S8 y • 6 - 3 cos x: [O, ,r] 



t:ju . .59-60: Rnurh-1 11 tcuación dnpc-jando .Ytn lérminos dr 
psi O <.I' < "Sr) O <y<TJ. 

sen.r sen, 
59 3 - 4 

• 7 
60 ;;; - ~ 

F.jrr. 61•72: Usr funclonH trlgonométricu in,·rnu para 
tnt'onlrar las soludonrs dr la ttuad6n qur nUm r n rl lnlrr­
,alo dado y apro,:lmr IH soludonrs • t'u.11ro posklont-s dtd· 
rnaln. 

62 scn:, -scnt-1 • 0; 

63 21.an;t+9w.nt+3-0: 

64 3 selY, + 7 1Cn1 + 3 • O: 

[O. lw) 

[O, 2w) 

(-f.f) 

[-f.f] 
65 1.5 cos• x - 14 cos1 r + 3 • O; [O, 1r] 

66 3 1111n• 8 - 19 lan! 8 + 2 • O: (-f. f) 

67 6scn'8+ 18~d8-.S~n8- l.S• O: (-f.f) 

68 6 sen 2i - 8 cos, + 9 sen, - 6 • O. (-f .f) 

69 (ros .r)(l5 cos , + 4) • 3; [O, 211') 

70 6scrix•scn, +2. [O. 2w) 

[O, 2w) 

n scn211'--l.5cosr: [O, 2#) 
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t:jrr. 7J.74: SI un trr rrmoto titnr un des;plaumic:nlo borlzon• 
lal 10111 dr S mrlros a k, largo dt , u linu dt falla, r l mo, i­
nü,1110 horizontal M dr un punto rn 11 supc-rntlr dr 11 Tlrrra 
a ,I kllórntlros dr la llnu dt' falla sr put"dr cakular u,ando la 
fórn1ula 

dondr D n 11 profundidad (en kil6n1tlros) bajo la suprrndr 
dt'I punto íoeal del trrr;.-111010. 

73 Moviff'Wnto dfo un lPrremoto P111r:1 el tcrrcn)()(o de San 
francisco t'n 1906, S ÍUt' de 4 mt'lros y D de 3 . .5 kilomctros 
Apcox1mc M para los , a lores cxpr«ado$ de D 

a) 1 k1l6mciro 

e) 10 kilómetros 

b) 4 k,lómctros 

74 Mnvimi ntode-W1t1 ,,..,,.,.1to Calcule la profunchdad Odcl 
punto focal de un 1cmn)()CO con S = J m s1 un pun10 en b 
suprrfic1c de: la Tierra. a S l1l6mc1ros de la linea de falla. se 
ftlO\ciÓ horilonlalmcntc O 6 mt'lros 

75 Tirodo un -tfllU Ungolfi.st1,,caurndocnun/ou·,n11 recto 
de 30 yardas de ancho, golpea una bola Wl7.indol.1 a 280 yar­
das Apro•ume d ~ngulo más grande que el 11ro puede tener 
desde el centro del /mnrnl s1 la pelota debe permanecer en 
clfa11"110J t,ca la Ílguna) 

[J(RCICI075 

\ I 
\ I 
\ I 
\ I 
\ I 

" \I 

76 ú '1-< •n d, un puntal d,, m~a Una pieza de madera 
de 14 p1t's s.c colocará como pw11al. como se mucs1ra en la 
figura. Suporucndo qUt' toda la p1cz:i es de 2 por 4 pulgad.n. 
encuentre a y fJ 

(JERCICIO 76 

~ : 4 pulgadas 

------12p1cs,----~.., 
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n ' a .oto cM, un v,el~n Como se obscn.11 en la figura. 
un ,clero está siguiendo un rumbo/ en linc.& rocta (Supong.a 
que la onlb es paralela a la linea none.-sur.) La dJSW1c1a más 
corta desde un.1 estación de qu,mu:nto Tal rumbo es de d 
nulliu. A mcdJ<ia que el ,clero na,cg.a. la es1ación de scgu1-
m1cmo registra su d1s1ancm Je desde T y su d1rttción 8 oon 
rcspccao a T El ángulo o especifica la dirección del ,clero 

a) Exprese o en términos de d, k y 8 

b) Estunc: o al ¡:.rado !Ns cercano H d = 50 m1llás., Je = 
210 m1lh1s y 8 = 53 4°. 

EJEltCTCK) 77 

78 ca ul die ansu1 "• v1 ib- ldM Una cn11ca de arte cu)'o 
nn,·cl , 1su.1I es de 6 pies sobre el p1.>o "e una p1n1ur:a de 
10 pu:s de aho que: está montad:t a 4 pies sobtt el pi.so. como 
se muestra l'll b figura 

a) S1 la crioca de arte está de pie a :r pies de la pared. 
c,p~ el ,naulo de , 1.s1b1hdad 8 en 1érmmos de x 

b) Use b fóm1uladc.sum.1 pam lllllb'CfllC p.vademostrarquc 

8 • 1an-1 
--( 

,o, ) 
, 1 - 16 

t:Ju. 79- 84: \'rrlllqur la ld,ntldad, 

79 scrf"1 x • 1an-1 ñ 
10 llrt'COS.I + att'COS ~ • f.0 :lo,· ~ 1 

11 an:scn(-x) • -an:scn.\' 

12 arcc()!;(-t)• 1r- arccosI 

83 arctanx + arccan7 • f.x > O 

S4 2 cos·1 .1· • cos·1 (2.t: - 1). Os .t s 1 

t:jC"r. 85-86: GrafiquC"/) dnumlnC" 1U dominio y rango. 

115 /V:)• 2 scrr' ,, - 1) + CM-1 1-' 

86 /(,x) • f 1:ui-1 (1 - 2x) + 3 1an-1 ~ 

Eju. 87- 88: UH una gr, flca par• Nlhn■r las soluC"lonn dt' 
la ttua('i()n. 

89 Oiwñia di.- un colect.ol' .>lar Al d1Sdar un colector para 
energía solar, una con1mkr.1e1ón 1mportuntc c:s la canlld:ad 
de hu. solar que se trarunutc a tr;l\és del v1dno al agua que 
h.lbr.í de calcnunc S1 el án¡ulo de mc1dcnc11 9 de los nayos 
solare$ se mide desde una linea pcrpcndicular a la 11upc,-fte1e 
del, idr10, cn1oocc.s la fracc.ón/(9) de luz solar que rcflcJa el 
v1dno se puede cak-ular con 

f((J) • ..!_( sen: o+ 1&11: º) 
2 sen· /J tan· /J 

donde 

(,en8) a - 9-y, fJ • fl+ y y y -.sen-• 1.52 

Gnafiquc/para O < 8 < 1rf2. y calcule 9 cuando.,18) = 0.2 

90 Di IO drt JR COI !CtOf S04 ar La altura del sol es el 4ngulo d, 
que los nl)O.S sola.res forman con el hor1zon1c en un !lempo 
y luga.r dados ls 1mpor1an1c dctcmunar p para melmu un 
colcc-tOf solar y obccncr la mbm\3 cfic1cnc1a El 21 de Junio 
• un:i. la111ud de Sl.7'N. la :i.llura del Sol .se puede aproxmw 
con la fórmula 

donde JI es d ángulo horario, ron//= -1r'2 a las 6:00 A.M_, 
JI= O al mcd1odl.ty // = 11'"2 a lu 6 00,.\1. 

a) De la fonnub1 dcspcJe O y gnafiquc la ccu.món rcsul• 
tantcpana - 11'2 :S // :S n2 

b) Calcule las horas en que 4, = 4S 



Ejtr. 91-94: 1\tuchH nkul■doru lltnl'D p1nllllH qui' Ion 
m, i anchH qur altas. La razón aproximada rnrn la altura) 
el ancho e-1 comúnmrntr dr l:J. Su la 1l1ur1 f'l'■I dr la pan-
11lla de una nkulador1 a lo l1r¡:o dr l r jr )' dr 2 unid1dn. r l 
ancho rtal dr la panl1lla I lo largo dd rjr x n dr J unktadn) 
Xwl = YKI = l. Como la f'l'ClaJ• ::-: x drbr pasar por r l punto 
(l. 1). la prndirnlr real'" • dr n la rttla H la pantalla dr la 
ull'uladoni r,1, dada por 

distan da real r nlrr lat marcH de dh'i.lión r n el rje J' 
., -

" dls1and1 real en1re las marcH dr di \'lsión t n el tje x 

CAPiTUL06 E)ffl:klosdrrep,aso 475 

Usando u 11 Jnform1clón. grafiqur J' = x ra rl ,bor rttl1ngu­
lar dado y prtdlga r l h ¡:ulo rul 8 qur la gr,nu forma co11 ti 
tjtx en la pa111all1. 

91 (O. 3) por (O. 2) 92 (O. 6( por (0. 2( 

93 (O. J) por (O. 4) 94 (0.2) por (O. 2) 

idlmm•j EJERCICIOS DE REPASO 

Ejtr. 1-22: Vt.rifiqur la idtntidad. 

l (cOl!.z+ 1)(1-cos: r) - 1 

2 cos6+1i"oCntHan6 - ,;cc6 

3 ~<-=_'_9_-_•~)_ro_,_e - sene 
1an 8scn8 + ros 8 

4 (tanx + co1.-f - scc: rcsc!.t 

S 
1 

+lw:n,-(scc,-1an t)!iec:t 

6 
~n(n - /J) _ tan a - tan /J 
cos(o +/J) 1 -tan o wi{J 

2 roe u 
1 1an2u ---­

csc~ 11 - 2 
• 1 1 + scc \' 

& 1.u·----
2 2sec1 

10 -"'-"'-'+_se_•_• - -•---"'-"-" -"'-" '­
csc 11 + cs.c 1 - 1 +C!iCUCSCI 

ros, ~ n y 
12 ---+--- aa- ~y+s.tn 1 l - 1any 1 -cocy 

1] CM (-1) • \ + k'OI 

s«- (-t) + tan (-t) 

14 
cot (-1) + e~ (-t) . _ ,_ 

~n(-1) 1 - cos, 

15 ~ • '1~~, 

16 
~ Iros ,1 v~--9- 1 + li"oCn6 

1• ( 3•) 111n .i - 1 
t.111 .t+ - - --4 1 + t;in t 

19 ~ sen 4/J- sen{Jcos' {J- ros /J sen1/J 

20 tan~9 • csc tJ -('Olf 

22 arctan ,. - ..!..an:un~. - 1 < x < 1 
2 1 - t 

Ejtr. 23-40: Eo<"UC'Dltt la,¡ soludonH dt la ttuaci6n qut Hl,n 
t n el in1trn11lo (O, 2'1'). 

23 2 cos1 e - cos e - O 

24 2cosa+tana-scc n 

2S scn8 - tan6 

27 2 CO!i1 , + ro,¡~, - 2 cos, - 1 • O 

29 k!ñ/J+2cos: {J • I 

30 cosLl· +3cos.x + 2 • 0 

31 2 sccu s,cnu + 2 - 4 senu + sccu 

32 1.10 lr cos 2.r - sen 2x 

13 2cos1tcosl, • l -2s.cn1x\Cnb 



4 76 CAPITULO 6 1 TRIGONOMETRIA ANALÍTICA 

34 sen,· ros l t + ros t',;en 21' • O 63 111\.'t~ v5 64 arccos (,an~) 
35 cos ,n+Kn,rf • O 36 i.en 2ar • scnu 65 arestn ( stn~) 66 ros•l ( C0S ~) 

67 ... [,=-(-1)] 68 tan (tan•l 2) 

69 e~-• (,an f) 70 SC::C (2 ta.n•1 t } 

Ejl'r, 41_.,_ t:ncurnlrT t i n lor r ucto 
71 l>4!C(scrr•j) 72 ros-1 (sen O) 

73 ros (sc11"1 H - scrr1 A) 74 l'.'Oi (2 SCII"' ¡} 

4J sen 19s• 75 ,;en (2 tan·1 7) 76 lan G scn-1 n 
Ejrr. 4S-58: SI 6) ♦ 10n hgulo1 agud~ taln qut ot 6 • YJ 
) t M ♦ • 8/17. r nt-ut n ln'tl , ■lor rutfo. Ejc-r. 77-80: T raer lagrilka ck la K UIK"ión. 

45 scn(8+ ♦) 46 c<W(8+ ♦) 

47 tan(♦ + 6) 41 1an (8 - ♦) 

49 M":n(♦ - 8) SO scn (8 - ♦) 

Sl cos (♦ - 8) 52 cos (8 - ♦) 

53 sen 29 S4 cos 2♦ 

55 tan 28 S6 scnf8 

57 tan ½8 sa cosl• 

S9 E:ii:pn-sc como un;i suma o d1ícrcneia: 
a) ~n7ts.rn4t b) cos¾uros{-~u) 

e) 6to'i StM:n h d) 4 .sen 16cos 76 

60 & pres.:: como un producto: 
a) Kn Su+ 5en 2u b) cos 38 - cos 88 

e) sen}, - sen~, d) 3 cos 21 + 3 ros 6.r 

Ejer. 61-76: Encuentre r:I ,·alor Hllno de la n:p~ión 
!iÍrmpi-c 11ue cslé d r finido. 

61 ,o,-• (4) 62 ,~ .. -(-~) 

n , - cos· • li 78 , - 4 sen· • . .-

81 b:presc cos (a + P + y) en 1émunos de 1111 funciones tngo­
nométncas de o . P y y 

82 F1 !-f'UI di un pl-t- Cuaodo una persona camina. la magn11ud 
Fdc La fuera , ·crt1cal dcun pie sobre chudo(H•a la tigun) 
puede dcscnb1rsc con 

F • A(oos bt - a ros 3bt). 

dondctcscl t1cmpocnscgundos. A > O.b > O y O< a < l . 

EJHOCIOl2 

a} Dcmucstn:qucF-=Ocwndot-= n(2b)yt-='IT(2h) 
(l-.1 tiempo, = - ,r(2b) corresponde al mon\Cnto 
cuaodo el pie toa el suelo y el otro pie soporta el peso 
del cuerpo.) 

b) La fucrZ3 máxinu ocurre cuando 

lo sen lb, = sen /lt. 

S1 a= J. encuentre lassoluc1onc, de e~1I c:-cuactón para 
el mtcrulo -1J 21,) < t < 11'(2h) 

e) S1 u = t. l''lprl'SC la má:oma fuera en 1ém11nos de A 



13 f.n la figura se mucs1ra un.a grifica de la C('WIC'lón 

1· = sen t - ½sen 2., + {scn3.t 

tu coordctud3s .t de los punlot criucos son soluciones de la 
ecuación ros t - cos lr + ros Jt = O Use W13 íórmul111 de 
suma • producco p:11'11 encontrar cs1as roordcnad3s r 

(JE CICIOll 1t~ 

~ 
&4 D1frr~n<i iciM v1 ti El OJO humano puede d1stmgu1rcntn: 

dos pun1os d1stante1 P y Q ,,empre que el ingulo de rcsolu• 
ción 6 no sea demas1300 pequmo Supong:1 que P y Q ~3n 1 

r uni<bdc,, de d1s1anc,a entre d y ad umdacb del OJO, como 
se 1lus1ra en la figura 

.a) bpn:sc r en té mu nos de d y 8 

b) Pan una persona con 1,1sión normal. el ingulo minuno 
de resolución d1sungu1blc es de unos O 0005 001:anes 
S1 un bollgrafo de 6 pulgadas de largo es\ 1sto por dtehl 
persona a una d1stancll de dp1cs. <,J>ar:a q\K! \'3lorcs de 
dscdn d1stmgu1blcs los pu.nlos cxtrc1nos del bolígrafo? 

EJERCICIO U 

f 
t 

-------d-------
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85 btflttff Un sau!l11c S gira alrededor de un plancia a una d1s• 
tanc1a de d nullas de su superficie La p;artc de 1a superficie 
del planna quccs Ymble desde el s:uél1tcesdc1crm1nada por 
el ángulo 8 que se md1ca en la figura. 

a) Suporucndo que el plall(ta u de forma esfénca. c.,cprcsc 
den 1éniunos de 6 y el radio r del planeta. 

b) Calcule 8 para un sa1éhte a 300 millas de la superficie 
de l:1 Ttcm1, u.s.:indo r = 4000 m1ll:is 

86 c.,hottfl urba,nr Dcbulo a los c:d1fic1os :1hos y a calles 
n:la11,'3menlc angostas de las .eonas céntncas de algunas cm• 
cbdc:s., 13 c:antKbd de hu sobr qur 1lum1n:1 C!.tos .. cai"loncs." 

se reduce en gran mc:duia. S1 h es la altura promedio de los 
edificios y " C!I el ancho de 13 alk, la cs1m.:hcz N de 13 
calle está definida por N = h K . El iingulo 9 dc:I horizonte 
es definido por un 6 = \' (El \alor 6 = 63• puede pro\ocar 
un:i pénhd3 de 1lumm:w:1ón de 8S•-·•-) Apruit:1mc el Angulo del 
hon..t:ome pan los s:1gu1entcs \a.lores de h y"· 

a) h = 400 p1C$, K = 80 pies 

b) h=aSSm. " ;::JOm 

liUii•ii-11 EJERC ICIOS PARA ANÁLISIS 

tan f 00( X --+--• I +SCCXQC.\ 
1 - COI X 1 - Wl f 

(Sug~·n:'rll 1a: en alglln punto, eormdcrc un:i f11clonl..lllc16n 
cspcc,al.) 

2 Consulte el CJcmplo 6 de b sca16n 6 1. Suponga que 
O s 9 s 271' y rcc:scnba la conclusión u$ando un3 función 
definida por ir.amos 

l é,Cuán1.u solucKlnCS tiene b i1gu1cnte ccuactón en {O. 21r)? 
Encuentre la ma}or 

J cos 45.r + 4 sen 45.r = S 

4 Grafiquc el cocicntc de d1fcrcnc1as para Jt.r) ::::: sen t y 
h = 0.5. 0.1 y 0.001 m la panlalb (O. 2,r, 1r/2) por (-1. l j 
é.Qué gencr.11h2:món se puede: hacer a pmir de c:stas gráfi­
cai''.I Dcnmcstrc que: este: coc:1cnte se pocdc c:K:nb1r c:on~ 

( ro, h - ') ("'••) "'"' --.- + ros ,- T 

S !lay varias relaciones c:x.actas mlcrc<;antes enlrc '11' y las fun­
ciones tngonométncas inversas. como 

f • 413n•
1 (¾) -un·• (ii9) 
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Use Kkn11<bdc-s tt,gonométncas para demostrar que esta 
relación es \erdadcta. Las OltllS dM rcl3CK>l'K'I SOf1 

6 t n la fi¡ura se mtJCStra una función llamada /und6,r dlrntl' 

d,,x"'"" 

EJERCICto, 

' \ 

(-1. -2) 

J ni de 

' ' ' 

~) Defina una func16n diente de sierra 1n\ttSa (1m lur1). 
e incluya su dom1nK> y rango 

b) Encuentre arcs1em (1.7) yares,cm(-08) 

e) Formule dos prop,afadcs de arcs1crra (snncJanlcs a la 
propiedad~ (sen '). 

d) Grafiquc la functón uc.s,em 

7 \'cnfiquc la s1¡u1cn1c 1dcn11<bd 

scn'(.r/2) - cos•(x/2) • -16cO!i r 
<;Cn• (x/2) CO!i4 (r/21 <;Cn• , 



EXAMEN 

1 \'cnfiquc l3 identidad (se! :r - ~ -..) 
1 

-= ese .t + oot .t 

tant 1 + cos.r 
2 Vcnfiquc la tdcnodad --+ -- - 2 csc.r 

1 + K(:1" Kft.l' 

3 Ocmucslrc que .r == V scclt - 1 oo es una identidad 

~ 
4 Rcahcc 11' la su:1hición tri¡onométrica x • a sen 6 trr 

donde -2 < 6 < 2 y a :> O. y use 1dent1dadcs fundamentales para s1mphfica.r la 

cxp~1ón rcsuhantc. 

S Encuentre 10035 las soluctOOC'S de la ecuación s«" f ,r • -vi 

6 Encuemrc una eitpre1i1ón para las coordenadas en .r de los pomos má.!i allos de La ifáíica 

y = cos(4x + 3). 

7 Octcnn1nc todas las intersecciones de ft f) • s« ( 2r + f) -2 con el CJC .r 

a Cncucntn: !Odas l.u soluctOnCS de la ecuación - cos t + 1 -= 2 scn1 t 

9 Ut1hcc el hecho de que f -f • ii p;ara encontrar un ,·aK)I' exacto para ros ii 

10 S1 sen a • -* y tan a < O. cncucnlrc el valor cxaclo de sen ( a + f). 
3 

11 S1 « y fJ T ángulos que están en el segundo cuadnln1c tales que sen« • 5 y 

COi f3 • -¡,• cncurntrc tan (u+ /l) 

12 Vcnfiquc la fórmula de reducción ros(-' + T) • - scnx 

11 Use una fónnula de suma o rcs1a para cncoo1rar las soluciones de la ecuación 
ff ff 

~ ,neos T.r • sen 2.r ros ffl' + 1 que están en el 1n1crnlo (O. 10) 

479 
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' 12 14 Dado que sen 8 = -- y cos 8 = - , cnc-uc.-ntrc los valores exactos de sen 29. cos 28 y 
lan 28 IJ I] 

' lS Dado que scc 8 = - y -9()- < 8 < OO. cncucnlrc los ,·alorcs exactos de sen (8.12). 
cos (8 2) y tan (912)3 

16 Ven fique la 1dcn1tdad: sen 3:c = sen x (4 cos: t - 1 ). 

17 Encuentre las soluciones de la ccuactón cos lt + 3 cos , = - 2 que están en el mico ato 
[0,2ff) 

18 Exprese= 4 cos t cos 7, como una suma o rc.sta simplificada. 

19 Exprese CO!i t' - cos 7.t como un producto sm1phficado 

20 \'cnfique La idcn11dad: cot Ir+ '"°'41' = cot 21'. 
~K.1' - M:n4.1' 

21 EncUC1\tre las .soluciones de la ecuación sen 7..1' + sen .t = O 

22 Encuentre el ,alor exacto de arcscn (sen~. 

23 Encuentre los \"alorcs de 8 para los que arctan (tan 9) = 8 

24 Encuentre el ,alotcxacto decos(2 arccosi;} 

2S Escriba cos(2 arcoos;)como una expresión algcbr.uca con a y e para a y e pos111,:is 

26 Complete el enunciado: cw.ndo x - 2, sen 1 
(7 )-_ 

27 DcspcJamos .1' en ~- = 3 ros ·•¾en ténn1nos de J 

21 Encuentre las soluclOllCs exactas con aprox11nac1oncs a dos pos1ctOnCS dccunales para 
las soluciones de La ecuación cor , + 4 cos r + 1 = O en el 1n1crnlo (O, 21r) 



L1.1l ley de los senos 

11.21 ley de los cosenos 

l1JJ Vectores 

¡1 .. 4l Producto punto 

11.sl Forma trigonométrica 
para números 
complejos 

(7.61 Teorema de De 
Moivre y las raíces 
n-ésimas de los 
números complejos 

7 
Aplicaciones 
de trigonometría 
En 13s primeras dos secciones de cs1c capitulo consideramos los méto­

dos para rcsohcr lnángulos oblicuángulos usando la ley de los senos y 

de los cosenos. Ub s1gu1cntcs dos sccc1oncs contienen una introducción 

a \ect~. tema que 11enc numerosas aplicaciones en mgcmeria. ciencias 

naturales y matemá11cas avanadas. A continuación mtroduc1mos la fonna 

tngonométrica para números complCJOS; úsela para encontrar todas las n 

soluciones de ecuaciones de la forma 11"' =· donde " es cualquier cnlcro 

pos1t1\o y 11 y: son números complcJOS. 

411 
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Ley de los senos 

f1GUH l 

1 

l ey de los senos 

Un lr-iángulo oblicuá ngulo (."S aquel que no conllcnc un ángulo recto. Us:1rcmos 
lns letras A. B. C. a. h. e, a. fJ y )1 para panes de los triángulos. como se hace en el 
capí1ulo 5. Dado el 1riángulo ABC, coloquemos el ángulo o en posición estándar 
parn que B quede en el eje x pos1h,.,o. El caso parn o obtuso se 1lus1m en la figura 1. 
pero la s1gu1cnte exposición u1mb1én es ,.,áhda s1 o es agudo. 

Considere la recta que pasa por CJxu·alcla al eJey y que cruza el eJex en el punto 
D. s, tA;C. D) - h. entonces la coordenada>· de Ces h De la definición de la~ run. 
ciones trigonométricas de cu.'llqu1er ángulo. 

sena - i. asique h - bscna 

Rcm1t1éndonos al triángulo n.--ctiingulo BDC. \Cmos que 

senfJ ~.asiqueJ, - ascn/3 ,, 
Igualando las dos expresiones para h. nos dará 

bscna - ascnfJ 

que se puede escr1b1r como se: a - ~ 

S1 ponemos a en pos1e1ón estándar con C en el eje .1' pos1t1,.,o entonces. por el 
nusmo razonam1cn10. 

sena_ sen y 

" -¡-
Las Uh1mas dos igualdades nos ,L'ln el siguu:n1c resultado. 

S1 ABC es un 1riángulo oblicuángulo marcado en la fonna hab11llal (como en la 
figura 1 ). cnlonecs 

sena _ scn/3 _ sen y -.- -,, -, 

Note que la ley de los senos está formada por las siguienlcs 1res fórmulas: 

2)~ - SCn)I 
a e 

Para aphcnr cualquiera de estas fómmlas a un triángulo específico. debemos 
conocer los \ltlores de rrcs de las cuatro variables. S1 su.srnuimos cs1os 1rcs valores 
en la fórmula adecuada. podemos entonces encontrar el valor de la cuarta variable. 
Se deduce que la ley de los senos se puede usar para cncon1rar las partes rcstan1es 
de un triángulo oblicuángulo, siempre que se cono¿,ea cualquiera de lo s1gu1ente 
(las 1res letras entre paréntesis se usan para dcnolar las partes conocidas. donde L 
rcprescnia un lado y A un dngulo): 

1) dos Indos y un ángulo opm•.sto a uno de ellos ( LLA) 

2) dos :ingulos y cualquier lado (AALoALA) 
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flGUtlA1 

8 

D A ~ C 
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En la s1gu1cntc sección estudiamos l:a ley de los cosenos y dcmostr::mios cómo se 
puede usar paro encontrar las panes n,-stan1cs de un tridngulo oblicuángulo cuando 
se da lo s1gu1en1e: 

1) dos lados y el :ingulo l'nfre ellos (LAL) 

2) 1res lados (LLL) 

La ley de los senos no se puede aplicar d1rcc1amcntc a los úll1mos dos casos. 
Ln ley de los senos también se puede escribir en la s1gu1cnte fonna: 

En lugar de memonz.ar las tn.--s fómiula.s asociadas con la ley de los senos. puede 
St."1' mcJor recordar el Mgu1cnte enunciado que las toma en cuenta a todas, 

En cualquier triángulo, la ra..tón entre el seno de un ángulo y el lado opucs10 a 
ese :\ngulo es igual a la razón cn1rc el seno de 01ro ángulo y el lado opucs10 a ese 
ángulo. 

En ejemplos y ejercicios relacionados con triángulos, supondremos que las 
longitudes conocidas de los lados. así como los ángulos. se han obtenido por 
med1c1oncs y. por lo 1anto. son aproximaciones a ,..aJorcs exactos. A menos que se 
indique de 01ro modo. cuando cnconlremos panes de tnángulos redondearemos 
las rcspucsuas con base en la regla sigu1en1c: .11 los ángulo., o lados conocidos se 
expresan c-on c,erw ¡,recm6n, entonce.t los l,ng1dos o /culos desc·011tX·1dos deben 
calc11/(lrse co,1 '" misn"' pll:c,sió,i. Para ilus1rar, si los lados conocidos se cxprc• 
san al O. \ más cercano. entonces los lados desconocidos deben c:-ilcularse al 0.1 
más cercano. Si los ángulos conocidos se expr.:san a los I O' más cercanos. cn1on­
ces los ángulos desconocidos deben calcularse a los 10' mAs cercanos. Obsenra­
cioncs similares se cumplen 1ambién rcspe<:10 a la pr«isión al m:ís cercano 0.01, 
0. 1º. y así suces1va111cn1e. 

IJ:WEll:D Aplicación de la ley de los senos (ALA) 

Resueha LlABC. cbdos a - 48°. y • 57° y h • 41 

SOLUCIÓN El triángulo cslá tral.ado en la figura 2 . Como la suma de los ángulos 
de un tnángulo es 180". 

/1 - 1801) - 57 - 48° - 75° 

Como el lado by los tres ángulos se conocen. podemos dc1cmunar a usando una 
forma de la ley de los senos que con1cnga a, a.by fj· 

" ~ - sen/3 
bsena ·---... ¡¡ 
47 sen 4~ 

• sen 75• 
- 36 

1tutruM h (1 \l /J 

\lnu~ al enttm 

(co111imít1) 
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flGUU.J 

f,GURA.C 

•> 

ftGURA.'1 
t) a <b 

e 

b) 

c"(-­
h~ 

b) "> h 

Para encontrar c. simplcmenle sustituimos _.!!._ con ~ en la solución prece• 
dente para a. para obtener ~na sen 'Y 

Dalos corno los del CJCmplo I dan p0r resuhado exactamente un triángulo 
ABC, pero si se dan dos lados y un ángulo opuesto a uno de ellos. no siempre s.c 
dc1cm11na un triángulo llmco. Para 1lus1rnr. supong:1 que a y b son las long11udcs 
de lados del triángulo ABC y que un ángulo a es opucs1O al lado de long11ud o 
Examinemos el caso de a agudo. Ponga o en posición cs1ándar y considere el 
segmento de recia AC de longitud ben el ludo terminal de a, como se aprecia en 
la figura 3. El tercer ,ér11cc. B. debe cs1.:ir en :1lgun punto en el CJCX. Como la lon­
g11ud o del lado opuesto a o está dada, para ob1cner 8 se traL.D un arco circular de 
longnud a con cen1ro en C. Los cua1ro posibles resultados se ilustran en la figura 
4 (sm los CJCS de coordenadas). 

e> d) 

e 

A A 8 

Las cuatro pos1b1hdadcs en la figura se pueden descr1b1r como sigue: 

a) El arco no mlerscea al CJC .I' y no se fonna triángulo. 

b) El arco es 1angcn1c al CJe x y se íom1a un tnángulo rcc1ángulo. 

e) El arco mtcrscca el CJC 1' pos111 .. o en dos punlos distintos y se forman dos trián­
gulos 

d) El arco ínterscca las panes pos1t1vas y no pos11ivas del CJC x y se fonnan dos 
1riángulos. 

El caso par11cular que ocurre en un problema dado se hani cv1dcme cuando se 
intente cncontrur la solución. Por CJémplo. si rcsoh-cmos la ecuación 

sena sen/3 - - ---¡;-

y obtenemos sen /3 > l. entonces no existe triángulo y tenemos el caso a). S1 ob1c• 
ncmosscn /J - l.cntonccs /J - 9()0 y. por lo tanto. ocurrir:'i b). Si sen/J < l. cn!On• 

ces hay dos posibles opciones paro el ángulo /3. Al comprobar ambas pos1bthdadcs. 
podernos de1ennmar s1 ocurre e) o d). 

S1 la medida de o es mayor que 90º. entonces C.'USIC un 1nángulo si y sólo s1 
ll > b (vea la figura 5). Como podemos 1cncr m:\s de un.'l pos1b1hdad cuando se 
dan dos lados y un ángulo opuesto a uno de ellos, esta situación a \ eces recibe el 
nombr~ de caso ambigu o. 
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Dimim Aplicaclón d e la ley de los senos (llA) 

Rcsucha LlABC.dadoso - 67º .a - IOOy c - 125. 

SOLUCIÓN En vista de que conocemos a. o y r. podemos dctcnninar y s i empica­
mos una fonna de la ley de los senos que contenga a. o, e y y. 

e sena 
seny--

0
-

125 sen 67• -~ 
- 1.1506 

JJ--11'11. ~fl"r 

Como sen y no puede ser lll3)0r que 1. no se puede construir un triángulo con las 
panes dadas. • 

IIJl 'ii4U#I Aplicación de la ley de los senos (llA) 

Rcsucha 6.ABC. dados o - 12 4. h • 8.7 y /j - 36.7°. 

SOLUCIÓN Para dc1enmnar o, procedemos como s igue 

'ieno scnp 
-;;- - -¡;-
sena • ª :n/J 

12.4 -.en 36.7• 

8.7 
- 0.85 18 

Wnkl~U/JVIJ 

llay dos posibles ángulos o entre 00 y 180° 1ales que sen o es aprox1madamen1c 
0.8518. El ángulo de referencm ªa es 

a:
1 
•sen ·• (0.8518)• 58.4° 

En consecuencia. las dos pos1b1hdades para a son 

a 1 • 58.4° y a :• 180º-a,•1216º 

El ángulo a,• 58.4° nos da un 1nángulo A
1
BC en la figura 6. yª:• 121.6° el tnán­

gulo A:BC. 
Si y

1 
y Y: denotan los terceros ángulos de los triángulos A

1
8Cy A/JC correspon­

d1en1cs a los ingulos a 1 yª:• respect1,amcnte, entonces 

..,, - 1800 - º• - /3 • 180º - 584° - 36.7º- 84.9° 

Y:• 180º- o:- /J ,. JS0" - 121.6°- 36.7º• 21.7° 

S1 e, - BA, e~ el lado opuesto a y
1 
en el tri:inguloA,BC. entonces 

_<_, ___ ._ 
.en..,. M:na1 

(tSCny1 ,, - -­
sena, 
12.4 sen 84.9• 
-~~~-145. 

sen 58A• 
1fflln)'.&p 

(COl/llft1Ía) 
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FIGUIA7 

f10URAI 

e 

A 
LJ 

A 21 B 

p 

"' 

Entonces. 13s partes restantes del tnángulo A 
1
BC son 

a
1 

• 58 4°. )'
1 

- &4.9,;, y e, • 14.S 

Del mismo modo. si c
1 

- BA
1 

es el lado opues:10 a)': en ~ :BC. entonces 

<": _ "sen~ _ 12.4 se: 21~7 _ 5_4 
sena, sen 1-1.6 

y las P3rtcs restan les de-! ln:ingulo A /JC son 

OWli!:.&I Uso de un ingulode elevación 

Cuando el ángulo de cle\·ac16n del Sol es de 64º. un poste de teléfono que está 
mchnndo en un ángulo de 9° en d1recc1ón contraria al Sol proyecta una sombra de 
21 pies de largo en un terreno nnelado. Calcule la longitud del poste 

SOLUCIÓN El problema se ilustra en la figura 7. El tnángulo ABC de la figura 8 
también muestro los datos dados. Observe que en la figuro 8 hemos cnlculado los 
siguientes ángulos'. 

/1 • 90• - 9' • 81° 

y - 1800 - 64°- 81º- 35° 

Para dc1cnninar la longitud del poste. es decir. el lado a del tri:ingulo ABC, proce• 
demos como sigue: 

Así. el poste de leléfono mide aproximadamente 33 pies de largo. 

i!if'l:.ll•II Usoderumbos 

Un pun10 P a m,cl del sucio está a 3.0 kilómetros al norte de un pumoQ. Un corre• 
dor a\anza en la dirección N2Sº E de Q al pun10 R. y luego de R a P en la dirección 
S70"O. Calcule la d1stanc1a rccomda. 

SOLUCIÓN La notación empleada para especificar rumbos se mtroduJO en la se,c. 

ción S.7. Las flechas de la figura 9 mucs1mn la 1raycc1oria del corredor.Junto con 
una recta (discontinua) de norte a sur de R a otro punto S. 

Como las rcc1a) que pasan por PQ y RS son paralelas. deducimos de la gcornc­
tria que los ángulos alternos internos PQR y QRS nudcn 25º cada uno. Por lo tanto. 

L PRQ ~ L PRS - L QRS - 70" - 25º ~ 45° 

Esms observaciones nos dan el mángulo PQR de la figuro 10 con 

L QPR - 180° - 25° - 45° - 1100 
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FIGURA12 

e 
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Aphcamos la ley de los senos para encontrar q y p: -·--~ sen 2s• sen 45• 
3.0 sen 2S-

q • ---- l.8 
i.cn4S-

p ).0 

sen I ur • scn4~ 
3.0 sen I Hr 

p•----4,0 
i.cn 4j" 

La d1s1anc1a r«omda. p + q. es aproximadamente 4.0 + 1.8 • S.8 km. 

011'1:Jl•#·I localización de un banco o urdumen de pecu 

Un barco pesquero mcrcanle ut1hza un equipo de sonar para detectar un banco de 
pee~ a 2 millas al cs1c del bote y que se desplaza en la dirección NSl ºO a razón 
de 8 nu/h (Ha In figura 11 ), 

flGVRA 11 

1?t 

1) S1 el b.'lrcO na\ega a 20 mt/h, calcule. al 0. 1° más cercano. la dirección a la que 
debe dirigirse para mtcrccptar el bart<:o de peces. 

b) Encuentre. al minuto más cercano. el hcmpo que 1ardar3 el barco en llegar a los 
peces. 

SOLUCIÓN 

a) El problema se alustra con el tnángulo de la figura 12. con el banco de peces en 
A. el barco en By el punto de intercepción en C. Note que el ángulo a • 90° - 51º 
- 39°. Pam ob1cncr fJ, comcnamos como sigue; 

sen fJ sen Jg,-
-¡;- • --

stn/J • ¾!>Cn 39• () 

A conunuación. encontramos blo, con , denotando el 1iempo necesario par:, que el 
barco y los peces se encuentren en C: 

(I = 20,. b • 8t 
b 81 2 
-;-20r=s 

sen{J • j sen 3g,-

{J = sen-• Usen 39') - 14.6• 

Como 90º - 14.6º - 75.4º, el barco debe avanzar en la dirección (aproximada) 
de N7S.4c;E. 

(t:01111mia) 
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b) Podemos dctcrmmar, usando la relación" - 201. Primero c31culamos la distan­
cio a de B a C. Como el úmco lado conocido es 2. necesitamos encomrar el ángulo 
y opucs10 al lado de longitud 2 para usar la ley de los senos. Corncru.amos por 
observar que 

Para dctcmunar e l lado a. tenemos 

sena seny 
rscna ·--­... , 

• 2sen3'r _ l.56mi. 
sen 126.4• 

Usando a - 201, encontramos el 11empo , para que el barco llegue a C: 

lül Ejercicios 

t:Jt'r. 1- 16: Rnuch• ti .lABC. 

1 o • 52•. .., • 65·. u • 23.1 

2 fJ • 25•, ., • 41•. b • 170 

3 o•27•.-o•. fJ • 52•io·. u• 32.4 

4 p - 50'50', y • ro-30', r • 537 

s º - 4r 10·. y• 61-W', b • 19.7 

6 a • 10345· . y • 27.l'r. b • 38.8.J 

a o•2r. r• 15. o•34 

9 y • 53'"20', o • 140, e • 115 

10 o • 2r.JO', c • 52.8. u • 281 

11 y•-47.74ª, o= 111.0S. c- • 97.84 

12 o • 42.lr. o • 5.01. b • 6 12 

n " - 47'"20' . u. 86_,, b • n .1 

1S fJ • 121.624•. b • 0.283. r • 0.178 

1 = ~ • 1
~

6 
• 0 .08 hr .. 5 min • 

u = 17.31. e = 20.24 

17 Topogr¡¡J I PlU1I dctcnnuur l;a d1stanc:11t entre dos puntos A 
y B que se: encuentran en márgenes opuestas de un rk>, un 
topógrafo traZJ un scgmc-n10 de recta AC de 240 yardas de 
longitud a lo largo de una de las már¡encs y de1cnnuu que 
las mcdl(lude L B.ACy LACBson 63 ' :Z0'y 54' 10', n:-spcc• 
11\'H)CfllC (\'c:I li figura) Calcule la d1s1anc1a cntrc A y 8 

(J[RCICf011 

18 To,,o1r-,hai Pa~ dclcnnmar la d1stanc1ac-ntrc dos puntos A y 
B. un topó~fo selecciona un punto C que csú a 37.S yardas 
de: A y 530 yardas de 8. S1 L BAC mide 49"30', aproxime la 
d,staocra entre- A y 8 

19 aut1 d w, funi 1~ Como se ilusua c-n La figu~ de la 
p.tigma s1gu1m1e, un funicular llen pas:iJcro! de un punlo .A, 
que Cid a 1.2 m1ll:u de un punto 8 en la base de un3 montal\a. 
a un pumo P en la c:-mu de La monta/ui Los &nguk>s de ele, a­
ción de Pdt-sdcA y 8 son de 21° y 65•. respcct1varnen1c 



a) C:ikule b dmanc1a erurc A y J' 

b} C:tkuk la :tltun1 de la montW 

(Jt c1c10 19 

20 Leni it.ud di un.a H'!Wr1 Un camino recio forma un ángulo 
dc: 15• c:on la hon7.0ntal. Cuando el ángulo de ek•oxión del 
Sol d de 57", un poste \ 'ct11al 11! lado del e:11m1no pro)«:l:11 
un.a sombr. de 75 pies de: largo d1rcc1:1mcn1e M>brc el amino. 
como se muestra en b1 figura Calcule la long11ud del poste 

[J[llCICIO:20 

Cammo 

21 At urad1 u11globo !'f'OsUtico Losángulosdcelc\ación 
de un globo desde dos pun1011 ,t y Ben terreno n1\elado 
son de 24 10' y -17 ~o•. rcspcc11...amcntc Como se: mues-
1n1 en l.111 figura, los puntoll A y B cstán J. 8 4 millas de d1s-
1ane1a y el globo es:iá entre los puntOi, en el nusmo plano 
,ertl('al Calcule la allura del globo sobre el sucio 

[JEWCICIO 21 

22 In ,1 ._ •n dt un ~• s. >IM En 13 figun se muestra un 
p.:ancl solar de 10 pu~:S de ancho que se uninl a un techo que 
fomia w1 ángulo de 25 º con la horuontal Aproiumc la loo• 
g11ud d del puntal que ~ nccef.1tlll p;ir.1 que el panel fonnc un 
lngulo de 45° con la honzo111al 
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[JU:CK'I0:22 

23 Oi tancNI a un "'""" Un camino rcclO form,3 un ,ngulo de 
22 con la how.ontal Desde un eteno pun10 P en el camino, 
el ángulo dc: dcvx16n dc un avión en el pumo A es de 57' 
En el mismo 1nst3nte, desde otro pumo Q. 11 100 metros más 
11dcbn1e en el camino. el ángulo de clC\"Xión e5 de 63 Como 
se 1ndtea en la figura, los puntos P. Q y A se corocntran en el 
mismo plano \crt1cal C:11lcule b. distancia de Pal a\1ón._ 

[J[ICICJOZJ 

' 

~ 
,/ Camu,n 

' ' . 

24 To~nrf'Ja Un 1opógnifo obscrn que la dmxc1ón del punto 
A al Bes SH'O y la d1rctct6n de A a Ces S38 O. La d1slan• 
ciadcA a Bes de 239 yardas y b. de B a Ces de 374 )'ardas. 
Aprmamc la d1stanc1a de A a C 

25 A.-1 tlrr' nto et. un ·•l'm•o forut•I Un gw.rdabosqucs 
que se cncucn1r. en un J>'lnlO de obscn :tetón ,,f u 1sta un 
mccnd,o en la d1f\.--rc1ón N27°10'1:.. Otro guardabosques.. que 
está en Wl punlo de obf.Cf\~1ón B. a 6 o m1lbs al CSIC de A, 
a .. 1s11 el mismo 1ncendt0 en N52~40'0 Calcule la d1stanc1a 
dc:Sdc cada uno de los punios de obscr.,.:tc1ón al mccncho 

26 Torr• di.- PI • La 10m de Pisa estaba ongmalmcntc pcrpcn· 
d1culM :il suclo y tenia 179 pies de ahur:a Dclndo al hund1• 
miento de la 11crra. ahora ~1.3 ,ndmada a un e1ct10 ángulo O 
respcc10 a la perpendicular. romo se aprecia en la ligur. de 
!:a ~gmas1gu1entc. Cuando la c1madc l:a IOfTC llC ,~desde un 
punto a 150 pies del centro de su base.el Angulo dcde\'x1ón 
CI de 53° . 

;ii) Af'JO'llffiC el ángulo o 
b) AJ)f'OXtme la d.istanna d que el centro de la cuna. de b 

torre se NI mo\'ldo de la pcrpcnd1culM. 
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lJEaCICIO 2'-

27 Altur d,, wina <Ml•dr1I U113 ca1cdral cs1.1 sm.1.1<b en una 
cohna., romo IC aprecia en la figura Cuando la cuna de la 
1om: se ,e desde la base de la colina, el ángulo de ele\o;x:1ón 
es de 48 ; cuando se , e a una d1stanc1a de 200 pies de la base 
de la colma. dicho angulo es de 41 La cohn3 sube a un 
6.ngulo de Jl°. Calcule la ahura de la ca1c-dral 

fJUCICIO 21 

_,,-;::,::"'~ 
,,,<:: 

( \i1•r<~ 
~200'"4---

28 Avi I.Mnttflt di Mif ur ~ 11• ~ Un hchcóplcro pcnna­
nccc en pos1cKm fiJa a Wl3 al111ud de 1.000 pies :sobre el p,co 
de una mon1all:1 de S.210 pies.. como~ aprecia en la figura. 
un ,;cgundo pM:O m,h aho se ,e desde la cima de la montaft:I 
y el hcl1cóp1cro. Desde este Ulumo. el ánguk> de depresión es 
de 43 y desde 13 cima de la montar.a el ánguk> de elevación 
es de 1s•. 
~) C.ak:ulc l:a d1stanc1a de p,co a pico 

b) Cakuk la all1tud del pico mb allo 

(JEACICK>M 

a) Cakulch. b) Cakulc I' . 

30 O,,. rtOOf 1"1YI "1CHil(U<Ci.tn l:.n 13 figura 5C mue:strD 
un plano de lu parte wpcnor del ala de lID a, t6n cu.a a rcac­
c,ón 

a) Calcule el in¡ulo e/) 

b) S, el fu3ol!laJC mide J 80 pies de ancho. calcule la cn,cr­
pdura del ala CC' 

e) Calcule el área del trt!ngulo ABC 

l)flCICto JO 

' 11 Softwar• ¡a,,ra topocnfM. l:.I soft\l,arc ~ topógrafos 
hac'c uso de sistemas de coordenadas para lotah1.,u po,ic10-

ncs geográficas Un polo pc-1rollfero situado frente a la costa 
en el pun10 R en la figura se \C desde los punlM P y Q. y 
se dclcmmu que L (!PR y L RQP nudcn U·SO' y 65°22'. 
rcspc,::11\·a.incntc S1 los pun1os P y Q tienen coordcna<bs 
(1487.7. 34528) y (l145 8. 5127.S). rcspc.-cmamcmc. cal­
cule las coonknadM de R 

(J[ltelCK)Jl 
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En la sección prccedcn1c expresamos que la ley de los senos no se puede aph• 
car d1rcctamcn1c para encontrar las partes rcsmnlcs de un tnángulo obhcuángulo 
cuando se da cualquiera de lo siguiente: 

1) dos lados)' el ángulo t•mreellos (LAL) 

2) tres lados (LLL) 

rara estos ca.sos podemos aplicar la In• de los rose,w., que sigue. 

S1 A BC es un 1riángulo marcado de 13 fonna acoswmbrada (como en la figura 1 ). 
entonces 

1) tr - Ir +el -2hccoso 

2) b'-o'+c'-laccos~ 
3) c-Z-tf+lr-2ahcosy 

DEMOSTRACIÓN rrobemos la prunera. fónnula. Dado el triinguloABC. coloque 
o en posición estándar. como se ilustra en la figura 1. Hemos dibujado a como 
obmso. pero nuestra expos1c1ón también es váhcb s1 o es agudo. Considere la 
linea discontinua que pasa por C, paralela al CJC ., y que cruza el CJe x en el punto 
K(k. O). Si d<,C, K) - h. cn1onccs Chcnc cOQrdenadas (k. h), Por la definición de las 
funcione) trigonométricas de cualquier ángulo . 

k 
cos ª - b 

h 
sen« - b 

DespcJándo k y h. obtenemos 

k - bcosnyh - bscnn 

Como e l seg memo A 8 tiene longitud c. las coordenadas de 8 son (c. O) y obtenemos 
lo siguiente: 

o' - [d(B. C)f - (k - e)'+ (h - O)' 

•(be~ a - ,·)2 + (b scnaf 1mm..t \,, 

- lrcos2 tr - 2bccos n + ~ + lrsenla 

• lr(cos2 a+ s.en2a) + c2 - 2bccos a 
•lr+c1-2bccos a 

Nuestro resultado es la primera fónnula expresada en la ley de los cosenos. lai> 
fónnulas segunda y lcrcera se pueden obtener colocando f3 y y. rcspcctl\·amcnte, 
en posición estándar en un sistema de coordenadas. 

Note que si o - 90° en la figura 1. entonces cos o - O y la ley de los cosenos 
se reduce a ff - li + ~. Esto demuestra que el teorema de P1tágoras es un caso 
especial de la ley de los cosenos. 

En lugar de memorizar ciub una de las tres fónnulas de la ley de los cosenos. es 
más cómodo recordar el siguicn1c enunciado. que 1oma en cuerna 1odas ellas 
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Ley de los cose nos 
(forma genenl) 

ft.iUU. 2 

V
. 

e 
8.0 

• 

El cuadrado de la longllud de cualquier lado de un tnángulo es igual a la suma de los 
cuadrados de las longitudes de los ot-ros dos lados. menos el doble producto de las 
longitudes de los oLros dos lados y el coseno del fingulo cnlrc ellos 

Dados dos lados y el ángulo 11tclu1do de un 1riángulo, podemos usar la ley de 
los cosenos para cncomrar el tercer lado. Entonces podemos aplicar la ley de los 
5énos para enconlrar 01ro ángulo del lriángulo. Siempre que se siga cs1e procedi­
miento. es mejor determinar el ángulo opucslo al lado más corto. puesto que ese 
angulo es siempre agudo. Así evitamos la posibilidad de obtener dos soluciones al 
rcsoh,cr una ecuación tngonométnca que conlcnga ese ángulo. como se ilustra en 
el s1gu1cntc CJCmplo. 

IJ'.lrni:U Aplicación de lai ley de los cosenos (LAL) 

Resuelva el .1ABC,dadostt - 5.0. c - 8.0yfJ - 77°. 

SOLUCIÓN El triángulo se ilustra en la figura 2. Como f3 es el ángulo l.'ntrl' los 
lados a y c. comenzamos por aproximar b (el lado opuesto a /j) como sigue; 

lr - a1 + c1 - 2t,c cos{J 

- (5DJ' + (8.0J' - 2(51>)(8.0) cos 1r 
= 89 - 80cos 1r - 71.0 

h - v'no - 8.4 

Encontremos pnmero otro ángulo del triángulo usando la ley de los senos. Con 
base en las observaciones que preceden a es1c e,emplo. aplicaremos la ley de los 
senos y cncon1rarcmos a porque es el ángulo opues10 al lado más cono a. 

sena scn{J 
-;;- • b 

sena - ª :n{J 

_ 5.0 sen 1r _ 0.5782 
v'7'i".7í 

Como a es agudo. 

a - sen 1 (0.5782) • 35.J • 35° 

Por Ull1mo. como o + fJ + y • 180°. 1cncmos 

"'/ - 180º - O - /3 • 180CI - J5C1 - 77° - 68º 

Dados los tres lados de un 1riángulo. podemos usar la ley de los cosenos para 
hallar cualquiera de los tres ángulos. Siempre cnconl.raremos primero el 6.ngulo más 
grande. es decir. e/ ángulo opuesto al lodo más largo porque esta prác1ica gamn­
ti7..a que los ángulos rcs1an1es sean agudos. A continuación podemos encontrar 01ro 
ángulo del triángulo al usar ya sea la ley de los senos o la ley de los cosenos. Tenga 
en cuenta que cuando un ángulo se e1tcuentm por medio de la ley de los cosenos. 
no hay caso ambiguo. porque siempre ob1encmos un ángulo lmico cn1rc O" y 1800. 



flGURAJ 

7.2 LeydelosCosel'IO!, 493 

Utmii:11 Aplicaclón de la ley de los cosenos (LLL) 

Si el triángulo ABC 1icne lados a - 90. b - 10 y e - 40. calcule los ángulos o. /J 
y -y al grado más cercano. 

SOLUCIÓN Con base en las obsen·aciones que preceden a e-sic CJcmplo. pnmcro 
encontramos al ángulo opuesto al lado más largo a. Así. escogemos la fonna de la 
ley de los cosenos que contiene a a y procedemos como sigue; 

,,1 • b1 + r? - Ux:cos « 
1r+r-tr 

CO!oa=~ 

7~+~-9()l 

2(70)(40) 7 

a - co,-• ( -f) - 106.6º - 107º 

mm> :,llfi mm 

Ahora podemos usar ya sea la ley de los senos o la ley de los cosenos para detcr• 
nunar /J. Apliquemos en este caso la ley de los cosenos: 

Ir - cr + ¿ - 2Lu: cosp 
a?+r-lr 

CM/J - ~ 

90' + 40' - 70' 2 

2(90)(40) 3 

p • co,-• (¡) - 48.2' - 48° 

Wffl()))' u phfi 

En este punto en la soluc16n, podriamos detemurur -y s1 usamos la relación 
n + /J + -y • 1 80°. Pero si a o /J se calcularon de manera incorrecta. entonces -y 
sería mcorTCcta. Por otro lado. podemos calcular -y y luego comprobar que la suma 
de lo~ 1rcs ángulos sea 180°. Así. 

, 9()! + 7(r - 40~ 25• 
y • co,- 2(90)(70) • 

Note que a+ /J + -y - 107° + 48° + 25º .. 1800' 

IJU 'IAl•II Ulculo de las diagonales de un paralelogramo 

Un paralelogramo llene lados de longitudes de 30 y 70 centímetros y un ángulo de 
65°. Calcule la long11ud de cada diagonal al cenllmctro más cercano. 

SOLUCIÓN El paralelogramo ABCD y sus diagonale~.ACy BD se mucs1r.in en la 
figura 3. Usando el triángulo ABC con LABC - 65°, podemos calcular AC como 
sigue; 

(AC)' • 30' + 70' - 2(30)(70) cos 65º 

- 900 + 4900 - 1775 • 4025 

AC • \/4025 - 63 cm 

Del mismo modo. usando el triángulo BAO y L BAD - 180º - 65º - 115º. pode­
mos apro:umar 8D como sigue: 

(BD)' • JO' + 70' - 2(30)(70) co, 115' • 1515 

BD • V7IB - 87 cm 
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flOUIA4 

A
c, 

B 

A - V 

flGUUS 

~ 100 mili~ A\ lB 
-,~-

fl011~A6 

CU •. h) 

IJJ.Wil:D Ciilculo de la longitud de un cable 

Un poste vertical de 40 pies de allo se encuentr.i sobre una ll'ldera que forma un 
ángulo de 17° con la horizontal. Calcule la longitud minuna de cable que llegará 
de lo allo del poste a un punto situado colma abaJo a 72 pies de la base del pos1e 

SOLUCION Él dibujo de la figura 4 descnbc la mfonnac1ón dada. Deseamos 
dc1ennmar AC. Al obsenar la figura. \Cmosquc 

L ABD - 90° - 17° - 73° LABC - 180"- 73' - 107°. 

Usando d tnángulo ABC. podemos calculnr AC como sigue: 

(ACJ' - 72' + 40' - 2(72)(40) cos 1or - 8468 

AC - VIÍ468 • 92 f1 r I 'U.ldr.Jd.a ■ 

UlitJlli:D Cilculode h1 distancia entre objetos en movimiento 

Dos camiones salen al mismo uempo de una ciudad y, taJan a lo largo de carreteras 
rectas que difieren en d1n.--cción por 62°. S1 su velocidad es de 50 y 40 mi/h. rcspec. 
1ivamcnte. ¿cuánto tiempo tardarán aproximadamente los camiones en separarse 
100 millas? 

SOLUCIÓN Sea t el tícmpo en horas después de que los c:1m10ncs salen de la ciu• 
dad. Las d1s1anc1as recorridas por és1os se ilus1ran en la figura S. Podemos cncon• 
trar una expresión para AB de la s1gu1cn1e manera· 

(ABf - dj + d j - 2d1d: cos 6r 

(AB)' - (501)' + (401)' - 2(501)(401) cos 62º 1 ,1 

(AB)' - 25001' + 16001' - 40001' cos 62° 

(AB)' = (4100 - 4000 <<>< 62º)r 

Deseamos conocer el valor de 1 para el cual los camiones eS!án a 100 millas de 
d1s1anc1a. asi que u11h7,amos la úhuna ecuación para evaluar f. sus1t1u1mos AB por 
100 y dcspcJamos r. 

en1onces. 

100' r _ ___ (A_B~)_' __ 

4100 - 4000cos62• 4100 -4000cos6ie 
100 

I = V4!00-4000ros62º - 2.12hr 

Por lo l3nlo, los camiones estarán separados por 100 millas de d1stanc1a en aproxi• 
madamcn1c 2 horas y 7 mmutos. • 

La ley de los cosenos se puede usar para deducir una f6m1Ula para el área de un 
tri8ngulo. Primero dcmos1raremos un resultado prchminar 

Dado el triángulo ABC. coloque el ángulo o en posición estándar (\.ca la figura 
6). Corno podemos \Cf en la demostración de la ley de los cosenos. la altura h del 
,ért1ce C es h - b sen a . Como el área si del lnángulo está dada por sf - ½ch. 
vemos que 

si - ½oc sen O' 

K(.l.01 A 
B(c 

01 
x Nuestro argumcn10 es indcpcndicn1c del ángulo específico que es1á en posición 

estándar. Al tomar fJ y y en posición estándar. obtenemos las fóm1Ulas 

:.·I • ½ac sen fJ y .d • ½"b sen ')' 

Las tres fóm,ul:is cs1án incluidas en el sigu1cn1e enunciado. 
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•-1~',,, 
y• 43.r ',..., 

u • 2.20c-m 
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El área de un 1riángulo es igual a la mitad del produc10 de las longitudes de dos lados 
cualesquiera y el seno del ángulo enlre ellos 

Los dos ejemplos siguientes ilustran usos de este resultado. 

lli#$1Jl'l·I Aproximación del irea de un trUngulo 

Aproxunc el área del triángulo ABC s1 a - 2.20 cm. b • 1.30 cm y y - 43.2º . 

SOLUCIÓN Como yes el ángulo entre los lados a y h como se muestra en la figura 
7. podemos usar direc1amentc el resultado precedente, como sigue 

di • Í<1bseny 
• j(2.20)(1 .JO)«n 43.2" • 0.98 cm' 

Qll'Jil•A Aproximación del irea de un trl.fingulo 

Aproxime el área del tnángulo ABC si a • S.O cm. b • 3.0 cm y a • 37°. 

SOLUCIÓN Para aphcar la fónnula del óre:1 de un triángulo. debemos encontrar el 
ángulo y entre lados conocidos" y b. Como nos dan"· by a. primero dctcrmma­
mos (J. como sigue: 

scn/j M:na 
-¡;---

bscna 
"'1/J • -.-

3.0 sen Jr 
- 5D 

d J>CJil.fflMKIIP 

IRlO\lt Q} I 

P. • scrr' (3.0 ~n 37•) .. 21• 
5.0 

1dc rcl ta)W",1/J 

/J • 21' o /J • 159' 

Rechazamos fJ • IS'P. porque entonces a + fJ • 196° ~ 180 . En consecuencia. 
/l • 21° y 

y - 1800 - a - (J•IS0º- 37°- 21º• 122º. 

Por último. calculamos el área del triángulo como :.iguc:; 

si •½ah1>1:ny Je U 1ri6n¡ulo 

.. !(5.0)().0)sen J2r .. 6.4 cmZ IIUI ) apru",n n • 

Usaremos el resultado pn:cedcnle del área de un triángulo para deducir la/6r­
mula ck llerón. que expresa el área de un triángulo en 1émlinos de las longitud~ 
de sus lados. 
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L 
Fórmul.a de Herón El área si de un triángulo con lados a. by e es11i dada por 

si - V,(, - a)(, - b)(, - e) 

donde .J es la nu1ad del pcrime1ro. es decir. s • ½<a + b + e) 

DEMOSTRACIÓN Las siguierues ecuaciones son equivalentes: 

s'I - ~lx- sena 

-~ 
• \f¾b2~{1 - cos1 a) 

• yJbc(I +cosa)· Jbc(I - cosa) 

Obtendremos la fónnula de 1-lcrón sustituyendo las expresiones baJO el úlllmo 
signo de radical por C.'(prcsioncs que comcngan sólo a.by c. De la fónnulo I de la 
ley de los cosenos. despejamos cos a y luego sus111uimos, como sigue: 

1 1 ( b'+c'-a') 2bc(l +cosa) • -:¡tx- 1 +----;¡¡;;---

- -be '-'---'--'---1 (2bc+b'+c' -a') 
2 2bc 
2bc+lr+~-~ 

4 

(b + e)' - a' 
- --4--

(b+c)+CI (b+c)-" 
• --2--. --2--

Usamos el mismo tipo de manipulaciones en la segunda expresión baJ0 el signo de 
radical: 

l ,,-b+c a+b-c 
2 bc(l -cos a) - --

2
----

2
-

S1 ahora sust1tmmos las expresiones bajo el signo de radical, obtenemos 

~ - ✓b+;+a_b+~-"·ª-b+c a+b-c 

S1s - -½fa + b + e). \Cmosquc 

b+c-a a-b+c 
s-a - --

2
-. s-b • --

2
-. 

a+ b - e s-c - ---
2 

La sus111uc16n en la fónnula anterior de si nos da la fónnula de Hcrón. 

l!iJ'l:.11•1-I Uso de 1.afórmulade Herón 

Un campo lriangular tiene lados de longitudes de 125, 160 y 225 yardas. Aproxime 
el número de acres en el campo. (Un acre equivale a 4.840 yardas cuadradas.) 
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SOLUCIÓN Pnmcro dctc.nninamos la mitad del pc.rimc1ro del campo con u - 125. 
b - 160 ye - 225. así como los ,a.lores de s - u,s- bys - e: 

s • \(125 + 160 + 225) • l(5l0) • 255 
s - u• 255 - 125 • 130 

s - b • 255 - 160 • 95 

s-c-c255-225 • 30 

Sust11uycndo en la f6m1ula de lkrón obtenemos 

sl • \1(255)(130)(95)(30) • 9720¡d' 

Como hay 4,840 yardas cuadradas en un acre. el nümero de acres es::. o aproxi• 
madamenlc 2. ■ 

Eju. 1- 2: UR el n ntido común para ~lac.ionar IH n ri1ble1) e) • los nlorH. (Los 1riingulo1 tilh l razados I Htal1 y los ingu. 

~ los se mldtn t:n radlann.) 

'Ll •l . A) 12.60 

b) p B) 1 10 
A b C 

d) 8 
e) y C) 10 

~ d} ' O) 0.79 

e) ' E) rus A e 

1) F) 126 
e) • ·¿¡ •l . A) 3 

~ b) p B) 087 

e) y C) 824 A C 

d) s O) 1.92 1) • 
e) ' E) 6.72 ~ f) : F) 035 

A b C 
Ejer. 3-4: Dadas las partn lndlcadu del llABC. ¿quf Angulo 
(o-. /Jo -y) o lado (11. 6 o r) tnconrraria u11td a continuadón y . • ) 8 quf u.t,aria para delerminarlo? 

~ J ,) H 

~ A b C 

A C 

b) 
b) • • 
~ ~ A b e 

A b C (l:011timia) 
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e) • 
~ 

A b C 

d) B 

~ 
A C 

•> 8 

A~( 

f) • 
~ 

A b C 

t:Jtr, 5-18: Rttutln flA BC. 

s o - flf. b • ,o, 

6 y • 45•, b • 10.0. 

7 p • ISO", u • 150, 

8 /j•73~'. "• 14D, 

• y • 11s•10· • u • 110. 

10 o • 23•40•. t · • 4.30, 

11 u • IO. b • 11. 

12 u • J.7. b • 5.6. 

13 u • 2.0. b • JD. 

14 u• 10, b • 15, 

1S u • 25.0. b • 80.0. 

16 u • 8.5. b • 11.1, 

17 u • 286.5. b • 286.5, 

18 (I • 2(),0, b • 20.0. 

,. - 30 

11 • IS.O 

,. - 30 

u • 87.0 

b • 2.IO 

b • 70.0 

,. • 22 

e • 9.8 

,. • 4.0 

"• 12 

(' • 60.0 

e • 10.0 

e• 10.0 

19 Di'-- M 1trrt,t,0 lnafl ul r 1.:1 ángulo Cfl una 
esquina de un terreno tnan¡ular es de 73°.Wºy los lados que 
coinciden en esta esquina mJdcn 175 y 150 pies de largo 
Cakulc la longitud del terca lado 

20 Topo.rafia P:u-a delcrmmar la d1stanc1a entre dos puntos A y 
B. un 1opógrafo sclca:10n:1 un punto C que csti a 420 yardas 
de A y a S40 yardas de B S1 el At'lgulo ACB mtde 63 · 10'. 
calcule la d1s1anc1a entre A y B 

21 Oi~&n(i.lentreo ..,temi,v1 . Dos au1omó,.,1ks salen de una 
cmcbd al mismo 11empo y ,1aJan a lo largo de carreteras rec­
tas que difieren en dmxc1ón por 84°. S1 sus ,cloc1dadcs son 
de 60 mt'h y 4S m1'h.. rcspec-uvamcnte, e,:iprox1madaJncntc a 
qué d1stanc1a r$llin uno de ocro al térmmo de 20 manu1os? 

22 Ang1 io~ et. un tPtlfflO tria 1•'-" lf Un terrero tnangul:u­
ucnc lados de long11udes de 420, 350 y 180 pies Calcule el 
ángulo nK'nor cntn: los lados 

23 Oi 11t l:a em.-. ~reos Un barro 7.arpa del pucr,o a la 
1 00 P.M y na,cga al S35 E a wu \elOC1dad de 24 milh. Otro 
barco ulc del mismo puerto a la I JO , M y na,cg;a al SWO 
a 18 m1,'h t,Apro,m'-ldamcntc II q\ll! d1s1anc1a es16n uno del 
otro a las 3.00 , .w.? 

24 Oi)dnell drt \'\H'lo Un avión ,,uc)a 165 millas desde el 
punto A en la dtf't'CCIÓtl IJ0 y luego en la d1f't'CCIÓn 245 
otras 80 millas ¿Apm,mll1Cbmcn1e a qué d1~anc1a de A csi. 
el avtón1 

2S Ruta d~ u. c.onedor Un dcpon1SU1 corre con ,eloc1dad 
coosisntc de un:1 nulla cad., 8 nunutos en d1f't'CC1ón S40 E 
durante 20 minutos y IUC'go en d1rccc1ón N20"E los s1gu11.•1\• 
les 16 mmu1os Arrox1mc. al dcc1mo de milla más cercano. 
la d1s1anc1a en linea recta de la mela al punto de panKl:a de la 
rutadeleotTWOI" 

26 To, ,. o1fl1 Dos puntos P y Q en sucio n1,clado cs!An en 
lados opucs1os de un cd1fic10. P3f1l h3ll.u la d1stanci.a entre 
los puntos.. un topógrafo sclcoc1ona un punto R que está a 
300 pies de P y a 438 pies de Q. y luego dcccrm1na que el 
ángulo PRQ mide 37°40'(,ca la figura) Calcule 11 d1s1anc1a 
cnucPyQ 

EJUCICK> l6 



27 lray.ctorla dt un botP dt• inotor Un bote de motor se des. 
plaza a lo brgo de una tra)'eclona tnangular que 11cne lados 
de longitudes de 2. 4 y 3 l..1lómctros, rcspcc1mamcn1c. l:.I pn• 
mer lado fue :um, csado en la d1rccc1ón N20"O y el segundo 
en dirección SO"O, donde U' es la medida en grados de un 
:ingulo agudo. Calcule. al m1nu10 mis cercano, la duccclÓn 
en b. que se rccomó el 1cn:;tt lado 

2& Ar ~ di UMI uja La ea1a rcctanaular que se 1lus1ra en la 
figura ttcnc duncns1onci de 8" x 6" X 4" Calcule el ing:ulo 
O formado por un1 diagonal de la bue y una diagonal del 

bdodc6" X 4 " 

fJUtCICIO ~ 

29 D1 t., • en a.. ~I!! dt bol ~ Un diamante de 
bélsbol tJCnC cuatro b3scs (que fonnan un cuadro) que est.in 
a 90 pies de d1stanc1a unas de ocras; d mon1iculo del lanza• 
dor cs1.ii a 60 S pies del pla10 de home Calcule la distancia 
del monuculo del lanzador I cada W\3 de l:is otr.H tres baSN 

30 Un rombo tu::nc lados de 100 ccntunctroi de long11ud y el 
Anguk> en uno de los,éntCCS csdc 70". Apro,umc las longuu­
dcs de las diagonales a la décima de cmlimc1m nds cercano 

31 Rtt tto Un a\-!Ón de n:oonocmucn10 P, que vuela a 
10,000 ptCS 500l'Cun pun10 Rm la supcrfictcdcl agua, localtZa 
un submanno S a un ánguk> de dcprcst6n de 3 7' y a w1 buque 
tanque r I un ingulo de depresión de 21 . como ~ mucslr.l 
en la figura Además. se rocucntra que LSPT mide 1100 
Calcule b d1siancaa entre el submanno y el buque tanque 

EJE'RCICIOJI 

~ 
]7• 110• /21• 

' ~h 
~:---- --------------, 

---.:~-, T 4 

32 C1'"1 ,n dt1I n, >0 et~ un b.lrto Un crucero fiJa un 
rumbo N47' 1!.dcsdc una isla a un pucr10 en 11cm1 firme.que 
csú a ISO m1IIM de dmanc1a. Después de a\annren fumes 
comcn1cs. el barco cslá fuera de rumbo en una posición P 
que está a NJ) L y a 80 millas de la isla, como se 1lu.str11 en 
b figur2 

7.1. Ley de 1M cosenos 499 

a) t,Aprox1m:ldamcn1e a qu~ dm:mcu en& d barco del 
puc:no? 

b) ¡,Qué d1rCC('1ón debe IOOW el ban:o para com"gu su 
rumbo? 

EJU ICIOJl 

¡,,p / 
M>m, / 1sonu 

i_/ 
33 5 ~ogiaUnos sismólogos in\csugan la estrueiura del 1nte­

nor de ta Ticm 111C"d1an1e d anihs1s de ondas slsnucas prm·o­
cadas por tcrrcnllMOS. S1 se supone qoc el m1cnor ~ nuestro 
planc1a es homogéneo, cn1onccs estas ond.u se dcspbarin en 
lmcas recias 1 \.U\3 , ·clocK!ad 1• ronstan1c La figura muotr;s 
wta \lSta ffl SCCCIÓn 1r.lJ\S\CTUI de b Ticm\, COft el cp1ttnln> 
en E y una csiaci6n de obstrvactón en S Use la ley de los 
cosenos para demostrar que d tiempo t para que un:a on(b se 
dcspl~ por el 1ntcnordc la TICffll de E:1 S cstidado por 

1 • ~scn.! ,. 2 

donde Res el ™ho de la Tierra y 0cs el ángulo indicado con 
,.,émce en el centro de la m1~ 

EJERCICIO J] 

34 C ul d~ di.ti M< H La d1s1anc1a entre 13s már¡cncs dd 
rio quc 5C \e en la figura de la s1gu1cn1e página se- puede 
obtener sm medir ángulos. Se scleccK>nan dos puntos. B y 
C, cn la orilla opuesta. y los scg_mt"ntos de fCC1.l AB y AC se 
prolongan con'° se mucs1ra. Los pun1os D y E w- -.clecc1ona11 
como se md1ca y se nuden las d1stancuis BC. 80, BE. CD y 
CE. SupongaqueBC= 184 R.BD = 102 R.BE - 218 ft. 
CD-= 2J6fiy CE-= son 

a) Calcule las d1sunc11as AB y AC 

b) Calcule la d1stancrn niás cot1a que hay del punlo A al 
otrol:.dodclrio 
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lJEACICIO :.14 

3S TieJ•• 6' P• tOM' E!it3-'l tqu de ccrim,ca se form:an de un 
rombo ABCD con lados de long11ud I y un ingulo m1cnOJ 
de 7l Pnmcro se locahl:a un punlo P que se encuentra en 
la dmg003I AC) ~,á I una d1~tanc1a I del , kttee C. y luc¡;o 
se trazan los segmentos PB y PO a los otros , Mices de la 
d1ag0n3J, como se , e en la figun Las dos ICJ3S f0fln3d.¡s se 
llaman dudo y cometa Las conlrapancs 1nd1mc1u.ionalcs de 
estas ICJas k han aphcado ffl qui nuca mo~ular 

a) Encucntn: IM medidas en grados de L BPC. LAPB y 
LABP 

b) Cakulc, al O 01 mú encano. la long1tLM1 del scgmen10 
BP 

e) Calcule. al O 01 más ct'ln,OO. el arca de una cometa y el 
área de un ,J.udo 

1 11nc1on 

e 

36 0 1 ño 'T'olur La pucna del maletero de un au1onW>-
nl mide 42 polg.td.Js de l:trgo. Un sopone de 24 pulga­
das de largo se ha de conectar a la puerta >· carrocería del 
,·chiculo de modo que. cuando la puerta se abra por com­
pleto, el soponc sea ,cn1c:al y el espacio hbrc ,rasero SC3 de 

32 pulgadas. como se aprecia en la figura. Calcule las long1-
1u&.s de los ~gmcnios TQ y TP 

(JI CICIOM-

Ejc-r. J7~: Cakule r:1 án-1 d r l trlánguloABC. 

31 y • 45• . 

39 o • 40.J•. 

40 a • 35.r. 

b • 20. 

h • !O.O. a • IS .O 

~ • 62.9". b • 5.63 

y • 105.2"'. b • 11.l 

u• 8.0. b • 3.4 

42 y • 32.1•. a • 14.6, e• I.S8 

,. - 60.0 

" • 25.0 

43 o - 25.0. 

4 4 a • 50.0, 

b • 80.0. 

b • SO.O. 

11 

---, 
" 12" 

__l 

Ejer. 45--16: Un campo tri■ngul■r ,~ne lado, de longitud~ 
•· b ) e (tn )·ardas). C■kult el número dt ■<'N"'I del nmpo 
( 1 aere = 4840 ) d1 ). 

4S u - 6(X}. 

46 u • 320. 

b • M. 

b - 350. 

" - 124 

Ejc-r. -17-48: C■kulc- t i Ano■ d e un paralelolr■mo que llene 
lados dt longlludts 11 ) ' I; (en pies) si un hgulo en un ,·trtke 
titnP 1■ medida de- o. 
47 a • 12.0. 

48 u - 40.3. 

b • 16.0. 

b • 52,6. 

Vectores 
Las cantidades. como irc.:&, \olumcn, longitud, temperatura y 11cmpo. llenen sólo 
magnitudes y pueden caraclcri7.3rsc porcomple10 con un solo nUmcro real (con una 
unidad de medida apropiada. como por eJemplo m?, ft1. cm, grado o segundo). Una 
cantidad de este 11po es una unlidad escalar y el nUmcro real corrcspond1cn1c es 
un ,sca l11r . Un concepto como el de ,eloc1dad o fuer.t..a tiene magnitud y d1n.,--cción, 
y con frccucnc13 se representan con un segmcnlo dt rtcta dirigido. es decir, un 
segmento de recia al que se le asigna una d1recc1ón. Otro nombre de un segmenlo 
de recta d1rig1do es , ec1or . 



FIGUIA I 
Vectores 1¡ualcs 

FIGU A.4 

Suma de ,cctorc) 
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Como se aprecia en la figura 1. usamos PQ para denotar el , cc1or con punlo 
Inicial P y pun10 lt rmlnal Q. e indicamos la dirección del vector colocando la 
pun1a de la flecha en Q. La magnllud de PQ es la longiiud del segmento PQ y 
:.e denota por I PQn. Al igual que en la figura, usamos letras en bold o negn1as 
como u y v para denotar \ cc1orcs cuyos pun1os finales no cst~ C!J>CCificados, 
En trabajos manuscn1os. con frecuencia se usa notación como u o v. 

Se dice que los ,·ectorcs que tienen la misma magnilud y duecc1ón son c-quh·a­
lcntes. En matemj11cas. un vector es determinado sólo por su magnitud y dirección. 
no por su ubicación. Así. eons1dcramos que ,ectores equ1,·alcn1es. semeJan1cs a los 
de la figura 1. son iguales y escribimos 

u - P(Í. \' - PQ y u - V 

Por cons1guicn1c. un "«ror puede tras/(J(k,rse de"" lugar" otro síemptY que "º se 
cambie 01 mag11it11d ni s11 ,linxción 

Podemos representar muchos conceplos fisicos por medio de ,cctores. Para 1lus• 
trar. supong11 que un avión desciende a una 1,,eloc1dad conslante 100 mifh y la linea 
de vuelo forma un ángulo de 20° con la horizontal. fatos dos hechos están repre­
sentados por el , ector v de magnitud 100 en la figura 2. El , ector ,, es un , ee1or 
,eloddad. 

flGIJRA.2 \'tttor\t'kxt<bd 

Un , e<:tor que rcprcscnla un empuJC o tracción de algún tipo es un nclor fucrLa. 
La fuerza CJcrcida cuando una persona sos11cnc un peso de 5 libras t.'i 1lustrnda por 
el ,cctor F' de magn11ud 5 en In figura 3. Esta fuerza tiene la misma magmtud que 
la eJerc1da sobre el peso por la gravedad, pero actlla en dirección opuesta. En con­
secuencia. no hay mov1m1ento hacia amba o hacia abaJO. 

A veces usamos AH para repre$Cntar la trayectoria de un punto (o partícula) 
cuando se mue,e a lo largo del segmento de recta de A a B. En eSOi casos decimos 
que AH es un dnplaumit nlo del pumo (o panícula). Al igual que en la figura 4. 
un dcsplazanuentoAB seguido _e>r un desplazamiento OC llc\'a al mismo punt~c 
el desplazamiento md1,1dual AC. Por ckfimc16n, el ,cctor AC es la suma de AB y 
Be. y cscnb1mos 

Debido a que los vectores se pueden tra~ladar de W1 lugar a 01m. dos ,cctores 
c11<1/esq111en1 se pueden sumar s1 se coloca el punto m1cial del segundo \ector en el 
punlo tennmal del pnmcro y luego se d1buJa un segmento de recia del punto micial 
del primero al pun10 1em1inal del segundo, como en la figuro 4 A este método de 
suma \CClorial se le conoce como la ley del 1rián~ulo. 
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Fucru resultanlc 

flGU A 

p 

flc,URAI 

M~nitud l •U 

Definición d~ la magnitud 
d~ un vector 

Otra fonna paro obtener la suma es escoger el ,ector PQ y el ,ector PR que 
son iguales a A8 y OC. rcspccl1\•anien1c. y 11encn el mismo punto m1cial P. como 
se aprecia en la figura 5. Si constnumos el paralclo~mo RPQS. entonces. como 
PR = QS. deducimos que PS = PQ + PR Si PQ y PR son dos fueras que aclúan 
en P. entonces Af es la íucrza resullantc. es dcc1r. la fuerza Unica que produce el 
mismo efecto que las dos fucr1,3s combinadas. A cs1c método de suma vcc1orial se 
le conoce como lry dr l paralelogramo. 

Si m es un escalar y ,. es un , ec1or. cn1onces mv se define como un \ cc1or cuya 
magnitud es ~ni \CCCS I vi (ID magm1ud de,,) y cuya d1n."<'Ci6n puede serla misma 
de v (si m > O) u opuesta a la de , (s1 m < 0). Las 1lustracioncs se dan en la figura 
6. A m,· se le conoce como múlliplo tscalar de , . 

FIGURA' Multipk>s cscaJarr~ 

En el resto de esta sección rcstnng1rcmos nuestro estudio a los \CClorcs que se 
encuen1ran en un plano.n •- Si PQes uno de es1os ,ectores. en1onces. como se indica 
en la figura 7, ex1su."fl muchos 01ros \ cctorcs equivalentes a PQ; sin embargo, hay 

x exac1amcnte un ,ec1or equivalcnic a • 0A con pun1O inicial en el origen. En es1e 
sentido. catk, \Wlor de1erm1m1 ,m por ordenado 1iflico de mímeros n.'t1les. que son 
las coordenodas (a1, u1) del pun1O temunal A. Rcclprocamcnle. todo par ordenado 
{a

1
• "J) dctcm1ina al \CCIOr OA. donde.A tiene coordenadas (a,. a1). En consccuen• 

c1a. ha)' u11u corws¡K111tk·ncla b11mfroca ""'"' \·ectot'f's '-'" u11 plano .n y JXl"'-'5 onJe. 
,wdos ,Je mímeros reo/es. Esm correspondencia nos pcm111e interpretar un 'w'eclor 
como un segmento de recta dmg1do ,,. ademb. como un par ordenado de números 
reales. Para e\1tar confusiones con la nomción de mtcnalos abienos o puntos. se 
usa el símbolo(a

1
,a)(conoc1do como no/ación de c1111a) para un par ordenado que 

representa un \CC1or. que se denota con una letra en bold (ncgri1a). por ejemplo. 
a - (a,. a). Los números a 1 y": son~ componcn1es del \-CClor{a 1• o). Si A es el 
punto(",· u?). corno en la figura 7. a O.A se le llama \ttlor de poiklón p.3ra{<1,.a) 
o para el µ111110 A . 

La explicación ::m1erior ev1dcnc1a que los \ ectorcs tienen dos naturalezas. una 
r geométrica y O1ra algebraica Muchas ,eces no dis11ngu11nos entre ellas. pero con 

base en lo que hemos estudiado. debe quedar claro cuándo se hace referencia a 
p."'lrcs ordenados o a segmentos de recia d1rig1dos. 

La ftu,gmtmldel \C-Clor :a - (a., a)cs. por definición, la longnud de su , ector de 
posición OA. como se ilustra en la figura 8. 

La magnitud del \CCtor a - (01• <1J. que se dcno1a por l •f . está dada por 

11• 11 • ll(a,.a,)11 • Vaf + al 
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1 D•finlclón d• sumad• ••dom 

IJ'.WLü:11 Obtención de la masnltud de un vector 

Trace los \CCtores 
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en un plano de coordenadas y detcmunc la magmtud de cada \CCtor. 

SOLUCIÓN Los VL'Ctorcs eslAn trazados en la figura 9 Por la definición de la tn3g­
:c n1tud de un \ cc1or. 

11• 11 - 11(- 3. 2)11 - \l(- 3)' + 2' - V13 
llbll -I1(0. -2)11 - YO' + (-2)' - V4 - 2 

11, 11 - 11(H )11 - vur + m' -v'~ + ti - Vf; - 1 

Considere el \CCtor O.◄ y el \CCIOr 0B corrcspond1cn1es .!.ª - (a
1
• a) y 

b - (bl' bJ, rtSJ>'.,'Ctivamente, como se ilustra en la figura 10. Si OC corresponde a 
e -{a

1 
+ b,,a: + b~. podemos demostrar. usando pendientes. que los puntos O. A. 

C y B son vértices de un paralelogramo; esto es. 

oi,, + oiJ s oc 

FIGURA 10 

C(u1 + b1,áz + h: ) 

8 h h ---~7 
/ 
l fll u:) 

La expresión de esta ecuación en térmmos de pares ordenados lle"'ª a lo siguiente. 

Note que, para sumar dos \CCtores. sumamos los componentes correspondientes. 

EJEMPlOS Suma de vectores 

■ (3. - 4) + (2. 7) - (3 + 2. - 4 + 7) - (5. 3) 

■ (5.1) + (-5.1) - (5 + (-5). 1 + 1) - (0.2) 

También podemos demostrar que si m es un escalar y OA corresponde a 
a - (o

1
, a). entonces el par ordenado determinado por mOA es (mar,,,,,!). como se 

ilustra en la figura 11 de la página siguiente para m > 1 Esto llc\a a la siguiente 
definición. 
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Definición de un múltiplo 
escalar de un vector 

FIGUU.11 

Por lo umto. paro obtener un múltiplo escalar de un \ ector. mul11plicamos cada 
componente por el escalar. 

EJEMPLOS MUltiplo He.alar de un vector 

■ 2(-3.4) • (2(-3). 2(4)) • (-6.8) 

■ -2(-3.4)- ((-2)(-3).(-2)(4)) - (6. -8) 

■ 1(5.2) • (1 · 5.1 · 2) • (5.2) 

DIWI Obtención de un múltiplo escalar de un vtttor 

S1 a - (2. I}. encuentre 3a y - 2a y trace cada \ettor en un plano de coordenadas. 

SOLUCIÓN Con la definición de múlliplos escalares de \<e<:torcs. cncon1ramos 

3a • 3(2.1) • (3 · 2.3 · 1) • (6.3) 

- 2• • -2(2. 1) • ((- 2) · 2.(- 2) · 1) • ( - 4. - 2) 

Los "cctorcs cs1án trazados en la figura 12. 

FIGURA 12 
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El , cclor cero y el nrgalho - a de un \CCIOr a - (a1, u) se definen como sigue. 

[ O.finlclóndeOy - a O -(O.O) 

EJEMPLOS El wctor cero y et negatlwo de un 't'Ktor 

Propiedades de suma 
y múltiplos ese.alares 

de vectores 

[ 0.finlcl6n de ,uta de vectom 

■ (3.5) + O - (3.5) + (O.O) - (3 + 0.5 + O) - (3.5) 

■ -(3. -5) - (-3. - ( - 5)) - (-3.5) 

■ (3. -5) + (-3.5) - (3 + (-3). -5 + 5) - (O.O) - O 

a 0(2.3) - (O· 2.0 · 3) - (O.O) - O 

■ 5· 0 -5(0. 0)-(5·0.5·0)-(0.0)- 0 

A continuación planteamos las propiedades de suma y múltiplos escalares de 
\cctores para cualesquiera \-CCtores a. b, c y cscalarei. ni y n. Ui.tcd tendrá poca 
dificultad para recordar estas propiedades, ya que son scmeJant(..-S a las propiedades 
conocidas de los números reales. 

l ) a + b - b + a 5) m(a + b) - ma + mb 

2) a + (b + <) - (• + b) + < 

J) a + O • a 

6) (m + tt}a • ma + na 

7) (mn)u • m(11a) • n(ma) 

4) a + ( -a) - O 8) la • a 

Oa • 0 • 11,0 

O(MOSTAACIONts Sea a - (a
1

, a) y b - (b
1
, b). Para probar la propiedad l. 

obscr,amos que 

a + b - (a 1 + b1, º: + b) - (b, + 0 1• b! + a) - b + a 

La dcmoslración de la propiedad 5 es como sigue: 

m(a + b) - m(a1 + b1,u: + bJ 

• (111(01 + b1). m(ll! + b:)) 

• (ma1 + mh,. mo! + mbJ 

• (nw1.mlf:) + (mh1.mb!) 

• ma + mb 

aónde ffi lip l(' 

t.iJ001h tiv 

Las dcmostrac,oncs de las propiedades rcstan1cs son similares y se dejan como 
eJcrcicios. 

Lo ttsla de n ~ctor<'S (que se dcno1a por - ) es definida por a - b - a + (-b). 
S1 usamos la notación de par ordenado para a y b. cn1onccs - b - (-b

1
, -bJ. y 

obtenemos lo siguiente. 
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Sunu devttlOfH 

Rnta de- YKlOrH 

MOltiplo Heabr 
de un vector 

Entonces. para obtener a - b. simplemente restamos los componcmes de b de 
los componentes correspondientes de a . 

EJEMPLOS Resta de Ytttores si a !>, 4 y b ..,, J. 2 

■ a - b • (5. -4)- (-3.2) 

• (5 - (-3). - 4 - 2) • (8. -6) 

■ 2• - Jb • 2(5. - 4) - 3(-3.2) 

• (10. - 8) - ( - 9.6) • (IO - (- 9). -8 - 6) • (19. - 14) 

Si a y b son '>cttorcs arbitrarios. entonces 

b + (a - b ) - a 

esto es. a - b es('/ ,·«tor q11e, cutmdo se s11ma a b. dará a. S1 representamos a y 
x b por el ,cctor PQycl vcc1or PR con el nmmop11llfo m1cial, como en la figura 13. 

en1onces RQ repn:senta a a - b. 

Veamos algunas de !lb operaciones con \CCtorcs en una calculadora graficadora La TI-83 4 
Plus no tiene un modo especifico de \CClorcs. pero unas listas nos SCT"\1r:Í.n bien. Visual­
mcnlc. basta sus111u1r con lla\CS la no1ación de cui\as que se emplea en el texto. 

El .. cuadrado de una lista" dc\'Ucl\C una lista formada por los cuadrados de los elementos en 
la hsta ongmal. Como la magnitud de un ... -cc1or es 

- Ja raiz cuadrada de la suma de los cuadrados"'. 

podemos calcular la magnuud de un ,cctor como se aprecia en la pan1alla siguiente. La 
última entrada es sólo una combinación de las pnmcras tres entradas. 

Los vectores e.-.pec1ales I y j se definen com() sigue 

(Ans) 
(9 16) 

25 
CAns> 

c .... cc:s, •◄>•»: 

Definición de i y j 
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Un , ·ttlor unilario es un ,cctor de magmtud l. Los ,cc1ores i y j son \CClores 
umlanos, como lo es el ,ec1or e - { i. {) en el CJCmplo 1. 

Los ,ectorcs I y j pueden usarse para obtener una fonna alterna de representar 
,ecton.--s. Específicamente. s1 a - (01, uJ, entonces 

Este resultado nos da lo siguicnrc. 

EJEMPLO' Forma l,j 

■ (S. 2) • SI + 2J 

■ (- 3.4) •-31 +4j 

■ (O. - 6) • ot + (-6)J • - 6J 

Los \CCtOrcs corrcspondicnlcs a l. j y un \'CCtor arb11rario a se ilustran en la 
figura 14. Como i y j son \CCtores umtarios. o

1
i y aJ pueden rcprcscntar.;e por 

\CCtores honzon1ales y ,ert1cales de m:agmtudcs a,I y ~,J respec11,amen1e. como 
se 1lm,tra en la figura IS. Por esta razón. u

1 
recibe el nombre de componcntr horl­

iontal yº: el de rompont'.11te n-rtiral del \.ector a. 

o 

La suma \CCtorial a
1
i + aJ es una combinación lin('al de i y j . Las reglas para 

sum3, rcsla y muh1phcac1ón por un escalar m se pueden cscnb1r como sigue, con 

b • (b,,b¡ • b,I + bJ: 

(a ,I + a ,J) + (b,I + b,J) • (a, + b,)1 + (a, + bJj 

(t11I + t1iJ) - (b1I + biJ) - (11, - b1)I + (t11 - b.Jj 

m(a1J + t1J) - (mt11)1 + (11ll11)J 

Es1as fómtulas demuestran que las combinaciones lineales de i y j se pueden con­
siderar como sumas algebraicas 
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horl1ontale1 de a -(•
1

• oj 

lill!ZIUI Expresión de un vector como una combinación lineal de I y J 

Si a - 51 + j y b - 41 - 7j. cxprc:te J a - 2b como una combinación lineal de I y j. 

SOLUCIÓN 
lo - 2b • 3(5i + j ) - 2(4 i - 7j ) 

• (15i + 3j) - (8i - 14j) 

- 7i + l7j 

Se.a O un ángulo en posición estándar. medido desde el CJC x posimo al vector 
a - (01• "J - a1l + aJ. como se aprecia en la figura 16. Como 

obtenemos las s1gu1cn1cs fónnulas. 

S1 el ,cc1or a y el ángulo O se definen como se mencionó anles. cnlonces 

Usando cslas fónnulas. tenemos 

a• (u,.u;¡ • Ql• llcos 8. ll• llscn9) 

• ll• llro> 8i + ll • ll 1<n8j 
• ll• ll(cos 8 i + scn8j ) 

Dii'liJl•f I Expresión de la velocidad del viento como vector 

S1 el \lento sopla a 12 m11h en la dm .. --cción N40"0. exprese su ,elocidad como un 
.,.CCIOr \ ' 

SOLUCIÓN El \cctor v y el ángulo 8 - 90° + 40' - 130 se ilustran en la 
figura 17. Usando las fórmulas de los componentes horizontales y ,en1c::i.lcs con 
,, - (,·,. ,,J tendremos 

,·, • ll•llcos8 • 12cos130". ,·, •ll•ll.cn8 • 12scn130" 

En consecuencia. 

V - Vti + \'J 
- (12cos 130•)¡ + (12',Cn IW)j 

• (-7.7)i + (92)j 

Mili' IJl•Q Cómodeterminu un vector de dirección 
y magnitud especificas 

Encuentre un '-CCtor b en la d1rccc1ón opuesta de a - (S. - 12} que 11coc magnitud 6. 

SOLUCIÓN La magnitud de a está d3d3 por 

11•11 - \!5' + (-12)' - \/25 + 144 - Vl69 - 13 



FIGURA 11 

flGU IA.19 

13 VKtor'1. 509 

Un ,cctor umtano u en la dirección de a se puede hallarmulllphcando a por 1 1 a 1. 
Por lo t.anto, 

U•-0 • -(5 -12) • - - -1 1 (5 12) 
11 • 11 13 . 13· 13 

La multiplicac1ón de u por 6 nos d3 un vector de magm1ud 6 en la d1rccc1ón de a . 
de modo que multiplicare~ u por -6 para ob1ener el ,ectordeseado b. como se 
ilustra en la figura 18: 

b • -6u • -i ~- _ _1_3_) • /_'!!!__?l.) 
\13 13 \ 13 13 

Ülill\l.lS&I Obtención de un vector result.ante 

Dos fuerLas PQ y PÑ. de magn11udes 5.0 y 8.0 kilogramos. respcc11vamen1e. 
accúan en un punto P La dirección de PQ es N20°E y la dirección de PR es 

N65°E. Aproxime la magmcud y dirección de PS rcsul1ame. 

SOLUCIÓN Las fucr1..as t.--s1án reprcsemadas geométrieamcmc en la figura 19. 
Note que los ángulos desde el eJC ;r posit1'>0 hasta PQ y PR tienen medidas de 700 

y 25º . respcc11vamcntc. Usando las fónnulas para componentes horizontales y ,cr• 
t1cales, obtenemos lo siguiente: 

ComoPS • PQ + PR. 

PQ • (5 ros 70")I + (5 sen 70")J 

PR • (8 ros 25')1 + (8 sen 25' )J 

PS • (S cos 10• + 8 cos 2s•)1 + (5 sen 7~ + 8 sen 2s•)J 

• 8.%0(;I + 8.0794J • (9.0)1 + (8.lll 

En eonsccucnc1a. 

IIPSII • \1(9.o)' + (8 .1)' • 12.1 

También podemos obtener IP!f usando la ley de los cosenos (,e::s el ejemplo 
3 de la sección 7.2). Como L QPR • 45º. deduc11nos que L PRS - 135° y. por lo 
tan10. 

11 PSII' - (8.o)' + (S.O)' - 2(8.0)(5.0) cos 135' - 145.6 

IIPSjj • v'iill - 12.1 

S1 O es el ángulo desde el eJc x pos 111, o a l:i rcsuhame PS. entonces usnndo las 
coordcnad35 (aproximadas) (8.9606. 8.0794) de S. obtcnemo!t lo siguiente: 

8.0794 
lan 8 - S.9606 - 0.9017 

8 - tan-• (0.9017) - 4r 

Por lo 1an10. la dirección de PS es aprox1madamcn1e N(90° - 42º )E • N48°E. • 
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F.ju.1 - 6: t:ncu,ntn• + b. a - b.-11 + 5b.4a - Sb) l•I• 
1 • • (2. - J), b • ( - 5, - 1) 

2 • •(-2.-3). b •(2,3) 

3 • • -(7. -2). b • 3(0. -2) 

4 • - 2(5, - 4). b ~ -(6. O) 

S • • i + 2j . h • 31 - Sj 

6 • • -Ji + j , h • -31 + j 

21 (n111}a • m(na) • n(n,a) 22 la • 111 

23 Oa • 0 • ntO 24 ( - m)a • -ma 

2S - (a + b) - - 111 - b 26 ,n(a -b)• 1m11- n,b 

27 S, , = (u, h). demuestre que la magn11ud de 2, es el doble de 
la magnitud de , 

28 S1 v = {o, /,} y I: es cualquier numero real. demuestre que la 
magnitud dt, J.v es). \e«$ la magnitud de , 

F.jer. 29-36: Oblcnga la magnitud dl':I \ttlOr a) l':I hgulo 
posllho mb P«!UC'IIO o dtl C'jC' X posllho ., ,·«tor OP (IUC' 

torrt.sponde • •· 

Ejt r. 7-10; Tntt' los ,·tttom corrupondicnln • •• b. • + b, 29 a • (O. - .'i) 30 • • (O, IO) 
21 y - Jb. 

7 a • J i + 2j . b • - 1 + .'ij 

8 • - -.'il + 2j . b - i - 3j 

9 • • ( -4, 6), b • ( - 2. 3) 

10 • • (2.0). 

Ejer. 11- 16: USt' componcntn para upruar la suma o dlfe-­
rtnda como un múhlplo rsnlar dt' uno dc los ,cctort'I •· h. t 
d.,. o f quc- K mun lnn c-n 11 fi1tur1. 

11 • + b 

13 b + t' 

\S b + d 

12 e - d 

14 r - b 

16 C' + e 

[jt'r. 17- 26: SI • :{•,• •J. b :(61, b) , t :(",• rJ. ) '" ) n son 
nl1nitT05 rHIH. de.mUHlr1' la proplfllad plan1 uda. 

17 • + (b + e) • (a + b) + l' 

18 a + O• a 

19 • +(-•)• O 20 (m + ,r)a • nia + na 

31 • • (3,-3) 32 • • (-2. -2V3) 

33 a •-4i+ .'ij 34 • • -3i + Jj 

35 a • 6i - Sj 36 a • 2i - lj 

f.'.jl'r. 37- 40: Lo!l ,utorn • ) b reprnc-ntan dos füc-r,.u 
qut &flÚ»n en ti mismo pu1110,) O ts el 'ngulo posi1h·o m6s 
pC'qUC'ftO C'RlrC' a y h. Apro~lmc-11 magnitud dc- la rueru rt'IUl­
tanlC'. 

37 1• 1• .0lb. lbl • 70 lb. 8 • 45• 

31 l•I • 55 lb, lbl • 6.2 lb. 8 • 00" 

39 l•I • 21l lb. lbl • 8.0 lb, 8 • 1:ZO-

40 l•l•30 1b. l•I - ,o lb. 8 • ISO-

F.jcr. 41 - 44: Las magnl1udcs y dlrtcdones dc- dos fuen,u quc 
atlúan c-n un punto Pes1·in dadas en•)) b). Aprodmc la mag• 
nilud ) la dirttdón dcl ,·tt1or rt'!lultanlC'. 

41 a) 90 lb, NJ5•o 

42 a) 20 lb. siro 

43 a) 6.0 lb. 110-

44 a) 30 lb, 280" 

b) 60 lb, S5'~ 

b) 50 lb, N82•O 

b) 201b. 215• 

b) 8() lb, 10-

Ejer. 45-48: Apro.d nte los f0mponcntes horiLonral > Hrtk11I 
del \ ttlor que SC' deKribC'. 

45 La JH't~ ..,to 4' un b.1.on d,o flttbol ar r1 ~ Un quar• 
rcrback lanza un balón de fu1bol a una ,clocldad de .SO ptesis 
en un ingulo de' 35• con b horuont;il 



46 TI 1t IN an trineo Un mno ura de un 1nnco Cfl un campo 
ne, ado y eJcrcc una fuerza de 20 hbras m un ángulo de 400 
con la honzontal 

47 MuKulo bk~ El musculo bíceps. :si soportar el ante­
brazo y un peso sos1cn1do en la R\3n0, CJCfCC una fuer-La de 
20 hbrns Como se apn:c1a en la ligul"ll, el músculo íorm:1 un 
Angulo de 108 con el an1cbnuo 

(JfRCICl047 

48 Apr ,.¡flW> '"6' Uft~ UnJctsca¡,roJ1:1m1aunap1!iila1un 
ángulo de 7.5 con la hon.ronul. ,·olando a u112 ,cloc1dad dc 
160nu,'h 

Eju. 49-52: Encurntrt' un ,ttlor unllario que- lcnga •> la 
111bm11 dlrttcl6n qur, f'I nctor •) b) dlrttd6n opuf',Ua 111 u·c• 
tora. 

49 a - -8i + 15j SO a • 5i -3j 

S1 • • (2. - S) S2 • • (-IU) 

53 Fncucntrc un , cclor que 1cnga la nusma d1rccc1ón que (-8, 
2)y 

a) el doble de magm1ud 

b) la mitad de l:ti magnitud 

S4 EIICUL'fltn: un \"CCIOr que icnga La d1rccc1Ón opuesta de 81 Sj y 

1) !res ,cccs la magmtud 

b) un 1crc10 de b magnitud 

SS Encuentre un , cc1or de magn11ud 6 que tenga la d1rccc1ón 
opuesta de a = 41 - 7j 

56 Encuentre un ,cctor de magnitud 4 que 1cn¡3 la dirección 
opuesta de • = (-3, - 1). 

Ejr:r. 57-60: SI lu rur n .H 1-' 1, 1-'l, •••• F. actúan tn un punto P, 
la futrza neta (o rnullan1e) r n la juma f

1 
+ 1\ + ... + r, .. SI 

f = O. se dice qut lu fuerui ntiin en tqulllbrio. La.5 fuer-u, 
dadas actúan tn t-1 orígt-n (J dt- un plano.ty. 

13 VKtort1o 511 

a) Encuentre ta foerza neta r 

b) Encucn1rc I.IJ\a fuerza ad1e1onal G tal que ocurra cqu,hbno. 

SS F, • (-3. -1). 1-'i - (O. -3). f J • (J. 4) 

61 fu, (Ud u rento~e ~ rcn'0Lqucs cstin tirando de un 
barco grande hacia puerto. como se mucstr:a en la figura LI 
mayor de ellos eJcrcc una futt1.a de 4,000 hbras 1..-n su cable 
y el n:molquc más pcqucl\o CJercc una ÍUC17.3 de 3.200 hbr:n 
en su cable S1 el barco h;, de mo,cBC en 13 linea recta l. 
calcule el ángulo O que el remolque mM grande debe fonnar 
con/ 

(JUCICI061 

62 Simula<16nd.laatracc. n¡.r.1V11•c1on-al btlafigur:adcla 
página siguiente se muestra un sencillo apal"'.tlo que se puede 
usar pva simular cond1c1ones de atracctón gnt\ 1tac1on3I en 
otros pl:1nctas Um cucnb cst.fi al:ldJ. a un astron.tuta que 
man.obr.a en un plano 1nchnado que fonn.a un dnguk, de O 
gndos con 13 horizontal 

1) S1 el astronauta pesa 160 hbnu. encuentre los rompo-­
n<."llle.5 r y•· de la fuerza hacia abaJO (\ca los CJC5 en l.;1 
figura) 

b) l:.I rompoocntc ,, en el 1nc1so a) es el peso del astro­
n:iuu rcspcc10 al plano 1nd1nado El astrof\3uta pesaría 
27 libras en b Luna y 60 hbn,s en Mane Calcule los 
ángulos O(al O 01 · más ccrrano) para quc el aparn10 de 
plano mchnado s1muk canunar en estas supcñicics 
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(JIRCICI0'2 

63 Tn.y.ctori• d. un • ..,,. 111 '1 w éidad n, ti ""• Un n1ón 
con ,d<>c1dad en d :urc de 200 ma.'h n1ela en 13 dm::c:c1ón 
SO ·. y un '-'tento de 40 m11h sopl3 d1ttetamen1e desde el 
oe~e. Como se ,e en la fi¡ura. estos datos pueden repre­
sentarse con lm , ectorcs p y w de m:1gn11udcs 200 y 40, 
~pecllumcntc La d11tte1ón de la roultan1e p + " da el 
curso ,Cf'd:l(k,ro del a, ,ón N:SpCCIO al sudo. y la magnuud 
1 p + " 1 es la ,cloc1dad del a,ióncn Oem Calcule el curso 
,erdackro y la ,ekK:Kbd en hem 

(JUICICI06 

64 Tny~loria d1 un •~1 ,n y w .. icidad tn ti itn Consulte el 
CJcrcKIO 63. Un a, ión vuela en la dirt"Cción 140° con una 
H:kK:tdad en el a,re de 500 mL1t. y un , ,ento de JO m1/h sopl11 
en lad1rccc1ón65 CalculcclCW'M)\crd.idcroyL:a ,elocKbd 

del anón en llcmi 

6S Tny«toria de i,n n1ón y w ·ida:1 ffl tNm 1:.1 p1loco 
de un 11'-'IÓn desea mantener un curso ,crdadcro en la dutt• 
c1ón 1501> con una ,cloc1dad en uem de 400 mi,'h, cuando 
d , ,cnto sopb dntt1amcn1c al oortc a 50 mlfh Calcule la 
,·ckK:Kbd en el an-c ncccsana y el rumbo de la brúJula 

66 Chr-<ciiin y ~ >loridad de-4 ..,,. ,to Un a, 1ón "1.lcla en la 
d1rccc:1ón 20· con una ,eloc,dad en el aire de 300 m1/h Su 
,eloctdad en t,cm ) curso ,crdadcro son 350 m1!h ) 300. 
rcspec11vamcntc Cakuk- la dm:cc1ón y la ,eloctdad del 
,,ento 

67 N.av >ftlCI !in •n un bott CW rtr'M La come me en un rio se 
muc,ed1rcc1ame11tcdcsdc el oeste a razón de 1 5 p1cs,s Una 
ptt.SOn3 que rcnu en un bote a razón de 4 p1cs,s en aguas en 
calma desea remar dm:aamemc para cruzar el rio Calcule. 
al grado más cercaoo. la d1recc1ón en la que la persona debe 

68 N~-,~ ,nen bot• ft motOr Parn. que w, bote de motor 
en mo'-'mllcnto • una ,elocidad de 30 m1th naH•guc d1rcctn• 
mente al nonc para crw.ar un rio. debe dmg1rsc a un ponto 
que llene el rumbo N 1 5°1::. S1 la COITICfllC SC muc,e dtttelll· 
mente al oeste, calcule la ,cloc1dad a la que se muc,e 

69 Flujo d• llt IS tubttrr, RHI Los cootammantcs de aguas 
subtt"rráncu puedt"n ('turar en el agua potable de una 
comunubd cuando se mue\-en • tra.,és de piedra porosa 
y entran en el aculfcro S1 las aguas sub1erráncas se mue• 
\Cn con ... c1oc1did , 1 por uni mtcrfasc c-ntrc un 1,po y un 
segundo 11po de roca. su \·cloc1<bd cambia a v .• y ttnto la 
d1recc1ón como la ,cloc1dad de flujo se pueden obtener 
con la fórmula 

doode I01 6n¡.,ulos O, y 01 son como se: mUditra en la figura 
Pan p,cdn aremsca. l ,11 = 8 2 cm al dia: p;lnl picdnl 
callZll. l,J = 3.8 cm al día S1 O, = JO cm, calcule los 
,cctorcs v, y v

1 
en la forma l. j 

EJUCICI06t 

70 fl1,__jo d• a,o11.H lllbtwr6nu1 Consulte el eJcn;;c10 69 Las 
aguas sub1cmincis cootamu\3das se muc,en por arcnai f:m­
gosa con uru dirección de flUJO O, y ,·elocKbd (en t"m.dm) 
d3<b por el \CClor \ . = 20! - 82j Cuando el fluJO entn. a 
una región de arena hmpta. iU ,eloc1dad aumenta a 725 cm/ 
dia Calcule O: para obtener la nueva duttción del fluJO 

TI MDvillHHIIO robitico Los \CCIOl'CS $Qn úulcs p.va dcscnb1r 
el mo, 1mten10 de robots 

11) [I brazo de robol que se 1lu,,tra en la pnmcr.a figW11 
puede g1n1r en las conc,c1oncs an.culadas P y Q El 
bf1l7.0 su¡x-tt0r. rcprcscntado por a. mide 15 pulgadas de 
largo)' el antebrazo (U')Cluycndo la nuno). rq,rcscn1ado 
por b. mide 17 pulgadas de largo. Calcule las coordena• 
das del ponlo R en la mano usando • + b 



lJERCIC10 M•) 

1/ 
b) S1 la parle supcnordcl bcuo gm1 85 ycl a.ntebrazogm1 

ocros 35 • como se tlustn en la segunda figura. calcule 
las nuevas coorden.3dll de R usando e + d 

lJUCICIOnio) 

n Mov.-n1 nto robótko Refiérase al CJCrcK:,o 71. 

a) Suponga que la an1culac1ón de la mui'lcca del brv.o del 
robot puede gmu en la conc:,u6n S y el bruo se coloca 
como se muestra en la pnmcra fi¡u.ra La pane supcrK>r 
del br:t7.o llene una longitud de IS pulgadas; el 11.nlC• 
brazo. sin la mano, tiene una loognud de: 10 pulgadas: 
y la mano uenc una longitud de 7 pulgadas Calcule las 
coordmadas de R usando a + b + e 

(j[lCfCIO 72•) 

7.J VKtor" 513 

b) Suponga que La putc supcnor del bruo del robot gira 
75° y luego el :mtcbr:u.o g1n1 -so··. y finalmente la 
mano gira olros 4-0°, como se 11pn.-cia c.n la segunda 
figW111, Caku1c las nue\as coordenadas de R usando d 

+" + r 
(JUCICIO 7;H.) 

~ 

73 fU1i,nu •n StOMhwnlf' Refiérase al e,crctclO 25 de la 
sección S.2 En la construcción de Stonchenge se empica• 
ron grupos de 550 hombres p.ira subir bloques de ptedra 
de 99.000 l1bn1S por rampas 1nclmacbs a '19. llacicndo caso 
oouso de la fnct1ón. dctcmunc la fuera con la que cada pcr• 
sona 1u,·o que contr1bu1r para wb1r la p1cdn por la rampa 

(JE C1Cl07J 
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El producto punto 
El producto p11nto de dos , ectores 11cne numerosas aplicaciones. Comencemos con 
una definición algebraica. 

Obttnd ón 
de un producto punto 

Sea a • (a,, a)• a 1i + aJ y b • (h1• b) • h1i + bJ. El producto punto de a y b, 
que se denota con a · b, es 

a · b • (t1.,a:) · (hi.bi ) • a,b, + a-:/,1 

El símbolo a · b se Ice "a punto b" . El produc10 punto también se conoce como 
1>roduc10 esca lar o produc10 inlerno. Tenga en cuenta que a · b es im mimero ntal 
) no un \'f!Clor, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 

IJJm:il!:D Obtención del producto punto de dos vectores 

Encuentre a · b. 

a) a • (-5. 3). b • (2. 6) b) a • 4i + 6J. b • 3i - 7j 

SOLUCIÓN 

a) (-5.3) · (2.6) • (- 5)(2) + (3)(6) • -10 + 18 • 8 

b) (41 + 6J) · (31 - 7J) • (4)(3) + (6)(-7) • 12 - 42 • -30 

Detemuncmos el producto punto del ejemplo I a) con ayuda de una calculadora graficadora. 
El producto de las listas {a,. a 2} y {b,, b2) es la lisia ja1b1, ai2 1. Si sumamos estos ciernen• 
tos, obtenemos el producto punto. 

---,□ ,--GJ --2□6-·(ENTER J 
•-GJCDa•mi,NTER J 

18) 

8 

PropiedadH del producto punto Si a. b y e son ,ec1ores y mes un número real, entonces 

1) •.• = 1•1' 
2) • · b • b · • 

3) a · (b + t'.) • a · b + a · c 

4) (ma) • b • m(a • b) • a • (mb ) 

5) 0 • a • O 



1 D•fink;ón d• v.ctom pml,lo, L y ortogon•lu 

1 T,or,muobre ,1 p,oducto punto 

U El producto punto 515 

DEMOSTRACIÓN La prueba de cada propiedad se basa en la defin1c1ón del pro­
duelo pun10 y las propiedades de los nUmcros reales. Por lo 1an10. s1 a - (01• a). b 
- (br b) y e • {l"r l") . entonces 

a · {h + e)= (a1.c,i) · (b1 + c1,b1 + cJ 

• ll1(b1 + <'1) + a i(b: + c1) 

= (t11b1 + a1bJ + (,,1c1 + 01cJ 
• a • b + a • c 

que demuestra la propiedad 3. Las demos1rac1oncs de las propiedades restantes se 
dcJan como CJcrticms. 

Dos ,cc1orcs diferentes de cero cualcsqu1ern • • (0 1• aJ y b • {b1, bJ pueden 
representarse en un plano de coordenadas por segmentos de recia que \'an del on­
gen O a los puntos A{a1• " : ) y B(b1• b:>· rcspcc11,·amentc. El Angulo O entre a y b 
es, por definición, LAOS (,ea la figura 1 ). Obsene que O :s 8 s 1r y que 8 • O s1 
a y b ucnen la m1sm:i dirección o O • w s, • y h uenen direcciones opucs1as. 

flGURA.1 

Sea O el ángulo entre los dos 1,cctores a y h diferentes de cero. 

1) a y h son panalelos s i O - O o (J - ff' 

2 ) a y b son or1ogonales si 9 • f 

Los ,ec1ort.'S a y b en la figura I son paralelos s1 y sólo si se encuentran en la 
misma recia que pasa por el origen. En este caso. b • ma parn algUn numero real 
m. Los ,·cc1orcs son onogOfl!lles si y sólo si se encuenlran en lineas mutuamente 
pcrpcnd1cul11res que pasan por el origen. Suponemos que el ,cc1or cero O es para­
lelo y or1ogonal a todo ,cc1or a 

El siguiente 1eorema muestra la estrecha relación entre el i ngulo entre dos \.CC• 
1orcs y su producto pun10 

Si O es el :ingulo entre dos ,·cc1on..--s • y b diferentes de cero. entonces 
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T~rema del coseno del angulo 
entre vectores 

rlGUUl 

DEMOS1'AACIÓH S1 a y b no i.on p3ralclos. 1cncmos una SJIU3CIÓO scmcj3ntc a 
13 que se ilustra en la figura l. Entonces podt-mos aplicar la ley de los cosenos :11 
triángulo AOB. Como las longi1udcs de los tres lados del triángulo son I a 1- 1 bl. 
y,~A.B). 

Usando la fómtula de la distancia y la definición de la magnitud de un \CClor. 
ob1encmos 

que se reduce a 

o,, id1cndo entre - 2 ambos lados de la última ecuación. 1cndremos 

que es equ1\alcnte a lo que dcscáb:imos probar. porque el !:ido izquierdo es a · b. 
S1 a y b son pamlelos, entonces (J - O o (J - 1t y, por lo tanto, b - ma para 

algún número real m. siendo m > O si O - O y m < O si (J - -rr, Podemos dcmos1rar. 
usando lai prop1edade'¡ del produc10 pun10. que a (ma) - l•l lm•I cos O y. 
en consecuencia. el teorema es ,crdadcro para iodos los ,cctores a y b diferentes 
de cero. 

Si O es el ángulo entn: dos , t-cton:s • y b d1 fercn1cs de cero. t-ntonces 

a · b 
cose • M lbl 

iJIJ:Ullª#i Cómo determinar el inguloentre do~ vectores 

Encucn1rc el ángulo cn1n: • - (4, -3} y b - (1. 2). 

SOLUCIÓN Los ,cc1ores están traa&dos en la figura 2. Aplicamos el 1con:-ma a111c­
nor. 

cos O=~= (4)(1) + (-3)(2) -2 
0 1a111b1 v16 + 9..Ji'"+7 svs· 

En consecuencia. 

( -'\15) 9 - ::ircros -t- - 100.3• 

-2\15 
25 

IJ.litJii:D Demostración de que dos vedares son paralelos 

Sea a - Ji - J j y b - 2i + 12j . 

a) Demuestre que a y b son paralelos. 

b) Encuentre el escnlar m tal que b - ma. 

• 



r Teorema sobre vectores 
ortogonales 

Definición de cornp~ a 

u El p,oducto punto 517 

SOLUCIÓN 

a) Por dcfimción. los \·cc1orcs a y b son paralelos si y sólo si el ángulo 8 enln: ellos 
es0on.Como 

concluimos que 

e - arccos(-1) - ,,, 

b) Como a y b son paralelos. ha) un escalar m 1al que b - ma: esto cs. 

- 21 + 12J - mGI - 3J) - J:mi - Jmj 

S1 igualarnos los cocficicn1es de I y de j , 1cndrcmos 

-2- fm 12 - - Jm 

Por lo tanto, m - - 4; es decir, b - - 4a Tenga en cuenla que a y b tienen d1rec­
c1oncs opucs1as. porque m < O. 

Usando la fóm1ula • · b - a lb cos 8,JUnto con el hecho de que dos -..ectorcs 
son onogonales s1 y sólo s1 el ángulo entre ellos es 1t 2 (o uno de los dos \CCtores 
es O), nos da el siguic111c resultado, 

Dos \CClorcs II y b son onogonales si y sólos, • · b - O. 

UII %131•1 I Demostración de que dos vectores son ortogonales 

Demuestre que el par de \CCtores es onogonal: 

a) I.J b) 21 + J j.61- 4j 

SOLUCIÓN Podemos usar el teorema sobre vectores onogonalcs paro probar la 
ortogonalidad. demostrando que el producto punto de cada par es cero: 

a) 1 · J • (1.0) · (O. 1) • (1)(0) + (0)(1) • O + O • O 

b) (21 + JJ) · (61 - 4J) • (2)(6) + (3)( - 4) • 12 - 12 • O 

Sea O el ángulo entre dos \CCtorcs a y b d1ícn:n1cs de cero. El componente de a a 
lo largo de h . que se denota con comp~ a , está dado por 

compri, a - l a l cos fJ 
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La 1mportanciri geométrica de la dcfimción precedente con O 3gudo u ob1uso se 
,lustra en la figura 3, donde no se muestran los CJCSX y, .. 

f lGUllAJ oomp.a • 1•1~8 
•) b) 

-( 

t ----; ----

.............. 0'~8 > 0 

S1 el ángulo O es agudo. entonces. como en la figura 3a). podernos formar un 
1ri:ingulo rectángulo trazando un _!$.mento de recia AQ perpendicular a la recta / 
que pase por O y B. Obscn.c que 0Q 11cne 13 mism3 dirección que 08. Al obscrv3r 
la parte a) de la figura. se aprecia que 

d(O. Q) . 
cos 8 • -¡;¡¡- o.loqucC.)cqu1valcnte, lal cos 8 • d(O.Q) 

Si O es obtuso, emonccs. como en la filim 3b). de nue\·o t~nos AQ pcrpcn­
dícular a /, En este caso. la dirección de 0Q es opuesta a la de 08. y como cos O 
es nega11vo. 

d(O.Q) ros O• -¡;f" o. loquce<1equ1valentc, lal cos 8 • d(O,Q) 

1) St 9 • -rr/2 . entonces a es ortogooal a b y comp, a • O 

J 2) Si 9 • O. entonces a 1ienc la misma dirección que b y comp., a • 1• 1 
l 3) St 9 - 1r. cnlonces a y b licncn d1reccmnes opuestas y comp, a - -Ua l 

La exposición prcccden1e demucslra que el componcnle de 11 a lo largo de b 
puede hallarse al proy<'Ctur el punlo cx1remo de 11 sobre la recta/ que con1icnc a b 
Por esta r3.lón. 1 a f cos O a , cces se conoce como pro) e«"lón de 11 sobre b y se 
denota con proy, a La siguiente fómmla muestra cómo calcular esta pro)'ccción 
Jm conocer el ángulo O. 

S1 a y b son \CCtorcs diforc111cs de cero. entonces 

a • b 
comp,, a = r,;f 

DEMOSTRACIÓN Si O es el dngulo enLrc a y b. cn1onces, del teorema sobre el 
producto punio. 

Oi'v1d1endo ambos lados de cs1a ecuación cn1rc 11 b I tendremos 

• · b r,;r • l•I co, 8 • comp. a • 
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iJWLli:11 Determinación de los componentes de un vector 
a k, largo de otro 

S1 c - IOi + 4j y d - 3i - 2j . encuentre comp4 c y comp~ d . e ilus1rc gráficamente 
CSIOS nllmeros. 

SOLUCIÓN Los \·ec1ores c y d y los componenles deseados se ilustran en 111 figura 
4. Usamos la íómmla para comp~ a, como sigue 

< • d (I0)(3) + (4)(-2) 22 
comp, < • w • \!3'+(-2), • yjj • 6.IO 

d · e (3)(10) + (-2)(4) 22 
comp .. d • w • \lio:+ 4: • v7i'i6 - 2.04 

Concluiremos esta sección con una aplicación física del produc10 pumo. Pero 
:mies examinaremos brevemente el concepto c1en1ífico de rmhojo. 

Una fut rt.a puede consideralle la entidad fis1ca que se usa para describir un 
empuje o 1racción sobre un objCIO. Por ejemplo. se requiere una fücra para empu• 
Jllr o tirar de un ObjCIO a lo largo de un plano honzon1al. para levantar un obJelo 
del suelo o P3ra nlO\er una partlcula cargada en un campo clcc1romagné11co Con 

'C' frecuencia. la~ fuerzas ~ nuden en hbras. $1 un obJelo pesa I O hbras. entonces. 
por definición. I:, fuerta necesaria p.1ra lc\-anmrlo (o sostenerlo lcvant11do) es de 
10 libras.. Una fuerza de cs1e tipo es una fuerza tonstantc. porque su magnitud no 
cambua mientras está aplicada al obJC10 dado 

Si una fuerza conslante F se aplica a un objeto, moviéndolo una d1.stanc1a e/en 13 
dirección de la focna. entonces. por definición. el trabajo IV es 

IV - Fe/ 

S1 F se mide en hbras y den pies. entonces las unidades de JI' son pies-hbras 
(fl-lb). En el sis1cma cgs (centíme1ro-gr.uno--scgundo) se emplea la dina conlO uni­
dad de fucna Sí F se expresa en dinas y el en centímetros. emonccs la unidad de 
lf' es la dina-centímetro o erg. En el sis1ema mks (mctro-k,logrumo-segundo) se 
empica el nt nton como umdad de ÍU<.Tl.3 S1 F está en newtons y,/ en metros. 
entonces la umdad de lf' es el ncwion-rnctro o joule. 

UICii:.11•I·1 calculo del trabajo rullzado por una fuerza constante 

Encuentre el trabaJO rcah7.ado al empuJarun automóvil por un camino a m\cl desde 
un punto A a otro punto B. a 40 pies de A. cuando se cJcrcc una fuerza constan1c 
de 90 hbrns. 

SOLUCIÓN El problema se ilustra en la figura 5, donde hemos d1buJado el camino 
como p.1ne de una recta/ Como la fucr-l3 consuuuc es F - 90 libras y la distancia 
que se muc,·c el au1om6v1l es d - 40 pies. el lrnbaJO rcahzado es 

W • (90X40) • 3600 O-lb 

Fuc.ru • 901b 

~ 
--------.¡()'-------;~ 
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Definición de trabajo 

flGUkA7 

La fórmula IV - Fd es muy res1ric11va. porque se puede usar sólo s1 la fuer,,a 
se aplica a lo largo de la linea de mo, 1m1en10, En forma más general. suponga 
que un \Cctor a rcprcscnu1 una fuer.la y que su punto de aplicación !e mue\.c a lo 
largo de un 1,cctor b Esto se ilustra en la figura 6. donde la fuer.ta a se e~ca 
para tirar de un obJcto a lo largo de una traycctona a ni, el de O a B. ) b • 00. 

El ,ector a es la suma de los ,ec1orcs OQ y QA. donde QA es onogooal a b 
Como QA no contribuye al mo, 11nien10 horizon1:1I. podemos suponer que el rnov1• 
miento de O a Bes pro,ocado sólo por 0Q Aplicando U' - Fd, sabemos que el 
traba¡o es el producto de li5Q II y I bl. Como lo magnitud li5QI. obtenemos 

IV - (comp,, a)jbf - Cl• I cos 11llbl - a · b 

donde O representa LAOQ Es10 llc,a a la s1gmcme dcfimc1ón. 

El trabajo Wreah:z.ado por una fuer-La constante a cuando su punto de aplicación se 
muc,c a lo largo de un \.cctor b es w- a · b. 

IJiJWl:D Cómo determinar el trabajo realizado 
por una fuena constante 

La magnirud y d1rcce1ón de una fuerzn c<>rtstan1c están dadas por a - 21 + Sj. 
Encuentre el 1rabajo realizado s1 el punto de aplicación de la fuerza se mue, e del 
ongcn 111 punto P(4. l ). 

SOLUCIÓN La fuerza a y el ,ec1or b - CW están 1ra1.ados en la figura 7. Como 
b - (4. 1) - 4i + j . tenemos. por la dcfimc1ón precedente. 

IV ~ a • b - (21 + 5j ) · (41 + J) 

- (2)(4) + (5)(1) - 13 

S1. por e1emplo. la umdad de longitud es pies y la magmlud de la fuerza se nude en 
libras. entonces el trabaJO rcahudo es 13 fl•lb. • 
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Oll'ií41•1·1 Cómo determinar el trabajo rea liudo 
contr,11 la atracción gravitacional 

Un pequeño carro que pesa 100 libras es empuJado hacia amba por un plano mch­
nado que fom\3 un ángulo de 300 con la horizontal, como se aprecia en la figura 
8. Calcule el 1robaJo rcahiado contra la a1mcción g.mv11acional al empuJnr el carro 
una dístanc1a de 80 pies. 

flGURAI 

SOLUCIÓN Introduzcamos un s1s1ema de coordcn:ub.s.n·. como el que se muestra 
en la figura 9. El \CClor PQ rcprescn1a la fucr7.a de la gr.l\cdad que ac1üa ven1cal­
men1e hacia abaJo con una magnitud de 100 libras. El veclor F correspondiente es 
Oi - IOOj. El pun10 de aplicación de esta fuerza se mueve a lo largo del 11cc1or PR 
de magnuud 80 Si PR corTCSponde a a - o1i + ,,J. cmonccs, al observar el trián­
gulo PTR. \.CRlOS que 

y. por lo tanto. 

01 = SOco-.30° =40V3 
01 • SO sen 30• • 40. 

• - 40V31 + 40) 

Aplicando la definición. cncon1ramos q ue el 1rabajo realizado ¡,orla g.ra,cdad es 

f · a - (OI - IOOJ) · (40V31 + 40J) - O - 4000 - -4000 ft-lb 

El trabaJo realiwdo conlra la gra,cdad es 

- f · a - 4000 O-lb 

F.Ju. 1- 8: Enruentrr •) rl produrto punlo dr los do,; ,ttlorn 
) b) ti hgulo tnlrt Sos dos \ttlorn. 

Ejt>r. 9 - 12: Ot'muntrr qur los H C'IOrl't son or1ogon11ln. 

9 (4, - 1). (2. 8) 10 (-2,5), (I0.4) 
1 (-2. 5). (3. 6) 2 (4. -7). (-6. 1 

3 4¡ - j , -3i + 2j 4 81 - Jj, 2i - 7 

51 + 4j • 6j . - 41 

7 (-9. -3) (3.1) 1 (-3.6). (-1,l 

11 - 4J. -71 12 7¡ - 14j . 2i + j 

Ejer. 13- 16: Dtmul.'Slrr qut l011 n<:IOrN son paralelos ) 
dl'ltrmine si lltnt:n I• mism• dir«cl6n o dirtttHlnN opuHIH. 

13 • • 31 - 5j . h • -~I +~j 

14 11 • -!I + 6j. b • - IOi + 24J 
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1S • •G,J). b • (8,9) 

16 , • (6. 18). b • (-4. - 12) 

Ejer. 17- 20: IHluminr"' 1al qur los dM \N'lorn Ran ono­
gon■Ja. 

17 31 - 2j . -H + 5mj 

19 91 - l6mj, i + 4mj 

18 4nd + j . 9nri - 25j 

20 5nri + Jj . 2i + 7j 

[jrr. Zl - 28: D■do que• - (2. - JI. b = (J. 4)) t = (- 1. 5\ 
r ncurn1rr c-1 númr ro. 

21 a) a •{b +c-) 

22a)b ·(■ -c) 

23 (a + e) (a - e) 

2S comp.. b 

27 cOmPI, (a + e) 

b) a • b + ■ e 

b} b · a - b · e 

24 (■ - b) • (h + e) 

26 COOIPl, l' 

21 comp. e 

Ejl'r. 29- 32: Si e rrprHc>nl■ un■ fuera cons1an1r. t n(utn1r, 
ti 1rab1jo rc-aliudo si t i punto dt' ■pliución d, e St' mut,·r • 
lo larr,o dtl n •gmHIO de rffi■ d r P ■ Q. 

29 e- • J i + 4j , P(O. O). Q(5. -2) 

30 , • - 41 + 2j . P(O, O), Q(J, 9) 

31 e • 6i + 4j , P(2. -1), Q(4, J) 
(Su,,.,,.,.cru· crK."ucntrc un ,octOf"b • (b1• b-:}t.i.l que b • PÓ.) 

32 e- • - 1 + 7J: P(-2. >). Q(6. 1) 

33 Una f~ eonstan1e de magnitud 4 ucnc la misma dua:c,on 
qucJ, Encuentre d tn.baJO rcal1:ndos1 su pwuodcaphcac,ón 
se muen: de P(0. 0) a Q(8. 3) 

34 Una fuerza consta.me de magnilud 10 llene la misma d1rcc­
c1ón que - i Encuentre el trabajo realizado i.1 el plmlo de 
:iphcac1bi1 s,e muc"c de ptO, I} a Q(I. O) 

t:Jtr. 35-40: Dfmunl rf 1■ propiedad si a) b son ,tttorts) ,., 
H un némuo rHI. 

3S 1i1 · a • l• I: 
37 {ma) b • r,t(■ · h) 

390 ·••0 

31 m(a b) • a (mb) 

40 (a + b) · (a - b) = a • a - b · b 

41 T,r.ar et. NI urr~til Un n 1ilo 11ra de una cam11lla por un 
lcm.'f'IO a m\cl c,erc1cndo una fuera de 20 hbns sobre una 
mam,p que forma un ángulo de 300 con la honzootal. como 
K muestra en la figura Calculcc-11rabaJo rcal17.adoal t1rarde 
fa carrct1lb 100 pies 

(Jl:.R00041 

42 Tirar CM una carnt1 lt Refiérase el c1crcmo 41 l:ncucntrc 
el lraba)O rcah211do SI SC llnll de la C3rtt1tlla, con lll ffll$tn3 

fuerza. 100 pies por un plano mchnado que forma un Sni,_'Ulo 
de JOO con 13 hom::ontal. como se llf)fl.'CUI en 13 figUtll 

EJU:CKIO, .. 

43 Lo n 1yi" del S. ,1 El Sol tiene un radio de 432,000 millas y 
su centro cst3 a 93.000.000 de m1lbs del centro de la T1crn 
Sean\ y w los ,cciorcs que se ilustran en l:ii t'igura 

a) Exprese .., y ~ en la forma ,. J 

b) Calcule el :iingulo cn1rc v y ~ 

[JEltCICto4J 

44 Lu1d1Ut'natn141ho La mtcns1dad /dela luzd1uma (en w.itlSi 

m:) se puede calcular usando 1:, fórmula/ = ,:,. ·-•.donde A: 
y e son COMCantcs posll1\.U y d> es el :ingulo entre los rayos 
del Sol y el hon7ontc La cantidad de ho diurna que incide 
en wui p3rcd ,crtical que da al Sol es igual al c:omponcnlc 
de IM ra)'OS del Sol a lo largo de la honzon1al S1, durame 
el mes de JUiio. 11> = 30 • J; = 978 y e = O 136. calcule la 
cantidad rotal de hu. diurna que incide c-n una pared Hrtteal 
que t1CT1C un área de 160 m! 



Ejc-r. 45 - 46: Lo1 \tttorH lil' UHa Ull'aUml'nll' l'D Jtráfic:u 
dt- compuladora para hacrr Hmbrtado. Cuando lnddt luJ.: 
,n un• suptrflclt pl1n1. lit r,neJ• y ti árt• no dt-~ «tu 
1ombrrada. Suponga qut- un rl)O enlrantr dt- lu:r. e<iilá rrprl'­
st-ntado por un ,tttor L ) qut- ~ n un nctor ortogonal a la 
supt-rficit' plana. como ff ,.I' tn la fill,ura. El r:a)·o dt luz rtfll'­
jado puNlt' ttprutnlarst: con t i ,ttior R ) !lit' calcula unndo 
1• fOrmula R = Z(N · l.)N - L.. Calcult R para los ,·tttorts L 

y""· 
4S Lut,,...,.... L • {-1,l). N • (O. 1) 

46 Lw-i-t,L •(ti.-t;}. N•(½V2.JV2) 

EJEICICIOU1 -Cf 

K 

Ejtr. 47-'8: Los ncrorH st usan tn gráficas tomputariu­
das pan cakular lu klDgÍludn: dt sombru sobrl' suprrlklH 
planas. La longilud dt un objtlo putdt r l'prtsta larst a ,·ttts 
con un \ttlor a. SI un11 fut-nlt' dt lu~ única brilla ,obrt un 
objt'tO. enlODl'l'S la longi111d dtJU$0mbni t'n t'I ,urlo Jtri igu2l 
al n lor lbfflluto del compontnlt' del ,tttor a lo largo dt 11 
dlrtulOn del s utlo. como st ,·• en la figura. Calcule la longl­
lud dt la sombra pna t i nttor eiprdficado a si t"I sut lo tslá 
nhtlado. 

47 So"Y'brulmv Id l i'" lo 11 • (26, 4.5) 

41 ,Or,,,i,raalninlde ~lo a • (-3.1. 7.9) 

EJERCICIOS ,47--41 

u El pt'oducto punto 523 

EJtr. 49--50: Refiiran los rjtn:icio, 47 )' 48. Un objtto reprr­
stnlado por un ,·t t lor a ff -M>sllenl' sobrl' una IUJ)l'rfidl' plana 
l.ndinada rn un ingulo O. tomo sr murstra rn la figura. Si una 
lui. brilla dlr tttamtnlt hac-la •bajo. ukult la longitud dt la 
sombra a dos poddont1 dttimaln para los , alorn Kpttinca­
dos dtl ,·tttor a ) O. 

49 Sombr1e,runpl1noln(inado• =(lS.7.-J.9'>.6= l:?­

SO Se 1brununpYno1ncllnad a = (- 138, 194).8= - 1?-

S1 O.te""1n.c:10n d~I c1b1llo de fu.ru1 La camKbd de caba-
1105 de fuer-La P produc:1dos por un molor puede dctcnmnarx 
con b fórmula P = i W · v). doodc f' es la fuera (en 
l1br.u) CJCf'CKl:i por d mo1ory , es la , d ocid3d (en fu1) dc un 
obJeto mO\ ido por d motor Un motor tu':l con una fua-m de 
2.200 libras de un cable que fonna un ángulo 8 con la hon­
zont:tl, mo\ 1cndo hornont.1lmcn1c un carro. como Je :llptt'(:aa 
en la figura Calcule los caballo, de fucr-;.a del motor 11 b 
HiocMbd del carro es de 8 f\;s cua11do 8 = JO"' 

EJ[ltCICJOS1 
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Forma trigonométrica 
de números complejos 

l Definición del nlor ,bsoluto 
de un nOmero complejo 

En 13 sección 1.1 representamos geométricamente números reales mediante puntos 
en una recia de coordenadas. Podemos obtener representaciones geométricas de 
números complejos usando puntos en un plano de coordenadas. Espccificamen1c. 
cada número complejo u + bi deternuna un par ordenado único (u. b). El pun1O 
correspondiente P(a. b) en un plano de coordenadas es la rcprcscntación geomt­
t rica de a + hl Para destacar que estamos asignando nllmcros l-ompleJOS a puntos 
en un plano. podemos marcar el punto P<,a. b) como u+ bi . Un plano de coordc• 
nadas con un número complejo asignado a cada pumo se conoce como plano com­
plejo (o Argand) en lugar de un plano xy. El eJe x es el eje rtal y el CJe ,. es el eje 
Imaginario. En la figura 1 hemos representado geométricamente vanos números 
complcJOS. Tenga en CU\."'llta que para ob1enercl puntocorrcsponchcn1c al conJugado 
t1 - bi de cualquier número complcJo a + bi, simplemente lo reílcJamos a tra\és 
del eje real. 

FIGUU.1 

EJ< 
1111.-gmano 

EJ< 
real 

El \'alor absoluto de un número real a (que se denota !<~) es la distancia entre 
el origen y el punto sobre el eje .1' que corresponde a a Así. es natural mterprelar 
el \--alor absoluto de un número complejo. como 13 dist3ncia entre el origen de un 
plano complejo y el punto (a. b) que com:spondc a" + b,. 

S1 : - a + bí es un nUmcro complcJO. entonces su , alor absoluto. que se deno1a 
con ·a + bil. es 

Val + Ir 

D'.iiZliliíll Cilculo del valor absoluto de un nOmero complejo 

Encuen1rc 

•l 12 - 611 b) ll• 

SOLUCIÓN Uuh7.3mos la dcfimción previa· 

•> 12 - 611 - V2' + (-6)' - \/40 - 2v'iii- 63 
b) 13;¡-1o + l•I• VO'+J'• V9 • l 
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Forma trigonomftrka (o polar) 
para un nOmtro complejo 
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Los puntos com:spondicntcs a todos los nllmcros complcJOS que 1icncn un valor 
absoluto fiJO k están en un circulo de r.idio k con centro en el ongen del plano 
compleJO Por ejemplo. los punlos correspondientes a los nllmeros compleJOs : con 
i:I - 1 están sobre un circulo unitario. 

Consideremos un número complejo: • a+ hJ d1ícrcn1e de cero y su rcprescn1a­
c16n geométrica P(11, b). como se ilustra en la figura 2. Sea O un ángulo cualquiera 
en posición es1ándar. cuyo lado tenmnal se encuentra sobre el .i.cgmcnto OP y sea 
r - 1:1 - V,r- +Ir.Como cos 8 - uryscn 9 - br. ,emosque a - reos 9 y 
h • r sen O. Sus111uycndo" y h en: - a + hi, obu:ncmos 

.:: =a+ b, = (rCO!I O)+ (rscn8)t = r(cos 9 + iscn9) 

fü1a c'Cpres16n se dcnomma íorm:11 1rlgonomt 1rlca (o 1>0lar) pan el número 
complejo 11 + bi. Una abrevia1ura común es 

La forma tngonométnca para : - a + bi no es úmca. porque hay un número 
ilinutado de c>peioncs diícrcn1cs para el ángulo 9. Cuando usamos 13 fonna 1rigo­
nométrica. el valor ab!¡,olulo r de: se COllQCC en ocasiones como el m6dulo de= y 
un ángulo O asociado con: como un argumt-nlo (o amplitud) de::. 

Podemos resumir nuestra cxpos1c16n como sigue. 

Sea;:=,, + b,. S1 r= l:l = Vo~ + Ir y s1 9cs un argumento de:. cn1onccs 

: • r(oos 9 +; scn8) - rc1s 8 

úrfómwfatk.• E11/c·r. 

cos 8 + isenO • r• 

nos da otra fomta para el nümcro complejo : - a + bi. comllnmcnte llamada 
forma uponendal, esto es, 

: • r(cos 9 + isen9) • rr' 

Vea algunos problemas relacionados en el ejercicio 6 de los ejercicios de Whsis 
al final del capi1ulo. 

Üit?J.lii:1.1 Expr~sión de un número complejo en forma trigonom~trica 

Exprese el numero complejo en fonna Lrigonomé1rica con O 5 O < 21r 

a) -4 + 4i b) 2V3 - z; e) 2 + 7i d) -2 + 7ó 

SOLUCIÓN Comen:uunos por representar gcornétncamcntc cada número com­
plcJO y marcar su módulo r y argumento 8. como en la figura 3. 

(colllimía) 
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FIGURA) 

•l 

( 

OpHK6onticonnofflffos 
compt.Jos 

A conlmuación sus111umlOS r y O en la fom,a 1ngonométrica: 

V2 ( J,, J,,) V2 . 3,, a ) - 4 + 4, • 4 cos 4 + , sen-¡- • 4 2 c,s 4 

V3 ( "" "") "" b) 2 - 2i • 4 cos 6 + iscn6 - 4cis6 

e) 2 + 7, • v'ii[cos(arcmnD + iscn(arctanD] • v'iicis(arcmnD 

d) -2 + 7i - \ls3[cos ( 1f - arctan I} + i sen( 1f - arclán D] 
- VS3 cis (,,,. - an:tan n 

Veamos cómo determinar con ayuda de una calculadora groficadora el \ alor absoluto y el 
argumen10 del número complCJO del ejemplo 2b). 
Asigne 2 \13 - 2, a A. 

, •• ,(DQ, •• 
(STO<> )(ALPHA) (D (ENTER) 
Encuentre el valor absoluto der. 

~000 
( ALPHA) (D CI] ( ENTER ) 
Encuen1re el argumento 6 (en modo de grados). 

( MATH ) 0 0 QJ 
( AlPHA) (D CIJ ( ENTER ) 

Ahora cambiaremos la ronna de 2Y3 - 21 us.ando la runción polar. La cakuladora 
Tl-83 4 Plus nos da la fomia exponencial re". Obsel'\e que -30° es equivalcnie al l1r 6 (el 
ángulo del eJemplo 2b) para O :S 6 < 21t} 

(ALPHA)Qj(!§D000 (EHTER) 
fH ro1ar-4e-A( -;set) 
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S1 pcnn11imos \3lorcs arb11raríos para O. hay muchas 01ras fonnas 1ngonorné­
tricas parn los nlllncros compleJOS del CJernplo 2. Asi. para -4 + 4/ en el inciso a) 
podríamos usar 

8 - ~ + 2ff'n paracualquicrcntcron. 

S1. por eJemplo. n - 1 y n - - 1. obtenemos 

.iV2eis 
1:11' 

respccli\amentc. En general. los argumemos para el mismo nUmero complCJ0 
siempre d1fic1"en por un múh1plo de 21r. 

Si los números complcJOS se cxpn..~'ln en fom1a trigonométrica, cn1onccs la mul-
11phcación y d1\ is1ón se pueden efcc1uar como se indica en el sigu1en1c teorema. 

S1 las fom,as tngonométricas para dos nürncros complcJOS : 1 y : 2 son 

:::1 - r1(cos 81 + i sen81) 

entonces 

1) : 1.::! - r 1r![cos (81 + 8-j + i sen((h + ~)] 
2) :! • ~[cos(B, - 8,) + ;s,n(8, - 8,)]. ;:,,. O 

::! r ! 

DEMOSTRACIÓN Podemos probar 1) como sigue: 

::1;::z • r 1(cos 81 + I sen 91) • r:(cos 8! + , sen OJ 

- , ,r:[(cos 81 cos ~ - sen 81 sen 9-j 

+ ,(sen61 cos 8: + cos 81 senfi)] 

La aphcac1ón de las fónnulas de suma para cos (01 + 0:) y sen (01 + O:) obtenemos 
1 ). OcJamos como eJcrcicio la demostración de 2) . • 

La pan e 1) del 1eorcma prcccdcn1e plnn1ca que el m6d11/o de 1111 prod11c10 tk dns 
números complejos es ~, prod11cro de s11s módulos. )' u,1 ,,rgume,uo es la s11mt1 de 
sus argumelllos. Un enunciado análogo se puede hacer para 2). 

i,jii!J.íli:D Uso de formH trigonomi!trlus 
para obtener productos y cocientes 

S1 : 1 - 2VJ - 2t y=: - -1 + VJi'. use íonnas 11igonomé1ncas parn cnconlrot 
a) : 1: 1 y b) : /::. Compruebe usando mé1odos algebraic~ 

SOLUCIÓN El número con,plcJo 2v'3 - 2i esd rcprcscn1ado gcomé1ncamcn1c en 
la figura 3b). Si usamos 8 - - 11 6 en la fonna tngonométnca. cn1onccs 

(romimÍt,) 



528 CAP1TULO 7 1 APLICACIONES Of TRIC,ONOMETRIA 

fk,iUllA4 El número compleJO z, - -1 + VJ, está representado gcométncamcntc en la 
figura 4. Una fonna tri&onomé1rica es 

. r. ( 2.. 2") ~ - -1 + v.1, - 2 cos3 +1scn3 

-+--+--1-f-'I--+--+--+--►, a) Aplicamos la parte 1) del teorema sobre productos y cocientes de números com• 
piejos: 

FIGURAS 

r 

UGIJRA6 

,, 

lflil Ejercicios 

t:~r. 1- 10: Em-utnt~ ti ,·1loubsoluto. 

: ,: , • 4 · i(cos (-f + T) + 'scn(-f + T)] 
- 8(cosf + ,scnf ) - 8(0 + ,) • 81 

La figura S da una mtcrprctac1ón gcométnca del producto=1.:! . 

Usando métodos algebraicos para comprobar nuestro rc~ultado. tenemos 

' '" • (2V3 - 2,)(- 1 + VJ;) 
• (-2V3 + 2V3) + (2 + 6), • O+ 8, • 8, 

b) Aplicamos la parte 2) del teorema: 

La figuro 6 da una m1crprctac1ón gcométnca del cociente=,·=!· 
Usando métodos algcbr.ucos para comprobar nuestro resultado. multiplicamos 

el numerador y el denonunador por el conJugado del denommador para obtener 

:., 2VJ-21 -1-VJ, 
; · -1 + vJ;" - 1-v:J; 

• (-2V3 - 2V3~ (2 - 6), 
(-1)' + ( 3f 

• -4V3 - 4, • - VJ _, 
4 

Ejn'. 11- 20: Rtprcstn1e gwmflrkamtnlt ti núnM't-0 tompltjo, 

l lJ - 4,I 2 15+811 n 4 + 21 12 - 5 + J, 

ll -6-7;1 • 11-,1 
s 101 • l-81 

• 1-s,1 

'º l• 'I 

13 ' - 51 

" -(J -6,) 

17 -2,(J - 21) 

l9 ( 1 + ,y 

,. -2 - 6, 

16 (1 + 21)! 

11 (-Ji}(Z - i) 

20 4(-l+Zi) 



23 -.avi+4i 24 -2 - U 

25 2V3 + 2, 26 3-3V3, 

27 - 4 - 4; 28 - 8 + 8, 

29 -20, 

31 12 32 IS 

33 -7 34 -5 

3S 6< 36 4; 

n -s -sv:i, .. VJ-, 

39 S+2i 40 3+2, 

41 -3 + i 42 -4 + 2i 

43 -s - Ji 44 - 2 - 7i 

46 12 - s, 

Ejrr. 47-60: t:1:prtst tn la forma " + bi, donde • y b son 
númrros ru in. 

51 S(ros w + , sen w) ( 3w 3w) 
52 3 rosT+iM"nT 

5) yj'.¡" CIS (1an- l n S4 V53 m[t>•-• (- ¡)] 

S6 vio (IS (tan- 1 3) 

75 Form,1 trlg~trlC.1 de nu~ compltjOs 529 

S9 V58 CIS (tan-• 1 + ·) 60 v'is" CIS (1an-1 ; + ·) 
Eju. 61- 70: lJst las formas 1rlgonoml 1rku pan oblt ntr ::,::

1 

) :/=1• 
61 .:1 - -1 + i. ~ - \ + i 

62 ::1 - V3 - ,. 
63 ::1•-2-2VJ;. ~-s, 
64 :1 - -5 + SI. 

65 ::1 - - 10. 

67 :1 - 4, 

61 ::1 - 7, 

69 !'1 - -s. 
70 ::1 - -J . 

:..i - -3, 

71 Ikmucslrc 2) del teorema ,obre productos ) cocu:nlcs de 
nurncros complc.JOS 

n ~) Ex11cnda 1) del toorcma sobre productos y coc1cn1cs de 
nümel'O$ cootplcJOS a tl"CS números oomplCJOt 

b) Gcncrahcc 1) del tcorcm.a a" numcros complcJOS 

t:Jr r. 73- 76: La forma 1rigonomf 1rlu dt númt ros compltjos 
SC' utiliza con Íl"N'Utncl• por lngrnltros eltctrkislH pan dn­
('rlblr la corrkntr l . t i ,ottaj r I') la lm~ancla Z t11 cir('uitO!o 
r l&1rkos con corritn1r al1rrna. La Impedancia n la oposld6n 
al Rujo de corrltnlt t n un drtulto. Los 1pau1os tlk tricos 
mát comunts funcionan c:on 115 ,olls deo c:o rritnll' .11lll'rna. L.11 
r t ladón t nftt HIH trn c:a11lldadei H / = JIIZ. Calcult la can• 
tidad d~ onoc:id1 y upresl' la ttspun t• rn forma rtctangular 
a dM podc:lonei dttlmaln. 

74 O.ti rfflnadón .. votta,. 1 - 12c1~s-. 1. - 100 c1s W 

75 O.t...-min.ld6ndtlmp,tci"" i.a / • 8c1s5•. v-11Scas45• 

76 Ort~-'YCtlt..Jt Z - 78 C1S 61•. V - 163 (IS Ir 

n Módukl de 1mpd,lnc1a El módulo de 13 unpetbnc,:i L 
reprcscma la oposición 101.al al fluJO de comernc clCCtnca en 
un c1rcuno )' se mKk en ohna Si Z = 14 - 13,. calc:ulc ¡21. 
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78 flt .tf'P\:u1 y rNCUincla l:J ,·ak>r 1bM>lu10 de la panc real 
de L representa la rcs1Stl"fK'ta en un cirau10 déctnco; d 
, ak>r llbsolu10 de la pa,nc compkJa rcprcscn1a la rcac1ancaa. 
Amb3s canlldadcs se miden en ohms. S1 1 = 220 c1s J4 e 
J = 5 c,s 90 • calcule la rcs1.s1encaa y la rcactnncia. 

79 V« IUiJ• rt I La panc real de I' representa el \OltaJc real 
cntrc¡adoa un aparatocléctnco en \olls Calcule es.e ,ohaJc 
cuando/= 4c1s9QOyZ= l8c11(- 78"). 

80 Comente real La parte re-si de / rq,n:scn1a la comcnic 
real ctnttgada a un apar:110 cléc1m:o en amps Calcule cs11 
comcntcawxlo I'= l6)c1s 43 yZ= IOOc1s 17' 

l 

Teo,.ma de De Molv,. 
y las ralees n-ésimas 

de números complejos 

Teorema de De Moivre 

Si = es un número complejo y n es un entero po6ili\'o. entonces un número compleJO ,, 
es la raiz lt-tiima de:: si w•• - ::. Demostraremos que todo número complejo difercn1c 
de cero llene ,, raíces n•és1mas difcrcnlcs. Como R está contenido en C. 1amb1én 
se deduce que lodo número real d1fercnlc de cero llenen diferentes raíces 11-és1mas 
(compleJas). Si a es un número real pos111,o y tt • 2. cn1onces )ª sabemos que las 
raíces son..¡;, y-.,¡¡; 

Si. en el teorema sobre produc1os y cocientes de nUmeros complejos. suponemos 
que=

1 
y=: son iguales al número complejo= - r(cos O+ i sen O). obtenemos 

::' - , • ,[cos (9 + 11) + ; sen(9 + 11)] 
• ,:(ros 28 + 1 sen 28) 

Aplicando el mismo teorema a:? y= tendremos 

::' ·, - (,' · ,)[cos (20 + 9) + , sen(29 + 11)] 

_:
1 

- r ' (cos 38 +, sen 39) 

Aplicando el 1eorcma a =' y=· obtenemos 

.:" - , .. (cos 48 + i sen 49) 

En gcncrnl. tenemos el siguiente resuhado, llamado así en honor del ma1cmá11co 
francésAbraham De MOI\TC (1667- 1754). 

Para lodo entero n. 

[r(cos 8 + i sen 9))' - r •(ros n8 + i sen118). 

Usaremos sólo enteros posi1hos para 11 en CJcmplos y CJcrcicios que compren­
dan el 1corcma de De Mo1vre. No obstante. para redondear. el teorema se cumple 
para n - O y n ncgatl\'O s1 usamos las respec11vas definiciones de cxp0ncntes de 
números reales. es decir, -:t - 1 y= • - 1 ::".donde= es un número complejo dife­
rente de cero y,, es un entero posit1\0. 
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ti H f j:j 1•11 Uso del teorema de De Moivre 

Use el teorema de De Mo1vre P3ra cambiar ( 1 + ,,- a la fomia a + bi. donde a y 
h son números reales 

SOLUCIÓN Seria tedioso camb1:1r (1 + ,)-,. usando métodos algebr.ucos. Por lo 
tanto. mtrodu7ca,nos una fonna trigonométncn p.'lra 1 + l . Re1111t1é11donos a la 
figura 1, ,cmos que 

1 +, • vi(cosf + isenf) 

Ahora aplicamos el tcorenia de De Mo1-..rc: 

= 21~(cos S'" +, sen 5,r) = 21~{- I + 0,1 .,. -1024 

El número -1024 es de la fonna a+ bl con a • -1024 y b • O. 

Si un número complcJO: diferente de cero tiene una raíz n-és11na w. cnlonccs 
w• • : . Si las fomlas tngonomémcas para" y: son 

w • s(coso + isena) y= - r(cos0 + tsenfl). 

entonces. aplicando el 1con.··ma de Oc Moivre a w• • : tendremos 

s"(cos 11a + isen11a) - r(cos 8 + ;sen8) 

Si dos números complejos son iguales. entonces también son iguales sus \'alores 
absolutos. En consccucnc1a. S" - r. y como J y ,. son no ncgall\-OS. s • "r/;_ Sus11tu­
yendo,. pór s" en la úh1ma ecuación mostrada. y d1v1du:ndo ambos lados entre s". 
oblencmos 

COSII0 + 'scn1ta - coso + lsen o 
Como los argumentos de mimcros complcJOS iguales d1fierc11 por un mlllt1plo de 
2Tr, hay un entero k tal que 1KJ • 8 + 2Trk. O1v1d1endo ambos lados de la úlmna 
ecuación cn1rc "· Hmos que 

a -
8 

+"i-rtt para algún entero k 

Sus111uycndo en la íom,a mgonométrica por" (,ca t•)) obtenemos la fónnula 

. .r[ (8 + hk) (8 + 2..t)] w • vr cos -,-, - +,sen-,-, -

S1 sust1tu1mos lt - O. l. ... , n - 1 .!oUCC.Sivamentc, obtenemos n diferentes raíces 
"-ésimas de:. Ningún 01ro valor de l. producirá una nuc\a rail. n--ésima. Por ejem• 
plo. s, k - "· ob1coemos el ángulo (9 + 2Trn) no (9/n) + 21T, que nos da la misma 
raíz ,H~smta que k - O. Del nusmo modo. k - n + 1 da la misma raiL. 11--és1ma que 
k - l. y :así sucesiv:imente. Lo mismo aplica pa.rn valores negamos de lt. llemos 
dcmoslrado el sigu1cn1e 1corcma. 
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Te-orema sobre rafees n-Himas S1 = - ,icos O + ; sen U) es cualquier número compleJO diferente de cero y sin es 
cualquier e,nero posí1ivo. entonces= 1icne exactamente n ralees n-ésimos diícrcntcs 
"'•· ",. "'i· .... ",. 1. Es1as ralees. para O en radianes, son 

FIGUllA2 

FIGURAl 

[ (
8 + ?,,t) (º + ?,,t)] "'• = efr ros -,-,-- + ; sen -,-,- -

o bien. lo que es cqu1valcn1c. para Oen grados . 

.. r[ (º + 360'*) (º + 360'*)] w, • Vr ros --,, - + isen - -,,-

dondek • O.I. ..• 11 - l. 

Las raices n-ésunas de : en este teorema llenen 1odas ellas valor absolu10 
"',/; y. por lo tanto. sus reprcsc111acioncs geométricas se encuentran en un circulo de 
radio ,r/',, con centro en O. Además. están 1gualmcmc espaciadas en este círculo. dado 
que la d1fcrcncin en los argumcn1os de succstvns raíces ,,-ésunas es 2ff',n (o 360°/n). 

till 'IQl•II Obtención de las rafees cuartas de un número complejo 

a) Encucn1rc las cuatro raíces cuanas de - 8 - 8 \IJ;. 
b) Represente geomé1rieamen1c las raíces. 

SOLUCIÓN 

a) La reprcsentac1ón gcométnea de -8 - 8 VJ¡ se muestra en la figura 2. Introdu­
ciendo la forma trigonométrica. tenemos 

-8 - gy'j¡ = J6(cos 2-W° + i sen 240°) 

Usando el teorema sobre mices n-és1mas con 11 • 4 y obsenando que ffi - 2. 
encontramos que las raices cuanas son 

[ (240' + 360'k) (240' + 360'*)] w1 • 2cos 
4 

+,sen 
4 

para k - O, 1, 2. 3. Esla fónnula se puede escribir como 

•·• • 2[cos (60' + 90' k) +; sen(60' + 90'k)] 

Susrnuyendo Je por O. I, 2 y 3 en (60º + 90°.t) nos da las cuatro raiccs cuanas 

"'º - 2(cos 60° + i sen 00, • 1 + VJ, 
" ·• • 2(cos 150• + i sen 150") • -VJ + i 

w 1 • 2(cos 240° + i sen 240") - - 1 - \/3; 
w, • 2(co~ 330• + i sen 330~ • V3 - i 

b) Por los comentarios que preceden a cs1e CJCmplo. todas las ralees se encuentran 
en un circulo de radio con centro en O La primera rai.t. "'•· liene un argumento de 
60° y las raíces succsi\as están separa~ por 360°'4 - 90°. como se aprecia en la 
figura J . 
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La calculadora Tl-8J14 Plus 11cnc la capacidad de calcular la rafz de un nllmcro com- l 
plCJO. A contmuac,ón ob1cnemos una raíz cuarta de -8 -8 VJ,, como en el CJCmplo 2a). 

·8-8H3)t+C 

4 
;y-13. 85640646, 

T. 732050808-, 

El caso especial en el que::. - 1 es de particular interés. Las n raíces n-61mas 
d1s1m1as de I se llaman rakts n-ishnas d t la unidad. En particular. si n - ). lla­
mamosa estas raíces las r1icts cúbku de la unidad 

Dtmil!I.I Obtl!!nción di! IH ralcu cUbicH di! la unidad 

Encuentre las tres raíces cúbicas de la umdad. 

SOLUCIÓN Escnb1cndo 1 • l(cos O + i sen 0) y usando el teorema sobre raíces 
n~imas con" - 3, obtenemos 

paro k - O. l. 2. Suslltuyendo k 1cnd.rcmos las tres raices: 

w0 =cos0+,sen0= 1 

2,, 2,, 1 V3 
w, • cos 3 + , scn3 • -2 + 2' 

4,r •hr I VJ 
"': • cos 3 + , sen3 • -2 - Ti 

Ull!Lil:U Obtención de las r.ilces sextas de un n'1mero rul 

a) Encuentre las seis raíces sextas de - 1. 

b) Represente gcomé1ricamcn1c las rakcs. 

SOLUCIÓN 

a) Escnbu:ndo - 1 - l(cos ,r + iscn ,r) y usando el tr. .• -orcma sobre raiccsn-ésimas 
con n • 6. encontramos que las mices sextas de - 1 están <bdas por 

[ ( " + 2ffl<) (" + 2"")] " ' - 1 cos --
6

- + , sen --
6

-
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FIGUU..C 

FIGURAS 

15➔R 
5 

<2 <cos<A0 ) +tsin< 
A0 )))"6 

55.42562584+32t 

para /e - O. l. 2. 3. 4. S. Sustituyendo /e por O. 1, 2, 3. 4, S. obtenemos las seis mices 
scxmsde - 1. 

" " 14·1 = cosT + iscn2 =, 

5,r . 5,, V3 1 
"''1 - ros6 + ,scn6 - -2 + 2; 

~ -1 - CQS ~ + ; sen~ - - \13 - 2..; 
6 6 2 2 

3.,,. ' 311 
"'• • cos 2 + ,sen2 • -i 

1111 11,r \13 1 
""~ - cos 6 + 'scn6 - 2 - 2; 

b) Dado que t'i • 1. los puntos que representan las raíces de - 1 están todos en el 
circulo un1tano que se muestra en 13 figura 4. Adcmis, están igualmente espaciados 
entre si en este circulo por 1r 3 radianes. es decir. 60°. • 

Tome en cuenta que dctcm1inar las raíces n-ésimas de un nllmero complcJo c. 
como se hu.o en los CJcmplos 2-4. es equivalente a encontrar todas las soluciones 
de la ecuación 

('•c. x"-t: • o 
Usaremos este concep10 en el siguiente cJemplo. a.sí como en los e1erc1c1os 23- 30. 

DDmi:D Solución de una ecuación pollnómiu se:nc.llla 

Rcsuch·a la ecuación x" • 32 V3 + 32,. 

SOLUCIÓN 
S1 e - 32 \13 + 321. entonces resoh•cr esta ecuación es equivalente a cncomrar 
las seis raíces sextas de c. Escribiendo e como 64(cos 300 + ; sen 30°) y usando el 
teorema sobre raíces "-ésimas con " • 6. nos encontramos con que las sc,s rafees 
sextas de e están dadas por 

ef(;¡[ (30° + 360"*) (30º + 360º*)] W¡ • COS --
6
-- + 1 ~n --

6
--

para k • O. t. 2. 3. 4. S. S1mphficando tenemos 

"' • 2[cos (S• + 60"k) + , scn(Sº + 60"k)] 

Si sust1tuunos k y usamos la notnción cis. esto nos pcrnute escnb1r lo soluctón 
como 

2cis0con0 - Sº.6Sº .12Sº. 18S0 .245°, 30Sº 

Como se muestra en la figura 5. podemos comprobar cualquier valor de e-. ele, ando 
a la scx1a potencia. Tenga en cuenta que e• 32 V3 + 321 ,. 55.43 + 32i. • 



WWW Ejercicios 

f.jt'r, 1- 12: UM" ti 1wrtm1 dt' Ot i\lohrt pu1 ramblar ti 
núniuo tompltjo d1do • la form1 • + In. dondt' " } b son 
númtros ruin. 

1 (3 + M' 2 (1 + i)11 

3 (1 - i)1
• 4 (-1 + ,)' 

5 (1 - v'i,)' • (1 - v'i,)' 

1(-';+';;)" 8 (';+ ';,)" 

• (-';'3-+f 10 ( - ';'3-+,r 
11 (v'i + i)' 12 {- 2 - 2,) ... 

13 Obtenga t:.s dos r11kc:s cuadr.ldas de 1 + VJ, 

14 Ob!:cng2 lu dos r11iccs cuadnwtu dt -91 

15 Obl:cnga las cuatro r111Ccs cuartas de - 1 - VJ; 

16 Obtenga l.as cuat ro r11kc:s cuartas de - 8 + 8 VJ; 

1uao•11-11 EJERC ICIOS DE RE PASO 

Eju, 1-4: Dtttrmlne los ,alom eur1os de las partu mtan1es 
dtl lri'81,ulo ABC. 

1 o • 60"', b • 6, " • 7 

2 -y•JO"', ,,-2v"i, r•2 

3 o • f-J.'f. /J • 45• , b • 100 

4 " • 2. b • J. ,. • 4 
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17 Obtcnplastrcsr:s~cúblC3sdc - 27i. 

11 Obtenga las tres nalccs cubK!3.S de 6-ii 

f:jn. 19-22: •: n<"U<"nlrt las nicn Indicadas} rtprninlt lH 
gtomf lritllllfDlt. 

19 LM seis mices se:>.las de la unKbd 

20 Las ocho r11lccs oc,a..,as de l:1 un1d3d 

21 Lm: cmco ralees quintas de 1 + , 

22 Las cinco n11ccs quintas de - VJ - , 

Ejtr, ll-32: f.n<"ucalrt las soludonts dt la «uadón. 

23 _., - 16 • 0 24 r• -64 • 0 

25 r• +64 • 0 26 , , + 1 - o 

27 1" +8i•O 28 t ' - 216, • O 

29 x ' - 243 • O 30 .r'+ 8I • O 

31 -r - s +sV3; 32 ~•-l+\IJ; 

33 Use la formula. de Eulcr par11 dcmostnlr el teorema de 
Oc-f.fo1\rt 

Ejt r, 5-8: Apro.dmt IH partes rHtlnlts dt:l lrl6nguloA8C, 

y • 75•, b • 12 

6 « • 23•30•, <· • 125, (I • 152 

7 /J • 115•. o • 4 .6. , • 7.3 

8 t1 • 37. b • SS. ,• 43 
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t:Jer. 9-10: C11kult' t'.I '"'11 dt>l trUnculo ABC a la 0.1 dt' uni­
dad cuadrada m,s cucana. 

9 a • 75•, b • 20, e• 30 

tO u - 5. b • 8. r • 12 

11 S1 • = (-4, 5) y b = (2, -IS). uw:c los "cctom correspon• 
d1cn1cs 3 

11) a + b b ) 11 - b <) 2a d ) -}b 

12 S1 a = 21 + SJ y b = 41 - j , cncucn1rc cl ,e<:tor o número 
con'd.pond1Cnte a 

a) 4a + b b) 2a - Jb 

<1 1• - bl • 1 l•I-M 

13 Traye<tOfia '4 un N :o Un l>Mco na,cga 11111 velocidad de 
14 mv'h en d1reccl00 Ss<rl:.. l:..xprcsc $U ,cloc1dad ,, como 
un ,ec1or 

14 Las magm1udcs y d1rc«1oncs de dos fueras son 72 lb, 
S60 E y 46 lb, N74 E. r«pcc11,·amc·me. Calcule la magnmld 
y d1rcc:c1ón de la fucr.ai resultante 

1S l:.nNentrc un \.CCIOt que tenga dirección contrana :t. a - 51 + 
7j y do5 ,.cea su nugnnud. 

16 Encuc-ntn:: un ,cc1ordc magnitud 4 que tenga b m,sma d1rtt-

22 Una fue-na constante 11cnc la magnitud y d1r«c1ón del ,;x1or 
a = 71 + 4J Fncucntrc el 1rabaJ0 rcahzado cuando el punto 
de apl1eac1Ón de a~ muc,c a lo largo del CJcxdc P(-5, 0) 

• Q(J.Oi 

Ejn. 23-30: Expr~ t n forma tri~onomkriu t i númt'ro con► 
pltjocon Os 9< Zn. 

23 - 10 + IOi 24 2 - zyj, 

2S -17 26 -12, 

11 - sVJ - s, 28 4+51 

29 -2 + 5, 30 8 - 15, 

Ejt r. 3 1- 32: [liprtst t o la forma a + bi. dondt u) b son 
númt'rM ruin. 

( 
llw llw) ( ') 31 20 rm6 +,scn-¡- 32 !3c1s 1an-1n: 

t:Jt'r, 3J-J4: UH forn1111 trigonomt trkas para dttermlnar :i=, 
) :i1:,. 
33 ::,--JVJ-3,. ::1•2V3+2, 

c1ón quc • =(-1, 7). 34 ::1 - 2v'Í + 2v'Í,, :.: • - 1 - , 

17 S1 • = (a 1• aj, r = (x. ,, y t: > O, dcscnba el CODJunto de 

todoslospuntosl't.r.y)talcsquc Ir - 11 1 = t:. 

18 S1 a y b son \ cc1ores con el m1sn\O ponto 1n1ctal y ángulo O 
entre c-llos, dcmucs1rc que 

19 Vtl ci y dir. sclt\in CNI vi ,to Un a,,00 vuela en 
dirección 80º con una ,cJoc1dad en c-1 aire de 400 mi,11 Su 
,ciocidad en 11.:n. y rumbo ,crdadcro son 190 ml<'ll y 9()0, 

rcspccll\.7imcn1c Calcule la d1rccc1ón y la ,docKbd del 
nen10 

20 S1 a= (2, - ] ) y b = (- 1. - 4), encuentre cada uno de los 
s1guicn1c-s 

a) • • b b) el ,ngulo entre II y b 

e) comp. b 

21 S1 a = 6i 2J y b = 21 + JJ, encuentre c:ad.l uno de los 

a) (la lb) a 

b) clin¡ulocmrc-a)11 + b 

e) comp. (a + b) 

[jt'r. 35-38: U1t t'I tN>nma dr Dt' l\lohn p•n cambiar el 
núniuo compltjo dado II la forma • + l,J. dondt' " ) 6 son 
número, rtalu. 

lS (-v:i + ,)' 36 (1-1,)" 
37 (] - 31)' 38 (2+2\l'i;)• 

39 Encuentre las trcJ: raíces cúbias de - 27. 

40 Se-a:• 1 - VJ,. 

a) EnclK'nlrc :!1 b) Oblcr1ga bs 1rcs ralees cubicas de: 

41 E.ncucntn:: las soluciones de la camclOO .r1 + 321 = O 

42 Pida pair.a p,iti.-.. Una p1s1a para carn-r.u de pa11nc1as 
consta de un tramo de 200 n'IC'lros cuesta aba JO y 150 metros 
de Ul\3 panc 3 01\.CI El angulo de CIC\'ICIÓR del pomo de 
partida de la carrera desde la linea de mela es de: 27.4 t,Qué 
ángulo forma la colma con la hon2omal" 

43 TClf'OP{f.t • Un topógrafo observa una tone en 13 d1n:«1ón 
N-IO E.e-amina hacia el norte 100 yanlas y obscna la misma 
torreen N.59 1:.. Calcule l.;11 d1stancta desde el scgundoa\-1sta­
m1<:nto a la 10ITt' 



44 D1sblnc11 de- vuelo Un S\1ón vlK'la 120 millas dddt' el 

pun10 A m la d1rccc1ón 330- y luego T'C'C'OC'Tt' 140 millas en 
la d1nxc1ón 280" Aproxm\óKL:lmentc. e,.111 qué d1Stan(.1111 se 
t'ncucntn d avión dd pun1o A,. 

45 01 t 1 -16 a fM Las d1stancw rntrc la Tu:rra y los 
planc..'1.:t.S ccrc.inos se pul.'dcn calcular usando ti ángulo de 
fase o, como se \C en la figura. Suponga que la d1s1ancll 
entre la T1cna yel Sol es de 93.000,000 de millas y la distan• 
c1a t'ntrt Vcnll§) el Sol e§: de 67,000,000 de m1ll.:u. Calcule 
la dLStanC1a entre la TICmill y Venus al millón de nuJla.s mis 
cercano cuando a = 34 °. 

EJERCICIO 4.S 

46 Altura di .,.-. ••"' S, un mscaóclos se \ e desde lo 
aho de un cdlÍiclO de .SO p,cs. el :ingulo de cle\acJÓn es de 
5'16. S1 se ,.e desde el m\el de 12 calle. el :ingulo de clc,x,ón 
c.s de 62' hca la figura) 

a) Use l.a ley de los scnM p:ua. aprm:1mar b1 dis1anc1a mis 
cona entre las cimas de los dos cd1fic1os. 

b) Calcule la altura del ras,cac,clos. 

Eje. CICIO~ 

47 Dht.11:, , ... entre-cnd...,.\ Las comw1Kbdel de pl:lya de 
San Ckmcntc y Long Bcach CSlán • 41 millas entre sí. a lo 
latgo de un uumo rclatt,':uncn1e rocm de costa. En la figun. 
se n11.101ra el 1nángulo formado por las dos c1tKbdc'!I y la 
pobbc~ de A, alon en 13 ~unu sudeste de la isla de Santa 
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Catalma Se dc1cnmna que los inguLos Al.S y ASl miden 
664 y47.2 . rtSpct'll\aJncnle 

a) Calcule h1 dtSlancia de A\3lon :a cada un:i de l:is dos 
e,udad<, 

b) Calcule la d1SláOCIII mis corta de A\1llon a la costa 

EJERCICIO •7 

48 T• - Jta Un 1opógrafo dcK.11 obccncr la distancia cn1rc 
dos pun1os 1nacec11blc.s A y B. Como se ml.lCS!ra en 1.3 figura, 
$C scl«clOl\all dos puntos e y D dc-sdc los cu.:iles C$ J)OSI• 

ble \'er A y B La distone1a CD y los in¡uk>s ACD. ACB. 
BIX y BDA se miden a conunuación St CD = 120 ft, y 
LACD = IISº. LACB = 92º,LBCD= 12Sº yLBD.A- 1000, 
calcule la dtSlallC1a AB 

ljf C CIOü 

• 

e 

B 

D 

49 Contactoporra1 Dosmu)Cf"CSconrailiosrcccpiorcsytr.ms• 
m,son-s eslin en el cruce de dos cammos que se cncumtr.11'1 
a un ingulo de 105° (wa la figln) Una de ell~ comlfflm a 
camm;ar en dirección norte por un cammo a un11 ,clocKlad de 
S m1llas/h. al nusmo t1ro1p0. la otra camuta al cs1c al nusmo 
paso por el otro canuno S1 cada radio 1,cne un alcance de 10 
m1ll:u. c:,cuánio !lempo man1endmn comwuc·.teaón las nluJcrcs't 

fJUCIC104t 
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SO 0 1 no ro:btlfüo l:.n la figura se muestra un d1sct.o para un 
brazo robó11co con dos pu:za~ mov1blc-s Las d1mcns1ones se 
sclecc,onan para emular un brazo humano. La ¡w,e supcnor 
dd bra7.oACy la p;111e mfcnorCP gu~n dd inKUlo 01 al O~. 
rcspcc11vamcmc, para su1e1ar un obJttO et1 el pun10 P( r, 1) 

a) CkmuatrcqucLACP= 180 -(81 -9.1 

b) l:.ncucntrc~A. P). y luego use el 1nc1soa) y la lcydc los 
cosenos: para dcmo!itrar que 

1 + ros (~ - 81) - r + ~';; 2W 

e) S1r=25,,=4y0
1 
= 135 ,aprox1mc0r 

fJUl:CICI0SO 

A 8, 

r ¡7• 

26" 

51 tri, no, d• r, 1t• Un n1i\o est:i al rapado 4.5 pies baJO l:1 
superficie et1 el oro dc una mina abandonad3 que se 1ncltrui 
en un :ingulo ~ 78 · re~lo a la horizonl.!11. Un tüncl de 
rescate se ha de caura SO pu:sdcsdc la abcnura del tiro(\ca 
la fi¡ura) 

a) .,A qué ingulo O debe cu anc el 11Jnct? 

b) S, el 1Und ~ puede canr a r.uón de 3 p1es,'h, ¿,euámas 
horas tardarán en llegar al n,~,. 

(JERCKU)Sl 

52 Otkno de un av~ cua a r~a«i ~ l:.n la figura se muestra 
el plano de la pane 5upcnor del ala de un 3\lón cv..a 

a) Calcule el 6ngulo ti> 

b) Cakuk el área del cuadnl:i1cro ABCD 

e) S1 el fusclaJe mide S 8 pics de ancho. calcule la cmcr­
gadura de ce·. 

EJflOCI0!ll 

-Jooi5.7'"4-

' ' ' ,1 I J 

2 

L ............ . 
.5.8' ..=:; r············· 

,,u .. ,¡..g EJERctc,os PARA ANAus,s 

1 Fór"mula • Mollww1dl!' La s1gu1cn1c cru3cJOO, llamad3 
fonffula 1k Molf.,.-r1dt-. se usa m ocas10nes par.1 comprobar 
!iOIUCKlf\C5 de 1n:ingulM. porque COOIU.,'11(' todos los iingµlos 
y lados: 

a) Use la ley de los senos para dcmos1rar que 

~ - sen rr + sen/3 
' ~n-, 

b) Use un:a fórmul~ de suma t produc10 y una fórmula de 
5ngulo doble pani \fflÍtcar b íórnmb de Mollwe1dc 

2 Aphqu,c la fomu 1ngonométnca de un numero complc,o 
p.11radcmostrarquc: = l1':!",dondcnt'Sunmtcropos111\0 

3 Exphquc las scmcJ:mzas ■Jgcbr::ucas y goornélncu de l:n 
na~ cúbicas de cualquier número real pos111\oa 

4 Supon¡µ que dos \CCIOl\'S , ) " ocncn el mismo punto in1-
c1al, que el ingulo entre dios es O y que".,."'" (mes un 
número real). 

a) ¿Cuál es 1:1. 1n1ttpretac'6n goométnca de \ - w't 

b) ¡,Cómo'iCpucdedc1crm1nar 1, - wl,. 



5 Una aprvr'-nacion wctor11I a l1s ~H de lctt senos J k,a 

coi nos 

a) l!n la figura \<Cll'IOS que e = b + • Use romponcn1cs 
hon.zontalc.-s y \Cf1JCa!CJ para cscr1b1r c tn tbnunos de i 
YJ 

[J[lCICl05 

b) Ahora tncucn1rc la rmgmludde c uündo l:a respuesta al 
mcisoa).y s1mphliquc al punto donde haya dcrnostr.ldo 
la ley de los rostnos 

e) S1 t se encuentra sobre el CJC '(.cntonccs sucomponcn1c 
J es Ct'fO USt este dato pan c.kmoslr.ar la ley de klS 
stnOi. 

6 fórmu..a I» Euler y otrt o; ru.uJudos Los s1gu1cntcs son 
-algunos n:suludos 1n1cn:s.3n1cs e 1ncsper:ldos que con11cncn 
números complcJOS y temu que )'I hemos estudiado. 

a) Lconhard Eukr ( 1707- 1783) nos dio b i1gu1cn1c fór­
mula; 

~= cO/JO+iscnO 

S1 9 = 11', obtcncmosr• = - 1,o bien, loquees cqut\'a• 
leme. 

f!• + 1 - o 

una ccuac1ó11 qoc rdacwn1 cinco de los numcros mh 
11nponan1es en ma1crná11cas l!ncucntrc r .. 

b) El lopn1mo de un numtt0 complcJO: 1, O se define 
como sigue 

LN : = In 1:1 + 1(9 + 2,rn) 

donde In es la función de logan1mo natural, 6 es un 
argumento de: y" CJ un aucro El nlor principal de 
LN: cstl ,.alorquc corrcspondcan = O y - 11 < 6 ~ 1f 

Encuentre los n.lorcs pr1nc1p:1lcs de LN (-1) y LN í 
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e) Ddinnno!I La potcnc1.:1 complcJ:a M de un numero com• 
plcJo: t- O como sigue 

Usamos los \-a lores pnnc1palc.-s de LN: para dctcmunar 
los ulórn pnnc1p:ale5 de:-. Encuentre los ul«cs pnn• 
c1pa~dc ..,7 e,. 

7 ,una 1d~1tdad lntN'BUhlt>'!' Suponga, que o, f3 y-, jO(I 

,ngulos de un tnángulo obhcuángulo Ocmucstn: o refute el 
s1gu1cn1c enunciado la suma de bs 1angcn1cs de o, /J y-, es 
1gwl al producto de las L1n~ntC$ de ll. /3 y y 

8 fu.tn~• di- 1~1!1 COIJ¡ "ITffl'rl Un adorno de 5 lb cuclg-a 
de dos alllfflhl-cs como se mucslr.l en la figura. Dcmuc:!ilrc 
que las magn11udcs de las 1rnstOOCS (fucnas)dt losalambn..-s 
csun dad35 por 

ITI '""" 1 
- scnWI' + /J) 

(JUCICIOI 
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EXAMEN 

1 En 6.ABC. u := S y e:::: 3. t,Cuintos posibles tnángulos hay s1 

b) -y : 39°? C) )' = l58°'? 

2 Los ángulos de clcv:11ctóo de un obJCIO desde dos puntos A y B a n1\cl del sucio son de 
25 y 57", rcspccuvamcn1c Los puntos A y B están sq,.arados por 6 milla, y el ob,teto 
se cncucnlnl entre ellos. en el mismo phmo vcr1K:al Calcule, a dos cifras decimales. la 
ahun del obJetosobrc el sucio 

3 Un guardabosque en un punco de observación ,f d1v1sa un ,nc-cncho en un punto F en 
la d1rc«:ión Nl5º50'E. Otro guardabosque en un punco de obscr\-.ción 8, a 7.3 millas 
al este de A, observa el mismo incendio en d1rettt6n N48'-':20O Calcule a dos cifras 
dccunales. la d1stancaa de A a F 

4 Dados los tm: lados de un tningulo. ¡,que ángulo cnconuaria en seguida y qUC uuhzaria 
para encontrarlo" 

5 1:.1 ingulocn una csqumadeun locc dctcrm\O trwigul.ucsdc75" y los ladosquccom• 
cadcn en ~ta csquma llenen un.:1 long11ud de JOOy 2SO pies, rcspcctiv.1mcntc Apmxunc 
la longitud del tm:cr lado 

6 Un lorc de tmcno de forma tnangular 11cnc lados de 80, 70 y 60 pies de longitud 
Calcule, a la décuna de gOOO mis cercana, el ingulo mts grande entre los lados 

7 U11hcc 1.- fórmul:l de l lcrón pan calcular el &r-c3 de l:J.ABC dados u = 26 O pies. 
b = J00p1esy,· - 400p1cs 

1 S1 • =i3,-2) y b =(4,l).cncucntn,cl,-alorexaciodcl2• Jb l . 

9 Los , cctorcs • y b rq,rcscntan dos fuerzas que actüan sobre c:1 mismo pun10. con l • I 
= 10.2 lb y I b 1 = 15.7 lb. y O= JJ· es el 4ngulo pos111vo mas pcquct.o entre• y b 
Ca lcule la magmtud de l:1 fucn.a rcsuhanlc 

10 Encuentre un ,cctOf'dc m3&mlud 7 que tenga dirección opuesta 1 1 = - 31 + Sj 

11 El piloto de un avión dcsc:3 nuntcncr un rumbo ,erdadcrocn la dirección 245° con una 
,doeKbd c:n 1.crra dc4SO ma/h cuando d vu.:nto sopla d1n:-c1amcntc: al nonc: a 30 nu,'h 
Cakulc la \·clocidad rcqocnda en el aire y el rumbo de la brújula 

12 Cakulc. a dos cifras dccnnalcs. el dngolo entre los ,c<::1orc1 a = 51 JJ y b = 41 + 2J 

13 Dctcrmmc: 1c:,dos los nlorc.s dc 1tt tales que a = 4ml + j y b = 9mt 25j $Can onogo­
n,ks 

14 D:.doquc 1 ={6, -5}. b =(7, l) yc =(-2, 4\.cncucntrc(31 b) (2c:) 

15 Dado que 1 = (-&. J) y b = (-4. S). 1,.-ncucotrc comp, b 
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16 Un mOO tu~ de una carrculla hacia amba sobre una rampa que Íom\3 un ángulo de 2.5• 
con la honLOntal, c1emcndo una fuerza de 20 lb sobre una ma.m1a que forma un ángulo 
de 27° con la rampa. Calcule el trabaJO ruhzado al tirar de la cartt111la 200 p,cs 

17 Enc:ucntrc (2 J¡y; 

18 ExJ)fCS(' el numero compleJO - 3 + 21 en fonna mgooométnca con 0 -S 8 < 2,r 

19 Exprese v'io6 c,s (1an·1 i) en la fonna a + h,, donde a y b son nUmcros reales. 

20 Use formas 1ngonomé1ncas para hallar :,:1 y:,,:, si : 1 = - 4 4 -trr y : 1 = 11 

21 U11hcc el ICOt\.'ffl3 de De Mo1\'tt pan cambiar -- - -, 11 la fonna a + h,. 
( 

1 V3 ) " 
donde a y b son nUmcros reales. 2 2 

22 ~ncucntrc bs tres ralees cub.as de - 64, 

21 l:.ncucntrc lu soluc10MS de 13 ecux16n .T~ 11 = O 
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8 
Sistemas de ecuaciones 
y desigualdades 
Las aphc:1c1oncs matcmá11cas a veces requieren trab3J11r de íorma simultá­

nea con más de una ecuación con \'llfl3S vanables. es decir, con un sistema 

de ecuaciones. En este caphulo desarrollamos métodos para encontrar solu­

ciones que son comunes n 10<bs las ccu:icioncs de un sistema De par1icu13r 

importancia son las técnicas que inclu)Cn matrices, porque son ideales para 

programa~ de cómpu10 y se pueden aplicar con fac1hdad a sis1cmas que 

conuencn cualquu:r número de ecuaciones lineales con cualquier nitmcro 

de \ ariablet. También consideraremos sistemas de desigualdades y pro­

gromación lineal. temas que son de la mayor 1mponanc1a en aphcac,ones 

finnnci<..-ras y es1adis11cas. La úluma panc del capítulo presenta una intro­

ducción al Qlgebro. de motrices y dc1erm1nan1es 

sa 
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flGUH.1 

Sistemas de 
ecuaciones 

Cormdere las gráficas de las dos funciones/y g que se 1lus1ran en la figura l. En 
aplicaciones, con frecuencia es ncce~no c nconlrar puntos como Pf.a, b) y Q(<', d) 
en los que se intcrsccan las gráficas. Como P(o. h) está en cada gráfica. el par(u. b) 
es una solución de ambm ecuaciones.y - /(.x) y y - g(.t), es decir, 

Se dice que (a. b) es una solución del sisrema dt ecuaciones (o simplemente sis• 
lema) 

donde la lla\c se usa p3r3 indicar que las ecuaciones deben tnuarsc de forma simul• 
táne.1, Del mismo modo. el par (c. d) es una solución del sistema. Resoh "r un 
sistema de ecuaciones significa encontrar todas las soluciones. 

Como CJcmplo. considere el sistema 

Las gnHicas de las ecuaciones son la parábola y la recta tr.uadas en la figura 2. La 
s1gu1cnte tabla muestra que los puntos (-1. 1) y (3. 9) están en ambas gráficas 

(r.y) 

(- 1.1) 

(3.9) 

,.,..1 
1 • (- 1)'. o 1 • 1 
9 - Jl,09 - 9 

r•lx+J 

l •2(-l)+J.o l • I 

9 - 2(3) + J.o 9 • 9 

En consecuencia. (-1. 1) y (3. 9) son las soluciones del sistema. 
La exposición precedente no nos da una estrategia para encontrar en realidad las 

soluc1oncs, Los dos CJCmplos s1gu1cntcs ilustran cómo enconnar las soluciones del 
s1s1ema usando sólo mé1odos algebraicos. 

1111'1111•11 Solución de un sistema de dos ecuaciones 

Resuelva el sistl.ma 

{
,. =,' 
·'' • 21 + 3 

SOLUCIÓN Sí (.r,y) es un3 solución del sistema. entonces la variable y de la ecu.1-
ción .\ - 2r + 3 debe satisfacer la condición,, -r. Por lo tanto. s"stít11imos, por 
r' en ,, - 2r + 3: 

r!•lr+3 
l:-2,,-3•0 

(, + l)(x - 3) • O 

\ + 1 • 0. X - J • 0 

.\' - -1. -' - 3 

)1 '-', t \ 

Esto nos da los valores :t para las soluciones (.r. y) del sistema. Para encontrar los 
valores corrcspond1en1cs de y. podemos usar ya sea r - r o J - 2r + 3. Usando 
y - x?. cncon1ramos que 



Pasos para el ~todo 
de sus tltudón para dos ecuaciones 

con dos variables 
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six - -1. cntonccsy - (-J)l - 1 

s1 x - 3. entonces,. - 3? - 9 

En consecuencia. las soluciones del sistema son (- 1. 1) y (J. 9). 
También podríamos haber cncon1mdo las soluc1011cs al sus111u1r J' - h + 3 en 

la pnmern ccwc16n, y - :r?. obteniendo 

2. .. +J - .r' 

El resto de la solución es igual. 

Dado el sistema del e_¡cmplo 1. podriamos haber despejado .r en una de la!tt 
ccuaciOOC$ en ténninos de .,, y luego sustituirla en la 01ra ccu.1ción parn obtener 
una ecuación sólo con,,. Al resoh-er la llhnna ecuación nos darla los ,alores de 

y para las soluciones del sistema. Los "ªlores de r podrían encontrarse entonces 
usmdo un.a de las ecuaciones dadas. En general. podemos usar los siguientes pasos. 
donde II y ,,denotan dos ,anablcs cualesquiera (po.nbh•mente x y y). Esta técnica se 
conoce como mltodo d e sus titucl6n, 

1 En una de las ecuaciones despeje la ,ar1ablc II en ténnmos de la otra varia­
ble,. 

2 Sustituya la expresión para II encontrada en el paso I en la otra ecuación. 
obteniendo una ecuación con,. llmcamcnlc 

3 Encucnlre las soluciones de la ecuación con ,, obtenida en el paso 2. 

4 Sustituya los ,alares,, encontrados en el paso J en la ecuación del paso I y 
encucn1rc los com:spond1en1cs valores de 11. 

S Compruebe cada p3r (11. ,') cncomrado en el paso 4 en el sistema dado 

UJmW Uso del mftodo de sustitución 

Rcsuch a el s iguiente sistema y luego 1race la gráfica de cada ecuación. mos1rando 
los punlos de intersección: 

SOLUCIÓN Pnmero debemos decidir cuál ecuación resolver y cuál variable des­
pejar. Examinemos las pos1b1lidadcs. 

En la primera ecuación, despejar , ,: \' ... :: ~ 

En la primera ecuación, dc-.pejar r: r - 6 - y! 

En la segunda ecuación. dcspeJ.'.lr \,: )' - (3 - r)/2 

En lascgundaccuac1ón.despeJat .e x - 3 - 2)' 

S1 nos ant1c1pamos a lo que md1ca el paso 2. obsen amos que despejar x en 
cualqmcm de las ecuaciones producirá una susmución sencilla. Así. tl"3rcmos 
x - 3 - 2_,, y seguiremos los pasos con" - x y v - ., 

(colllimía) 
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flGURA3 

Susutuya la expresión por x que se encuentra en el paso I en la primera 
ecuación del sistema: 

(3 - 2,) +y'• 6 

y' -2y -3 • 0 

Pt. DcspcJC y en la CCU3Ción del paso 2: 

( )' - 3)(y + 1) ~ O 

\' - 3 - O. y + 1 - O Id lact1 

y - 3, }' - -1 

Estos son los únicos \ a lores posibles de y para las soluciones del sistema. 

Use la ecuación x - 3 - 2y del paso 1 para encontrar los correspondientes 
valores de x: 

s1y - 3,e111oncesx - 3 - 2(3) - 3 - 6 - - 3 

SIJ'- -1,entoncesx - 3 - 2(- 1) - 3 + 2 - 5 

Por consiguiente, las posibles soluciones son (-3. 3) y (5. - J). 

Sustiluyendo x - - 3 y y - 3 en \' + y1 - 6. 13 primera ecuación del 
sistema. tendremos -3 + 9 - 6. un enunciado "erdadero. Sustitu:rendo x - -3 y 
\ - 3 en x + 2_1• - 3. la segunda ecuación del sistema. da - 3 + 6 - 3. también un 
enunci3do verdadero. Por Jo tanto. ( - 3. 3) es una solución del sistema. De modo 
semejante. podemos comprobar que (5. -1) es también una solución. 

Las gráficas de la~ dos ecuaciones (una parábola y una recta. respccti\'ame111e) 
est.1n trazadas en la figura 3. mostrando los dos punlos de intersección. • 

En eJemplos futuros no haremos un3 hsta de los pasos específicos que se usan 
para encontrar las soluciones de sistemas. 

Al resol\er ciertos sistemas usando el método de sustitución. conviene que" 
o ,, de los pasos denoten una expll'sion que contiene otra variable. Esl.a técnica se 
1lus1ra en el siguiente ejemplo con 11 - r . 

i)@j'j:j!•II Uso del m~todode sustitución 

Resuel\'a el s1gu1cn1e sistema y luego 1raec la gráfica de cada ecuación. mostrando 
los puntos de inlersccción: 

SOLUCIÓN Procedemos como sigue: 

\'? = 19 - y 

(19 - y) + ,,, • 25 

y 2 -y-6=0 

()' - 3)(}' + 2) • O 

y - 3 • o. y + 2 • O 

)' - 3. y - -2 

ufflf"1ftc~ 

'"" 
!con: de f~lor~-ero 
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Estos son los ím1cos valores posibles de ,, par.i las soluciones del sistema. Para 
cncon1rar los valores com:spond1cntes de .t. usarnos r - 19 - ,,: 

S1 \ - 3. entonces .r : - 19 - 3 - 16 y :e - !:4 

S1 \ = -2. entonces r 1 = 19 - (-2) = 21 y :e= ~V21 

Por lo tanto. las úmcas soluciones posibles del sistema son 

(4.3). (-4.3). (V21.-2) y (-V21.-2) 
Podemos comprobar. por sustitución en las ecuaciones dadas. que los cuatro pares 
son soluciones. 

La gráfica de r + J.1 • 25 es un círculo de radio 5 con centro en el origL-n. y 
,r la gráfica dey - 19 - res una parábola con un eje ,cn1cal. Las gn\ficas están 

tnuadas en la figura 4, Los puntos de intersección corresponden a las soluciones 
del s1stcnu. 

Por supucs10. hay otra~ formas de encontrar soluciones. Podríamos despcJar r 
en la pnmera ecuación. r - 25 - J.J. y luego sus11tu1r en la segunda. obteniendo 
25 - y! + y - 19. Otro mé1odo consiste en despeJar _,, en la segunda ecuación, 
,, - 19 - xl.y sus111u1rcn la pnmcra 

También consideramos ecuaciones con 1rcs variablcsx . . i y=· por eJcmplo. 

X
1
)' + x: + JJ • 4:' . 

Esta ecuación 11enc una solución (a, h, e) si la sus111uci6n de a, b y e por x, y y 
=· rcspcct1vamcn1c. da un enunciado ,crdadero. Nos rcfcrunos a (a. b. e) como 
una terna ordenada de números reales. Los s1s1cmo.s de ecuac1oncs son sistemas 
ec1uh altntes siempre que tienen las mismas soluciones. Un sistenu de ecuaciones 
con 1res vanablcs y las soluciones del smema se definen como en el caso de dos 
variables. Del mismo modo. podemos considerar sistemas de c11alqu1er número de 
ecuaciones con ,·ualquü:r número de variables 

El método de sw.111uci6n se puede ampliar a cs1os sistemas más compleJOS, Por 
eJcmplo. dadas tres ecuaciones con tres ,·ariablcs. suponga que es posible despejar 
una de las , ariablc-s de las ccuac1onc-s en 1émunos de las dos ,·ariables restantes. Al 
sus111u1r esa expresión en C3da una de las otros ecuaciones. obtenemos un s1s1ema 
de dos ecuaciones con dos variables. Las soluciones del s1s1ema de dos \'anables se 
pm.-den usar en1onces para encon1rar las soluciom.-s del sistema original. 

Qiltl:.#1•11 Cómo resolver un sistema de tres ecu~clones 

Resuelva el sistema 

SOLUCIÓN Procedemos como sigue; 

: • 1 - 2y 

{
' - y+ (1 - 2)') • 2 

.n(I - 2y) • O 

{
, - 3,-1 • 0 

n(I - 2,) = O 

(com,mía) 
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Ahora ob1cnemos las soluciones del ld11mo s1s1ema: 

( • 3y + 1 

(3y + l)_,{I - 2y) ~ O 

3y+ 1 -o " • o. 1 - 2" ~ O 

)' - -t. )' - º· )' - i 

1lu1mos. + 1 C'fl 

1 , 

Estos son los únicos ... alores posibles dey para las soluciones del sistema. 
Para obtener los \.Olores corrcspondicn1e) de r, s:us1i1uimos y en la ecuación 

r • ly + 1 y obtenemos 

x - 0. x - 1 x - ¾ 

Us.,mos = • 1 - 2t para obtener los valores eorrespond1cntes de= 

' = - 3. =- 1 =• O 

Por lo tonto. las soluciones (x. y. =) del sistema original deben cs1ar entre las 
1emas ordenadas 

(o. -H). (l. o. 1) 

La comprobación de cada una demuestra que las tres temas ordenadas son soluei~ 
nes del sistema. 

CJWWW Una aplicación de un sistema de ecuaciones 

"Es posible constnur un acuario con tapa de .,.,drio y dos Cl(trcrnos cuadrados que 
contengan 16 fl' de agua y requiero 40 n: de vidrio? (No tome en cuenta el grosor 
del vidno.) 

SOLUCIÓN Para empezar. dibuJamos un acuario típico y lo marcamos como en 
la figura S. con r y y en pies. Consuhando la figura y aplicando las fónnulas de 
\Olumen y área. \emos que 

volumen del acuario • xly 

pies (.·uadr.tdo) de vidrio necc~rios - 2x: + 4xy. 

FIGURAS 

Como el \.Olumen debe ser 16 fl' ycl área del \1dr10 necesario es 40 n:. obtene. 
n'IOS el siguiente sis1cm3 de ccuacioocs: 



l':lf{TO/icad.:1 t :?Ot 1. 
m11 111:ltn 1rc1.tpontt1, ln 
J'lln, 1 u•r 2 1 .,¡ r,trr, 1, •t ram ,it 

mU\ q, l 

m Ejercicios 
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Encon1ramos las soluciones como sigue: 

16 ,· - ­,, 
2x' + 4,(~) • 40 

.X: + ~ - 20 

' x• + 32 = 20.x 

t 1 -20..r+32•0 

,. 
n !• + l 40 

A contmuaci6n. buscamos soluciones racionales de la úlllma ecuación. 01\ 1d1mos 
el pohnomto .x-' - 20.r + 32 suuéucamcn1c entre x - 2. lo cual nos da 

IJ I O -20 32 
4 -32 

1 2 -16 O 

Por cons1guicn1c. una soluc16n de .x-1 - 20x + 32 • O es 2. y las dos soluciones 
res1antes son los ceros del coc1cn1c r + 2.r - t 6. es decir. las raiccs de la ecuación 
obtcnicb 

x' + 2' - 16 • o. 
Por la fónnula cuadráuca. 

_, . -2 et V2' - 4(1)( - 16) . -2 et 2v'i1 . _ 1 • v'i7. 
2(1) 2 -

Como.\ es pos111, a., podemos descartar .x • - 1 - VÍ7. En consecuencia, los Ünt­

cos valores posibles de x son 

, • 2 y , • - 1 + \!TI - 3.12. 

Los valores corrcspond1cntcs de _I' se pueden encontrar al sus111u1r x en la CCWl· 

ci6ny - 16. r S1 x - 2. obtcncmos,1• - ~ - 4. Usando estos valores. obtenemos 
las dimensiones de 2 ~r 1 por 4 pies para el acuario. 

Si x - - 1 + Vf?. obtenemos .1· - 16{- 1 + \/i7f. que se simplifica a 

v - i(9 + Vi7) ::. 1.64. Entonces. las d1mcns1oncs aproximadas de otro acuario 

son 3.12 por 3.11 por 1.64 pies. 

Eju. 1-36: Uu ~I mf todo d~ HH"lilutlOn para rnolu .r f.l ib-
h·m•. 

1 {J •,tl- 4 
y•2x- l 

2 { ~- ... (! + 1 
,+y•J 

se,--,., 
,- ,_ 4.J1 

{ f- J
1 

- 1 6 
2.t - 9_\·! +2 

{ )· - 1 -.f 3 
t + 2\ • 1 

. { ,, -·' 
.r+2v+J - O 

7 { x+2, • -I 
2.t - 3, • 12 

8 {1,-4\'+20 - 0 
3t + 2\ + 8 • O 
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9 { lr-3.,·- I 
-6.r + 9\· - 4 

{ - · + \' - 2 11 
.r+J~ - 20 

2l {<.r - 1)1 + () + 2)1 
- 10 

X+\ - 1 

{ 
" - 2 22 

1r - J + 5 - O 

25 { ' •20/x' 
1 - 9 - r1 

10 {4.r - S_v - 2 
8-r - IOl - -5 

20 {""1 +,,_ I 
,, + 2r • -3 

{,-~ 
l4 . .l + J 

l" --.r+R 

{

., +2,- =•-1 
33 2.r- _,•+ ::- 9 

.r+3y+3: - 6 

32 {6.r' - J ' - 1 
3t1 +-h1 • S 

{

2x - J, - =' - o 
34 ,-,·- ..:-- , 

,1,2- .n • o 

37 Encuentre los Yalores de b tales que el sistema rcpn:scn1ado 
en la gr:ifica de la s1gu1entc pagina tenga 

a) una solución b) dos solue,ones e) nmgun:1 soluc:IOO 

Ej(RCICIO 7 

lntcrpl'Cle ¡rif1e:11ncn1c a)• e) 

38 Encuentre los ulores de h 1:alcs que el mtcm:t 

tcng.1 

a) una soluc16n b) dos SOIIK"tOncS 

e) nmguro S()]uc,on 

lntcrprc1c grificamcnte a)-c) 

39 ¿Hay un número re;al ;r 1111 que r = 2 ,., Para d«Jd1r, n:pre,. 
sen1e ¡r:ificamente el s,scema 



40 4,l lay un número real r tal que r = log r'> Para dcc1d1r, rcprc· 
scntc griftcamcme d s1s1cma 

41 En 13 figura Si! mucslnl la grífica de Y = •" y UIU recta con 
pendiente'" qUC" pasa por el pumo (4. 2) Encuentre el ,·ak>f 
de m t.il que la recta m1crs,cquc la gráfica $610 en j4. 2) c 
mtttJ)rClc grificamcntc-. 

[JEOCt:iO•f$' 
(4 . .?J 

' 
' ' 

42 1- n la Íl8W'11 se muestra la grifiea de _1 = r y una nxta ron 
pcnd1cntc '" qUC" pasa por el sxuuo ( 1, 1) Encucntrc el ,alor 
de'" tal que J:1 n.-cta 1nu..-n.,cque la gráfica sólo en t i. 1} e 
1ntcrprc1c grificamcnte 

EJ(RCl(tO 42 

[ju. 41-44: Ent'Ut-alrr una íund6n u:ponendal de la for-ma 
}\x) -== "'1' + ,: pars la g:rinu. 

4S Encuentre do$ números que tengan una diferencia de 8 y un 
coc1cntc de J 

46 hcucntre dos números que 1cngan una soma de 10 y un pro-­
dueto de 22. 

&.1 Shtffllndetcu«lonH 551 

47 El pcnmctro de un rectángulo es 40 pulgadas y w áfC3 ~ 
96 m1 Enrucmrc su longitud y ancho 

48 C1 ltrifC: ~ • ,,..,.rY1 Se corutnun\n sc.-ccionc5 de 
tubcria c11indnca I par11r de lánunas dclgacbs rec1angul:arcs 
que tienen un :lre-a de 200 ,n: t \ e3 La figur:t). t,Es posible 
conslnnr un lubo que tenga un ,·olumcn de 200 m'? S, es asl, 
encuentre r y h 

0~1CI0'8 

49 Po~ 10"1 d• p«f4 Cn c1cnc1as que c.sllxhan los peces K 
usan fuoc1oncs de rcstablcc1m1cn10 de productores de huC\O 
p.1111 prtdcc1r el número de ¡x.-cn llduhos R. en la poblac,ón 
de reproductores del s1gu1entc afto: a pan1r de una estima• 
cK\n S del num4.'1"0 de peces que aclualmcnte son produciores 
de huc\"Os 

a) P11.n1i c1rrtM especies de pcttS. R = aS,(S + h) C11.k ulc a 
y b con los d3tm de la tabla s1gu1cn1c 

A"° 2009 2010 2011 

1'úmcro M ponrdonis 40J)OO 60,IXX) 72,{XX) 

b) Pronosuque la población de reproductores pan el ar.o 

2012 

SO Pob c,o,i N pee~• Rcnutasc al C:Jcrcicto 49 _ La función de 
rcs1ablecm11cnto de productcwcs de: huC\O!i de Riclu.T dlá 

da<bpo< 
R -a&-

p;araCOftSWltcs pos11wasa yh. Esta relación rrcd•ccbaJO n:s• 
1ablcc1m1cn10 p;llll cx1s1cnc1:u muy alt35 y se h3 dc).rub1cno 
que es muy apropiada pa111 numerosas cspec,cs. por c,cmplo, 
el bac-alao del ártico Vuch:a a trabajar el CJCfCICIO 49 usando 
la íunctón de Rid,er de rcstablc-c1m1cnto de ponedoras 

S1 (OfflpiN"f!nrla por .,~ 1 Un ,ooddo ~ rompdNKKI 

es un conJunto de ecuacioocs que ~ •ftca la niancna en que 
dos o más especies 1n1craccionan en compctcncia por los rttur• 

sos ahn-.cn11c10S de un ocos1scema S1 ,, y ~ denotan los numc­
ros (en cientos) de dos especies compcudorat, suponga que los 

J)On.'ClllaJCS rcspcctl\"OS de croc,miento R y R: ts1M dados por 

R1 • O.Ob(50 - t - J), 
R1 • 0.02,·(JOO - ) - 0.5,·) 

Dc1crm1nc los nl\clcs de población (.r. 1') cn lo5 que ambas 
usas de ercc1m1cruo son cero. (l:.stos niveles de poblxión se 
conocen como puntos t'.JllK10,iur1<».) 
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52 1n1u11r un• ctru t• un ,.,~no Un agnC'uhor hC'nc 
2,420 p~ de cerca pan c-ncc=rrar un •~no rcctangular que 
se cncucnlra a lo largo de un rio recto S1 no se usa C'cn::a ■ 
lo largo dd rfo (H:a la figura). <.es posible cercar 10 arres de 
tctrcno? RecllCfdc que I acre = 43.560 IV 

lJIRCICtoS2 

S3 Comr,wc,c:... OI un ICUMM> Consulte el CJCltlplo 5. ¿Es 
posible eons1n11r un pcqudkJ acu.:ino ub,mo en U panc 
supcnor, con dos n1rcmo, cuadradm, qUC" cootcng¡a 2 ft' de 
agua y requiera de 8 ft? de\ tdno'> S1 es uí, calcule las d1n'K:n­
s1oncs. (No tome en cons1dcración el grosor del \1dno.) 

S4 Probltm1 l.operlmttn<:o LI probkma 1sopcnmétnco con• 
s1ste en dmlostrar que de todas las figuns gcon~ncas planas 
con el m1srno pcrlmetro (figuras 1sopmmétncu). d circulo 
tiene la mayor arca Demuestre que ningún rectángulo tiene 
la misma lJC3 ni d nusmo perímetro que cualqu1cr círculo 

55 ,atr•ón 4' "1< lrt Un pa1rón de mom: se ÍOfma cuando se 
superponen dos figuras gcométnca, regulares. En d d13• 

grama se muestra una figura oblcnida de la fam,ha de c1r• 
cunfcrcncw r -t tJ = n1 y la fanuha de rectas honzontaks 
, = •parncnrcros'"Y"· 

a) Dtmucs1rc quc los puntos de m1crsccctón de la circunfo• 
rcnc1a.r+ , J = frybrcctat· = ,,_ 1 se encuentran en 
Un3 parábol3. 

b) T,-baJe el 1nc1so a) usando b rttla t-= n - 2 

(JfltCtclO .5 

S6 Dt -s cte una plldora Una plldora csfcnca 11cnc d13-
mctro de I ccn1imctro. Una SC"gund.a pildon.. en íomu de 
c1hndro c:1n:ular n:c10, se daborará con el mismo ,olumcn y 
el doble del i.irea supcrfic,aJ que la p1ldora esíénca 

a) S1 r es el radio y h la altura de la plldon c:1lindnra. 
dcmucs1re que brh = 1 y r + rh = 1, Concluya que 
6r-6r+l = O 

b) Las soluciones prumvas de 6r - 6r + 1 -= O son aprox•• 
madamcnte O 172 y O 903. Encuentre las al1urns corrcs­
pond1entcs e mlC'rprctc cst05 n::su\lAdos 

'S7 Lant1m · nto de MMtlllo Un lan7.ador de martillo csr, trn• 
bajando en su ('nlrcn:im,cnto en un:a pcquc:r\:a superficie de 
prict1c.u El m:an1ll0 gira. generando un circulo c:on radio 
de .S pies. y cuando SC' lan7..a. golpea una p.1n1.:1lb alta que: 
Hli 11 50 p1c:s del centro del lugar del lan7.amu:nto lnrro­
duzca C:JCJ; de ooonknad:u como se mucslr:11 c:n la figura (no 
a escala) 

,1) S1 el martillo se suelta en (-4. -3) y se despb.1.a en la 
d1rccc1ón tangente. "dónde ¡olpcari a la pant:illa" 

b) S1 el n1.1rt1ll0 debe golpearen (0. - 50). 4,dóndc debe sol• 
uu·sc en el clrculo1 

EJUCICIOS7 

Pumodondc 
s,c wclla 

58 Trayt'CtOri.a cf,i un balOfl lanudo Uiu pcrsooa l.anu un 
balón desde el borde de Wl3 colma.• un .fingulo de 45" con la 
hof1zontal, como se: 1lus1ra en la figura El balón cae al/uclo 
a 50 pies cueslll aba,o. que l«:nc una prod1cn1c: de -7. Por 
mecho de cákulo se puede dcmostnr quc la tra)cclor,a del 
balón CJti dada por,, = a.r + .-e + ~ p:ira algunas constantes 
uy, 

,1) Sin considerar la estatura de la pcnona. cncucnlre una 
tt\W:IOO pan la 1raycc1ona 

b) ¿Cuil es la máx1nu altura del balón rn ~, u/re'! 



 

fJERt ICIOS,I 

11.2 Slst~ d~ KUICloneS lfne•IH con dos vari.~i 

t!.jr r. 65--68: l...o, d■tos de- la l■bl■ son grnn■dos por 1■ 
/. C■ku~ g.-Aík■mrnlt tu l'OD511n1ts dtsl'Onoddu 
ru11ro posidonn dttim■ln. 

6S /(.r) •a, ., 

, ft, ) 

1 0 .80487 

2 0..53930 

3 0.36136 

4 0.24213 

66 /(t) • " In hx 

, ftx) 

Ejtr. 59-60: Rtsutln g,rifiu ) 1lgt b rakanm11, t.l slsrtma dr 
ttu•rlones. Compart sus rtsput Mu . 

) 

2 

-8.2080 

-11.7.WO 

S9 r 2 + ,..: • -1; l + l • 1 3 - 13.8061 

4 -15.2720 

?., + J -o 67 /(>.) • ax' + ~ 

Ejer. 61-64: Gra flqut las doi ttu■donn en c-1 mismo plano dc­
roordtnadu, t ttlmt lai coordenadas dt los pun1os dt lntr r~ 
K't'c:ión. 

, 
2 

3 

ftx) 

17.2597 

40 1058 

4 gl .4579 

J • r' 68 /C,..) - ~ 

u lr+1n1,1l-y1 -o; ~+/~-1 
, ft x) 

2 3.8859 

, +0.85.r1 • 2.l 4 5.1284 

Sistemas de ecuaciones 
lineales con dos variables 

6 6.1238 

Una ecuación a.'( + by - e (o. bien. lo que es equ1,·ale111c. a:t + by - e -
a y h d1ícrcntcs de cero. es una ecuación lmcal con dos vanablcs-" y y. Del 
modo. la ecuación ax + b\· + e= • des una ecuación lineal con tres vanat 
y=· También podemos considerar ecuaciones hncales con cuatro. cinco o et. 
númcro de vanoblcs. Los s1s1cmas de ccuac1ones más comunes son aquello 
que todas las ecuaciones son lineales. En esta sección cons1dcraremos sólo s 
de dos ecuaciones lmcalcs con dos ,anablcs. Los sistemas que contienen 
dos variables se es1udian en una sección posterior. 

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soh 
Paro encontrar las soluciones de un sistema. podemos manipular las ccu 
has!a obtener un sistema equivalente de ecuaciones sencillas para el cual 
encontrarse íticilmc:nte las solucion~. Algunas mantpulacioncs (o tran.1/0; 
nf".J) que producen s1s1cmas cqu1\lalcn1cs se expresan en el s1gu1cntc tcorcn 
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Teorema sobre s istemas 
equivalentes 

FIG~ 1 

Dado un sistema de ecuaciones. se ob1iene un sis1ema cqu1valcn1e s1 

1) se m1ercamb1an dos ecuaciones. 

2) una ecuación se multiplica o d1..,1de entre una con.srnnte diferente de cero. 

J) un m\Jhiplo constante de una ecuación se suma a ocra ecuación 

Un miilttplo constante de una ecuación se ob1icne s1 se muh1phca codt, uno de 
los 1énnmos de la ecuación por la m1sina constante k d1fcrcn1c de cero. Cuando 
se aplica la pane J) del 1eorema. a nu.'tludo se us:a la frase s11n1<1r u ,mu ttm,ción 
k \tt<'.f c110/q111er 01ra et·11ució". Sumcrr dos ecuaciones significa sumar los lados 
correspondientes de las ccuac1ones. 

El sigu1en1c CJemplo ilustra cómo puede lL'.arsc el teorema sobre sistemas equi­
valcn1cs para resoher un s istema de ecuaciones lineales. 

UH' t?l•II Uso del teorema sobre sistemas equivalentes 

Resuelva el s1s1cma 

{
.x+3y•- I 

2.r - ,, - s 

SOLUCIÓN Con frccuenci3 muluphcamos una de las ecuaciones por una cons­
tante que nos dari el m,crso adi11,o del coeficiente de una de las vanablcs de 
la otra ecuación Hacer es10 nos pcmute sumar las dos ecuaciones y obtener una 
ecuación con sólo una ,·anablc. como sigue; 

{ 
t+ 3,, .. - 1 

6., - 3,• • 15 

{ 
,+Ji•--1 

h .. 14 

.. 

En el úhimo sistema Hmos que 7x • 14 y que. por lo 1an10. x - ~ - 2 Para 
encontrar el valor corrcspond1cntc de y. sus1icuunos t por 2 en .x + 3) - - 1. oble• 
menda _I' - - 1. En consecuencia, (2, - 1) es la única solución del s1s1cma. 

! lay muchas otras fonnas de usar el teorema sobre s1s1cmas cquwalentes para 
encontrar la solución. Otro método consiste en proceder como sigue: 

{
x+3)··•-I 

2.t- \' - s 

w.: "'P.ll' l.apnnw: 

En el tilumosistema ,emosquc - 7\' - 7. oJ - - 1. Para encontrare! valorcorres­
pond1cn1c de.-. po<lriamos sust11u1r _1· por - 1 en:c + 3y - - 1. para obtener .r - 2. 
ror lo tanto, (2, -1} es la solución. 

Las gnificas de las dos ecuaciones son rectas que se mtersccan en el punto 
(2. - 1). como se ,e en la figum l. ■ 
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1.2 S~ttfflli de KUIClonH llne.11~ con dos VMl.11~ 555 

L:i lécmca empleada en el CJemplo I se denomina mélodo de !'1imin11ci6n. por• 
que comprende la eliminación de Ul\3 varinble de una de las ecuaciones. El mé1odo 
de elimmación por lo general produce soluciones en menos pasos que el mé1odo de 
sus111uci611 que se ex.plica en la sección precedente. 

iilf'l)i•fi Un sistema de ecuaciones lineales 
con un nllmero infinito de soluciones 

Rcsueh a el sistema 

{
3, + ,, • 6 
6:c+2_,•=12 

SOLUCIÓN Multiplicamos la segunda ecu:món por½ para obtener 

{
3, +y • 6 

3,· + :v• 6 

Asf. (u. b) es una solución si y sólo si 3t1 + b - 6, es decir, b - 6 - 3a. Deducimos 
que las soluciones c-scán fonnadas por pares ordenados de la fonna (a. 6 - 3a), 
donde a es cualquier número real. S1 deseamos encontrar soluciones particulares. 
podemos susutuir a por ,arios ,·alorcs. Algunas soluciones son (O. 6). (l. 3). 
(3. -3). (-2. 12) y (V2. 6 - 3V2). 

Es incorrecto decir que 13 solución son .. iodos los números reales ... Es correcto 
decir que la solución es el conJunto de todos los pares ordenados tales que 
lr + 1- - 6. que se puede escribir 

(l, . .,>11, +' - 61 

La gráfica de cada ecuación es la misma recia, como se ,e en la figura 2. 

D™ Un sistema de ecuaciones lineales sin soluciones 

Resuelva el sistema 

SOLUCIÓN S1 sumamos a la segunda ecuación -2 muh1phcado por la pnnK..-m 
ecuación, -6." - 2v - - 12. obtenemos el s1.stenu equ1\'alente 

{
J.,+¡~6 

o- s 
Ox+Oi • 8 

La üh1ma ecuación se puede cscnb,r 0.T + o~, - 8. que es falso para iodo par orde­
tl3do (x. _\'). Por lo tanto. el sistema no tiene solución. 

Las gráficas: de las dos ecuaciones del s1stcnu dado son rectas que 1iencn la 
misma pendiente y. por consiguiente. son paralelas (\.ca la figura 3). La concluMón 
que el sistema no tiene soluciones corresponde al i'K.'Cho de que estas rectas no se 
mtersccan. 

Los 1rcs eJcmplos anteriores ilustran resuhados comunes de resol\ er un sis• 
lema de dos ecuaciones lineales con dos , ariables: o hay cxac1amcnte una sol u• 
ción. hay un número infinito de soluc iones. o no hay solución. Un sistema es 
consi.stenll' si 1icne por lo menos una solución. Un si~tema con un número infi. 
nito de soluciones es dependiente y conJlslenle. Un sistema es lnconslsten1e si 
no llene solución. 
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Como la gráfica de cualqmt.'f ccuactón hneal ax + by • e es una recta. ~xtH.·· 
tamente ,mo de los tres casos mencionados en la s1gu1ente tabla se cumple para 
cualquier sistema de dos ecuaciones. 

Caracterfstlus de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables 

c,,ncu ,■.en• sohtdoltn Outfkad6a 

Rcclll no paralelas Una solución Sistema COI\Sliilcntc 

R«1as 1dént1cas Número mfinno de soluc,oncs S1s1cma dcpcnd1cn1c y COIUISICntC 

Rcc-1as paralelas Stn soluctÓn S1sicma ,ncons1s1cntc 

En la pr:ícuca, debe haber poca dificultad para dctcmunar cuál de cs1os casos 
ocurre. El caso de la solución Umca se han\ C\·1dcn1e cuando se apliquen al sis1cma 
las tr:msfonnaciOJK.-s apropiadas. como se dusira en el CJL-n1plo l. El caso de un 
nUmcro infinito de soluciones es scmcJantc al del CJemplo 2. donde una de las 
ecuaciones se puede 1ransfom1ar en la otra. El caw donde no h.1y solución está 
indicado por una contradicción. tal como el enunciado de O • 8. que apareció en 
el CJemplo 3. 

En el proceso de Jf.SOI\ cr un s1stema~fuponga que obtenemos para x un número 
racional 1al como -i9· Su.s111u1r x por - i9 para encontrar el valor de y es engorroso. 
Es más fácil seleccionar un multiplicador diícrcntc para cada una de las ecuac,ones 
onginalcs. lo que nos pcml1t1rá clirmn3r x y dcspcJary. Esta técmca se ilustra en el 
siguiente CJemplo. 

Dli!LüS&I Cómo resolver un sistema 

Rcsuch-n el s1s1ema 

{
4.f + 7_\' • 11 
3.,-2)•-9 

SOLUCIÓN Selccc1onamos muluphcadorcs parn eliminar y. (El mínimo común 
múhiplo de 7 y 2 es 14.) 

{ 
8.r + 14, • 22 

2lx - l•h • -63 

r .., • .... 
La suma de la primera y la segunda ecuaciones nos da 

29., • - 41. es decir. x • -~ 

A con1muación volvemos al s1s1cma onginal y sclecc1onamos mul11plicadorcs para 
chnunar x. (El mimmocomlln múlhplo de 4 y 3 es 12.) 

{ 
•h + 7)' - 11 

3t - 2)' - - 9 

{ 
l2x + 21)' • 33 

-12.t+ 8J= 36 

Al sumar las ecuaciones tendremos 

~ pre \ Lt :mmcr. CI; 

29,, • 69. es decir. _v • $¡ 
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X+7Y 

X- 2Y 

FIGURAS 

2 . 379310345 

11 

-9 

-1 
V 

HU: 

3 .420289855 
4/(U+4) +7/(V- 3) 

11 
/(U+4 )- 2/(V- 3) 

-9 

1.2 Slslffl\H de KUKlonn llneA!n con dos varl,1ble1. SS7 

Sus111uimos los valores de T y)' en las ecuaciones origmalcs. 

4 . .:+7y•4(-~) + 1(~) - -~ +W-W- - 11 

1, - 2y - 3(-;n - 2(;n - -w- -~ - -~ - - 9 

La figura 4 mues1ra la comprobación de la solución (-~-~)en calculadora 

En ocasiones podemos sustitmr expresiones para cambiar un sistema dado en 
uno de ecuaciones lineales. Por CJcmplo. un s1s1cma como 

{
,,' + •• - 8 {X + >' - 8 
u1 _ ,.-! _ 

5 
puede cambiarse a x _ y _ 

5 

con las sus111ucioncs x - ,r y y - ,.:. Haremos uso de este concepto en el s1gu1en1c: 
ejemplo. 

MINI 'UUH úmblar un sist~ma u.wndo sustitución 

Resueh a el s1S1ema 

-- + -- = 11 
11 + 4 11 - 3 

{ 

4 7 

3 2 ----- - -9 
u+4 ,•-3 

SOLUCIÓN Podemos susti1u1r 
11 
! ., por x y ~r_, para obtener el sistema 

{
4x+7_., = 11 
3:c - 2,· = -9 

Este es el mismo SJStema que se rcsoh ió en el ejemplo 4. por lo cual. sabemos que 
la solución es x • 7i y l •;. Así. para rcsoh·er el sistema dado. ,ol.,emos a 
sustnmr y resolvemos 

1 41 
;¡--¡ - -29 

29 - -4l(u+4) 

29 • -4111 - 164 

193 - -4lu 
193 -- - 11 
41 

1 69 
;-=--j - 29 

29 - 69(, - 3) 

29 - 69,• - 207 

236 - 69,, 
236 ~-,, 

La figura 5 muestra la comprobación con calculadora de la solución 

<''·"> - (-W-~) 
Ciertos problemas de :lphcación pueden resohersc incorporando s1stenus de 

dos ecuaciones lineales. como se 1lus1ra en los dos siguientes ejemplos 

IJHU:.11•#·1 Una aplicación de un sistema de ecuaciones lineales 

Una empresa de frutas y ,erduras 1icnc una finca de 100 acres en la cual se culh• 
,•an lechuga y col Cada acre de col requiere 600 horas de mano de obra, y cada 
acre de lechuga ncccsi1n de 400 horas de mano de obra. S1 se dispone de 45.000 
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horas y si han de usarse todos los recursos de tierra y mano de obra. encuemrc el 
número de acres de cada cultivo que debe sembrarse. 

SOLUCIÓN Introduzcamos variables para denotar las can1idadcs desconocidas 
como sigue: 

x - número de acres de col 

J - número de acres de lechuga 

Entonces. el nUmcro de horas de mano de obra necesario para cada cosecha se 
puede expresar como s igue: 

600x - número de horas necesarias para col 

400y - número de horas necesarias para lechuga 

Usando los datos que el numero total de acres es 100 y el numero total de horas 
disponibles es 45.000 nos lle,a al sistema siguiente: 

{ 
X+ \ - (()() 

600x + 400., - 45.000 

A continuación. usamos el método de climmac16n: 

{ 
X+ )' • 1()() 

6:c + 4)' = 450 

{
-fu - 6v • -600 

6.t + 4y = 450 

{
-fü - Ó_\' - -600 

-2.v- -150 

pi .unos :ior 6 b pruncr:a ccuac 

Vemos en la Ultm1a ccuac16n que -2y - - 150. o y - 15. Sust1tu)cndo y por 75 en 
x +y • 100 nos da.- - 25. Por lo tanto. la empresa debe sembrar 25 acres de col 
y 75 acres de lechuga. 

✓ Comprob.acl6n Plantar 25 acres de col y 75 acres de lechuga requiere (25)(600) + 
(75)(400) • 45.000 horas de mano de obra. Así. se usan los 100 acres de tierra y las 
45,000 horas de mano de obra. • 

IJWUi:lai Determinar l.a velocidad de la corriente de un rlo 

Un bote de motor. operando a toda ,clocidad. hizo un viaJC de 4 millas corriente 
arriba (contra una corriente constante) en 15 minutos. El viaje de regreso (con la 
nusma corriente y también a toda ,elocid.'\d) duró 12 minu1os. Calcule la velocidad 
de la corriente y la ,elocidad equivalente del boceen aguas en calma. 

SOLUCIÓN Para comenzar. mtroduciremos variables para denotar las cantidades 
desconocidas. Asl. sea 

x • velocidad del bote (en mi/h) 

y - velocidad de la corrien1e (en mi/h) 

Planeamos usar la fórmula e/ - rl, donde d dcno1a la distancia recorrida. r la 
,elocidad y, el tiempo. Como la corriente reduce la ,elocidad del boce cuando 
este na,ega con1ra la corricn1c. pero aumenta la ,clocidad cuando na,eg_a con la 
corriente a su fav·or. obtenemos 
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Ejtr. 1· 26: Rttutha t i slsltma. 

1.2 SIS:lffl\l:S de KUKlonn ltne~ con dos varl,1bln 5S9 

\Clocidad comra la comcn1c • x - y(en mi/h) 

velocidad a fa\or de la corricn1c - x +)'(en mi/h) 

El tiempo (en horas) recomdo en cada dirección es 

uempo con1ra la comcn1c - ~ • ~ h 

1icmpo a Í3\0r de la corricn1c - ~ - i h 

La distancia es 4 millas para cada viaJe. Sust1IU)'cndo en d - rt obtenernos el s1s1cma 

{
4 - (x - y){¡.') 
4 • i, + v){l) 

S1 aplicamos et teorema sobre s1s1cm .. 'ls equivalentes. obtenemos 

{ 
., - , • 16 

x+J • 20 

{ 
.,-v • 16 

2.t • 36 

p, ' 

En la lll11ma ecuación observamos que 2.r • 36, o:c - 18. Sust1tuycndo:cpor 18 en 
x +y= 20 nos da 1 ""' 2. Por lo tanto. la velocidad del bote en aguas en calma es 
de 18 milh. y la \Cloctd.'ld de la corricn1c es de 2 mi1'1 

✓ Comprobulón La \clocidad contrn la comente es de 18 - 2 • 16 mi/h, con la 
comente a Í3\or es de 18 + 2 - 20 mlih. Un \ iaJc de 4 nullas con1ra In comente 

dura ~ • ¡ h • 15 mm. y el vi3JC de 4 nullas con la corriente a Í3\or dura 

~-¾h • 12mm. • 

l {2x+3, •2 2 {•h+5J- 13 
.r - 2\ • 8 )l + J • - 4 

l2 { v'5.r + v'J,, • 14 VJ 
VJ, - 2v's1· • -2vs 

S {3' + 4.i: - 3 
,- 2r - -4 

11 { v'3.r - V2.,· - 2VJ 
2V2.r + VJ, - V2 

{
9u+21· • O 

6 
Ju - 51· • 17 

13 {-O.O:h + 0.07 __ ,. • 0.23 
0.().&x - o.os,-• 0.15 

15 { 2x - 31 - 5 
-6.r+9, • 12 

17 { 3m-4n• 2 
- 6m + 8n - - .i 

14 {º lb- 003._, • 0.2.5 
012f +O.OS\• 070 

16 { 3p- q - 1 
-12p+4<¡ • 3 

{
J~ + 7)· • 9 

20 , • 5 
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{

2.+ 2. _ _ , 
21 X \ 

4 5 
--- - 1 , ' 

{ 

3 ' --+-- • 2 
2A x- 1 ,+2 

6 7 
----- - -3 
t - 1 \' + 2 

27 Vt t• ~ IM,k,ti , El precio de lldm,s,ón a un Juego cn1rc 
equipos de b3ch1lkrato roc de SJ 00 para cstud1an1cs y $4.SO 
para no cs1ud1.antcs S1 sc ,cnd1cron4SO bolc105 para un 101al 
de Sl . .55S.50. ¿cuámos de cada clase se compr;tron" 

28 ViaJe en ,1IYI 1n Una linea 11crt'a que hace \1Jclos de Los 
Angeles a Albuqucrquc. con una cscab rn PhoC'mx. cobra 
wia unfa de $90 a Phocn,x y de $120 de Los Angeles a 
Albuqucrqoc Un lotal de 18S pasaJcro!i abordaron el avión 
en l,()) Angeles y los pasa,JCS tocahzaron S2 I .OOO e,CuAntos 
pasaJCl"OI bajaron del avión en Phocn1x'> 

29 Oi!M'f!S' -~M'"' crayón Un crayón de 8 crn111nc1ros de 
largo y I ccnt1mc1ro de d,.iin\Clro St' fabncari de 5 cmJ de 
Cc.-r.l en color El Cn&)·ón tcndri la fomu de un c,lmdro rcma­
llldo por una pcqüffla punta cónica (,·ca la figum). [ll(ucnlft 
la longuud .cdcl c1hndro y b al1uray del cooo. 

[JERCICt02' 

30 Remar en t.Gte Un oombre rema en un bolc S00 pies 
comente amba contr:1 una comcnlc constanlc en 1 O nunu­
lM, a canunll3CIÓn de lo cu:ll rema 300 pies comente .:Iba.JO 
(con la misma comente) en 5 minutos. Encuentre la ,clo­
culad de la eornauc y la H:locubd cqum1lcn1c a la que él 
puede remar en :lftllll en ealnu 

31 OilM'M'rN delac,bi•rtade-11a~s.11 Umrncsagr;inde 
para un salón de conferencias .se constnun\ en forma de rcc­
li.nguloron dos Kmtcm:ulos en los c,c1mnos (\ca la figura) 
La n\CS.I debe ICncr un perimctro de 40 pies, y el Jirca de la 
panc rectangular ~ el doble de la suma de las árca.s de los 
dos cx1rcmos l:.ncucntrc la long11ud I y el ancho~ de la parte 
rectangular 

EJHCICK>ll 

--··¡ 
1 

1 
' ' ____ J _,_ 

32 lnl'""° ,ur lnw, ~s Una muJCf llene $19,000 par.1 

m,cn,ren dos fondos que pagsn mlcrés simple a 1a.sas de 4 y 
6•• anual 1:1 m1crés en el fondo que pap 4•• cs1i cxcn10 de 
1mpo~10, pero es nccesana pagar el mtpUC:S:lo sobre la rema 
por el mgrcS<l rec,b,do del fondo que paga 6• .. Dado que 
se encucntr.1 en un.:1 banda tnbulana aha. la muJcr no desea 
1n,c-n1r 1oda la suma. en b euenLll que- paga 6• .. ¿Hay alguna 
forma de 1n,en1rcl dinero de modo que ella reciba SI.OOOcn 
mtcrcscs al tb'nmlO de un lOO? 

33 Por-l.11dón 6 ~ne., Una poblae,6n de linces se el:mfica 
por cdlldes en cachorros (menos de l afio de edad) y adul• 
10$ (por lo menos I ai\o de edad) Toda.$ bJ¡ hrmbr:is aduhas. 
1nclu1das las nac,das el aik> antcnot, 1,mcn W\21 camada cada 

mes de JWllO, ron un tarnaAo promcdlOdc camad,1 de J cacho­
rros. La población de linces en pn111.1,crn en c-icn.:1 rcgt6n se 
c:shma en 6.000. y la razón emrc machos y hembras es uno 
Calcule el número de ldul1os )' cachorros m la poblact6n 

34 C&.111 11, Un tubcl de entrada se usa para lkn.:1r un 1anque 
de alnlaCcnanuc-1110 300 galones de agua. 'J K pueden usar 
dos: tuOOJ 1d6mcos de salida p.u::a sum,n1sir.u agU.'I a los 
campos cm:undamcs (\e.:1 la fi¡ura) Se l'ICCClill.an 5 hons 
para llenar un 1anquc wcio cU3ndo ambos tubos de sahda 
csián ab1cnos. Cuando se e1crm una sah<b, se necesitan 
3 horas para llenar el i.mquc. btcucntrc &M ca ud.iks ( m 
¡alones por hora) que: cntnu,) salen de los lubos 

EJE CICIO 14 

3S M•r,1adeun-tal◄ 1«:IQfldi- pi :aUnorfobrc11cncdosalca­
c1on~. una que coot1cne JS• • de plata y otra que conllcne 
rot:. ¿Cuánto de cada una debe fund1rycombmarparuob(c­
ncr 100 g.ramos de una aleación que contenga SO-::. de pl:u.a.'> 



36 Mu.el• de fflRtCN Un comcn:1.1nte dest:I mezebr cacshua­
tes que cuestan S3 por hbn con nLM.-ccs de la lnd111 que cucs­
ian SS por libra. a fin de obccocr 60 libras de una mczcb qoc 
cuesta $S por hbni ¿CuintJ.S hlxn de CW \'Mlcd:ld deben 
me,cfarsc., 

37 V1aJ&1H1av1Ófl Un avtón.qucl-"UCbcon ncntodccola. rc(Offi: 

1';!';¡:;~~ ~~:=:=::i.:1~: 
velocidad del \'ICtUO (suponga que ambas son constantes) 

38 EmbMQIM • p~<JJ Una papelería \'ende dos llpos de 
bIDC's de nolJas a l1brerús 1.ml\ en11anH, el pruncru de los cua­
les tiene un precio de mayon:o de SOc y el segundo de 70t 
La empresa recibe un pedido de 500 blocs de nOW:.,Juntu con 

un cheque por $286. S1 el pedido no espcc11ica el número de 
cadJ upo de bloc, ¿cómo debe embarcar el pc(hdo7 

39 Aol a<i◄ Cwndo una pelota rueda hacia abaJ0 por un 
plano 1nchmdo. su 1relocKbd ,11) (en cm,s) en el 11cnl¡)O t 
(en segundos) cstj dada por 1{1) = r, + u1para una 1reloci<bd 
inicial ,·. ya«kmc16nu(cncm r). S1112} =. l6y,~5) = 2S. 
cncucntn: 1·• y" 

40 l 1:r ..nto wrti ·•' S1 un ob1c10 es lanzado \en!C3.lmcnce 
h.scu1 amba desde una altura des, pies con W\3 \clocubd 
in1c1al de"• ftts. cntonttS su d1stanc11.J{t) sobn: el sucio des­
pués de , segundos es 

s(t)= - 16r+,-.,+,. 

Si.s( I} = 84 y .1(2) = 116, ~qu~ \"Jlorcs tienen,., y s.1 

41 , 111""',-cmn dit I produi ~ Una pcqudla empresa de 
muebles fabnca soíás y d1\ancS. Ciwb soíá requiere 8 horas 
de mano de obra y S 180 en ma1cnalcs. m1Cfltr.u que un d11rán 
se pu...-dc ínbncar por SIOS en 6 hor.u. LA empresa ucne: 
340 horas de mano de obra d1spon1blcs por K'ffi:ma y puc:dc 
pcmu11rsc comprar S6.750 de m:ucmlc.s <,Cuántos dl\11ncs 
y sor.is .se puc.dcn producir s1 tocbs las hor:u de m3no dc 
obra y lodos los materiales deben empicarse" 

•2 Di la ch aa-r fo Un ganadero está prcpar.mdo w\l mezcla 
de 11\ cna y harma dc ma17 para g:mado Cada ORZ3 de a\ cna 
proporciona 4 1P"3mos de proteína y 18 ¡ramos de carboh1-
dnuos, y una onza de hamu de maiz propore10na 3 ¡ramos 
de J>l"ol:CÍI\II y 24 gramos de carboh1dntos. <,C\dntas onz.as de 
cada uno se pueden usa.r para satisfacer lu metas nume,ona. 
les de 200 gramos de proteína y 1,320 gramos de carboh1dra­
lOS por nteión" 

43 lnlwomltloCN ! rv1C.1~ Un plomero y un clcc1nc1sta. cada 
uno por su panc. hacen reparac,oncs en sus oficinas y acucr• 
d.m m11.•rcambiar sen 1cios EJ númcro de horai, empleWS en 
c3'<b uno de los proyectos se mucstn en la s1gu1emc tabla. 

Ofki■1 d~ Ofki■adf'I ........ dtttriC'bta 

l loras del plomero • 4 

l loras del elcclnc1S1a s • 
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rrcrcnnan decir que cs1in a mano. pero debido a las le) '-'S 
fiscales, deben cobrar por todo trabaJo que realizan. Acuer­
dan sclccc1onar tarifas de salarK> por hora que pcmutan que 
la cuenta en cada proycelo sea igual al ingreso que cada uno 
rcc1b1ri1 normalmente por un 1rabaJ0 comparable 

il) S1 r y .I' denotan los salanos por hota del plomero y el 
clcctnclSla, rcsp«II\ :imcntc, demuestre que 

6.t+S1•= 10.ry4x+61 = lh 

Dcscnb3 W so lociones de csic s.istcma. 

b) S1 el plomero normalmcn1e gana S35 por hora, ¿c\lan10 
debe colnr el elcclnclSla., 

44 l:.nc:ucntrc ccuac1oncs para las allum de k,s lnángulos con 
\ért1ccs A(-3, 21, 8(5, 4) y QJ, -8). y encuentre el punto 
en el que las alluras se mtcrsccan. 

4S Tenc,ir4H a al ~ent1mi1 1to e,n P;arl Como multado de 
la urban1zxión, las tc:mpcraturas c:n Paris han aumcnt.ado 
Ln 1891 c:I prnmcdio de tcmpcn1turu m1mmas y mbunas 
d1art11S era de 5 8 ce y IS.1 ºC. rcspcc111ramcn1c Entre 
1891 y 1968. n1:u 1cmpcraturas se clcuron 0.019 ºC'a&> 
y 0 .011 °C ano. rcspcct1vamcn1e Suponiendo que loi aumcn-
1os íucron h~lc:t, c:ncucntrc el :illo en el que la d1fcrenc13 
entre la 1cmpcnuun1 míruma y la núxUIU fue de 9 °C. y dctCT· 
mme IJ. com.·spood1emc tcmpcn11ura máxmu en promcdK> 

46 Tu1t lel ~• :as CM l,vca aí~t la Una c:mprcsa tele. 
fótuca cobra a sus clientes una c1cna can11<bd por el pnmcr 
minuto de una llan1.:1da de liuga d1stanc1a y otra can11dad por 
cada nunuto adteton.ll Un abonado hace dos llamada~ a la 
mmna ciudad un.a llamada de 36 nunuros por $2 93 y una 
llamada de 13 nunu1os poc- SI 09 

a) Dc1cnn1nc el eos10 por el pnmcr m1nmo y el cos10 por 
cada mmuto ad1C1onal. 

b) S1 hay una tasa de unpucs10 fcdcral de 3.2', y una tasa de 
1mpuc:s10 es1a1al de 7.'29• en 1odas las 11:unadu de l:up 
dmanc1a. cncuemrc. al mmuto más ccreano. la llamada 
más larga a la misma c1ud;Mt cuyo costo no c.'<ccda SS 00 

47 Grabac:ión en yld-, ·11 te Una :hlda aficionada al 1en1s 
desea grabar en una sola cinta 6 horas de un 1mpor,a,11e tor• 
neo. Su cmLB puede contener S horas y 20 mmums a W1a 

\·cloc1dad de la~ duración LP y S horas a la ,cloc1dad SLP. 
que es mis lenta La \'Cioc1dad LP produce una mcJor uhd3d 
de una gen, de modo que cll.1 dcsc3 nwt1m1Lar el l1Cmpo gr:¡• 

bado a la \eloc1dad LP Encucntn: el 11cmpo que se &fl'b3rá • 
cada \-clocl<bd 

41 PttctO y demanda Suponga qltt los consumidores compra­
r.in 1.000.000 de cam,sc,as de manga cona si el pr«10 de 
\cnta es 4r $15. pero por cada SI de lflCTenM!nlO del prCCIO 
comprarán 100,000 carn1stt.as menos Ademh, suponga que 
los \ endcdon-, pedir.in 2,000,000 de ClllllS(.'13$ SI el prcc,o 
de \Ctlll es de $20. y que por catb $1 de aumc,uo del pn:-c10. 
sohc11arán OlraJ 150.000 

a) Exprese el número Q de canusctas que IOi consunudora 
comprarán s1 el prcct0 de \Cn13 es de p dóllftS 
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b) F~pn.-sc d numcro K de cam1sc1as que los ,·cndcdores 
sohc,tardn si el prcc,o de H.-n1a d de¡, dólares 

e) Dc1crmmc d precio de mercado, es decir. el precio al que 
Q= K. S1 { ocosr+bscn.r • O 

-u scn.r + bcos.r • 1an.r 
[jer. 49- 52: Ou pejt tt y 6 "" t i slstrma. jSugr rend a: lnilr 
los términos como r'. ros .. , ) srn x como "cotHdrntn con_,. 
lanlH ... 52 { uros.r +bscn,1" • 0 

- u sen., + bcos .r • scn.r 

Sistemas 
de desipaldades 

EJEMPLOS 

En el capítulo 2 restringimos nucs1ra exposición acerca de desigualdad..-s a aquellas 
con una variable. Ahora consideramos desigualdades con dos variables x y y. como 
las que se muestran en el siguiente e,emplo. 

■ yi <,+4 ■ J, - 4y > l2 ■ .-.: +y! sJ6 

Una solución de una desigualdad en .T y res un par ordenado (a, b} que produce 
un enunciado \.L-rdadcro si a y h se sw.111uycn p0r x y J. respec11v:.mcntc. Rt'soher 
una desigualdad en x y y significa encontrar todas las soluciones. La gráfica de tal 
desigualdad es el cOnJw11O de lodos los puntos (a. b) de un plano xr que COrTts­

ponda a las soluciones. Dos desigualdades son equivalente.J si tienen las nusmas 
soluciones. 

Dacb una dcs1gualcbd en .r y _r. s1 cambiamos el símbolo de desigualdad por un 
signo de igual. obtenemos una ccunción cuya gr:ífic.a separa por lo general el plano 
".'' en dos regiones. Consideraremos sólo ecuaciones que Oencn la propiedad que s1 
Res una de esas regiones y si un punto dr, prueba (p. q) en R da una solución de 
ha desigualdad. entonces cada pun1O en R da una solución. Los siguientes pasos se 
pueden usar entonces para trazar la gráfica de la desigualdad. 

Puos para t razar la grifica de una 1 Cambiar el símbolo de desigualdad por un signo de igual y graficar la ecua-
desigualdad en x y I c1ón resultante. Use lineas d1sconunuas s1 el símbolo de desigualdad es < o > 

para mdicar que mngún punto de la gráfica da una solución. Use una línea 
o cuna conunua para :S o ~ para mdicar que las soluciones de la ecuación 
también son soluciones de la dcsiguald.1d. 

2 Si Res una región del plano X1" dclennmada por la gn\fica del paso I y si un 
punto de prueba (p. q) en R da una solución de la desigualdad, entonces todo 
punto en R da una solución Sombree R para md1car este hecho. St (p. q) no 
es una solución. entonces ,1mgiin punlo en R da una solución y R se deja sin 
sombrear. 

El uso de estos pasos se demuestra en el s1gu1en1e eJemplo. 

IJlilJii!II Trazo de la grifiu de una duigualdad 

Encuentre las soluciones y trace la gráfica de la desigualdad , .2 < .r + 4. 
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SOLUCIÓN 

Cambiamos < pOr - . y ob1enemos y: - "+ 4. La gráfica de csrn ecuación 
es una pan\bola. simétrica respecto al CJC x y que llene punto de intersección -4 
con el CJe x y puntos de mtcrsccc1ón !:2 con el eJe -~·- Como el slmbolo de desigual­
dad es < . trazamos la paffibola usando linea d1scontmU3, como en la figuro l. 

Lo gráfica del paso 1 separa el plano w en dos regiones. una a la 
" i=qmerda y la 01ra a la derecha de la parábola. Escogemos pun1os de prueba 

(-5. 0) y (0, O) en las regiones (,ca la figura 1) y sustnu1mos por x y y en 
J.! < x + 4 como sigue; 

runto d, prurh11 1 ~- 01 LI· ()? = O 
LO, -5 + 4 - -1 

Como O< - 1 es un enunciado/a/so. ( - S. 0) nocs una solución de la desigualdad. 
Por lo tanto, mngú" pulllo a la izquierda de la parábola es solución y dejamos sm 
sombrear la región 

Punto d-• pAd11110, ltl LI: ()! - 0 
LO. O+ 4 • 4 

Como O < 4 es un enunciado ,·en:¿Jtlero, (0. 0) es una solución de la desigualdad. 
Por consiguiente. iodos los puntos a la derecha de la par.ibola §On §Olu<:ioncs. de 
modo que sombreamos esta región. como se \.C en la figura 2. 

Una desigualdad lineal es aquella que se puede escribir en una de las formas 
siguientes, donde"• by e son nllrneros reales: 

,u + by < t:, at + bJ > e, at + b_, s c. a.t + b_,, ~ e 

La recta ax + by < e separa el plano Xl' en dos n miplanos. como se ilustra en In 
figura 3. Las soluciones de la desigualdad es1án fom,adas por todos los puntos en 
uno de estos scm1planos. donde la recta está mcluidn para s o~ y no está incluida 
para < o >. Para 11na ,Je~ig11aldad /i,reo/, sólo se n.>q11iere 1m p1mlo de prueba 
(p. q). porque s1 (p. q) es una solución. entonces el senuplano con (p. q) e:n él con­
tiene !odas las soluciones, m1en1rasquc si (p. q) 110 es una solución, entonces el otro 
sem1plano con11cne las soluciones 

D™ Trazo de la grifica de una desigualdad lineal 

Trace la gráfica de la desigualdad Jx - 41' > 12. 

SOLUCIÓN El cambio de > por• nos da la recta Jx - 4r ""' 12. 1razada con una 
recta discontinua en In figura 4 de la siguiente página. Esta f\..--ctn separa el plano n 
en dos sern1pl:'mos, uno encima y otro dl!bajo de la recta Es conveniente escoger el 
punto de prueba (0. 0) arriba de la f\..--cta y sust ituir en Jx - 4y > 12. como sigue: 

Jluntod, p v~h1110, III Ll'.J · O - 4 · O • O - O • O 
LO, 12 

Corno O > 12 es un enunciado íalso. (0. 0) no es una solución Entonces. nmglln 
punco encuna de la recta es solución. y las soluciones de Jx - 4r > 12 CMán dada!> 
por los pu111os en el scmiplano tkbaJO de la recia. La gráfica ~,a trazada en la 
figura 5 de la siguiente págma. 
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Como lo hicunos con ccuac1oncs. en ocasiones tmbaJamos de fonna simultánea 
con vanas dcs1gualcbdcs con dos \'anablcs. es decir. con un sistema de d<'sigual­
dad<'S. Las soluciones de un si.s1cma de dcs1gualcbdcs son las soluciones comunes 
a 1odas las desigualdades del sistema. La ~ri fü:a de un sistema de desigualdades 
está formada por los puntos corrcspond1cn1es a las soluciones. Los siguientes CJC!ll· 
plos ilustran un método para resolver sistemas de desigualdades. 

U:w:uJEII Cómo resolver un sistema de desigualdi1des linules 

Trace la gráfica del sis1ema 

SOLUCIÓN Cambiamos cada s por - y luego trazamos las rectas resultantes. 
1 como "cmos en la figura 6. US3ndo el pum o de prueba (O. O). , emos que las sol u• 

c1ones del sistema corresponden a los puntos debajo (y sobre) la recta " + .1· - 4 y 
t1mba (y sobre) la recta 2.t' - y - 4. Si sombreamos estos scnuplanos con colores 
d1forcntcs. como en la figura 6. tenemos como gráfica del si.'l.tcma los puntos que 
están en amba.1 regiones. indicadas por la pane color arena de la figura. • 

UJJm.i=D Cómo resolver un sistema de desigualdades lineales 

Trace la gráfica del sis1enlll 

{

, +, s 4 
2x - J :si 4 

.tii!::O 

·" ii!:: o 

SOlUCl()N Las pnmeras dos dcs1guakbdcs son las mismas que cons,dcrnmos en 
el eJemplo 3 y. por lo ton10. los pwuos en la gnifica del sistema deben estar dentro 
de la región color arena que se mues1ra en la figura 6. Además. 13 tercera y cuana 
desigualdades del sistema indican que los puntos deben estar en t!I primer cuadrante 
o sobre sus li1m1cs. Es10 nos da la región que se \ e en la figura 7. ■ 
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iiii'IJl•Q Cómo resolver un sistema de desigualdades 
que contiene valores absolutos 

Trace la gráfica del sistema 

1 SOLUCIÓN Usando las propiedades de los valores absolutos (que se presentan 
en la págma 68). \'emos que (.'C, r) es una solución del sistema si y sólo si lt1s dos 
condiciones siguientes son Hrdadcras 

1) - 2 s 2 

l) t <-1 o r > I 

As!. un pun10 (x. rl sobre la gráfica del sis1cma debe estar cn1rc (o sobre) las rectas 
,·crt1calcs .'C - :!:2 y tamb1Cn ya sea debajo de la recta hor1zont11I ~• - - 1 o encuna 

de la recta , • l. La gnítica cs13 trazad3 en la figura 8. 

iJiifDJ:D Cómo resolver un sistema de desigualdades 

Trace la gráfica del sistema 

SOLUCIÓN Las gráficas de r + .1.J - 16 y 'C + y - 2 son el circulo y la recta. 
rcspcc11vamentc. que se mucs1ran en la figura 9. Usando el punlo de prueba (O. 0). 
,cmos que los puntos que dan soluciones del sistema deben estar dentro (o sobre) 
del circulo y también encima (o sobre) la rec1a. &10 nos d3 la región trazada en la 
figura 9. 

IJJi:J2WWW Encontrar un sistema de desigualdades a partir de una grjfica 

Encuentre un sistema de desigualdades para la región sombreada que ,.emos en la 
figura 10. 

SOLUCIÓN Una ecuación del circulo es.r +,.: - 5:_ Como el mlerwrdel circulo 
está sombreado. la región sombreada (incluido el circulo) puede describirse con 
r + _..: s 25. El e.werior del círculo puede dcscnb,rsc con r + _,.: > 25. 

Como la región sombrcadá es1á ,kbo10 díj lú recta d1.scontmua con ecuación 
,- .l' - ¾x. está dcscnta por la desigualdad t· < 4x. Por Ultimo. como la región som• 

breada eslá º"ibt1 de la recia honLontal continuar - -3, usamos,, ~ -3. Por lo 
tanlo. un s1s1cma es 

Pll'■a■•-·■ Un;a ;aplicación de un sistema de des Igualdades 

El gcrcn1e de un equipo de béisbol desea comprar bates y pelotas que cucsum S20 y 
SS cada una. rc-spccm amente. Se necesuan por lo menos cinco ba1es y d1c.t pelotas. 
y el costo total no debe exceder $300. Encuentre un sistema de desigualdades que 
di..'SCnba todas las pos1bihdadcs y trace la gráfica. 
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flGUltATI 

60 
- ,4r + 60 

(5.40) 

(5. 10) 

10 

5 15 
'; 

SOlUCIÓN Comenzamos pordcnomrcon x el número de bales y con y el número 
de pelotas. Como el costo de un bate es de $20 y el costo de una pelota es de $5, 
\.emos que 

20x - COSIO de x bares 

5y - COSIO de}' pclow. 

Corno el cos10 lotal no debe exceder $300, debemos tener 

20x + 5y S 300 

o bien. lo que es equ1valen1e, 

y s: - 4x + 60 

Como se nccesilan por lo menos cinco bales y diez pelotas. también lencmos que 

1" .!'. 5yy .?: 10. 

La gráfica de y s -4x + 60 es el semiplano que se encuenlra deb,110 de 
(o sobre) la recl3y - -4-r + 60 que se muestra en la figura 11. 

Lagráfica dc:r ~ 5 es la región a la derecha dc(o sobre) la n.--cta \Crl1cal.r - 5. 
y la gráfica de _,, o!:: 10 es la región encima de (o sobre) la recta hori1.on1al 1· - 10. 

La gráfica del sis1cma. es decir. los puntos comunes a los tres scmiplanos. es la 
región tnangular trazada en la figura 11. 

Grifka de una desigualdad 

Grafiquc la desigualdad 27yJ s 8 + xi. 

Primero debemos despejar 1· en la lg11aldad asociada· 

27l"1 =8+.1 1 

y' - "S'i(8 + ., ') 
l" - Jv'í+7 

Asignamos½~ a Y 
I 
y graficamos Y 

I 
en el \.isor rectan• 

gular[-6, 6] por [-4, 4]. como se muestra en la figura 12. El 
punto de prueba (O, 0) es la región de solució n (porque O S 8 
es \.erdadcro). por lo que debemos sombrear la región debajo 
de la gráfica de Y r Se muestran los comandos de la calcula• 
dora Tl•83 4 Plus. 

•-CD-•C:Jllo&J 
wCDCD0-•0•0 ,o,m 

~ 
D ' 

(conr,mia) 
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Los parámetros para el comando Shadc (sombrc3r) son como sigue· 

-4 es la función mfenor para la región sombreada: en este caso. s1mplemen1c usamos el 
valor de Ymín. Y 

I 
es la función superior para la región sombreada. 

-6 y 6 son Xmín y Xmáx. 
1 es el pa1rón de sombra: hay eumro de ellos 
3 sombrea ead.11crccr (o cu:1110) pixel; se puede cspcc1ticar un entero de 1 a 8. 

Presione ~ para ob1cncr la gráfica sigu1cn1c. 

Mélodo allt rno: hay otro método para sombrear Se puede eJccutar al sclecc1onar un cs11lo 
de gráfica en la pantalla (!J. 

Usando las tecla$ del cu~r. mueva el cursor a la 1zqu1erda 
de .. y 

1
" Succsi, amente presione~ para pasar por los 

siete estilos de gráficas. Seleccione el estilo .. sombrear 
abajo" como se ,e en la figura. Prc:.ionar~ produ<:c 
una figura sombrcad:a como antes. 

t:Ju. 1- 10: Trace la ¡tr " in dt' la drsigualdad. 
r2••S8 t•+Jya,6 

l 3l - 2,, < 6 2 •h + Jv< 12 17 os,s4 18 Os,·ss 

3 2x + J,, ~ 2,· + 1 4 2.t + 2,· > 3, + 3 0:Sy:S3 0 S \ :S4 

5 \ + 2 < t 1 6 y:-,so 

1 X:+ 1 Sy 8 r- , 1 < 1 
19 { 1,1" 2 20 { 1,1" 4 

9 u 1 ~ I 10 x 1 +4 ~ ,- l•I< J 1 • 1" J 

Eju. 11-26: Oibujt" la gr i Rca dt":I llslt'ma d r dniguald■dn. 

l1 { r - , > -2 
r+ ,•> -2 

12 {x-,>-1 
X+\< J 

21 {I•+ 'i<J 
1 • - 21s, 22 {lx-2¡ss 

1' - 41 >2 

{ 3.r-J~-19 14 { 2,- t:S4 13 
2.r + S, < 10 3} + 2x<6 2) {-"! + yl S 45 {xi+ r: > 1 

r + ~ s -3 24 .. i +,·?<4 

r +,s6 r+, .. 2 
lS " - lt .!! 1 16 -' oi!!.1' 

26 {" -Jl<O t.!! -2 l' S6 25 {..l'? :S 1 - )' 
yS4 xS4 ..l' .!! 1 + ~ "+ r 1 >0 
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Ejt'r. Z7- J4: Entul'l:lllrt' t"I dilt"ffl l dt' dHlgualdldH t'U)I gr,- 3S Nt\' sel, 11ft ll#IO Una lit'nda. \Cll<k dos m.3ft3S de tdc-
nc:a K mun-lra. \ 1sorcs La dcm:mda de compndorcs 1n<hu que es n.:cesano 

27 2' 

+ ' 

29 30 

31 32 

33 34 

36 

tcntt en ex1stcnc1a por lo menos el doble de aparatos de la 
marca A que de la niarca 8 También es nccesano tener a la 
mano por lo menos 10 apara1os de la marca B llay csp.'l• 
cto para oo má.1 de 100 1clevlSO«"s en b ucncb. Encuentre y 
arafiquc un s1s1cma de dcs1aualdades que dc:scnba 10<bs las 
pos1b1hdadcs de abas1~1m1cn10 de las dos marcas 

Ptec:105 4e l,oletos Un aud11ono 1,enc:: 600 asientos Parad 
próximo cspcc1áculo, los boletos tcndran un precio de S8 para 
algunos astcntos y SS pani Olros Por lo menos 225 boletos 
tendrán d precio de SS y se desean ,cntas totales de S),000 
Encuentre y grafiquc un sistema de <ks1gualdades que dcs-

cnba todas las pos1b1hdadcs para fiJat el precio de los dos 
tipos de boletos 

37 b~i•df' l~-...t6n Una mu,ter que tiene SIS,000 pani 

m.,.cn,rdccidc depositar por lo n~ S2.000 en W\3 m\tt• 
s1ón de alto rcnd1m1cn10, pero uunb1én de alto n«t,.'O, y por lo 
menos d In ple de esa eantKbd en un:i m, cn1ón de baJO rmd1-
m1cn10. pero también de baJO nesgo. Encuenll't' y grafiquc un 
s1slcm:1 de dcs1guaid:Kles qucdescnba todas W pos1b1hdadcs 
pam rq,a.mrd d11'1Cro rntrc las dos m,crs,oncs 

38 ,,.m r1 de i"•' 1tario El gcrcmc de una hbreril un,~m•• 
taru1 llene en cx1stcnc1a dos tipos de cuadernos, el pnmcro 
de los cuales se \éndc al ma,·orco en 55t ) c:I segundo en 
85~ La cantidad mixin\3 por gastar es de 5600, y se desea un 
m, ,;:,ntarto de pot lo menos 300 de 111 , ancdad de 85c y 400 
de la \'lnc:dad de s,s, l:ncucntrc y grafíquc un sistema de 
des1gualda~ que dcscnba toda§ las pos1b1hdad~ de apro"i• 
sionam,ento de los dos llpos de cuadernos 

39 Din"' 1H • ,1 1,ata Una laca de aerosol se fabnurá 
en fomu de C1l1ndro e1rcularcon un pcquci'\o cono en la parte 
iupcnor. La ahuni total de la l.i1a. mclmda la parte cónica, no 
debe ser de más de 9 pulgadas. y d cdmdro debe contener 
por lo menos 75•·• del volumen 101:il Adcmis, la altura de la 
pane có1ue.:1 debe medir por lo menos I pulpd,3 Cncucntrt )' 
grafiquc un s1slcm1 de desigualdades que dc-scnba todas las 
pos1b1hdades para la rdación entre la allura I del c,hndro y la 
altura :x del cono 

40 Dt~n,klne1 lit una ftl'!Una Una , cntana de \'1dnos 
emplomados se construui en forma de rcciángulo rema­
tado por un scm1clrculo (,·ea la figura) La ~hura 1001 h de 

(J[.tCICIO 40 



la ,rolanl no puede scr de más de 6 pio: y d arca de la 
parte rectan¡;ular debe ser por lo menos d doble dd área dd 
.san.1circulo. Adcmis. el diámetro Jdd semtcírculo debe ser 
por lo menos de 2 pies Encuentre y ¡;rafiquc un sistema dc 
dcs1gwild:.iks que describa lodas lu pos1b1lidadcs para la 
base y l:1 altun de la panc rectangular 

41 UbiUl/d6n dt una F'"•nUdt<tntrg.aelktrKa Una planta 
de encrgla nuclear se construirá ~ satisfacer las ncccs1-
d.ldes de cncrgia de W c1tMbdcs A )' U La ciudad B es1! a 
100 m1lla!i al 1.'!itC de la A El es:1300 ha promcndo que la 
plama estad por lo menos a 60 millas de cada una de 1M 
ciudades, pero debido al terttnO bpcro no es posible StlWlr b 

planta al sur de cualqulffll de esas ciudades. y la pbnta debe 
estar a no mis de 100 m1\lu de A y B Supon1cndoqucAcstá 
cn el ongcn. encocmrc y grafiquc un s1steffi3 de dcs1guald.i­
dcs que describa 1odas bs posibles ub1cac1oncs de la plant;i 

42 A1 iJ""' "'1 de "IJMio Un hombre llene un pauo tr.ascro 
rcc1angul3r de 50 pies de ancho y 60 pies de profundidad. 
Planca cons1n11runa p1sc1na y un pallo, corno se muestra en 
la figuna. donde 1 2: 10. Puede pWll'a losumoS67.500cn cl 
pro~ccto 1:.1 jrca del patio debe ser por lo menos tan grande 
como la de la p1sc11u U área de la piscina cos1ari S50 por 

pie c~rado, y el patio S4 por pie cuadrado. Encuentre y 
grafiquc un s1stcnu de dcs11.'Ualcbdcs que describa todas las 
pos1b1hdadcs p3ra el ancho de lat 6rc:is del patlO y la p1sc1ns, 

EJERCICIO 42 

.._60._., 
:.,.__, .. -+.-4--,, __.., : 
1 1 l 1 
1 1 1 1 

ºl-1 
_J 

Eju. 4.J.-44: Graflque 11 dnlguald■d. 

43 64,,,- r s , 1 44 r\ - , ~ -_.. 
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1-:jer. 45--48: C rafique el 1litc-m1 d e dt"1lgualdadu. 

49 Cr~ 1111,1 •nt< d, bo5q,. La tcmpcntun y las llu,·1as lle• 
nen un efcc10 1mponan1e en la , ida de las plantas. S1 d pn>­
mcd,o anual de 1cmpera1ura o la canudad de prec1p11ae1ón es 

demasiado baJa. no pueden crecer irbok:s m bosques y, en 
c11mb10, habri sólo praderas y des1cnos La rclxión cnlrc el 
prorncd1o anwl dctcmpcntura T{ro 1-1 y el promedio ano.al 
de prcc1p1tac1ón P (en pulpd:as) n una &s1gu.:aldad lineal 
Para que en una región haya bosques. Ty P deben samfaccr 
la desigualdad 297 - 39P < 450. donde 33 s T s: 80 y 
13 S P S 45 

a) Dctemunc s1 puede haber bosques en Wmmpcg. donde T 
= 37 t' yP = 21 2 pulpdas 

b) Graliquc 1a dcs1gualdad. con Ten el eJe honzontal y Pcn 
el e,c ,·crucal. en un "'sot' rectangular de (33. 80. 5) por 

(0.50.5) 

e) ldcn11tique la rc¡16n en la ¡;rifica que represente dónde 
pueden crecer bosques 

SO (re, •"1i ntc dt praduu Comulte el cJcrc:ic10 49 S1 el 
promedio anual de J)ftt1p1tac:1ón P (en pulgadu) C!l dcm3. 

s1ado baJo o el prnmcc:ho anual de tcmpcn11twa T (en F) 
es dcnw1ado alto. bosquc1 y pradcnu: pueden comcnarsc 

en dc:uenos. Las condiciones ncccsanu para que crez­
can pradcms cst!n dadas por una dcs1gualcbd lmcal T y 
P deben s.a11sfacc, 22P - J T > 33. donde JJ ~ T ,s 80 y 
IJ S P -S. 45 

a) Dc1em11nc si es posible que hay■ p~ en Pbocn1x, 

donde T = 70 F y P = 7.8 pul¡adu 

b) Grafique l:a dcs1gwldad para bosques y la dcs1gualcbd 
para pndcras en los nnimos CJCS de coordenadas 

e) Dclcnnmc b rcg16n en la gcltic:11 que represente dónde 
pocdcn ex.mu J)Bdcru, pero no bosques. 

S1 un sis1ema de desigualdades contiene sólo desigualdades lineales de la forma 

Pf08ramaci6n 
lineal 

ax+ln·Sc o ai: + b.r ~ c. 

donde u. b y e son números reales. entonces la gráfica del stStcma puede Set' una 
región R en el plano n 1 dchm11ado por un polígono. posiblemente del 11po que se 
1lus1ra en 13 figura 1 de la página s1gu1entc (p:ua una 1lustraci6n específica. \ea el 
eJemplo 4 y la figura 7 de la sección 8.J) Para problemas de p rogramación llntal. 

consideramos tales sistemas Junio con una expresión de la forma 
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c - A.x+Br+K. 

donde A.By K son números reales y (x. )') es un punto en R (esto es. una solución 
del sistema). Como para cada (x. y) ob1encmos un \0alor especifico para C. se dice 
que Ces una /undón <«' dos w1ri'1bles x ,, , •. En programación hnenl. C se llamo 
función objcth·o. y las dcs1guold3des del s1s1cma se conocen como r~lrkclones 
de C. Las soluciones del sistema. es decir. los p:tres (.t', y) correspondientes a los 
puntos en R. son las soluclonN facribles del problema.. 

En aplicaciones financieros 1ip1cas. el ,.-alor de C puede representar costo. u11h~ 
dad. pérdida o un recurso fis,co. y la meta es encontrar un punto especifico (x. ,,) 
en R en el que C tome su ,alor nW1mo o mimmo. Los métodos de programación 
lineal simplifican en gran medida el trabajo de encontrar este punto. En especifico. 
podemos demostrar que los ,·alon•s máximo I mímmo de C ocurren c•n ,m ,•értice 
de R Es1c hecho se usa en el s1gu1cntc CJemplo. 

6™D Encontrar los valores mbimo y mínimo 
de una función objetivo 

Encuen1re los valores máximo y mínimo de la función obJct1,o dada por 
C - 1x + Jy SUJCIOS a 13! s1gu1cn1es rcstncc1oncs 

{ 

X - 2) 2' - 10 

2.t' + ·' s 10 
X 2' 0 

J ~ o 

SOLUCION La gráfica del sistema de desigualdades dc1cnmnada por las resine• 
cioncs es la r1..-g16n R l11ni1ada por el cuadrilá1ero trazado en la figura 2. Por lo 
expuesto antcnonncntc. los valores máx imo y mimmo de C deben ocumr en un 
,érticc de R. Los vnlort'S de los \<én1ccs están dados en la siguiente tabla. 

\ lrlkl' \ alordtC 1:c + JJ' 

(O. O) 7(0) + 3(0) = O 

(0. 5) 7(01 + 3(5) = IS 

(S.0) 7(S) + 3(0) = 35 

(2. 6) 7(2) + J(6) =- 32 

ror lo 1anto, el valor mínimo C - O ocurre si x - O y .1 - O. El ,alor máximo 
C • 35 ocurre s1 x - 5 y y - O. 

En el CJcmplo nn1enor. decimos que el valor máximo de Ce" R ocurre en el 
,énicc (5. 0). Para \Criticar es1c dato. despejamos y en C - 1:c + Jy para obtener 

Para cada C, la grófica de cs1a ccU3Ción es una l\,"Cl.3 de pcndien1c - 713 y pun10 
de mtcrsccc1ón C/3 con el CJC ., .. como se ilustro en In figuro 3. Para encontrar el 
valor máximo de C. simplemente detemuoomos cuil de es:1as n.--ctas que mtersc<::an 
la regtón ciene el máximo punto de mtersección C/3 con el CJey. A panirde la figura 
3, \<emos que la rc-cta n.,-querida pasa por (5, O). Del mismo modo. para el ,•alor 
minuno de C. dctcnmnamos la recia que tiene la c-cuación 1• - ( - 7/3).t' + (C/3) 
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que cruz:i la región y uc:nc el punto mlmmo de m1crsección con el CJC y. Eslll es la. 
rccl.3 que pas..o por (0. 0). 

Un problema que podemos expresar en la fomla del c1emplo I se conoce corno 
probll'ma de ¡>rogramación linr.al Para resol\er cs1os problemas. podemos usar 
los s1guicn1es pasos 

l Trace la región R detennmada por el s1s1ema de restricc1onc.s. 
2 Encuentre los vértices de R. 

3 Calcule el .,,alor de la función obJell\O C en cada \ért1ce de R. 
4 Seleccione el (los) \'alor(es) máximo o mimmo de C del paso 3. 

En el siguiente cJemplo encontramos un problema de programación lineal en el 
que el valor mimmo de la función obJell\o se presenta en más de un pun10. 

Ql&fQi•ii Solución de un problema de programación lineal 

Obtenga el valormimmode la función obJCII\O C - 2.r + 6_1•suje1a a las siguientes 
res1ricc1ones 

{

2x + 3 •• ,. a, 12 
:e+ 3,· ~ 9 

,1 ~ o 
\' ~ o 

SOLUCIÓN Seguiremos los pasos 

La gráfica del sistema de desigualdades dctcmunada por las restricciones 
es la región R no acotada que se traza en la figura 4. 

Los ,ért1ces de R son (0. 4). (3. 2) y (9. O). como se ve en la figura. 

Pi El valor de C en cada \ért1cc de R cs1á dado en la s1gu1cn1c labia. 

Wn ltt 

(0.4) 

(]. 2) 

(9.0) 

\ alor dc-C = Z:r + 6y 

2(0) + 6(4) = 20 

2()) + 6(2) = 18 

2(9) + 6(0) = 18 -~~-

'- La tabla del paso 3 muestra que el valor mlnmio de C. 18, se presenta en 
, dos \·ért1ccs. (3, 2) y (9. 0). Además. si (.r. y) es cualquier pun10 en el segmento de 

recia que une estos puntos. cn1onces (x. y) es una solución de la ecuación x + 3_,. - 9 
y. por lo tanto. 

e - 1:c + fo• - 2(x + 3¡) - 2(9) - 18 

Así. el valor minimo C - 18 ocurre en iodos los puntos sobre este segmento de 
recia. 



572 CAPÍTULO 1 1 SISTEMAS DE ECUACIONES Y DESIGUALDADtS 

flGURA 

(8,0) 

En los s1gu1cntcs dos CJCmplos consideramos aplicaciones de programación 
lineal Para este 11po de problemas es necesario ta5ar iníormación y da1os dados 
para íormular el si.s1cma de rcs1ncc1ones y la función obJc11vo. Una ,e¿ que se 
ha logrado es10. podemos aplicar los pasos como h1c11nos en la solución del 
eJemplo 2. 

01™ Mnimizxión d~ utilidadH 

Una empresa fabrica dos productos. X y Y, Para e-a.da produc10, es ncccsa.rio usar 
tres máquinas d1ícren1~. A. B y C. Para fobricar una unidad del producto X. la 
máquina A debe usarse duran1c 3 horas. la máquina B durante I hora y la máquina 
C durante I hora. Para fabncar una umdad del produc10 Y se requieren 2 horas en 
la máquma A. 2 horas en l:i B y I horu en la C. La ut1hdlld del producto X es de 
S500 por umdad. y La utilidad del producto Y es de $350 por umdad. La máquina 
A está d1spomble durante un total de 24 horas por dia, pero la B se puede usar sólo 
16 horas y la C durante 9 horas. Suponiendo que las maquinas c:,tán d1:iponiblcs 
cuando es ncccsono (sujetas a las restncc1oncs de horas totnlcs indicad.u). dc1cr­
mine el nümero de unidades de cada produc10 que debe fabricarse cOOa día para 
maxmu.mr 13 ut1hdad. 

SOlUCIÓN La sigu1en1c tabla resume los datos dados en el enunciado del pro­
blema 

lloras ■ttnariH 
\Hqui■a para u■a u•idad di' X 

lloratnttt'lariH 
para u■a unidad dr \ ' 

A 

B 

e 

lntrodULC.amos las s1gu1en1es ,,anubles; 

x • nümcro de unidades de X fabricadas cada di.a 

) - nümcro de unidades de Y fabricadas cada día 

llon1 
disponibks 

24 

16 

Usando el pnmcr renglón de la tabla. obscn.amos que c:ida unidad de X requiere 
3 horas en 13 m.iquma A. y por lo tanlox unidades requieren lt-horas. De fonna ani­
toga. como cada unidad de Y requiere 2 horas en A. ,. unidades requieren 2,• horas. 
En consecuencia, el nümcro tCMal de horas por dia que la rnáquma A debe usarse es 
3x + 2,r. Esto. Junto con el hecho de que A se puede usa.r durante 24 horas por dia 
a lo sumo. nos da la pnmcrn rcs1ncción en el s1guicn1c sistema de desigualdades. 
es10 es. 3x + 2r s 24. La segunda y lerccra restricciones se obtienen siguiendo el 
mismo tipo de razonamicnlo para los renglones 2 y 3 de la tabla. Las últimas dos 
restricciones.x i?:: O y r i?:: O, son ,crdad~ porque ·" y y no pueden ser ncgata,as. 

3.t + 2,, s 24 

t + 2,· s 16 

\' + )' :S 9 
X 2' 0 
,,-i: o 

La gráfica de este sistema es la región R de la figura 5. 
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Como la producción de cada umdad del produc10 X da una utíhdad de SSOO y 
cada umdad del producto Y da una u11lidad de S350. la ut1hdad P obtenida al pro­
ducir 'C unidades de X JUnlO con y umd3dcs de Y es 

P - 500..- + 3501· 

Esta es la función objet1,o del problema. El \-alor máximo de P debe ocumr en uno 
de los ,én,ccs de R en la figura S. Los valores de P en estos 1,,énices se dan en la 
s1gu1cnte tabla. 

Hrdr~ \ ...... ,. - 50h ..... .J50y 

(O.O) 500(0) + 350(0) = O 

(0,5) 500(0) + 350(8) = 2800 

(5,0) 500(8) + 350(8) = 4000 

(2, 7) 500(2) + 350(7) = 3450 

(2.6) 500(6) + 350(3) = 4050 

Vemos en la tabla que una utthd.'.td mbuna de S4.050 ttene lugar para una produc­
ción diaria de 6 unidades del producto X y 3 unidades del prodLtC10 Y 

El CJcmplo 3 ilustra la max1m1:zación de ut1lid:idcs. El sigu1cntccJcmplo dcmucs-
1ra la fonna en que se puede usar programación lineal para mm1mi1.ar el cos10 en 
cicna si1Uación. 

QII '131•#1 Mlnlmluclón del costo 

Un distnbuidor de rcproducrorcs de discos compactos 1icnc dos almacenes. W, y 
w,. Hay 80 umdades almacenadas en W1 y 70 unidades en \V:· Dos chcntcs. A y 
B, sohc11an 35 y 60 umdack."S, n:spcc:11,amcn1e. El cos10 del envio de cada almacén 
a A y Bes dctcmunado con base en la s1gu1cn1e 1abla. ¿Cómo debe embarcarse el 
pedido para minimizar el costo tolal de envío? 

Al•Khl ClN'■II' C.slo di' l'■, 6o por ■■Wad 

w, A 1 $ 8 

w, 

:_l_ 
12 

w, 10 

w, 13 -
SOLUCION Comencemos por defimr las s1gu1cn1cs v:inablcs: 

x - número de unidades envmdas a A desde W 
1 

y - número de umdadcs t.'tl\ 1adas a B desde \V 
1 

Como A solicitó 35 unidades y 8 solici1ó 60. debemos 1cncr 

35 - x - número de unidades cm iadas a A desde W: 

60 - y - número de unidades enviadas a B desde W
1

. 

Nuc~tra mela es detennmar los valores de:, y y que reduzcan al mímmo el cos10 

1otal del envío. 
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• 60 

(0.60) 
/ (20, 6()) 

• o 

(0.25) 

l+l 25 
10 

10 (25,0) 

t + \ 80 

R 

(35.0) 

\· • O 

El nllmero de unidades em 1adas desde W, no puede exceder de 80. y el nllmero 
enviado desde W

1 
no puede exceder de 70. La expresión de estos datos en 1érmmos 

de desigualdades nos da 

{ 
x+,,sso 

(35 - x) + (60 - ,·) s 70 

Simplificando, obtenemos las primeras dos restricciones en el siguiente sis1ema. 
Las úl11mas dos restricciones son ,erdaderas porque los valores más grandes de :e y 
y son 3S y 60. respcct1vamen1e. 

{

.,+ ,•s 80 
:e+)'~ 25 
O :s :e :s 3S 
O :s y :s 60 

La gráfica de esle sistema es la región R que se muestra en la figura 6. 
Sea C el cos10 total (en dólares) de envío de rcproduc1orcs de discos a los clien­

tes A y B. En la tabla de cos1os de envío ,emos que lo siguiente es ,erdadcro: 

cos10 de enviar 35 unidades a A - 8x + 10(35 - x) 

costodeen,iar60unidadesa B = 12y + 13(60 - y) 

En consecuencia. el costo total es 

e - s...+ 10(35 - ,) + 12y + 1ic60- y) 

Simplificando se obtiene la sigu1en1c función objet1\o: 

C - 1130 -2'--,, 

rora de1cnnmar el valor minimo de C en R, necesitamos probar sólo los ,,é-n1ccs 
que se ,en en la figura 6 como en la siguicn1e tabla. 

Hrtltt \a&o..- d., C 1130 11' J' 

(0, 25) 

(0,60) 

(20.60) 

(35.45) 

(35,0) 

(25.0) 

1130 - 2(0)- 2S = 1105 

1130- 2(0)- 60 = 1070 

1130 - 2(20)- 60 = 1030 

1130 - 2(35) - 45 = 1015 

1130 - 2(35) - O= 1060 

1130 - 2(2S) - O= 1080 

En la tabla ,cmos que el costo mínimo de cn,ío. Sl.015, ocurres1x - 35 y y - 45. 
Esto significa que el distribuidor debe em iar lodos los reproductores de discos a A 
desde w, y mnguno desde W:. Además, el distribuidor debe enviar45 umdades a 
8 desde W, y 15 unidades de B a W1• (Note que el costomá.timo de en,ío ocurrirá 
s1 :e - O y y - 25, esto es, si las 35 unidades son enviadas a A desde \Vi y si 8 
recibe 25 unidades desde w, y 35 unidades desde W

2
. ) • 



Los CJcmplos de cs1a sección son problemas clcmcn1:ilcs de programación lineal 
con dos vann.blcs. que se pueden resoh er J)OI" métodos básicos. Los problemas 
mucho más complejos con numerosas , aria bles que se presentan en la pr:kuca 
pueden rcsohcrsc si se emplean técnicas de matrices (que \.eremos más adelante) 
que están adaptadas para solución por computadora. 

Di Ejercicios 

Ejrr. 1- l: Encutnlrt' los nilort5 mblmo ) mínimo dt' la íun• Ejrr. 5-6: Trae, la rrgio11 R dtlumlnatla por lu rnlricdonn 
dón obj,1ho C ,n b rtglón dt la figura, dadH ) ma rque sus ,tr1kn. E•cut nlr t ti ,alor mlnlmo dt C 

tn R. 
1 C • Jr+2,+5 

(O. 21 

2 e • 2r + 7,· + 3 

(0.5) 

(1 ,.\) 

n.s> 

u,.21 

(2.0) 

16. 2) 

n.11 <6.01 .r 

Eju. 3-4: Trart h1 rtglbn R dt1ern1inada por IH rn1rkc:loon 
dldH) mar,¡uc- sus , t rticn:. t:ncutnlrt ti ulor m h imo dc­
Ctn R. 

1 c -lf+l': .r~o . .,~o. 
3t - -h oí!: -12. Jr + 2J s 24. lr - J s 15 

• e - 4t - 2,·: 
'C - 2\ oí!: -8. 7l - 2, S 28. ,'C + \'oí!:.¡ 

S C • lr+6\; .r.i:O.y.i:O. 
2.r + 3\' ol?: 12. 2r + 5, .i: 16 

6 C•2.t+6l: xol?:0,y~O • 
.. + .,· .i: 9. 5., + s,· .i: 60 

Eju. 7-8: Tnc, la rtgktn R dC'ltrntlnada por las rn lric:donn 
dadas y muqu, sus ,trtlces. Oncrlba c-1 conjun10 dt pun1os 
pani 101 qu, C n un mliximo t'.n R. 

7 C • 2.r + •h,: .r .1:. O,, . .i: O. 
., - 2v .i: -8. ~.r + , :S 6. '.h + 2, :S 24 

8 C•6.I+3L .rz:2,_vz: l. 
2.r + J, s 19. .r + 0.5,, s 6.S 

Ejl'rc:ldos 9- J.1 : Consull, la naura 5 , n , 1 ,j,mplo J) t i aná• 
11111 q11t se- 1lguló tn t i c-Jc-mplo l . 

f"IGUkA S (r t1aa) 

' 
((),!() 

12. 71 

16 .. ll 

!O.O) 18.0) 

~crlblt'ndo la función objt'lho t'n t'I ,jrn1plo 3. P =- 500x + 
350)'. tn 11 forma dc- pc-ndtC'n1t--pun10 dt ln1tr:Jtttl6n itnemos 

J' = -~x + (P/350). Con1put esta pc-ndlc-nrt ron 11.s dc- los 

srgmtn1os de- rttla tn ti pt'rlmetro dc- R an1n-dt rC"Spondtr las 
siguitnlH prtgunlH. 

f.jtr. 9- 10: ¿t: n qui ,·irllu podrla Ot'urrlr la ut ilidad mblma 
si 11 fund4\n objtiho 1lent •n• pc-ndltnlC' dt 
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[ju. 11- 12: ;.Dlinde pGdrla Murrir la ulilldad mhima si la 
íundlin objrlho tlHe l>tndM'nlt d t 

11 -1? 

[jtr. U - 14: Encut ntrt una fund<in d t utilidad razonable de 
la forma P = 500.l" + 6y 111 qu• la utilidad má_dma ocurra H 
t i ,·frtkt dado. 

13 (2. 7) 14 (8.0) 

15 Planifloclón de la producc1 •n Un fabncan1c de raque• 
tas de tenis obcu:nc una u11l1dad de Sl5 por cada ~ucta de 
tanw'lo ¡nindc y SS por cada raqueta estándar Para sat1sfa• 
c-er 13 demanda de los d1stnbu1dorcs. la produccMin diana de 
raquetas estándar debe ser de entre 30 y 80. y 11 producción 
de r.1quctas de tamat'io grande debe ser de enlrt 10 y 30 Para 
mantener aha calt<bd. el número toial de raqucuu producuias 
no debe uccdct de 80 al dia t,Cuámas de cada tipo deben 
fabttcane d1ari.amcn1c para max1m1zar la u11hdad'! 

16 Planifloción df' la producción Un fabncantc de teléfonos 
celulares obtiene una utilidad de S25 en un modelo de luJo y 
$30 en un moddo estándar La empreu desea producir por 
lo menos 80 modelos de IUJO y 100 modelos estándar por 
día Para mantener alta calidad, la producción diana no debe 
exceder 200 teléfonos (,Cuántos de cada 11po debe prodoci.r 
d1anamcnte para maxumur la utilidad? 

17 Minimlz.xk>n del c~to Dos sustancias. S y T. coot,cncn 
cada W\1 dos 1,po5 de tngred1cntcs, 1 y G Una libra de S 
con11enc 2 onzas de I y4 onzas de G Una hbra de T con11cnc 
2 onzas de I y 6 onzas de G Un fabricante planea combmar 
cantidades de las dos sus1anc1as para ob1cncr una mezcla que 
contenga por lo menos 9 onzas de 1 )' 20 onzas de G S1 el 
oo~o de Ses de $3 por hbra y d de T de $4 por hbra, (,cuánto 
de cada ¡¡ustancui debe usarse para mantener al mln1mo el 
cos10'> 

18 Maximización dt l.1 utilidM bruUI UnJ. empresa pape• 
len fabnc.1 dos 1,pos de cuadernos un cuaderno de luJo con 
separadores de 1cmas, que se ,ende en S4 00, y un cuaderno 
regular, que se , ende en $3.00. El costo de producción cs de 
S3 20 por cada cuaderno de luJo y de S2.60 por cada cua• 
dcmo rc&ular La empresa tiene instalaciones para producir 
entrt 2,000 y 3.000 de ha,o y entre 3,000 y 6,000 cuadcmos 
regulares, pero no máii de 7,000 en total t,Cuán1os cuadernos 
de cada tipo deben producirse pan max1m1zar la diferencia 
cn1rc los prcc!OS de ,en1a y costos de producción'! 

19 Minimlzaci<ln de los costos de envio Consuhc el eJcmplo 
4 de esta sección Si los costos de cm ío son de $12 por 
unidad desde W1 a A, $10 por um<bd desde W1 11 A, Sl6 
por unidad desde W a B. y S12 por unidad desde W1 a B. 
dctcm-unc cómo debe cmbarursc el pedido para m1n1m1:ar 
el cos10 de envio 

20 Minimizac)()fl d•I costo Una cmprl.'53 cafctalC1'11 compra 
loccs de granos de café mezclados y lucao los elas1f,ca en 

granos de 1.lt.ti calidad, rcgulMrs y no uuhzablcs. La cmprcu 
ncccs11a por lo menos 280 toncl:tdu de gnnos de café de 
alta cahdad y 200 1oncladas de granos de café de calidad 
regular La empresa puede compnr café sm clas1íicar a dos 
prm-ccdorcs en cualqulCI' cantidad deseada Muestras de los 
dos pro,ccdorcs contienen los 11gmcnlcs porccntaJCS de gra­
nos de café de alta cahd3d, regular y no u11hz.ablc: 

S1 el pro,ccdor A cobra S900 por 1onclada) 8 cobra Sl.200 
por tonelada, ¿cuán10 debe comprar la empresa a cada ~ 
,ccdor para satisfacer 5US ncccs1dadcs al coslo mímmo? 

21 Pl.lnifiocic-n de superfide de cultivio Un a¡ncullor, que 
se dedica a la producctón de fom,c para ganado. ttene 90 
acres d1spon1blcs pana plantar alfalfa y malz. El co.ito de 
semilla por acre es de $32 pa1"111 alfalfa y de $48 para maí, 
El cesio lota! de mano de obra Hecndcri a S60 por acre para 
alfalfa y S30 po, acre para maiz l:.I ingreso esperado (antes 
de deducir costos) es de S500 por acre de alfalfa y $700 por 
acre de maíz. S1 el agncultor no desea gaslar mis de $3,840 
en semillas y $4.200 en maoo de obra, (,Cuántos acres de 
cada cult1,o debe plantar pan obtener la ullhdad máxm1.1? 

22 Piar ifKKion de maq, in.11ri.1 Una pcqudia cmpn-sa 
fabnca csuntcs de libros y cscn1or10S pana m1crocomputado. 
ras Para cada produclo n nccnario usar una sierra de mesa 
y una sierra cléc1nca de con1ornos Para fabricar cada csl3ntc 
de libros. la sierra debe us.ane ¼ hora y la stcm de conlor• 
nos debe usarse I hon.. Un escr1iono requ1crt el uso de cada 
núqu1na por 2 horll. LH ut1 hdMb son de S20 por csl3ntc 
de libros y S50 por cscrnono S1 la s1cmi se puede usar 
8 horu al dia y la sierra de contornos 12 horas al dia. ¿cuán­
tos estantes de libros y cscntonos deben fabncarsc al día 
para maxm111.ar la ullhdJd? 

23 Minimización d~I costo de una mezcla Tres sus1anc1as, X. 
Y y Z. con11encn cualro 1ngn:d1cn1cs cada una de ellas, A, 8, 
C y 1) El porccnLIJC de cada 1n¡rcd1en1e y el costo en cet)· 
ta,os por onza de cada sus1anc1a cs1an dados en la s1gutente 
tabla. 

l■JrNIW'lltn c .... 
S■ttaada A • e D ,.. . .,. 

X 20', I()', 2s•• 45•. 2s, 
y , ... .... 15•. 2s• • 3St 

z , ... 20', 25•. 45•. so, 

S1 el COSlodcbc ser mínimo, ¿cu.in1as onzas de cada sustancia 
deben combulaNC par.i obtener una mezcla de 20 Ol"IZ.ll que 
eomcnsa, por lo menos 14•• de A. 16•,• de By 20-'e de C? 
¿Qu,é combinación proporcionaría el costo máxuno? 



24 M.111mitaciondl· 1:11 wtllid.ades Un hombre planea opc-rar 
un puesto en un.a fcna que dura Uf1 d,a. en el que vcndcr.i 
bolS3S de cac21hua1cs y de dulces Ttenc $2,000 d1.sporublcs 
p,3ra compnr su mercanci:a. que costali $2.00 por bolsa 
de cacahuatcs) S4 00 por bolsa de dulce1. Tr:.1t:1 de ,c::ndcr 
k>s cacahua1cs en S3 00 y los dulces en SS.SO por bolsa Su 
pucsio ttene espacio huta para 500 bolsas de cacahu:ucs y 
400dedukcs Porcxpcncncia, él sabe que no ,cndcrá más de 
un IOQ.I de 700 bolsas Encuentre el núnK'JO de bolsas de cada 
una que debe 1cner en cx1s1eocl<t para ma:umll3r su uhhcbd. 
i,C\Jal es b u11hdad mixnna'' 

lS M111imi1aüónd laiup.ctdaddl ¡,.,....-ros Unapcquel\a 
conmmdad dCSC3 con1pm camionetas y aulobu~ pcquc-r\os 
usados para 5ll s1.s1cma de 1ransponc publtco. La comunMbd 
no puede gas~ más de $100.000en los ,·ehkulos y no m3$ 
de $500 al mes en man1en1m1cnto. Las c:unionew se \en• 
den en SI0.000 cadi un:a y su nu.ntcn1m1en10 ucnc un cosco 
promedio de $100 al mn Los d lculos de coslo corrcspon­

d1cnlcs a cada autobus !lOf1 de $20,000 y S7S por mes S1 
cada camioneta, pucJc llc,ar 15 paslJCl'OS y cad:. autobus 
tiene Ca.pa(l(bd p.a.ra 2S pasaJeros. dcienrunc el numero de 
canuoocw y autobuses que deben con1prarsc para maxmu­
za.r la cap3CKbd de pilS,llJCros del sistema. 

26 Mtnimtiacion de-1 :orto ~ col'lfflutt1blle- Comuhc d 
epc1e10 2S. U cosco mensual de combushble (basado en 
5.000 nullas de scnicao) es de $550 por cada canuoncu y 
$850 por c:ada autobus l:.ncucntrc el numero de cam10~1as 
y au1obu..cs que deben comprarse pan mmmu:ar los costos 
mensuales de combusllblc s1 la capacidad en pasaJeros del 
Slitem:a debe.- ser de por lo menos 75 

27 Abut, 1mi~nt una sn11ja pt1ci,ol1 Un criador de 
peces con1prani no más de S,000 truchas y lobm:H Jthencs de 
un cnadcro y las ahmcntaffi con una dicta cspcc11I durante el 
aOO próximo. U COSIO del ahrncnlO por J)l'.'1 5erá de so.so por 
trucha y SO 75 por lot1111:1, y el costo 1oul no debe exceder de 
$3,000. Al final del :11\o, una trucha 1Íp1ca pesara J hbnas. y 
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una lobina J)t'sarí 4 ¡,Cuántos peces de cada tipo debe haber 
en el esunquc para nwumizar el ni.imero total de hbras de 
pctts al final del ai'lo., 

21 Phlflifkac; l'>n ck diñas Un d1ct1s1;1 de un hospital dcse.:ri 
J)fqW!lf un pl.:rito de ,etduras con malz y calabazas que pro­
porciona por lo menos ) gDmos de prolema y cuesta no m,U 

f ;~~•:;:~l~;ªc=: c:amo!:. ~Ílea:;: 
pGrc,ona ¾ de gnuno de proteína y cuesta 3t Para que el 
pla10 tenga buen sabor, debe tener por lo menos 2 onzas de 
maize igual cantidad de calabaza quede INlll. Es importante 
mantener tan baJocomo sea posible t'I numero toial de on1,as 
en una porción Encuentre la con1b11ución de mail y cala­
baza que min,m,zari la can11dad de 1ngrcd1cn1cs empleados 
porpomón 

29 P~ nct.ur - et. ~ •nto Una.contra• 
usta 1u.·rw: un cd1fíct0 gramk que desea con\ emr en una 5Cf'IC 

de npac1os de almacen:1m1cnlo que desea alqu1l:u- Cons­
tnurí Uf11d.ldes básicas de 8 f\ X I O f\ y unKlades de lu,o 
de 12 f\ X I O ft que conucncn estantes :id1c,onalc1: y cl6st'1 
para rop3 Las considcr.monc~ del mcl'C3do dtctan que debe 
haber por lo meros el doble de un~ básicas que las de 
IUJO y que las unl<bdcs básicas se alquilan en S7S al mes y las 
de lu,t0 en S 120 al mes Dispone de 7.200 Jr a lo sumo para 
cspacK)S de ahnKcmmtcnlo y hasui de SS0,000 para la cons­
trucc1ón S1 la cons1rucc1ón de cada unidad básica costarí 
S800) uda wu de luJO coslm S 1,600, ¿,cuánt.H unidades de 
cada llpo debe constnur par.1 ma..11.1m1zar el ingreso mensual? 

30 01 -ta d• un e• Un alce que se ahmen1a prmc1palmcnte 
de hoJ3Jl de árboles } plan1as acui11cas puede d1¡cr1r no 
más de ]) lologramos de cs1os ahmcn1os por dia Aun 
cuando las plalllH aciclticas 11~n menor conicnido de 
cncrgla. el ammal debe comer por lo menos 17 kilogramos 
1k ésla.s pan sau.sfüccr sus nccc.s1dadcs de SO<ho. Un kilo­
gramo de ho:,H propon:iona cuatro \CCCS niáscnergl:t. que un 
kilogramo de plantas acl.dticas Encuentre la con,bu~c1ón de 
ahmcntos que max1n111.a la 1ngcsla diaria de cnc.rgl:.. 

[ll) 
Sistemas de ecuaciones 

lineales con m6s de 
dos variables 

Para sistemas de ecuaciones lineales que conlicncn más de dos variables, podemo) 
usar ya sea el método de sustitución cxpheado en la sección 8.1 o el método de ch­
mmación desarrollado en la sección 8.2. El método de el1nun::1t1ón es la técnica más 
cona y scnctlla para encontrar soluciones. Ademis. lleva a la técnica de matrices 
que estudiaremos en esta sección 

IIH'PUII Uso del m~todod• •llmlnadónparai r.solvu 
un sistema de ecuaciones lineales 

Rcsucl\a el r.1s1ema 

{ 

,-2y+J:~ 4 

21'+ \1 -4:• 3 

-3.l' + 4, - ::: • -2 
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SOLUCIÓN 

{ 

x-2v+ 3:• 4 
s,, - 10- • -s 

-3x+4~• - ;• -2 

{ 
r - 2v + 3: - 4 

Sy - 10, • - S 
-2.v + s, g !O 

{ 
.1-2y+3.: - 4 

_,•-2: • - 1 
y - 4: ~ - s 

{ 
.1-2y+3: • 4 

,, - 2.: - -l 

-2: - - 4 

{ 
.1 - 2,, + 3: - 4 

y-2:•- l 

=- 2 

""'"'"" m,:r nwlupl pur 

1 ..... ..,,.. 
Las soluciones del úhimo sistema son füe1lcs de encomrar por susliludó n had a 
a1ris. En la tercera ecuación \-emos que: • 2. Sus11tu)endo 2 por: en la segunda 
ecuación. y - 2.: - -1. obtenemos ,- - 3. Por último. hallamos el ,alor de x 

med1ance la sust1tuc1ón de y - 3 y; - 2 en la pnmcra ecu.3c16n . .r - 2y + J; - 4. 
para ob1cncr x - 4. Por lo tan10. hay una solución (4. 3. 2). • 

Cualquier sis1ema de 1res ecuaciones hncales con tres variables tiene ya sea una 
so/11ci6n único. un mimero mfimto ,k sol11c101ws. o no llem• solución. En cuan10 a 
dos ecuaciones con dos ..,anablcs. la tennmologia empicada para describir estos s is­
lcmns es co11s,sw11ti', dependtenti' _,, consi.rteme. o incons,s1e111e. rcspccll\·amcntc. 

Si anali7.llmos el método de solución del eJcrnplo 1. \-emos que los simbolos 
empleados para las variables no tienen 1mportanc1a. Los coeficientes de las vana­
bles son lo que <k.---bcmos considerar. Entonces, si se usan d1fcrcn1cs simbolos, como 
r. s y t para las variables. ob1cncmos el sistema 

{ 

r-2,+Jr • 4 

21'+ .)-4, - 3 

-3r + 4s - t • -2 

El método de chmmae16n puede contmuarcxactamcntc como en el CJt."mplo. Como 
cslo es \'crdadcro. es posible s1mphficar el proceso. Específicamente. m1roduc1• 
mos un esquema para hacer seguimiento de los coeficientes en fomia tal que no 
tenemos que escribir las variables. Si consultamos el s istema prcccden1e, primero 
comprobamos que las ,..anablcs aparezcan en el mismo orden en cada ecuación y 
que los térmmosque no contienen ,arinblcs estén a la derecha de los signos igual. A 
conunuación elaboramos una lista de los números que aparecen en las ecuaciones. 
como sigue: 
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Un :i.n-eglo de números de este tipo se dcnonun:i malri.z. Los rrng,lonl'!I de la maLriz 
son los nUmcros que aparecen hon:ontalmentc: 

- 2 

- 4 

- 3 - 1 - 2 

La~ columnas de la m:i.triz son los números que apan..--cen l't'rticalmt>me· 

1 

1 
2 

- 3 

-2 
1 -4 

- 1 

,. 
4 
3 

- 2 

U mamz obtenida de un s1s1cma de ecuaciones lineales de la manera amcnor es la 
malrii del slstt ma . S1 ehnunamos la últ1macolumna dccsi.a ma1nz. el conJunto rcs­
tame de números es la malrll. dt cocOclt nlts. Como la matriz del sistema se puede 
obtener de la matriz de coeficientes al adjuntar una columna, la llamamos matriz 
de eocnc.ltntts aumcnrada. o simplcmcmc ma1r1J. 1umcn1ada. Más adelante. 
cuando usemos matrices para encontrar las soluc10ncs de un s1s1ema de ccu.ac1oncs 
hncales. 1111roduc1n:mos un segmento de recta vertical en la matnL aumentada para 
md.1car dónde aparecerían los signos de 1gu:1l en el s1s1cma de ecuaciones correspon­
d1cn1c. como en el s1gu1cn1c CJcmplo. 

EJEMPLOS M;atrlz de coeficientes y mólltriz •umentada 

Definición de matriz 

Antes de explicar un método matricial para rcsohcr un sis1cma de ecuaciones 
lineales. e;>.prescmos una definición general de una matriz. Usaremos una notación 
de doble subíndice, que denoua el número que aparece en el renglón i y la columna 
J con º •· El subíndice de renglón deo, es i.) el subindkt dt columna es J. 

Sean m y n entttospos1l1\0S. Una malriL.111 X n esun arreglo de In fom1asiguien1e, 
donde cada uno de los ténrnnos " , es un nllmcro real: 

La not3ción m X n de la definición se lee "m por n", Con frecuencia decunos que 
lamatr11.esdem X n, doodem X n esel lamai'io de la malrlL Es pos1blecons1derar 
ma1rices en las que los simbolos a, representan mimcros complejos'. polinomios 
u otros obJCIOS nuuemáhcos. Los renglones y columnas de una matnz se definen 
como antes. Así, la matnz de 13 definición tiene m renglones y n columnas, Tenga 
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en cuenta queº" está en el renglón 2 y la columna 3 y a
11 

está en el renglón 3 y la 
columna 2. Cada", es un elemenro de la matriz. S1 m - n, la m:nriz es una matriz 
c uadrada de orden n y los elementos a11• ª :.z· aw .. .. " ,. son los ele mentos d e la 
dia~onal prlnripal. 

EJEMPlOS MatricH de,,, n 

[5 -IJ ■ 2 3 ■ (3 l -2] ■ O l ■ O [2 _,J r-4J 
8 3 5 

Para encontrar las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales, comenza­
mos con la malnz aumenlada. S1 una ,ariable no aparece en una ecuación. supo­
nemos que el coclic1entc es cero. Enseguida trnbaJamos con los renglones de la 
matriz lg11al que fijueran rc-11oc 1ones. Los úmcos clcmcn1os fol11mtes son los slm~ 
bolos para las variables. los signos de suma o resta usados entre 1ém11nos. y los 
signos igual. Simplemente recordemos que los nUmeros en la pnmera columna 
son los coc-licicntcs de la pnmcra \fariable, los números de la segunda columna son 
los coclic1cn1es de la segunda vanable. y así sucesivamente. Las reglas para trans­
fonnar una matriz están fommladas de modo que siempre producen una ma triz de 
un s1s1ema de ecuaciones cqu1valcn1c. 

El siguiente teorema es un rcpl:m1eamicn10. en 1énninos de matrices, del 100-
rcma sobre s1s1emas cqu1,alen1es de la sección 8.2. En la pane 2) del teorema. la 
1cm11nologÍ3 11n renglón Sl' m11lr1pl1ca por 11na comtlmte d1stmta de ct'ro s1gmfica 
que cada elemcmo del renglón se mul11pllca por la constante. Para s11mor dos ren­
glones de una marrit. como en la panc 3 ). sumamos los elementos co1Tcspondicn1es 
en cada renglón. 

Teorem1 sobre transform1clone s Dada una ma1nz de un sistema de ecuac1oncs lmcalcs. se ob11cnc lm matn.i: de un 
de renglón d e mat riz sistema cquwalenlc si 

I) se intercambian dos renglones. 

2) se mull1phca o d1\ 1dc un renglón por una eonstmntc d iferente de cero. 

JJ un múltiplo constante de un renglón se suma a otro renglón. 

Nos refcnmos a 1-3 como las 1ra ns íormaciones elemtnlales de rtnglón de 
una matriL Si una matriJ: se ob11c.-ne de 01ra por una o más transformaciones ele­
mentales de renglón. se dice que las dos ma1riccs son equh a lentes o. más pre<:1-
samcntc. rt n¡:lón r-quha lrntes. Usaremos los símbolos de la siguiente tabla para 
deno1ar transformaciones elemenialcs de renglón de una malriz. donde la ílecha -
sc puede leer .. :;usti1uye a", Entonces. para la trarufom1aci6n kR, - R. el múltiplo 
consrame kR, suslUU)C a R,. Del mismo modo, parn kR, - Ri' la suma kR, + R, -
R, .rns11tuw a R,. Por comodidad. cscríbircmos ( - l)R, como - R,. 

Transformaciones elementales de reng~n de una matriz 

Slmbolo Significado 1 
R -R Intercambia renglones i y j 

~ kR, - R, Multiplica renglón, por k 

kR, + R - R Suma k veces el renglón ; al renglón J 



u - 2 

1 

4 
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A contmuac,ón. , oh eremos a trabaJar el ejemplo I usando matrices. Us1cd debe 
comparar las dos soluciones en vista de que en cada caso se usan pasos análogos. 

llli!Jil:Jtl Uso de m;atrkes p;ara resolver 
un sistem.a de ecu.aclones lineales 

Resuelva el sis1ema 

{ 

x - 2,• + 3: • 4 
2r+ ,• - 4::: • 3 

- 3.r + 4_,. - ::: = - 2 

SOLUCIÓN ComefW'lmos con la matr1.t del s1s-1cma. es decir. con la ma1n.t aumt'Tl· 
tada 

[ 
~ - 2 -! 1 ;] 

-3 4 -1 -2 

A contmuac1ón aplicarnos 1ransíormac1ones elementales de renglón par.. obtener 
otra matriL (más sencilla) de un sistema de ecuaciones equivalente. Estas trans­
formaciones corresponden a las manipulaciones empicadas para ecuaciones en el 
CJcmplo 1. Colocaremos simbolos apropiados entre matrices cqmvalcmes. 

1 4] [ 1 - 2 
3 

1 ~~] -4 3 - 2R1 + Rr· ...... R1 O 5 -10 1u~ "'R a R 
-1 -2 3R1 + R,-R, O -2 8 .uoot. l R a R 

[ 1 
- 2 IJ J R1- R1 O 1 -2 1pl ~ R p:• ~ 

-lR,-R, o 1 - 4 :mno,, R por 

-R, + R,-J~ 
- 2 IJ 1 -2 

o - 2 ~~ R R 

-JR,-R,[~ 
- 2 3 h] 1 -2 

o n.it- M XII' 

Usamos In última matriz para regresar al sistema de ecuacionc-s 

[

I -l 1 1 4] { ' - 21 + 1: • 4 
O 1 -2 - 1 <=> \·-2.: - -1 
O O 1 2 ::: = 2 

que es equ1valen1e al sistema original La solución x • 4. , • 3, = • 2 se puede 
obtener ahora por sus111ución hacia atn'is. como en el CJcmplo 1. 

La matriz final de la solución del CJCmplo 2 es1á en forma tsralonada. En gene­
ral, una ma1riz cs1á en fonna escalonada si sa1isfacc las s1gu1cn1cs condiciones 
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Forma esulon.ada 
de una matriz 

1) El pnmcr número d1forcntc de cero en cada renglón. leyendo de izquierda 
a derecha, es 1 

2) La columna que contiene el primer nümcro diferente de cero en cualquier 
renglón está a la i,¿qu1erda de la c-olumna que contiene el pnmer numero 
diferente de cero del renglón siguiente. 

3) Los renglones fom1ados emeramcnte por ceros pueden apan.-ccr en la pane 
mfcriorde la matnL. 

Los s1gu1emcs son c1cmplos de matnccs de fom,a escalonada. Los símbolos a, 
representan números reales. 

EJEMPLOS FormaHcalonada 

Puos para obtene r 
la forma ucalon;ada 

de una mat riz 

1 ''1~ ª'-' ª'" ª" a,. (l¡f 

[ ~ 
o D!l .,. lln u,. ª!' "•i "11 ª"] o o 1 ª" "• ª" • 1 D11 ª" • o o o o 1 ll.il o ª" o o o o o o 
o o o o o 

Los siguientes pasos pueden usarse par3 obtener fonnas escalonadas 

1 Localice la prm1l!ra columna que contenga clcmcnlos d1forcntcs de cero y 
aplique 1ransfonnac1oncs elementales de renglón para colocar el número 1 en 
el pnmcr renglón de esa columna. 

2 Aplique tra11sformac1ones elementales de renglón del 11po kR, + R
1 

- R
1 

para 
j > 1 para colocar O dcbaJO del número 1 obtenido en el paso I en cada uno de 
los renglones rcstnntcs. 

3 No comJidere la primera co/m""ª· Localice la siguiente columna que 
contenga clemcnlos d1fercn1es de cero y aplique trn.nsfornmc1oncs elementales 
de renglón para colocar el número 1 en el segundo renglón de esa columna. 

4 Aplique transfom13c1oncs elementales de renglón del 11po A~ + R
1 

- R
1 

para 
j > 2 p.i.ra colocar O debaJo del número 1 obtenido en el paso 3 en cada uno de 
los renglones restantes. 

S No co,,s,df.'~ L'I ¡,rimero y el s(-gundo nmglmre.f. Localice la s iguiente 
columna que contenga clcmcnlos diferentes de cero y rcpila el proced1m1cnto. 

6 Continúe el proceso hasta llegar a la forma escalonada. 

No todas las formas escalonadas eont1em.-n renglones fom1ados sólo de ceros 
(\C3 e l CJCmplo 2). 

Podemos usar operaciones elementales de rengló n para transfonnar la ma1riz de 
cualquier sis1cma de ecuaciones lnK.'áles a fonna escalonada. la cual se puede usar 
entonces para producir un s1s1ema de ecuaciones equivalente al s istema original 
Las soluciones del sistema dado se pueden encontrar por su~111uc16n hacia a1r:ís. El 
s1gu1cn1c e1emplo ilustra esta 1écmea paro un sistema de cuatro ecuaciones hnealcs. 
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IJH1iJl•#i Uso de una forma escalonada para resolver 
un sistema de ecuaciones llnealu 

Rcsuch a el sisrcma 

{

-2.r+J.1+4: --1 

- -2;:+2w• 1 
\+;:-w•O 

3.r+ \-2;:- w• 3 

SOLUCIÓN l-lclllOi dispuesto las ecu:moncs de modo que las mismas ,,ariablcs 
aparecen en columnas ,cn1calcs. Comenzamos con la m:unz aumentada y luego 
obccncmos una ronna escalonada. como se describe en los pasos. 

¡ -2 3 
4 o 

-r - Rl 1 

o -2 2 -~] 1 O -2 1 -2 4 o 
0 1 1 - 1 o o 1 -1 

3 1 -2 - 1 3 3 1 -2 -1 

2R, + R,-R,[ ~ o -2 

~] o 4 

1 -1 
-3R1 +R.- R.- O 4 -7 

R,- R,[ 
1 o - 2 

il 
o 1 -1 

o o 4 

o 1 4 -7 

1 o -2 

i] 
o 1 1 - 1 

-3R, + R,-R,[ o o -3 7 

-R, + R..- R.. o o -6 

R,+R..- J 

1 o -2 

t] o 1 1 -1 

o o -3 7 
o o o 

-}R,-R., [ 
1 o -2 

-1] 
o 1 1 -1 

o o 1 ' -, 
o o o 1 

La matnz final cs1á en fonna escalonada y corresponde al siguiente s1s1em:1 de 
ecuaciones: 

r 
- 2.: + 2n • 1 

,+ = - ,~- = o 
.: - tw • -{ 

··- 1 
(t:0111imit1) 
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Ahora usamos suslitución haci3 ntrás para encontrar 13 solución. En 13 últim3 CCl.l.'l· 

ción vemos que w - l . Su.stitu)·endoen l3 lertCraCCU3Ción.= -jw - -j.ootenemos 

.;: - ~(1) • -{ o .;: • t • 2 

Sus11tu)cndo n • 1 y= - 2 en la segunda ecuación, r + = - n • O. obtenemos 

y+2- 1 - o 1 - - 1 

Por último, de la primera ccu3ción. x - 2= + 2w - 1. tenemos 

X - 2(2) + 2(1) - 1 

En consecuencia. el sistema 1icnc una solución. r - 3.)' - - 1. = - 2 y n - 1 ■ 

Después de ob1ener una fonna escalonada. con frecuencia es con,emcnlc apli­
car operaciones elementales de renglón adicionales del tipo kR, + R, - R,. para 
que O también apare-LCa arriba del pnmcr I de c3da renglón. Dccnnos que la m~unz 
rcsul1ante está en forma e.,i;calonada rtducida. El siguien1e es un ejemplo de 
ma1nccs en fomt3 escalonada reducida. (Compárelas con las fonnas escalonadas 
de la pá.gma 582.) 

EJEMPLOS Forma escalonada reducida 

1 o 
º" 

o ª" o 
º" 

[ ~ 
o o o 1 ":n o UM o 01, 

º"] 1 o o o o 1 01, o ª" • "!A • o o o o o 1 u., o 1 

º" o o o o o o o 
o o o o o o o 

DWiii:&i Uso de una forma escalonada reducida para resolver 
un sistema de ecuaciones lineales 

Resuelva el sistema del ejemplo 3 usando forma escalonada reducida. 

SOLUCIÓN Comenzamos con la fomla c-scalonada obcemda en el eJemplo 3 y 
aphcamo) operaciones ad1c1011ales de renglón como sigue 

[~ 
o -2 T2R.+R,-T o -2 o 

-;] 1 1 - 1 O R. + R,-R, O 1 1 o 
o 1 ' -¾ IR.+ RJ- RJ o o 1 o -, 
o o 1 O o o 1 

2R, + R,-Rr o o o 

-~] - RJ + R1-R1 O 1 o o 
o o 1 o 
o o o 1 

El s1s1ema de ecuaciones corrcsp<,nd1cn1e a la fonna escalonada reducida nos da la 
solución sin usar sus111uc1ón hacia atrás: 

t'-3.y--1.=-2.w - 1 



lntrodulu tt tamafto 
ylosfiflMnt01 
enlamatri1A. 

Enc.vHtre la fonmi n­
calonad.1 reducld.l de 
renalón. 
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Casa todas 13s calculadoras g.rnficadoras llenen una función que CJCCu1a la fom10 escalo­
nada reducida de una matri.t. Introduzcamos la matnz. aumentada del sistema del eJemplo 3. 

n o 

1 

•-ww(ENTER) 
< ( ENTER) 5 ( ENTER) 

-2 (EHTER) 3 {EHTER) 3 { ENTER) 

• - - - W {AI.PHA) 0 all!!!IICDOJ 1,NTE•1 

4 

- 2 

1 

-2 

o -~] -1 

- 1 

., 
' ' . ) 

., 
1 ., 

Note que los resultados en la pantalla concuerdan con la matri.1 fino! del CJCmplo 4 

A veces es neccso.no considerar s1stcmos en los que el nümcro de ecuaciones no 
es igual al nümcro de ,nriables. Son aplicables las mismas técnicas de matnL. como 
se ilustra en el siguiente ejemplo. 

il■i'iill•IW Solución de un sistema de dos ecuaciones linealtt 
con trtt variables 

Resucha el sistema 

{
2.t·+J,•+4;::• 1 

lr + 4y + 5;:: • 3 

SOLUCIÓN Comenzaremos con 1:1 matriz aumentada y luego encontraremos una 
forma esc.ilonada reducida. Hay numerosas formas difct\.-"'OICS de colocar el número 
1 en la pnmera posición del pnmer renglón. Por eJemplo, la transfomtación ele­
mental de renglón ½R

1 
- R

1 
o -J~ + R

1 
- R

1 
lograría esto en un paso. Otra 

fomm. que no contiene fracciones, se demuestra en los siguientes pasos· 

[ 2 3 4 ~y,-R,[~ ~] 3 4 5 

- R1 + R1-R1[~ 1 ;] 
-2R1 + R1-RJ ~ 1 -~] 1 

-R, + R,-R,[~ o - 1 -!] 2 
(colllimia) 
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La fom1a escalonada reducida es la matriz del s1s1cma 

o bien. lo que es equivalente, 

{
, - ,- 5 

J + 2, • -3 

{
' - '+ 5 
y= - 2.:: - 3 

Hay un número infinito de soluciones de este sislema; se pueden encontrar asig­
nando a.:: cualquier ,alor ,. y luego usando las Ultunas dos ecuaciones para expresar 
x y,-en 1énn1nos de c. Esto nos da 

r - e+ 5, ,- - -2c - J. .:: - e 

Entonces. las soluciones del sistema están fonnadas por 1odas las temas ordenadas 
de la fonna 

(< + 5. - 2< - l.c) 

para cualquier número real c. Para comprob;i.r las soluciones. en las dos ecuaciones 
onginalcs su.s111u1mos e + 5 por x. -2c - 3 por y. y e por=· 

Para obtener cualquier número de soluc101l\.--s del sistema. susutuunos números 
reales espedftcos por c. Por CJCmplo, si ,: - O, ob1cncmos (5, - J. O): si e - 2. 
tenemos (7. -7. 2): y así succsi,amenlc 

Hay otras fonnas de cspcc1ficar la solución general. Por CJCmplo. comcn.-..ando 
con.r - = + 5 y,, - - 2.: - 3. podría ser que= - d - 5 para cualquier número real 
el. En cs1e caso. 

., • , + 5 • (d - 5) + 5 • d 

,, • -2, - J • -2(,1 - 5) - 3 • -2,/ + 7. 

y las soluciones del sistema tienen la fonna 

(d. -2,I+ 7.d-5) 

Estas temas producen las nusmas soluciones que (e+ 5. -2c - 3. e). Por CJcmplo, 
51 d - 5, obtenemos (5, - 3, O); s1 d - 7, obtenemos (7. - 7, 2); y asl suces1va­
men1c 

Un s1s1rma de ecuaciones lineales es homogéneo s1 iodos los 1ém11nos que no 
contienen variables. es decir. los 1érmmos constcmu•s. son cero. Un s1s1cma de 
l-cuac,oncs homogéneas siempre tiene la solución lrh lal obtemd:I al sust11uir cero 
por cada ,ariable. A veces e.t1sten soluciones que no son triviales. El proccdim1cn10 
para cncon1rar soluciones es el mismo que el empicado para stsicmas no homogé• 
neos. 

fd#' i/:11•## Solución de un slstem• homogineo de ecu•clonu linHIH 

Rcsuch a el sistema homogéneo 
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SOLUCIÓN Comenzamos con 1:1 numz awncntada y obtenemos una forma esca­
lonada reducida· 

u - 1 4 ~ ]-2R, + R,- R,[ ~ - 1 4 ~] 1 -1 3 -9 
- 1 2 O R, + RJ- RJ O - 2 6 

¡R,-R,[~ -1 4 

~] 1 -3 -¡R,- R,, O 1 - 3 

R, + R,-Rr o ~] - R1 + RJ- R.1 ~ 
1 - 3 
o o 

La forma escalonada reducida corresponde al s1stenu 

o bien. lo que es equivalente. 

$1 asignamos cualquier valor e: a:. obtenemosx - - e y y - 3c. La!> soluciones C!>tin 
formadas por todas las 1emas de la fonna ( -c. 3c, e) pana cualquier número real c. • 

IJJDW Un sistema homogf:neo con sólo la s.oluclón trivial 

Resuel\a el sis1ema 

{

x+1+: • 0 
.1-)'+ ;:• 0 
1' - ,. - ;: =O 

SOLUCIÓN Comenzamos con la matriz aum ... --ntada y obtenemos una fonna esca­
lonada reducida. 

[: 
1 ~]-R, + R,-Rf 1 ~] - 1 - 2 o 

- 1 - 1 O - R1 + RJ- RJ O - 2 - 2 

-½R,-R,[~ o ~] - ! R,-R, O 

-R, + R,-R'[~ o ~] 1 o -R, + R,- R, O o 

-R,, +R,-RH o o ~] 1 o 
o 

(c:0111,mia) 
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Obu·n qu hemo., rmp1, a.Jo tu11t,, 

I m= ::do J..• Juslllut wn (."'"º I 
,te. t·11mm1<.1onp.»·on•so/i,r,:11,· 
fl :~ a,/,• l'CU"'- ton 

La forma escalonada reducida es la matnz del sistema 

x • O. r • O, : • O. 

Por consigu1cntc, la lmica solución para el sistema dado es la tri, ial. (O. O. O). 

Los siguicnrcs dos ejemplos ilustran problemas de aplkación. 

Uli!Jilii&I Uso de un sistema de e<:ua<ione-s 
para determinar utilidad m41xima 

Un fabricante de equipo eléctrico tiene la siguiente mfonnación acerca de la ut1h• 
dad semanal por la producción y , enta de un motor eléctrico. 

!\ h t i dt proch1ttl6• x 

UIUWacl r(x) (d6larn) 

25 SO 100 

5250 7.SOO 4SOO 

a) Dc1ermmc "· h y c. de modo que la gráfica de P(x) - ar + hx + e se ajuste a 
esta mformoción. 

b) Con base en la función cuadnit1ca P del mc1so a). ¿cuántos motores deben 
producirse cada semana para obtener la utilidad máxima? ¿Cuál es la utilidad 
máxima semanal? 

SOLUCIÓN 

a) En la tabla vemos que la gráfica de P(x) - ar + b.r + e conriene los puntos 
(25, 5250), (50, 7500) y ( 100. 4500). Esto nos da el sistema de ecuaciones 

{

5250 • 625a + 25b + e 

7500 - 2500<, + 50b + e 

4500 - 10.DOO<, + IOOb + e 

Es fácil despejar e en cualquiera de las ecuaciones, de modo que comenzaremos por 
rcsoh cr el sis lema despejando e en la primera ecuación. 

e - 5250 - 625" - 25b, 

y luego sust11uimos esa expresión por e en las otras dos ecuaciones: 

{
7500 • 2500<, + 50b + (5250 - 625a - 25b) 

4500 - 10.()()()a + 100b + (5250 - 625a - 25b) 

Obsen e que hemos reducido el sistema de tres ecuaciones con tres variables :i dos 
ecuaciones y dos \·ariablcs. S1mphfü:ando el sistema tendremos 

{
1875', + 25b • 2250 

9315a + 15b • -150 

En este pu1110 podríamos d1vid1r las ccu3c1oncs entre 25. pero \.-emos que 75 es 3 
por 25. de modo que usaremos el método de eliminación para eliminar h : 

{
- 5625" - 15b - - 6750 

9375a + 15b • - 750 
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Sumamos las ecuaciones y obten<.'tllOS 37SOa - - 7500. de modo que a - - 2. 
Podemos ,cnficarquc la solución es a - - 2. h - 240. e - SOO. 
b) Del lnCISO 11), 

P(.,) • - 2x' + 24Q, + 500 

Como a - - 2 < O, la gráfica de la func1óncuadni11ca Pesunap:1rúbolaqucseabrc 
hacia aba JO. Por la fónnula de la pigma I SS, la coordenada '"del 1,énicc (el pu,110 
mis alto de la parábola) es 

- b -240 - 240 
f= -= - - = -- =00 

2n 2(- 2) - 4 

En cons«uenc1a. para obtener la utilidad mb1ma. el fabncantc debe producir y 
, ·cnder 60 molorcs por semana La uhlidad m:b:ima semanal es 

1'(00) • - 2(00f + 240(00) + 500 • S7100 

üll'■auc·■ Soluclóndeunproblema~mezclH 

Un comcrcinn1c desea mc7clar dos clases de cacahua1cs que cucslan SJ y S4 por 
hbra. respeet1\'amen1c, con nueces de la India que cuesian S8 por hbra, para obte­
ner 140 libras de un:i mezcla que cuesta S6 por libra S1 el com<.-rcianu: de.sea que 
la cantidad de clase mis barata de cacahuatcs sea el doble de la de clase m:is cnra. 
¿cuántos libras de cada ,·ancdad debe me7..clar? 

50LUCIÓN lnlroduzcamos las tres \'ariables. como sigue 

x - nllmero de libras de cacahua1~ a S3 por libra 

y - número de hbras de cacahua1cs a S4 por hbra 

z - número de libras de nueces de la ln<lta a S8 por libra 

Leemos el enunciado del problema y ob1enemos el siguu~n1e sistema! 

{ 

< + I' + : = 140 
3..- + .,, + 8: • 6(140) 

.~ - 2, 

ión kulor 

Us1cd puede ,,enficar que la solución de esle sistema es x - 40 . . ,· - 20.: - 80. 
Entonces, el comerciante debe usar 40 libras de los cacahua1cs de SJilíbro. 20 libros 
de los cacahua1es de $4/libra. y 80 hbrns de nueces de la India. 

A ,eccs podemos combinar trnnsíormac1oncs de renglón para s1mpl1ficnr nues­
tro 1rabaJo. Por CJcmplo. considere la matriz numcn1ada 

[ 

11 3 8 9] 
7 - 2 2 1 

0878094 

rara ob1ener un I en la primero columna. parece que tenemos que multiplicar el 
renglón 1 por/¡ o el renglón 2 por t, No obstante. podemos mult1plicnr el renglón 
1 por 2 y el renglón 2 por - 3. y luego sumamos esos dos renglones para obtener 

2(11 ) + ( - 3K7l • 22 + (-21) • 1 
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m Ejercicios 

{

5, + z, - : • -7 
3 1 -áh+l::• o 

3\· + :. • 17 

{

2.1'+6,•- 4:• 1 
S r+J_,•-2:• 4 

21 + ,- - l;: • -J 

{ 

2.1'- 3_, + 2: • -3 
7 - :lx+2,+ :.• 1 

4:c+ ,·-3:. • 4 

{ 

.,+J, - ,-o 
9 -x - 2, + :. • O 

-2.r + , + 3: • O 

{

t + h + :. • o 
11 t + l" - :: • 0 

.t - 2,· - 4:•0 

{

2<+ ,+ :• O 
13 .t -2.l'-2::•0 

r+ ,. + :. • O 

lS {J.r + 131 + 5:. • 7 
l ♦ 4 1· - ;:: • -2 

en la columna uno. como se muestra en In sigU1cn1c matriz: 

2R, - 3R,- R,[I 12 10 15] 
7 -2 2 1 
O 87 80 9-1 

Podemos entonces conhnuar para encontrar la fonna cscalonad.'l reducida s111 
el engorro de usar fracciones. Es1c proceso se denomina combinación linu l de 
rtnglones. 

{ 

., + 3) - : • -3 

2 .ll- ,+2: • 1 
2., - \ + ::• - 1 

{ 

4.1- ,·+3:. • 6 
4 -8.r + 31 - 5;: - -6 

5..t-4, •-9 

{ 

' + J.1 - ,, - -5 
6 2.r - ,. + :: • -) 

-6x+3_,-J:• 4 

{

,+,- 2:-0 
12 ., - y - 4:•0 

'+ :: • O 

{ 

x+2,•-Z: • 4 

14 -_r-3.J + 2:• - 6 
lx+ ,•-4:. • 2 

17 {4r - 2J + :. • .S 
Jr+ J-4:.- o 

{ 

, , - 31 • 1 

21 2f + l • -7 

-.r+J•-1 

{

2,+ 3., • 5 
D 1- 31· • 4 

r + 1 • -2 

{

Zx - 3, • 12 
20 31· + : • - 2 

.Sr - 3:. • J 

{

2' + ,, - -z 
22 ,- + ,- • 1 

,. - 21· • 13 

2S M •zct. d~ tOk -s a. idas Tres soluciones con11cnm 
cieno ácido. La pnmcra contiene IC>-• de ácido, la segunda 
JO-. y la lcm:ra SO"•· Un qumuco desea: u.sar laJ tres soloc10-
l'K'S para obu:ncr una mezcla de SO htros que contenga 32• • de 
ácido S1 el qulnm;o desea usar el doble de la solución al .so-. 
qut de solución. :111 JO-._ ¿cuán1os litros de C3da solución debe 

""" 
26 u~nado di una p1Kina Una ru~m:11 puede lle~ con in:s 

1ubos, A. 9 y C. El tubo A por si solo pocdc llenar la p1.'K1na 
en 8 horas S1 los tubos A y C se usan Junios, fa p1JC1na se 
pocJc lknar en 6 horas. si el 8 y el C se u~ Junios. tardan 
10 horas. e.Cuánto tiempo tarda en llc-rw-sc la p1JCUU1 s1 se usan 
los tres tubos., 

27 Capxtdad d• prodor.ci~n Una cn'lpl'c-.sa tiene trCS mAqu1-
rw. A. 13 y C. que pueden producir cieno ankulo cada W\3 

Sin embargo. debido I la f■lla de operadores c-3pac1tados. 
sólo dos de bs máquinas puc&n US3rSC s1multáncamc-n1c 
La tabla sigu1cn1e 1nd1ca la producción de un periodo de 
,res dias. usando \-311.U combmac1oncs de l:u miqu,nas 
e.Cuánto urdarf.:1 cacb máquuu. s1 se usan sola., para producir 
1,000 unidades'> 
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•udu empleadas prod•ddn 

AyD 6 4500 

AyC 3600 

B yC 4900 

2& ... ,tencia e-l,~trica En c1rcu11os cléctncos, la íórmula 
1 R = (1 R1) + (1 R:) se uu parm enconuw la rtS1stcnc1t 
lOlal R SI dos rcs1s1orcs R y R~ cs1An conec15dos en P3r.tlclo 
Dados tres re51s1orcs. A. O y C. !iuponga que la rn1.stenc1a 
tocal es de 48 ohms si A y B estin conectados en paralelo, de 
80 ohms s1 O y C están conectados en paralelo. y de 60 ohms 
~1 A y C fiilán concctadm en paralelo Encucmrc las rcs1s1en­
clU dc A, By C, 

29 M,,,zcladf,frrtiJU&Dt• Unpro,cedordcproduc1osdc:Jar-
d1ncria ltene 1rcs 11pos de fc:n1hL.:1ntc par.¡ ckpcd. G

1
, G: y 

G,. que 11cn~-n oontcmdo de mtrógcno de JO'<-. 20',• y IS~ .. 
re.spccunmcnte El pro,ccdor p1cns:i mczclnrlos p,3r.t obte• 
ncr 600 hbn.s de fcrt1hzan1c con is•• de contemdo de n11r6-
gcno La mezcla debe con1cncr 100 libras mis del upo G, 
que del G: ¿Cuán10 de cada tipo debe usar? 

30 A1., r1-cion ch par, :u1 S1 una pan,cula se m1.te,c a lo 
brgo de w1.1 recta de coordcnadl.s con aceleración a c°'"-
1an1c (en cm,s:), entonces en c:l 11cmpo , (en segundos) su 
d1stancuas(t) (en ccn1irnC1ros)dcsdc el origen es 

s{t) • 3"01
1 + , . ., + ' " 

par.a \'clOC1dad •·• y d1s1anc1:a "• desde el ongen en t = O S1 
las d1s1ancw de la panlcula desde el ongcn en , - } . , = 1 
y, =? son 7, 11 y 17, rcspccmarncn1c, cncuc:mrc a,,-. y,,. 

31 Con ntft elé n , Ln la figura se muestra c:l diagrama 
de un circu110 clécmco que con11cnc U'cs rcs1s1cnc1as, una 
balería de 6 ,olts y wu de 12 ,olts Se puede demostrar, 
usando IH le)'~ de K1rchhoff. que b.s ~ COfTICtllCS, ,,. l2 C 
/ 1, son soluc10flC's del s1gu1mtc smcma de ecuacK>OCs 

fJERCICIO 

LS Sl\terN~ de Ku.lcionn Hnto11H CO(I rms de dos varl,1bles S91 

32 

Encuentre bs u·cs COITIC1llet SI 

il) R, = R: = R1 = 3ohms 

b) R1 = 4 ohnu.R: = 1 ohm. yR1 = 4 ohmt 

Pobl "'<i.>-n de •vi Una población estable de ]5,000 a\cs 
..,1\C en tres 1s1.as. Cada al'M:,. 10'• de la población de la isla A 
cnugra a la isla 8 . 20-• de la poblaclÓn de l:i isla B emigra 
• l,:a ,si• C. y 5•·• de la potxación de b isla C emigra a la isla 
A. Encuenl~ ti número de a, es en cad.1 1sb, s1 el total de la 
población de cad3 isla no \·aria de un a/lo a otro 

33 ~ ul1de1rano1deu,f• Una11cnd.lsccspcc1ah7.3Cllprc• 
parar lt'le'Lclas deeafé gounnct De granos de café de Colom­
bia. COSl3 Rica Y Kcn1.a, el proplCWIO desc:a prepaDr bolsas 
de I hbr:aquc1,.mdmienSl2.SO Elcostoporlibndeesios 
caíés es de S14, S10 y S12. rcspcc11\llmCTltC La cantidad 
de cafC de Colombia debe ser el tnple de 1.a de Cosra Rica 
Encuentre la can!i<bd de cada tipo de aJt en la n.c2cb 

3, ~ de ~IUJ 11:ty 1rc.s, cadcnu que JH:S3n 450. 610 
y 950 on.u,s, C2<h una de cllH formad.a por csl.a~ de 
un tamaf\os d1fcrc:nlcs Cada cadena tiene 10 eslabones 
pcq!XM!I y tamb1fo llenen 20, 30 y 40 eslabones de tamaJ\o 

mediano, a~ como JO, 40 y 70 eslabones grandc:-s, ,~. 
twamcn1c tncucntrc los pesos de los eslabones pequci\os. 
medianos ) grandes 

35 Flujo dt lrí11uto En la figuni se mucstn un sistcm;a de cua­
tro c.t1.llcs con c1rcub,ct6n en un solo sentido, que desembo­
can en el centro de uu ciudad Los numcros que K ,e11 a, 

la figura denotan el número promcdlO de , ehkulos por hora 
que sedcsplll1ln en 135 d1mx1oncs que se muestran, Un toul 
de 300 ,chkulm entran en la ZOl\3 y 300 salen de ella en uu 
hor.t. Los semáforos en los cruccro1 A. H. C y O se han de 
s1ncro111uu- para C\ 1tar con¡;cStlOflam,cn1os. y esta smcrom• 
zación dciemun.u:li las cantidades de flUJO de trins110 r,. ·":· 
r, y 1'• 

f:JU:CICIO~ 

100 

25 

a) S, el número de ,ch/culos que entran en un crucero por 
honi, debe ser igual al número de los que salen en el 
nmmo tiempo, describa, con un s1s1cm;11 de ccuactOnCS, 
los fluJOS de 1rins110 en cad!I crucero 

b) S1 el ~mMoro cncl crucero C cs1á s1ocron1zado par.i que 
r1 ~ 1¡1ial a 100. cncucnlrc 1'

1
, .f : y r •. 

e) U11hcc el s1s1cnu del 1nc1so a) para e,cphcar por q~ 
75:sx,s ISO. 
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36 S1A:t)a1·1 + b.t+c, dc1cnmnc.'u,byc.talc.'$quclag.ráflcadc 40 /'{- 1. - 12). {)(1. - 6). R(2. -9) 
/pase por 10§ pumos pt - 3, - 12), Q( - 1, 22) y R(2. 13) 

37 Cont""1im 1ft tff!'t aireo Enll"c.' 1850 y 1985, aproumacb­
mcntc 155.000 millones de tonclad:u metncu de carbón se 
descargaron en la atmós-fm lCff'CSlrc y el clmu se hao O 5 C 
mis cahcmc. u~hcactón cm del 1f«10 lm1:'ffltJero Se estima 
que duphca:r b canud.xl de dlÓ-\:Kkl de carbono (C01) en b 
atm08frn11 pmdUClria un aumento promtdtc> de la lcmpcntW11 
muncbal de 41 5 °C. La canti<bd furunA de ro.en la1tmós­
fcra en panes por m1U6n a veces se calcula ug,ndo la fórmula 
A = u + a + ltr'.dondcu,c- ) ltsonooru.lalltcs, rNd porttn· 
ta}c.' de aumen10 de tas cn11s100CS de C01 y, el tiempo en ai\oJ, 
con,= Ocomspond)('Utca 1990 Suponga qucsccalcub.quc, 
en el ar.o 2070,A será 800 SI r = 2 . .S•t yA será 560 SI r = 
1.5• •. S1, en 1990, ,f - 340 y r""'" 1• .. encuentre el aftO en el 
que la can1Kbd de CO: en la atmósfera se tubri duphcado 

38 ConumlnKM>n tM .. re Consulte el c,ercicio 37, Suponga 
que se calcula que en el ai\o 2030 .A scri 455 11 r = 2 O". y 
.A seri. 430 51 r = 1 .s•,, S1, c.'n 1990,A = J..JOyr-=- 25'•· 
encuentre el ano en el que la camubd de CO. en la a1mósfcn 
se habrá duphcado • 

F.jcr. 39-40: Encut'ntrt' la ttu.aclón d t' la paríbol.1 qut' lit'nt 
un t'jt' ,c-rtkal ) pan por IM punlos dados. 

39 1'1 - 1.9). {)(l . 7). R(2. 15) 

Eju. -U - U : Ent ut'nlrt' la ttuadón del drculo dt' la forma 
xl + yl + ax+ bJ• + r = O qut' pas• por los puntos dados. 

41 1'(2. 1). {)(- 1. - 4). R(J.O) 

42 l'(- 5.5). {)(- 2. - 4), R(2,4) 

Eju. 4J-..44: Encut'n1n una ttuadón del polinonilo dbico 
.Jlx) = ._.J + b:t' + rx + d qut' p11.sa por los puntos dados. 

43 P\0.-6). Q(l.-11). R(-1.-5) $(2.-14) 

44 1'{0.4), Q(l.2). R(- 1, 10) .SU. - 2) 

45 S1ft..r) = a.r + b.J! +a+ d,cncumm:u.h.l'ydi1 lagrá­
lka dc/pua por(-1. 2). (0.5, 2). (l. 3)y(2. -U) 

46 S1ftt) =a.~+ bx1 + c.r1 + dr + e.c-ncucntreo.b.c.dyr. 
SI la griftea de/pasa por ( - 2. J.5), ( - 1. - 2), (l. -)). 
(2. - J.5) y o. -4.8). 

Álgebra de matrices 
Las matrices se mtrodu1eron en la sección 8.5 como ayuda para encontrar solucio­
nes de sis1cmas de ecuaciones. En esta sección c:<plicamos algunas de las propie­
dades de las ma1nccs, que son 1mportan1cs en campos avam::ados de ma1cmá11cas 
y en aplicaciones. 

l'•finlclón d• Igualdad 

1 

puma d• maldces 

En la sigu1en1cdefinición. el s1mbolo(t1,) deno1a una matriz A dem X ndel tipo 

que se muestra en la definición de la página 579. Utihamos notaciones scineJantes 
para las matnces 8 y C. 

Sean A - (a
11
), 8 - (b, ) y e - (c

11
) matrices de m X n 

1) A - Bs, y '6los1 " • - b• para toda iyj. 

2) C • A + 8 si ysólos1 e• - a, + b• p:i.ra toda /yj. 

Tenga en cuenta que dos matnces son iguales si y sólo si tienen el mismo tamaño 
y sus clcmcn1os correspondientes son iguales. 

EJEMPLOS Igualdad de matrices 
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US!llldo la notación de parén1es1s para m:itriccs, podemos escnb1r l:1 definición 
de suma de dos ma1riccs de m X n como 

(u11) + (b.,) - (u• + b. ) 

En1onccs. para sumar dos mairicc-s. sumamos los clcmcn1os en posiciones corres• 
pondicntcs en cad3 ma1ri1.. Dos matrices se p"eden sumar s6/o si llenen el mismo 
tammio. 

EJEMPLO<§ Suma de matrices 

[ 4 -5] [ 2] [ 4+ 3 -5+ 2 ] [ 7 -~] • O 4+ -4• 0+7 4 + (-4) • 7 
-6 1 -l 1 -6 + (-2) 1 + 1 -8 

• [ 2 3] + [ -2 -3] • [ O O] 
-4 1 4 - 1 O O 

• [ 1 3 -2] [ O 
O -5 4 + O 

o 
o ~] - [~ 3 -2] 

-5 4 

Ln malri1. cero de m X " • que se denota con O, C'S la maln.l con m renglones y 
n columnas en la que iodo elcmcn10 es O. 

EJEM,LOS Matrices cero 

El ln,·trso adi1i, o -A de la nmtrl.l A - (0
11
) es la matnz ( - 0

11
) obtenida al cam• 

b1ar el signo de cada elemento de A d1fcren1c de cero 

EJEMPLOS lnvenoaditivo 

- [ 2 -3 4] = [-2 3 -4] 
■ - 1 O 5 1 O -5 

La demostración del sigu1cn1c 1eorema se desprende de la definición de la suma 
de matrices. 

r Teo,• ma sob,• p,op;edad•s 

l ·--· 
Si A. By Cson mntnces de m X "y si O es la m::itnz cero de m X n. entonces 

1) A+ B • B + A 

2) A + B (8 + C) • (A + 8) + C 

3) A+ O • A 

4) A+(-A) • O 

La resta de dos mamces de m X n está defimda por 
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Usando la notación de paréntesis. 1cncmos 

(a,) - (b,) - (a,) + (-b.,) 

• (t111 -b.,) 

Por cons1gu1cntc, parn restar dos matnccs. restamos los elementos en pos1c1oncs 
correspondientes. 

EJl:M,LDS Resta de matrices 

rOefiniclón del producto 
de un nume ro real 

por una matri1 

-5 - 2 ] [ 1 -7] 
4 - (-4) - -7 8 
1 - 1 - 4 O 

El producto de un número real e por una matriz A de m X n • (t,H) es 

cA • (ca_.) 

Tenga en cuenta que para encontrar cA mul1iplicamos por e cada elcmen10 de A 

EJEMPLOS Producto de un nl'.imero real por una matrl1 

■ 3[4 -IJ -[3, 4 3, (-1)] -[12 -39] 2 3 3·23·3 6 

Podemos demostrar lo s1gu1entc. 

Teorema sobre propledadn Si A y 8 son mamccs de m X n y si e y d son números reales. entonces 
de matrices 

l ) c(A + B) • cA + cB 

2) (c+d)A - cA+dA 

J) (c,/)A - c(dA) 

La siguicn1c dcfimción. del producto A 8 de dos mamces. puede parecer insó­
lita. pero 11enc numerosos usos en matemáticas y otras aplicaciones. Para la mu!. 
uphcnción, a d1forcnc1a de la suma, A y 8 pueden tener tamaños d1ícrcntes. pero 
el mimero de• colimmcn de A ddw ser 1g110/ que el mimc•ro de nmglones de 8 . 
En1onces, s1 A es de m X n. cnionc.:.-s B debe ser den X p para algún número p. 
Como \eremos. el tamai\o de AB es entonces de m X p. S1 C - AB. entonces un 
método para cncomrar el clemen10 e, en el renglón, y columna) de C está dado 
en los s1gu1cn1cs pasos. 



Puos para obtener"'• 
en el producto C - 118 si A 
esdem x 11y Bes den x p 

Definición del producto 
de dos matrices 
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1 Resalte el i-ésimo renglón, R,. de A y la j .ésmta columna, e,. de B: 

2 Sm111lr611eamente muévase a la derecha a lo largo de R y hacia abaJo de C .• mul-
11plicando pares de elemcmos. para obcencr 

t1. 1b11'<,,:b1,.a,J,,, •.... a,.b., 

3 Sume los produc1os de los pares del paso 2 JX)ra ob1encr c-,
1

; 

e-., - {l,1b11 + ad,:, + a,,P.., + · · · + o,J,,., 

S1gmcndo los pasos. vemos que el elemento c-
11 

del pnmcr renglón y la pnmcra 
columna de C - AB es 

El elcmcn10 c.,, del último renglón y la úhmta colwnna de C - AIJ es 

c.., s a.1b1, + o-..b:, + "-.J,~ + · · · + "-"• 

La exposición precedente cs1á resumida t..'tl la siguicn1c definición. 

Sea A - (a,) una m:11ri.tdc m X II y sea 8 - (b, ) una matri.t de II X p El produt lo 
AB es la matriz C - (t) de m X /1 tal que 

parai =< 1.2.3 . .... m y;= 1.2.3 ..... p. 

El siguiente diagrama puede ayudarle a recordar la relación cnlre tamai\os de 
mamccs al trab.aJar con un produc10 AB. 

m X n "X p 

'""' 
El siguiente CJcmplo con11cnc algunos casos especiales. 
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EJEMPLOS Tamal'\os del producto de matrices 

Tamaño de A Tamaño de H Tamaño deAB 

• 2 X 3 3X5 2 X 5 

• 4 X 2 2X3 4 X 3 

• 3X I IX 3 3 X 3 

• IX3 3X I 1 X 1 

• 5 X 3 3x5 5x5 

• 5 X 3 5X3 AB no está definida 

En el s1gu1entc eJemplo encontramos el produc10 de dos matnecs específicas. 

tiDmi:1.1 Encontrar el produdo de dos matrices 

Encuentre el producto AB si 

A• [I 2 -3] 
4 O -2 

SOLUCIÓN La matn7 A csde 2 X 3 y la Bes de 3 X 4 Por lo 1anto, el producto C 
- AB está definido y es de 2 X 4 . A conlinuaci6n. seguimos los pasos para obtener 
los elcmcn1os c11, e,!· ...• e!, del produc10, Por eJcmplo, para encon1rar el elemcn10 
"=• des tacamos el segundo renglón. R~. de A y la tercera columna, Cr de B. como se 
ilustra a continuación. y luego usamos los pasos 2 y 3 para ob1cncr 

C!I • ' 2 + • 3 + ( .'.)' 5 ,_ - 2 

[ 1 O =3 ] [-~ -: ! ~] -[ 4 2 
7 058 

Del mismo modo. para encontrar el elemento c
11 

en el renglón I y la columna 2 
del produc10. procedemos como s igue: 

c., • · ( -4) + · 6 + ( ")·O • 8 

[~ ~ =nH -~ : !]-[ -2 

Los clcmcmos rcs1an1es del produc10 se calculan como s igue. donde hemos 
indicado el renglón de A y la columna de B que se usan cuando se aplica el 
paso 1 

R ......... ,. ColaamackB fJtawnlóckC 

R, e, Cu • . 5 + ·(- 1) + ( ) · 7 • -18 

R, C, e,, - • 2 + . 3 + ( ' ) · 5 • -7 

R, e, 
('" - . o + ., + ( ' ) · 8 • -22 

R, e, C¡1 - . 5 + ·(- 1) + ( ) · 7 • 6 
R, e, C!!"" . (-4) + . 6 + ( ) · O - - 16 
R, e, C!,t • . o + ., + ( ) · 8 • -16 
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Por consiguiente. 

=~][-! -4 

!] [ 1 2 AB • 6 
4 O o 

- [-1: - 7 -22] -16 -2 -16 • 

Es muy sencillo muluplicnr matrices en una calculadora gmficadora Comprobemos los l 
resultados del CJCmplo l. lntroduLca las matnc~ A (2 X 3) y 8 (3 X 4) 

A • [I 2 -31 
4 O -2 

Ahora introduzca b operación en la pantalla 1mci11J 

•-CD 0 
--(D (ENTIR] 

Para \.er los elemc1uos de la cuana columna. presione la tecla (B. 

Una matri1.es una matriz renglón s1 tiene sólo un renglón. Una matrl,: columna 
tiene sólo una columna. Los siguientes eJemplos contienen algunos produclos que 
1mphcan matrices renglón y columna. Usted debe comprobar cada entrada en los 
produc1os. 

EJEMPLOS Productos que contienen mJ1trlces renglón y columna 

• [-~ -I ][-~ l -[ = ! ] ■ ¡3 - 1 2f~ -~] -e• 19J 

[-21 1 5 • [-2 -ID] ■ J [ l J 15 ■ (1 si(-~]-(13] 

La operación del produc10 de matnces no es connmtati,a. Por ejemplo. si A es 
de 2 X 3 y Bes de 3 X 4, entonces AB se puede encontrar porque el nllmero de 
columnas de A es igual que el nümero de renglones de B. No obs tante. BA no cst:\ 
definida porque el número de columnas de 8 es difcrcn1c del número de reng lones 
de A. Incluso si AB y BA eslán dcfini<bs. es frecueme que estos productos sean d1fc. 
rcn1cs. Es10 se 1lus1ra en el siguiente ejemplo.junto con el hecho de que el produc10 
de dos mo.tnccs d1fcren1cs de cero puede ser igual a una ma1nz cero 
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0™11 La multlplluclón de matrices no es conmutativa 

SiA • [ 
2 2

] y s-[1 2
].dcmuestrtqueAB,'BA. - 1 - 1 1 2 

SOLUCION Usando la defimc1ón del producto de dos matrices. obtenemos lo 
siguicn1c: 

AB • [ _; _;] [: ; ] • [ -~ _:] 

BA • [: m-~ -~J • [~ ~] 
Por lo mnio. AB ':# BA. Obscne que la úlun\3 igualdad muestra que el prod11c10 de 
dos matrices d,fenmtes tk N!,V µ11,.-de ser igual a una nu,tri= cero. 

Aun cuando la mult1plicación de matrices no es conmutali\a, si es asoc1ali\a. 
Por lo tonto. si A es de m X n, Bes de II x p y Ces dcp X q. entonces 

A(BC) • (AB)C 

Las prop1cdad~s dis1ríbuthas l3mbién se cumplen si las ma1riccs en cuestión 
1icnen el nlimero corrcc10 de rcnglom .. -s y columnas. Si A 1 y A

1 
son ma1rices de 

m X II y s1 B, y B~ son matrices de II X p. emonccs 

A1(B, + 8~) • A181 + A.181 

(A, + A~)B1 • A 18 1 + A~81 

Como caso especial. si todas lns matnces son cuadrad.is. de orden n. en101lCcs se 
cumplen las propiedades asocia11va y d1s1nbum-a. 

Concluimos cs1a sección con una aplicación del producto de dos mntnces. 

IJ1™ Una aplicación de un producto de matrices 

a) Tres in ... ersionis1as. 11, 1: e 11• tienen. cada uno de ellos. cieno número de 1ítu­
los de cuatro acciones, S

1
, S:, S1 y S4• con base en la nl31riZ A. La nu11nz B con­

tiene el , olor prese111e JI de cada acción Encue111re AB e mterpre1e el s1gn1ficado 
de ~us elementos. 

{

I [ 50 100 JO 25] 
IM\Cl"oKlnl'UI, 1 100 150 10 30 • A. 

1 100 SO 40 100 

, alor Je c..Ja 111ulo ,.......__ 

'""" {' [j:f ]-B 

42.75 
b) La matriz C con11cnc el cambio en el valor de cada acción duran1c la Ul11ma 
semana Encuentre AC e mterprclc el significado de sus elcmen1os. 

[
+1.03] 
- 0.22 _ e 
-1.35 

+O.IS 
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SO[UCIÓN 

.a) Como A es una matriz de 3 X 4 y 8 es una matriz de 4 X 1. el producto A 8 es 
unamatrizdcJ X 1: 

AB • 100 150 10 30 :~ • 6659.00 
[ 

50 100 30 25] [20.J
7

] [ 6432.25] 

100 50 40 100 42.75 10.754.50 

El primcrclcrncn10 del producto A 8, 6432.25, sc ob1u,o del cálculo 

50(20.37) + 100(16.21) + 30(90.80) + 25(42.75) 

y representa el valor total que el ,mcrsion,.sta 1
1 

uene en las cua1ro acciones. Del 
mismo modo. los clcrncn1os segundo y 1crccro representan el ,·alor 101al para los 
1mersion1s1as 1: e 1,. rcspccm·amcn1c. 

b) 

[ 

50 100 30 25][+'-º
3

] [ -7.25] 
AC • 100 150 10 30 =º·22 

• 61.00 
100 50 40 100 1.3

5 
53.00 

+O. IS 

El primer elemen10 del produc10AC, - 7.2S. indica que el ,·alor to1al que el m,er­
sion1sta 1

1 
tiene en las cuatro acciones bajó S7.2S en la lllttll\3 semana. Los elemen­

tos segundo y 1crccro md1can que el valor total que los mvcrs1orns1as 1~ e 13 tu~ncn 
en las cua1ro acciones subió $61.00 y SS3.00. respec1ivamcn1c 

t:Ju. 1-8: E•cucntu.,-i n poiíblt.A + B.A - 8, 1.,1 y - 38. 

[' -2] 1 A • 1 3 • 

2A-[_~ ~l 8 A • [2 I]. 

-n B•H iJ 

' -" •[~-!-~]. s-[~~~] 

3 A • [ ~ 
-3 

Ejer. 9-12: Si 

A•[-~ 1: )- n-[1: -!J > e-[: ~J. 
ob1rnga C 11ara la ttuad6n marrida l. 

S A • (4 - 3 2). B • [7 O - S) 
9 2C • A 10 -3C • B 

11 A+C • B 12 A-C - B 
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[jtr. IJ-14: [n<:uenlrt' el elemento dado del prGdutlo malrl-
dal C = AB t n tf ejrn:ldo lndkado. 26 A • (4 8]. 8 - [-:] 
13 c

1
, : <:jcn:ido 19 14 c%J;CJCf'CICI022 

Ejer. 15-28: Enruen1n,. 11 es posible. AB y BA. 

lS A • [
2 

• ] . 3 -4 

16 A • [ _; -n 
17 A•[~ o -;] , 

-3 1 

-~ n 

s- [~ -!J 
s• [! ~] 

s-[~ :: -:] 
-~] 

8 - [ ~ :J 
- 4 7 

[

3 o 
s - ~ 

-n B• H l] 

[

2 O 

21 A • O 5 

1 3 
- 1 -n 8 • n ~J 

2 3] .. 
9 

n 
2S A • [-3 7 2), 

n B • H :: ~] 
s-[~º;] 
B•[~º;] 

27 A • [ 201] 
-1 2 O • 

28 • • [3 -1 4], 

[ju. 29-32: Enruentre AB. 

[ 4 -2] 
29 A• O J. 

- 7 , 

31 A • [ 
2 

-7 

Ejr r. JJ-36: Su 

o -31 
-2 4 ' 

[I -1 ;J B • 3 1 
O 2 

B • [-: ] 

B • [!] 

8 • [S I] 

A=[! _!]. 8= [! -:]. C= [_! !]. 
\'erlfiqur ti Hundado 

33 (A+ B)(A - B) ,t, A: - a:, donde Ir • AA y a: • 88. 

34 (A+ B}(A +B)'6 A: +2A8+8: 

3S A(B+C) • AB +AC 

36 A(HC) • (AB)C 

Ejrr. 37-40: \'trinque la Identidad para 

A = [• •]. 8 = [• •]. C = [ • ']. 
e d r s y : 

y 101 númerH nalrs"' y tr. 

37 m(A+8)•mA+m8 



38 (m + n)A = ,M + nA 

39 A.(B+Q•A.B+AC 

40 A(BC) • (AH)C 

Eju. 41- U: Sean 

• = [! -: -~] 
4 2 S 

u Llln'lff~~UNmatrlz 601 

a) Or¡:uucc CSIOS dl1os tn W\3 nu.rnz de m, cnw10 A y uns 
m:uriz de pn:-cK>S B pan que el pruduc10 C = AB quede 
definido 

b) Encucn1rc C 

e) Interprete el significado del elcnH:nto c11 en C. 

En16c la uprnión matricial. 
41 N+ 9! 42 '.\i\-8.4 

46 (OStO'I • con•trvcc1 111 Un euntratista de nvicnda tiene 
pedidos p.in. 4 un1dadc:i de I donn1tono. 1 O umd3dcs de.~ 
domutor1os y 6 unidades de ttts dorml10fl0$ Los ros.tos de 
mano de obf3 y ma1cr1aks (en miles de dóla~) einAn dados 
en la i-abla s1gu1cnte 

43 /t-58 1 dormllor io j l dormllor los J dormilorios 

4S Valor ck- lnvfrttartO Una 11cnda \ende tn:-s tamallos de 1oa­
llu. d1sp,orublcs en cinco coms pcq!JOOa. a un precio de 
$8.99 cadJ. una, mcdw.na, a un precio de $10 99 cada una. y 
'1'3ndc-. a un J)fC'CtO de $12.99 cada una El 1n\cntano ac1ual 
de la tienda es como sigue: 

Mano de obra 1 70 95 117 

Matcnaki; 
1 

90 105 223 

a) Organice cs1os datos en una matriz de pedidos A y una 
matriz de costos B para que el produc10 C = AB quede 
definido. Tamalo Celorn 

dr toalla BIHCO c .... ,. ""'' Rosa j Amarillo b) Encuerurc C. 

Poqudla 400 400 300 250 100 e) lntCTJ)f'C'fe el s1gmfieado de ca<b clcmcmo en C. 
Mediana 550 450 500 200 100 

Grande 500 500 600 300 200 -

En toda esta sección y en las dos siguientes rcs1nng1rcmos nuestro es1udio a las 
La inversa de una matriz ma1riccs cuudrtl(las. El símbolo ' • denotará la m.·uri, cuadrada de orden n que ucne 

1 en cada posición de la diagonal pr111c1pal y O en iodo lo demás. / se conoce corno 
matriz identidad de orden n. • 

fJEMPlOS M;atrlces identld;ad 

[
I o º] • /1 - o I o 
O O 1 

Podemos demostrar que si A es cualquier ma1riz cuadrada de orden"· cn1onccs 

( J(MPlOS f /
1 

• 1 • /~ 

• [ª" ª"][I º] = [ª" ""]- [I º][ª" ª"] 
tl!1 ti!: O I t121 ll!). O I ll11 au 

Recuerde que cuando estamos trab3J3ndo con un nümcro real b diferente de 
cero. el nllmero úmco b 1 (el in.,,erso rnulhphcal1\·o de b) se puede multiplicar por 
b para obtener el idéntico mult1phcat1.,,o (el número 1 ). es decir. 

b b '• 1 

Tenemos una situación scntcJante con las matnccs. 
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Detinlcl6n de la Inversa 
de una matriz 

Sea A una ma1riz cuadrada de orden n Si ex1s1e una matnz B tal que 

AB - l. - BA. 

entonces B se dcnomma innn:a de A y se denota A • (léase .. A im-crsa .. ). 

S1 una matn.tcuadrada A tiene una m"ersa. entonces decimos que A es in,cnl4 

bk S1 una matnL no es cuadrada. cm onces no puede 1cncr una tn\ crsa. En ma1rices 
(a diferencia de los números reales). el símbolo 1/A no representa 13 in"ers., A 1• 

S1 A es 111\Crtible. podemos calcular A I uS3ndo opcrac1ones clcmauales de 
renglón. Si A - (,,~)~de,, X n. comenzamos con la ma1ru de,, X 2n íonnada o/ 
,mir I. a A: 

1 O .. . O 

O 1 O 

o o 
A commuación aplicamos una sucesión de transform:moncs elementales de rcn• 
glón. como h1c11nos en la sección 8.5 para encontrar fonnas escalonadas reducidas. 
hasta llegar a una matnz de la fonna 

1 O 

0 1 

O O ... 1 

b11 b1: · • • b1. 
b:, b:i b':,, 

donde la matrn.: identidad/ ap3rccc a la 1zqmcrda de la linea ,crt1cal. Podemos 
danostrarque 13 ma1nz,, x• n (bh) es el 111\.erso de A, es decir, B - A · '. 

1!111 jJ 1'11 Cómo encontrar la inversa de una matriz de 2 2 

~ucntreA-• ~iA - [ ~ : ] 

SOLUCIÓN ComclWlmOS con la maitu: 

[~ : ~ n 
A continuación realizamos lransfonnacioncs elementales de renglón hasta que la 
matnt identidad/: aparezca en el lado i.tquierdo de la linea \ert1cal, como sigue. 

[ 3 5 1 O]R, ~ R,[1 4 o ~] 1 4 O 1 3 s 

-JR, + R,- R,[~ o -~] - 1 

- {Ri - RJ~ 
o ;] ' -J 

- 4R, + R,-R,[~ o . -n ' ' -; 
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Por la exphc-:1c1ón antcrior. 

A-' - [ ) -, -lJ , [ • 
; - , -1 -~J 

Venfiqucmos que AA 1 
- / : - A 1A: 

[: 5][ ! 
4 -½ -n -[~ º] [ ! 

1 - -l -tm ~] . 
Dll'li31•11 Cómo encontrar la lnverH de una matriz de 3 l 

[ - 1 
3 j] Encuentre A-• \IA ,.. ! 5 
1 

SOLUCIÓN 

[-~ 3 1 1 o ;rR·-Rt - 3 - 1 - 1 ~] 5 o o 1 o o 
1 -2 o o 1 -2 o 

-2R1 + R,- Rf -3 - 1 - 1 o ; ] 11 2 2 1 
- JR, + R,-RJ O 10 3 o 

- R, + R,-R,[ ~ -3 - 1 -1 o 

-:] - 1 1 
10 3 o 

JR, + R,-R'[' o -4 3 
-3] 

- IOR1 + RJ- • R, ~ 
1 1 - 1 1 - 1 

o -9 13 - 10 11 

-lR,-R,[~ 
o - ,1 

-3] 1 - 1 - 1 

o 11 ,o 11 -. • -. 
-2R,+ R,- Rr o " ' -i] -~ • -RJ + R1- R1 O 1 1 

; -. 
o o 11 " 11 

-T T -T 

En con.secuencia. 

Us11."<1 puede comprobar que AA • - I, - A 'A. 

No todas las matrices cuadradas son 1m•crtiblcs De hecho, s i el procedimiento 
empicado en los ejemplos I y 2 no lleva a una matn~ 1dcn1idad a la izquierda de 
la linea ,cr11cal. enlonccs la matriz A no tiene in,..crsa, es decir. A nocs m,crt,blc. 
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Es rela11,amcnte fácil encontrar la m,crsa de una nmtnz cuadrada en una calculadora 
graficadora ln1roduica la matri,1 A del ejemplo 2· 

[

- 1 3 I ] 
A - 2 5 0 

3 1 -2 

Ahora mlrodULca el m,erso de A en la pantalla 1mcial 

Con,1cna las c111radas en fracc101l\.--s como sigue 

l!fW 
11-1. 11 11 11111 

1. 4444444444 
1 - L. 444444444 

Obscn-·c que debe usar{E)y no la no1ación A l"(-1). Si la ma1ri1. no es 10\-CM1blc. la calcu-
1:utora devueheel mensaJe de error SINGULAR MAT 

Podemos aplicar la m,crsa de una matriz a soluciones de sistemas de ecuaciones 
lineales Considere el caso de dos ecuaciones lmcalcs con dos mcógm1as: 

Este sistema se puede expresar en 1én111nos de matrices como 

S1 

entonces una/onno matricial del sis1cma es 

AX- B 

Si existe A 1
• cn1onces al muhtplicar por A ' ambos lados de la úllima ecuación 

obtenemosA 1AX - A 18.ComoA 1A - /: e/¡: - x.estonos llevaa 

X - A -18, 

de la que se puede encontrar la solución (x. y). Esta técnica (que se conoce como 
método de lo 1m'er.sa) se puede ampliar a sistemas de t1 ecuaciones lineales con ti 
1ncógn11as. 
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m Ejercicios 
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IJJi!Iii:,ij Solución de un sistema de ecuaciones lineailes 
u.sando el mftodo de lai invers.a 

Rcsueh a el sisrema de ccuaeiorn.-s: 

SOLUCIÓN S1 

-H x-[J 
entonces AX - B Es10 unphca que X - A 'B. La ma1riz A ' se cncon1ró en el 
CJemplo 2. En eonsccucnc,a. 

[~] -i[-I~ -I -!][ :J-i[~:J-[~l] 
, -13 10 - 11 -2 39 T 

Asi.x = j.y"" - j.: =~.y la temaordcnada{j. - j. ~)e:. la solución del sisten\3 
~OO. ■ 

S1 estamos resolviendo un sistema de ccuac1oncs lineales sm ayuda de equipo 
de cómputo. entonces el mérodo de la solución por la mHrsa del eJemplo 3 es 
bueno sólo sí se conoce A 1 (o se puede calcular cou facihdad) o si se considerarán 
muchos s1i.1cmas con la 1msma matnz de cocfic,cntcs. 

Si estamos usando un equipo de cómputo. y si la matriz de coeficientes no es 
mvcrt1bk. entonces el método de la inversa no se puede usar y el método preferido 
de M>lución es el mé1odo de matrices que se estudia en la sección 8.5. Hay 01ros 
usos importantes de la 111\Crsa de una ma1riz que aparecen en camp<>s más avanza­
dos de mat<..-máticas y en aplicaciones de esos camp<>s, 

Eju. 1- 2: DemuHtn q uf' B •1 la bl\UH d• A. 

• [ 3 -7] 
B -2 5 

Ej•r. 3-16: Encuf'nlr• I• lnnrsa d• I• malrb; sJ uhl•. 

• [! ~] 
6 [' - ,J 

6 -2 

10 [ -~ 2 ~1 
3 -1 1 

12 [ : -~ -i] 
-1 O O 
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17 Exprese las cond1c1oncs en a y b que garantteen que la nutriz 

[ ~ ~] ucnc una tnH:·rsa. y encuentre una fórmula de la 

In\ crsa SI CXISIC 

[
ª " 

19 S1A = a11 

ª" 
:: : ~ ] . demuestre que A/1 = A = l.,A 

"J.l " •1 

20 Demuestre que Al• = A = l ,A para toda malnz cuadrada A de 
orden 4. 

[ju. 2 1- 24: Ktsuelva t'I sisttma usando ti mftodo dt la 
lnnrs■, Consultt los tjtrddos 3-4) 9- 10. 

21 {2., -4y•c 
, + 3y • J 

{ 

.,+2J+3z • c 
24 - 2., + J • d 

1, - J+ :. • r 

Ejrr. 2S-28: Pu11 uda ma1rlzA. takult su ln,trsa A • a trn 
posicionn dttin1aln. 

[
2 _, 8] 

2S A • 3 7 - 1 
O 2 1 

26 A• [-~ l.~~:] 
5.9 O 

[

- 3 

- 1 
28 A • ! 

~~ -~ ~] 
O 1.9 7.9 

- 1 3 1 

-~ ,; ~] 
o o 

-11 4 1 

Ejer. 29-32: a) Expr tst' d sis1ema to la forma matrklal 
A.,\'= B. b) C■kuk A •, uundo prKist6n a cuatro posicionn 
dttlmales para sus elen1entos. c) U~,'( = A 18 pan ukular l1. 
solud6n del sls1tma ron prttls'6n a cuatro poskk>nn dN'imaln. 

29 {4fü + 7 ly • 6.2 
2.2x - 4 9y • 2.9 

30 {1.9, - 3.2J • S.7 
2.6x + 0.4r • 3,8 

{

3.lx + 6.7;. - 8.7:. • U 
31 4.lx - S.IJ: + 0.2::. • 2.1 

O.fu-+ l.h - 7.4: • 3.9 



{ 

5.1 f + 8.7J + 2.5:: • l 1 
32 9.9f + 15,\ + 12: • ) .8 

-4.3.r - 21\ - :: - -7 1 

U Detcrm1n1ntr1, 607 

dc1mmnc las constantCJ a, h y , tales qucA:2) = 19. 
/18)=59y/111)=26 

b) Grafiqucf en el Vl50f' nx-tangular( l. 12) por 1- 15. 70. 
,¡ 

33 PrOffteGK> • tcmpe,at«M, bajas Los promedios de 
tcmpenitur.r.s b3Jas mensuales en Dctro11 se prcscnlMI en la 

s1gu1cn1c 1abb 

e) Use/ J>3n cakul3r el promedio nicnsual de lcnipcraluras 
baJas en Junio y occubtt. Compare 1\11 prcchcc~ con 
Lu 1cmpcra1uras reales de 58 1-· y 41 F. R5f)C'Cll\'llmcntc 

"" r C'mptralan 
34 PrOl'lecho dt t.in,,,tratw-• ba; ... TrnbaJc et CJCrcteio 33 

para l luron. Sooth Oakota 1:1 promedio de 1cmpcraturas rea• 

IC$ para Jumo yoctub1tcs de 58 'F y 38 F. rcSJ)C\'tl\amcn1c Fcb. 19 ·F 

Ago 59 -F 

No, 26 F 
\ t rs 

Fcb. 9 F 
a) S1 r = 1 ~pondc a enero. , = 2 a ícbrcro • ...• y 

.T = 12 a d1e1cmbrc. <ktNnunc wu ÍWICIÓII. cu.'Mlri.uc.i. 
A::r) = ar + h.T + t' que Interpole los datos., CI <kc1r. 

Juho 60 F 
t--,-~-ov-+---,-21 .i-F 

O.terminantes 

Definición del determinante 
de una matriz A de 2 X 2 

Asociado con cada matrt.t cuadrada A existe un número llamado determinante 
de A, que se denota con 1,,1¡. Esta no1ación no debe confundirse con el símbolo del 
valor absoluto de un nümero real. Para e, itar cualquier malentendido. la expresión 
.. dct A .. se usa a ,eces en lugar de IAI- Definiremos 1A comenzando con el caso en 
el que A tiene orden I y luego aumentaremos el orden uno por uno. Como ,..eremos 
en la sección 8.9. es1as definiciones aparecen de fonna natural cuando se re~ucl.,.en 
sislemas de ecuaciones lineales. 

S1 A es una matriz cuadrada de orden 1. entonces A 11ene sólo un elemento. De 

es1c modo. A - (011) y definunos ~I - ªw S1 A es una m:uriz cuadrada de orden 
2. en1onces 

y el dctcmunan1c de A está definido por 

Otra notoción de IAl se obtiene sus11iuyendo los corchetes empleados para A con 
barr.is ,ert,cales. como sigue. 

IJ'.Wiii:11 Cómo encontrar el determinante de una matriz de 2 2 

Encuen1rc I A 1 ~¡ A '"' [2 -IJ 
4 -3 
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Definición de menores 
ycofadores 

SOLUCIÓN Por la dcfimc1ón. 

12 - 11 IA I • • (2)(-3) - (4)(-1) • -6 + 4 • -2. 
4 -3 

Para ayud3.r 3. encontrar dc1cmun3.ntcs para malnccs cuadradas de orden 11 > 1. 
introducimos 13 siguiente tcmunologia. 

Sea A • (<1.,l una matriz cuadrada de orden n > 1. 

l) El menor M
1 

del elemento a, es el dctemuname de la matriz de orden,, - 1 
ob1emda por la chnunación del renglón, y la columna,. 

2) El cofactor A, del clcmen10 0
11 

es A, - (- l)'"'M
11

• 

Para dctennmar el menor de un elcmcn10. ehminnmos el renglón y la columna 
en las que aparece el clcmcn10 y luego hallamo~ el dc1cm1inan1c de la matri..t cua­
drada rcsuhante. Este proceso se demuestra en la s1gu1ente 1lus1rnc1ón, donde la 
chmmación de renglones y columnas en una t1l3triz de 3 X 3 es 1nd1cada. con seg­
mcn1os de recta horimnialcs y, cnicalcs, rcspcc!i\'arncntc. 

Para obtener el cofac1or de", de una matriz cundrada A • (e,.), encontramos el 
menor y lo mult1phcamos por I o - 1. dependiendo de si la suma de, y j es par o 
impar. respcc11vamcnrc. como se demuestra en los s1gu1cntcs eJemplos. 

(JEMPLOi Menores y cofactores 

Matriz Menor Cofaelor 

[E 
Or. Un] 1·-- ""I A11 • ( - l)1 • 1M 11 • M 11 • "n ":1 M 11 • -

"'? ª" "'! º" •a!."'n - ª1.:Ltu 

["" 
. .,. •n] • Iº" ""I Au - (-1)1

•
2M,: - - M 11 a1, 021 º" M,,-

f1: º" 
ll11 ... 

ª" • ll:1'1n - U 11U!J 

[ª" 
0 1: ... ] • ~n Iª" ª"I A:,• (- l f•'M:.1 • - M:1 "~ "n M!, .. 

*" 
ª" <11: 

ª" 
"': 

• "11"1.: - a,1an 

Para la ma1ri1 de la 1lw.trnción prccedemc. hay otros ~is menon.-s: Mu, M:i• M!l., 
Mw M,1 y Mw que se pueden ob1encr de un modo semcJan1c. 

Otra íom1a de recordar el s igno ( - 1 )' ·1 asociado con el coíac1or A, es considerar 
el siguiente estilo de tablero de signos más y menos: 

+ - + -
- + - + 
+ - + -
- + - + 
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Üii'i:Ji•li Cómo tncontrar menores y cor actores 

SOLUCIÓN Eliminamos los renglones y columnas com:spondicnu:s de A para 
ob1cner 

M u • 1-~ 
M,, • I=~ 
Me• 1-~ 

~ 1- (2)(5) - (-7)(0) - 10 

; 1-(-3)(5) - (- 7)(3) - 6 

! 1- (1)(5) - (- 2)(3) - 11 

Para ob1encr los cor,morcs. colocamos un prefijo a los menores com:spondie.ntcs 
con los signOS Bpropiados. Asl. usando la definición de cofac1or, 1enemos 

Au • (-tt• 1M11 • (1)(10) • JO 

A,.• (-l)'•'M,. • (-1)(6) • - 6 

Ac • (- l)"'Mc • ( 1)(11) • 11 

También podemos usar el estilo de tablero de signos mis y menos para detemunar 
los signos que corresponden. 

El dctcnmnantc ¡.-. de una matriz cuadrada de orden 3 es1a definido como sigue. 

1
,, .. . ,, ""I IA 1 • <111 O:_: 011 • fl11A1 1 + 0 1:Ai: + a nAn 
a ,1 a,t a,, 

Como los cofactores A11 • ( - 1)' 1 • M11, A11 • ( - 1)' :A/11 • - M1: y 
A11 • (- 1 )' • 'A111 • At1,. la dcfimc1ó11 precedente 1amb1én se puede cscnb1r corno 

IAI • t111A1 11 - t11! M t, + a, \1 1 

S1 expresamos M
11

• M,
1 

y M
11 

u~ndo elementos de A y rcacomodamos 1énnmos. 
obtenemos la siguiente fómmla para 1A : 

Ln definición de \A para una matriz cuadrada A de orden 3 muestra un p31rón de 
muh1phcar cada elemento del renglón I por su cofac1or y luego sumar para obtener 
JAj. Este proceso se conoce como expandir V, port!I pr,mer re,,gl6n, Al CJCC-Ular los 
c:ilculos. podemos demostrar que 1A I se puede e:rpa1"111· de ,m modo .'íem<jame si se 
11sa c1wlq11ier n•,,g/6" o co/1mma. Como 1lustrac16n, la expansión por la segunda 
columna es 

IAj .., a u A1? + ,,!.:Azi + ,,11A,J 



610 CAPÍTULO 8 1 SISTEMAS DE ECUACIONES Y DESIGUALDADES 

Al aphcar la definición a los dctcnmnan1cs entre paréntesis. multiphcar como se 
md1ca y rcacomodar los ténmnos de la suma, podemos llegar 3 la fónnul3 de IAI 
en términos de los elementos de A. Del nusmo modo. la expansión por el tercer 
renglón es 

!A 1 - a )IA H + U 1!A )J + auAn. 

Una 1.ez mis. podemos demostrar que este resultado concuerda ron e;,.pans1ones 
anteriores 

iiJi!Ul:al Cómo encontrar el determinante de una matriz de 3 3 

[
-1 3 I] 

Encoentre ]A lsiA• 2 5 O. 

3 1 -2 

SOLUCIÓN Como el segundo renglón con1icnc un cero, expandiremos ¡Aj por ese 
renglón. porque así sólo ncccsllamos c,aluar dos cofac1orcs. Por cons1gu1cn1c. 

IA 1 • (2)A,, + (S)Au + (O)A,,. 

S1 usamos la definición de cofüctores. tenemos 

A:, • (-1)'.,M:, • -1 ~ -~ 1 • - ((3)(-2) - (1)(1)) • 7 

Au = (-l)'•'Mu = 1-~ -~ 1 = ((-1)(-2) - (3)(1)] = -1 

En consecuencia. 

IAI • (2)(7) + (5)(- 1) + (O)A:, • 14 - 5 +O • 9 

Encontrar el dc1ermmantc de una matm: cuadrada con entradas de numeros reales es un 
trobaJo scnc1llo con calculadora graficadora Pnmcro mtrodUJ..ca la ma1riz A del CJemplo 3: 

[-1 3 j] A - ~ 5 
1 

Ahora muestre A y encuentre el dctcmunante de A. --Q]I ENTER) IIHJ 
11·1 3 1 l 

--0QJ 12 5 0 l 
--QJIT)(ENTER) id~UIA/3 1 ·2] l 

9 

La siguiente defimc,ón del detemunante de wia matnz de orden arbitrn.no n emula 
la que se empleó para el dctcnmnamc de ue\3. 1nauii. de orden 3 
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Definición de l determinante El dc1crminan1e !Al de una matriz A de orden II es la expansión del cofac1or por 
de una matriz A den >< n el primer renglón; 

Teorema de expansión 
de determinantes 

IA 1 • au A11 + Un A ,? + · · · + a 1,.A1• 

En 1énninos de menores. 

El número ~.fl se puede cncontmr si se us.a t'Ualq111er renglón o columnn. e.orno 
se mdica en el s1gu1cn1c 1corema 

Si A es unn mnlnl cuadrada de orden n > 1. cn1onccs el detcm11nan1e de 1A se puede 
encontrar s1 se muh1phcnn los elementos de cualquier renglón (o columna) par sus 
respect1\0S cofactores y se suman los produclos resultantes. 

Este teorema es útil si aparecen muchos ceros en un renglón o columna. como se 
ilustra en el s igu1cn1c e1emplo. 

Üi.iDl:ZJ Cómo encontrar e l determinante de UN matriz de 4 4 

Encuentre IAI " A • [-~ ! -H] 
O - 1 O 3 

SOLUCIÓN Obscf'\e que, con excepción de uno, todos los elementos del tercer 
renglón son cero. En consecuenc ia. si expandimos \Al por el tercer renglón, habrá a 
lo sumo un 1ém1ino difcrcmc de cero. Espccificamen1e. 

IAI - (O)A., + (O)A., + (- 3)A,. + (O)A. - - JA,, 

con A,.• (- l)'•'M,.-,11.,- H _: ~I 
E.xpand1mos Mu por la columna 1: 

M,,• (1)1_ : ~1- H>I- ~ ~l + <o>I~ ~ I 

• (1)(3) - (- 2)(5) + (0)(-5) • 3 + 10 +O • 13 

Entonces. IAI • - 3An = (-3)(13) • - 39 ■ 

En general, s i iodos los elemen1os de algün renglón (o columna) de A son cero. 
con excepción de uno. y s, el dc1cnmnan1c de IA! st expande por ese renglón 
(o columna). emonces lodos los 1énninos se onl1ten. excepto el producto de ese 
clcmcnlo con su cofaclor Si t0€los los elementos de un renglón (o columna) son 
cero. tenemos lo s1gu1en1e 
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Teorema sobre un renglón 
de ceros 

Si todos los elementos de un renglón (o columna) de una m:uriz cuadrada A son 
cero, entonces 1A - O. 

DEMOSTRACIÓN Si todos los elementos de un renglón(ocolumna)de una matriz 
cuadrada A son cero. entonces la expansión por ese renglón (o columna) es una 
suma de 1énmnos que son cero (porque cada 1érm1110 es cero \CCCS su respccl1\0 
cofac1or). En consecuencia. cs1a suma es igual a cero y concluimos que¡,., - O. • 

En la sección anterior de1crmi11amos que si no es posible ob1encr la matriz 
identidad en el lado iLquicrdo de la matriz aumen1ada. cn1onces lo ma1riz origi­
nal no era in\Crt1ble. S1 obtenemos un renglón de ceros en este proceso. cierta­
mcnlc no podemos obtener la matriz 1dcnt1dad. La combmac1ón de este hecho 
con el teorema anterior lleva al siguiente teorema. 

Teorema sobre invertibilidad Si A es una matriz cuadrada. entonces A es imeniblc si y sólo si .Al t O. 
de una matriz 

Di Ejercicios 

Ej,r. 1-4: Encuriu~ todos IM m, nor« ycor.ctor« dt IM , 1~ 
m,ntos d, la malrlz. 

[7 -IJ 
l 5 O 2 [-~ ; ] 

[ i -~] 
-5 O 

u -2 - ~] 

Ejtr. 5-8: Encu, n1~ , 1 dt1nmlnan1t d t' la ma1riz en , 1 ,jrr­
ddo Indicado. 

S Ejercicio 1 

7 EJCtcM:t03 

6 E,crcK'io2 

8 EJCrc.c:ao4 

Ejr r. 9-24: Encu,nl~ , 1 dr l , rminanlt' d, la malriz. 

• [ =: ; ] 

11 [: =:] 
13 [ ! 1 -~] 

-6 -1 

10 [-~ :] 

12 [ _; :] 

14 [-; :: i] 

[-~ 4 

i] " -2 

[~ 
-1 

2 º] 17 
o -3 5 

o o 
-4 2 

21 [ r' "'] 2r 3r' 

23 [,.., rou ] 
cosx -K"nx 

16 [! -! ] 
-1 -2 

[-~ 1 

~] 18 
O -3 

-2 
-1 

[,, ,.] 
22 

2, 3r 

24 [
1
' '" ' '"' ] sec-Zt ~xtan .r 



1-:jtr. 25--Jl: \'trlfiqut la ldtnlidad upandlt.ndo u da dm·r• 
minantt. 

2S ¡; ~1--1: ti 26 ¡; :1--1: ;¡ 
Z1 1: :1 -,1; !I 28 1:, :1 -•I; :1 
29 ¡; !l • lta:r kb~d¡ 
30 ]; :J- ]; ~;:] 
"1: !l+I; ;1-1: ::;I 
12 I: !H: ;1-1,:, d~/1 
33 Sc1 A = (a ) una matnz cuadradl de orden n 1al que.- a, = O 

s1 I <j. Ocn11.1e.strc que 1A = a11a11 ... ª•· 
34 S1 A = (a ) es cuaJqu1er nutru. de 2 X 2 ul que 1A * O, 

dcmueilrc ~que A 11cnc un m,·crso )' encuentre una fontluht 
gcnc1111l p:1111A 

Ejtr. JS-38: St111 / = /1 la malrb. ldtnlidad dt orden 2 y Sta 
Jtx) = 1A - .r/l. Encut nttt a) t i polinomio/µ) y b) los nros 
de-/(:t). (En ti c-uudlo de ma111cts.ft,\') es t i polinomio uroc--

8.9 Prop6edldn die los detrrm1n1nlt1. 613 

[ O 2 -:] 42 ,-[; 2 2] 
41 A • - 1 3 O 2 

- 3 3 -1 -1 o 

t~jtr. 43-46: E.1i11rrse t i d t lr rmlnanc, dt la forma ai + bj + c-k 
para números r talH • •by e-. 

u J ~I 1; 
J J 43 - 1 44 -2 

s 

li -: 1 u J 

_;¡ 4S -6 46 -6 

o 

Ejtr. 47- 50: Entutnlrt t i deitrminanlt dr 1:1 m111rtz. 

H -21 

_;] [ -2 
,~ 

1~] 
47 32 48 -0.3 8~ 

59 ,. • 7 

49 [-= - 17 -:] [ IS 
- 21 32] 9 1 so - : 17 

-1~ 48 7 10 2S 

trriSJiNJ Jn 4. )' loJ ttros dt j\.\') son los w,fo,~ t"oroNrrútie'fr.' Ejtr. 51- 52: Sta / = I, ) staftx) = ~ - .r/l. a) Encutnfrr d 
(rigtnralornJ dt'A.) pollnomlo}t\').. b) Graflqut/) calcu.lt lo, ,·alorn: orutrrls~ 

3S A• [; ~] 

37 A•[! ~] 38 • - [ 
2 - •] 

-] 5 

lkos dt.A. 

[I o I] 
S1 A • O 2 1 

1 1 -2 

[ju. 39-42: St-1 / = t , ) sta)tt') = 1,4 - dj. Entueo1re a) ti 
polinomio ft,1') y b) los ce-ros dt /µ). 

39 A • 1 O -2 
[ 

1 O º] 40 A•-l00 
[ 

2 1 º] 
-1 1 -J 

Propiedades de 
los determinantes 

1 3 2 

La c,·oluación de un dctemunante mcdianlc el uso del tcorem,'l de expansión expre­
sado en la sccc1ón 8.8 es ineficiente para matnccs de orden superior. ror CJemplo. 
s1 un detemunante de una matriz de orden 10 es expandido por cualquier n.--nglón. 

se obtiene una suma de 10 tém1inos y cada término con1icnc el dc1cnninan1c de una 
matriz de orden 9. que es un cofactordc la matri7 onginal. Si cualquiera de k>s dctcr­
mmanles úh1mos es expandido por un renglón (o columna), se obtiene una swna de 
9 té:nmnos. cada uno de los cuales conucnc el dctcmunamc de una malnZ de orden 
8. En consecuencia. en cs1a ccapa hay 90 dc1erm111antcs de ma1riccs de orden 8 
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para C\'aluar. hl proceso podria continuar hasta que sólo quedaran dctcnmn:mtcs de 
matrices de orden 2. Us1cJ puede \Criticar que hay 1.814.400 de cs1as matnces 
de orden 2. A menos que muchos elementos de 1::1 m:uriz original sean cero. es un 
tr.1baJo enom1c reali1..ar iodos los cálculos. 

En csia sección cs1udiamos reglas que simphfic:m el proceso de C\ aluar de1cmu­
nan1es. El principal uso de es1as reglas es introducir ceros en el de1ennman1e. Tam• 
b1én se pueden usar para camb13I el dc1cnmnan1e a forma escalonada. es decir. a 
una fomu en la que los elementos que CSl én debajo de los elementos de la diagonal 
pnnc1pal sean cero todos ellos (\lea la sección 8.5) La~ 1ransfonnaciones en los 
renglones expresadas en el siguiente teorema son iguales que las transfonnac1oncs 
elcmcntnlcs de renglón de una ma1nz que se explicaron en la M..--cción 8.5. pero para 
dclcrnunruncs podemos también usar transformaciones smularcs en columnas. 

Teorema sobre transformaciones de Sea A una matriz cuadrada de orden n. 
renglón y columna de 

un determinante 
1) S1 una m:1tr1z B se obtiene de A al intercambiar dos renglones (o columnas}. 

entonces 181 - - ¡A/. 
2) S1 B se obtiene de A al mul11phcar cada elemento de un renglón (o columna) 

de A por un número real k, entonces !81 • k')"f[. 

J) S1 B se obtiene de A al sumar k , ·eccs cualquier renglón (o columna) de A a 
01ro renglón (o columna) para un número real J.. entonces (B! - 1A , C"I decir. 
los dctcmunantes de B y A son iguales. 

Cuando us:imos el 1core1ll:l, nos rcícnmos a los renglones (o columnas) del 
determm,mle en lo fonna obvia. Por CJemplo. la propiedad 3 se puede expres:ir 
como sigue: lasmna de k ••«t-s c1mlq1111,>r r,:11g/6n (o cohmmo) o cuolq11ier ~nglón 
(o col11m,ta) de 11n de1ermimmU! no ofectu ,,¡ w,lor del tlt•termmanre. 

Las 1ransforrnac1oncs de renglón de los dc1crnunantcs se cspcc1ficanin por 
medio de los símbolos R, - R,. kR, - R,y 1.-R, + R, _. R

1
• que se mtroduJeron en 

lo S\-"Cción 8.5. Se usan slmbolos análogos para trnnsfonn3cioncs de columna. Por 
CJCmplo. kC, + C

1 
- C

1 
significa '"sumar k veces la ,-ésima columna a la/-éstma 

columna .. 
La propiedad 2 del tcorcnu sobre 1ransfonnac1ones de renglón y columna es útil 

para. encontrar factores de los dccenmnanlcs. Para ilustrar. para un dctem1inante de 
una matriz de orden 3 tenemos lo sigu1en1c: 

1

,,.. ,,., ... 1 Iª" . ., ... 1 
Aun ktiu ko1, - k " 11 "~ "~' 

" 11 " '! U n 0 11 a ll U n 

Fórmulas s1m1l:1res se cumplen si k es un fac1orcomlln de los elementos de cual­
quier otro renglón o colunma. Al rcfcnmos a esta mampulac1ón. a menudo us:m10s 
la Ír.lSC "k ,·s 11nfi,ctor común cid renglón (o columnaf'. 

Las s1gu1en1cs son 1lllitrac1ones del teorema precédentc. con la razón de cad3 
igualdad expresada a la derecha. 

EJEMPLOS Transformación de determinantes 

(contmlla} 



Trorema sobre rengk>nes 
ld i ntlcos 

8.9 Proptedadnóelolóet~rm1Nnlt1o 61S 

1~ 
o 

~ 1 = 
2li o 

~ 1 
ur.l..:tor-. ;.;in 

■ Je lumnal ~21 

1~ 
-3 41 1-5 -3 

;1 ■ -1 o = o - 1 + t.. •C I lf' 

6 5 

1~ 
-3 

~1- 1~ 
-3 

-:1 
.. R • • 

■ -1 5 • R • k 10 -6 
..-.la.:1 a,,.~di.Mo\'I. 1 

S1 dos renglones (o columnas) de una millnZ cuádrada A son 1dént1cos. entonces 
IAl • O. 

DEMOSTRACIÓN S1 Bes la nuunz ob1cruda de A 31 m1crcamb1ar los dos renglo­
nes (o colummis) idén11cos, entonces By A son iguales y. en consccucnc1a. 81 - ¡A . 
No obstan1e. por la propiedad I del teorema sobre trnnsformaeioncs de renglón y 
columna de un detcrminan1c. lB' - -1,AI y. por lo 1an10: -1,AI - IAI. Así. 21A - O: 
y cm onces ~ 1 - O. 

iJWUl:iii Uso de transformaciones de renglón y columna 

[ 

2 3 O 
O 5 - 1 

Encucn1rc IA I si A • 
0 1 -2 

-3 2 O 
j] 

SOLUCIÓN Planeamos usar la propiedad J del teorema sobre transfomlaciones de 
renglón y columna de un dc1cnmn11n1c para mtroduc1r tres ceros en algun renglón 
o columna. Es com-cn1cntc 1raba1ar con un clcmcn10 de lo matn1. que sea igual a 1. 
porque esto hace pos ible que e, ttcnlOS el uso de frnccioncs. S1 1 no es un elemento 
de la ma1nz origm.al. siempre es posible mtroduc1r el número I usando la propiedad 
2 o 3 del teorema. En este ejemplo. 1 aparece en el renglón 3 y procedemos como 
sigue. con la rnzón de cada igualdad expresada a la derecha. 

4 o 4 -2 
o -1 6 o -1 6 
1 o -2 1 o -2 

-3 2 o -5 o -6 4 R •R 

• (1) ·(-1)"'1~ 
4 

-;1 JUUltl )llf 
-1 

- 6 

123 4 221 e ,e 
a O -1 

-3~ -28 -6 

(co1111mia) 
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=(-l)·(-l)'·'I 23 22 ¡ 
-28 -32 

= (-1)((23)(-32) - (-28)(22)] 

• 120 

1m lltlf ...... 

Los s1gu1cntcs dos eJcmplos 1lus1ran el uso de la propiedad 2 del 1eorema sobre 
transfonnac1ones de renglón y columna de un dctcnnmantc 

Dwmm Eliminación de (adores comunes de renglones 

Encuen1rc IA 1 ,; A • [ 

1

: =: 1~] 
-21 -6 

SOLUCIÓN 

IAI • 2I : 

-3 

,! 1 -5 .?«un f ltlfc.; "" ,~ 
-21 9 -6 

-3 

- (2)(-3)1~ -5 
1~ 1 

b:tor Je n.r:i !on 

-3 
-o Jo..h 

IJm.1illi1II Ellmlnaclón de un factor comtln de una columna 

Sin expandir. demuestre que a - h es un factor de !Al s1 

[ 

1 1 1] 
A= a b c- • 

cr tr c1 

SOLUCION 

' +e 

"' 

Por lo tamo, ~I es 1gunl a o - b mul11pl1cado porcl Ultimo dc1cmunan1c. y cn1onccs 
" - bes un füc1ordc ¡Al. • 

Aparecen detcnmnanlcs en el estudio de soluciones de sistcm3s de ecuaciones 
hncalcs. Para ilustrar. consideremos dos ccuac,oncs hncalcs con dos vanablcs r y r: 



l. t1 mtHIJ iucm dt: lt nunu 
J(' lt IICtnlUt'/11'1: J.. mcJlli"n • 

:Jljinal,I. J,upllu/'1 

1.9 Pl'~óelosdrtt'rm1nantH 617 

donde ap:irece por lo menos un cocficicruc diferente de cero en cada CCU3ci6n. 
Podemos :,uponcr que 0 11 'I, O. porque de otro modo "n 1- O y podríamos cn1onccs 
considerar ar como 13 pnmcrn \3nablc en lugar de x. Usaremos transformacio­
nes elemcn1alc~ de renglón para obtener la m!l.Lri.1. de un s1slem:! equ1valc111e con 
":, - O. como sigue; 

As!. el sistema dado es cqm\'alentc a 

que también se puede escribir 

"
1
: ¡ ,. o. podemos dcspcJar .J' en la segunda ecuación y obtener 

"" 1::: ::1 
' - r,;;;-;;:i 

la:1 u: J 

El \alor correspondiente de T se puede encontrar al sustit·uir por J en la pnmera 
ecuación. que lleva a 

() 

Esto demuestra que si el determmallle ,k la mCJITI: cO('ficienre de 1111 s,sremll tll" 
dos tt11uc,01ws lmt"ola con dos 1·oriables no es cero. entonces el s1stt"11w llt"ne uno 
sol,u:ión rinico Las últimas dos fórmulas p.3,ra r y J como cocientes de detennman. 
tes tonsllluyen la rtt:,la de- Cra mt r para dos variables. 

Hay una fom,a sencilla de rceordar la regla de Cramcr. Sea 

la matnz cocfic1en1c del sistema. y denotemos con D la matriz obtenida de D 
al sustituir los coeficientes ºu· "!i de x por los nUmer~s k1 • k, . rcspccch-amcntc. 
Del mismo modo, sea D, la mat riL. ob1cnida de O al sustituir los coeficien1cs "u­
"!! dey por los nUmcros k1• A:, rcspecmamcntc. Entonces. 
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L Regla de Cramer 
para dos variables 

1 Regla de Cramer (forma gen<ral) 

S1 tDj 1- 0, 13 solución (x.y) cs13 dada por las siguientes fórmulas. 

■JI# 1jWi•i j Uso de la regla de Cr.1mer para resolver un sistema 
de dos ecuaciones lineales 

Use la reg_la de Cramer para res.oh cr el sistema 

{
2x - 3v • - 4 
5., + 7_,, • 1 

SOLUCIÓN El determinante de la matn1. coeficiente es 

12 -31 101 • 
5 7 

• 29 

Usando la notación introducida antes, tenemos 

1
- 4 -31 10.1- 1 7 - -25. 1 O, 1 • I ! -~ 1 • 22 

Por lo tanto, 1·=10.J=~ 
. 101 29 

Oc este modo, el sistema tiene 13 solución única (-"ii. ~) 

La regla de Cramcr se puede extender a s1su:mas de II ecuaciones lin1,,-ales con n 
,·ar1ables .r

1
, .r., ..• x •• donde la l-és1ma ecuación tiene la fomlll 

Para resohcr tal sistema. denotemos con D la matriz cocficicme y con D"' la matnz 
obtenida al cambiar los coeficientes de x

1 
en /J por los nUmeros k

1
, ••• *• que apare. 

cenen la columna de la derecha de los signos igual del sistema, Si D 1-0, enlonccs 
el sis1ema tiene la siguicnlc solución única 

QI # 1 IQ l•IW Uso de l;1 regl;1 de Cramer p;1r,11 resolver un sistem;1 
de tres e-cuaclones lineales 

Use la regla de Cramer para resol\ cr el sistema 

{-' 
-, + 3.: = 1 

2x +5.: - o 



Di Ejercicios 

8.9 Pr~dclosdcterm1n1ntn 619 

SOLUCIÓN Nos hm1tarcmos a prcscn1ar una hs1a de los d1ícrcntcs dctcm1man1cs. 
Usted debe comprobar los resultados. 

101- li 
o -21 10.1- I! 

o -21 - 1 ! --9. - 1 ! • - 15 
o o 

r 3 -21 ID 1- 1~ 
o !I- 6 

10.1 - o 1 ! • 27, - 1 

2 O o 

Por la regla de Crarner. la solución es 

10.1 -15 5 ' _10.1_~ _ -3 ID 1 6 2 
., - jof - --:g - 3· =-- -----101 -9 . 101 -9 3 

La regla de Cramcr es un método mcftcicntc para aplicarlo s1 el s1s1emn uene 
un nümero grande de ecuaciones. porque deben e\·aluarsc muchos de1enninan1cs 
de matrices de orden superior. Tenga en cuenta 1amb1én que la regla de Cramer 
no se puede us.ar en fom1a direcla si 11); - O o si el mi.mero de ccu:acioncs no es 
igual al ntimcro de variables. Para cálculos numéricos, el mé1odo de la 1mersa y 
el método de nuunz son superiores a la reglo de Cramcr. pero la fonnulac16n de 
la regla de Cramer es 1cóncamente útil. 

Ejrr. 1- 16: Sin f'lp1ndir, f' tpliquf' por qui l'I r nunci:111do H n r• 
d adrro. 

li º J-li º il 
1~ 

3 

~ 1--1~ 
1 

~ 1 

li il-+ 1 :I 
• I~ º ;1 --1; º ~I 

1~ º ~l -li º ~I 

• I: 
-1 

-~l-o -1 

10 1 ~ 
-1 

~1-0 1 
-1 -1 

11 1 1 '1 --l 1 '1 - 3 2 J - 2 
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12 1: -:1- -1-: :1 
13 Iº º , 1 ~ ~ - o 

14 11 o 11 
~ ~ - o 

H - 1 

-21 11 
-1 

-:1 
1S : - -~ 

I: 
_, 

:l-1: 
_, 

!I 16 1 1 
2 2 

[Jer. 17-28: [ocuenlrt t i dertrn,lnante dt I• ma1r-lz dupuk 
de introducir ctros. como t n el tjtmplo l. 

17 [ ~ . ;] 18 [: o !] 
1 -3 

19 H _:] 20 [ -; o ~] 
4 -1 

H _;] [; 2 - •] 21 22 1 -3 

-2 5 

[ : 2 -! ] [3 8 5] 23 2A 5 -• 
-2 4 2 -2 

u -2 

j] [-~ ~] 25 26 -3 
- 1 

.¡: -2 o o 

-•i [ '" 
_, 

o 3 _ , 1 o 
-2 O 2 28 O _, 

O 3 o _, O -2 

o 1 O o o 
-I] 
- 4 

29 Ocmocs1rc que 

I: ~ ~1 - <•-b)(b-<X<-•) 

(SugereMia: ,·ca d eJemplo 3.) 

30 Dcmucsll"C' que 

31 S1 

32 S1 

e d O O ["·ºº] A. • 00~1· 

O O g h 

dcmocstrc que 

1,1 -[; :11; {I 
33 S1 A = (u.,) y B = (h_) son matnccs cuadradls arb,u-anas de 

orden 2, demuestre que ~Bl = ~ B . 

34 S1 A = (a) es una matnz cuadnda de orden n y.tes cual­
quier número real, demuestre que \UI = A1tf .. (Sugm>ncla: 
use la propiedad 2 del teorema sobre transfonnac1oncs de 
renglón y columna de un detcnmnante.) 

3S Use propiedades de dctcrnunantcs para dcmos1rar que lo 
s1gu1cntc es una ccuac16n de una recta que p:1sa por los pun-
1os (,1,Y,) Y (·1:-Yi): 

I
X y 'I X1 Y• 1 • 0 
x: Yz 1 

36 Use prop1~ de dctemunan1cs para demostrar que lo 
s1gu1cnle es una ecuación de un CÍl"C'ulo que pasa pot' ll"C'S 
puntos no cohncaks (,1, , •1), (x1._1•~) y (x1, .''i): 

I
r +y' X 

,r + yf x. 
t i + y! X: 

ri + yj .lJ 

~. : 1-o Y: 1 
,, 1 
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[Jtr. 37-46: Ust I• "'' ' · de Cranil'r. dondr,qultn qu, SH 1pll• 
ublt. p1ni rtsoh·tr t i sls1tm1. 

{
,-2,-,, - -1 

43 2:c+J+: • 6 
., + 3y - 2: • 13 

41 { lr-]J - S 
-6.r+9,•• 12 

38 
{4.r + 5,• • 13 

1r + 1 - - 4 

40 { 7:c-8y• 9 
4.r + Jy • -10 

{ 
3p- q •1 

42 
- 12p +4q•3 

{

5x+2y- :•-7 
4S A-2y +2:: - O 

3y+ :• 17 { 

-l1- ,•+3:• 6 
46 -8.r + 3\• - S: • -6 

S., - 4,, • -9 

4 7 Use 13 regl:i de Cr:1.mcr P3l'll. dcspcJar :e en el .sis1cma. 

{

a.,+bJ+ <':.• d 
t'C +/:. • g 
h.r + ,,. •) 

Fracciones parciales 
En es1a sección demostramos cómo se pueden usar sis1emas de ecuaciones para 
descomponer expresiones racionales en sumas de expresiones más sencillas. Esta 
técnica es úul en cursos de matcmáucas a\'anzadas. 

Podemos verificar que 

2 1 - 1 -----+--
x1 - I x -1 :c+ I 

si sumamos las fracciones 1/(x - l)y - 1/(:r + l)para ob1cncr 2/(r? - 1). Laexprc• 
sión del lado derecho de esm ecuación se denomina descom¡XJ.fición e,rfraccio'1t!S 
pardales de 2/(.r? - 1 ), 

Teóricamcn1c. es posible escribir c,wlquil•r expresión racional corno una suma 
de expresiones racionales cuyos denominadores contienen potencias de polino-­
mios de grado no mayor que dos. Espt-cíficamen1e. si/(x) y g(r) son polinomios y 
el gr,ulo de/(:c) es menor que el grado de g{,r). se puede dcmos1rar que 

JM • F, + F, + · · + F, 
g(x) • 

1al que F~ 1icnc una de las fomm.s 

A Ax + 8 

(px + q)" (a:c2 + bx + cr· 
donde A y B son números reales. m y,, son en1eros no ncga1ivos y el polínomio cua• 
dr.h1co ,Lr + b:r + e es irrcduc1iblc sobre R (es10 es. no 1icne cero real). La suma 
F1 + P: + ... + P, es la descomposición t'D ír.acdones pardales dc/(:c)/1:(:c). y 
cada Ff es una fracción parcial. 

Para cncon1rar la descomposición en fracciones parciales de .,1:x)/g(x). <'S esen• 
da/ que el gr,Nlo de /(:e) sea menor que el de g(.r). Si no es así, podemos usar lo 
división lorga para obtener tal expresión. Por ejemplo. dado 

x1 -fü·! +S.r -3 

X2 - 1 

obtenemos 
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Puos pua obtener 
descomposiciones en frac:cionH 

parciales de/(x)/g(x) 

Entonces obtenemos 13 dcscompos1c1ón en fracciones parciales de (6x - 9)/(t1 - 1 ). 
Los siguientes pasos se pueden usar para obtener dcscomposic1ones. 

1 Si el grado del numerador Ji:X) no es menor que el grado del dcnonunador A,'(X), 

use la división larga para ob1cncr la forma apropiada. 

2 Factoricc el denominador g(x) en un producto de factores lineales pr + q o 
foc1ores cuadrá11cos 1rreduct1blcs ar + h.r + e, y agrupe los factores repeti­
dos para que 1,(:r) sea un produc10 de factores difenm,es de la forma (px + q)"' 
o (a'r + b:r + e)" pan un entero no negat1\0 m o"· 

3 Aplique las siguientes reglas a los fac1ores ob1enidos en el paso 2. 
Regla A : pan cada factor de la forma (p:r + q)"' con m ~ 1. la descomposi­
ción en fncciones parciales contiene una suma de ,,, fracciones parciales de 
la forma 

~ + ~ + .. . + ~ 
px + q (px + q)' (px + q'/" • 

donde cada numerador A
1 

es un número real. 

Rtgla 8· para cada f:,c1or de la fonna (,u-1 + b:r + cr con n ~ 1 y ar + b:r 
+ e 1rreduc11ble, la descompos1c1ón en fracc:1ones parciales contiene una suma 
de II fracc:1oncs parciales de la fomu 

~ + A!.\" + B: + ... + A • .1 + B. 
tu: + b.t + é (,u:2 + h\" + c)1 (,u1 + bt + ()" ' 

donde cada A~ y cada 8 1 es un número real. 

4 Encuentre los nllmcros A, y 8
1 

en el paso 3 

En los s1gu1en1cs eJemplos aplicaremos los pasos mencionados. Por coin cn1en­
cia, usaremos las \ariables A, B. C. y así succsivamcn1c. en lugar de, ariablcs con 
subíndice A, y 81 dadas en los pasos. 

IJli!Jii:D Una descomposición en fraccionH pardales 
en la que cada denominadores lineal 

Encuentre la descomposición en fracciones parciales de 

4.r! + 13.\ - 9 

e' + 2,t? - 3r· 

El grado del numerador, 2. es menor que el grado del dcnonunador. 3. de 
modo que no se n.--quierc d1v1s1ón larga. 

Fac1ori1..amos el denominador: 

.r1 + 2x1 - le• :r(.t : + 2.t - 3) • .t(.\" + 3)(x - 1) 

Cada fac1or del dcnom1nador 11ene la fonna expresada en la Regla A con 
m - t Así, para el factor r corTCsponde una fracción parcial de la fomia At:r_ Del 
nuffllo modo. para los füc1orcs:r + 3 y x - 1 corresponden fracciones parciales de 
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la forma B (x + J) y Clx - 1, rcspccm amen1c. La descomposición en fracciones 
parciales tiene la forma 

Encontramos los valores de A. B y C en el paso 3 . La mult1plicación de 
ambos 13dos de la descomposición en fraccion~ parciales por el mínimo comUn 
dcnom1nador.x(x -3)(:< - l),nosda 

4x' + 13., - 9 • A(, + 3)(., - 1) + fü(, - 1) + C.r(x + 3) 

- A(r! + 2r - 3) + H(xl - r) + q.r: + J,) 

• (A + 8 + C).,' + (2A - B + 3C)., - 3A 

Al igualar los coeficientes de po1enc1as semejantes de .r en cada lado de la úl!11na 
ecuación. obtenemos el sistema de ecuaciones 

{

A +B+C • 4 
2A - B + 3C • 13 

-JA • - 9 

Usando los métodos de la sección 8.5 1endrcmos la solución A • J. 8 • - 1 y C • 
2. En consecuencia, la dcscompos1c1ón en fr:1cc1oncs parciales es 

41'! + 131' - 9 3 - 1 2 
-------+-- +--
x(x + J)(r - 1) x x + 3 x - 1 

Hay una rom1a al1ema para cncon1rar A. 8 y C si todos los factores del denomi­
nador son lineales y no rcpc11dos, como en C!lte e1emplo. En lugar de igu.1lar coefi­
cicn1cs y usar un sistema de ecuaciones. comen.tamos con la ecuación 

4.r: + 13.r - 9 • A(.r + J)(x - 1) + H4T - 1) + C.\(,, + 3) 

A continuación sus111u1mos ,atores por .r que hagan que los fac1ores x. " - 1 y 
x + 3 sean iguale!> u cero. S1 .r - O y s1mphficamos. obtenemos 

- 9 • - 3A o A • 3 

S1 .r • 1 en la ecuación. nos llc,a a 8 • 4C. o C • 2. Por último. si .r • - J. cnton­
ces tcncmos - 12 • 128. o scu B - - 1. 

QH'li11•11 Una ducomposición en fracciones pardales 
que contiene un fador lineal repetido 

Encuentre la descomposición en fracciones parciales de 

r: + 10\'" - 36 
.,(x - 3)' 

SOLUCIÓN 

El grado del numerador. 2, es menor que el grado del denominador. 3. de 
modo que no~ requiere di, isión larga. 

El dcnonmmdor.x(.r - 3):. ya es1á en forma fac1ori7..ada. 
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r or la regla A con m - I, hay una f rncción parcial de la forma A :e corres­
pondiente al fac1or .r. A contmuac1ón. aplicando la regla A con m - 2. encontra­
mos que el foc1or (.r - 3)1 determina una suma de dos fracciones parciales de 
la forma 8{r - 3) y C-'(.r - 3)1. Asi, la descomposición en fr:1ccioncs parciales 
tiene la forma 

t ! + 10.x - 36 A 8 C 
- .,""'-(.,---cc3)7' - - -;-- + -, ---3 + -,,-_-3-)' 

r Para encontrar A.By C, cmpc.tamos por muh1plicar ambos lados de la 
descomposición en fracciones parciales del paso 3 por el mínimo comün dcnom1-
n3dor, x(x - 3)"'· 

x! + IQr - 36 • A(:c - J)! + Br(:r - 3) + C.r 

• At,' - fu+ 9) + B(, ' - lr) + C., 

• (A + si,' + (-6A - 38 + C).r + 9A 

A continuación, igualamos los cocficicn1cs de po1cncias scmcjan1es de r. ob1c­
ntendo el sistema 

{ 

A+B - 1 
-6A-3B+C • IO 

9A • - 36 

Este s1s1cma de CCU:lC1011es tiene la solución A - - 4. 8 - 5 y C - L La descom­
posición en fracciones parciales es. por lo tanto. 

<' + 10. - 36 -4 5 1 
- -+--+--

,{, - 3)' ., , - 3 t, - 3)' 

Como en el eJcmplo 1. 1amb1én podrfamos obtener A y C s1 comenzamos con 
In ecuación 

,, + IQr - 36 • A(.r - 3)' + Bx(r - 3) + C., 

y luego sus111mmos valores por x que hagan que los factores .t - 3 y :r sean iguales 
a cero. Entonces. si x - 3. ob1cnemos 3 - JC. o sea C - l. S1 x • O. tendremos 
- 36 - 9A. oS1..-aA - - 4. El valor de B se puedeencontrnrcn1onces usando una de 
IM ecuaciones del sis1cma. • 

l!H'UH•II Un.adescomposkiónenfr.acclonespucl.ales 
que contiene un f.ador cuadrático Irreductible 

Encuentre la descomposición en fracciones parciales de 

4xl - r! + 15.r-29 

2'·1 
- _. : + 8.t - 4 

$O LUCIÓN 

El grado del numerador. 3. es igual al grado del denominador. Así. se 
requiere d1v1sión larga y obtenemos 

4.r1 - r ! + 15.i: - 29 r 2 - r - 21 
2., ' - .r= + 8.1: - 4 -

2 + 2.t' - x = + 8.t - 4 

Pe El denonunador puede factonarsc por agrupación, como sigue; 

2x' - ,, + &. - 4 • x'(2x - 1) + 4(2.r - 1) • (,' + 4)(2.r - 1) 
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Aplicando la regla B al fac1or cuadr3tico irreducible r + 4 del paso 2. 
obsc.,"'T"Vamos que una fracción parci:11 llene la fomu (A.r + B).(T + 4). Por 13 regla. 
A, umbién ha.y una fracción parcial C '(2.c - 1 ) co1TCSpond1cntc a 2t - 1. En con­
secuencia. 

Al multiplicar ambos lados de la descomposición en fracciones parciales 
en el paso 3 por el mínimo común denominador. {x1 + 4)(2x - 1). obtenemos 

x' - s· - 21 • (AT+B)(2x - l)+C(x' +4) 

=- 2Ax1 - Ar+ 28r - B + Cxl + 4C 

• (2A + C).r' +(-A+ wi,- 8 + 4C 

Esto nos llc,·a al sis1cm.:i 

{

2A +e - 1 
-A +2B e -1 

- 8+4C • - 21 

Este sistema tiene la soluc16nA - 3. B - 1 y C - - S. Entonces. la descomposición 
en fracciones parciales del paso 3 es 

X : - X - 2 ( ].l + 1 -5 ~-~~-~---+--2.r1 - .1. : + &x - 4 r: + 4 2x - 1 · 

y. por lo tanto, la dcscomposic,ón de la expresión dada (,ca el paso 1) es 

4r1 - _.: + ISx - 29 Jx + 1 - 5 
2.t1 

- X: + 81 - 4 -
2 + X: + 4 + 2x - 1 

D:mtü:&I Una descomposición en fracciones parciales 
que contiene un factorcu~dritko repetido 

Encuentre la dcscompos1c16n en fmcc1ones parciales de 

Sx1 
- Jx: + 1x - 3 

(x1 + l)l 

SOLUCIÓN 

El grado del numerador. 3. es menor que el grado del dcnomm:1dor. 4. de 
modo que no se requ iere d1v1s1ón larga. 

El denominador. (r + IY. ya está en fonna foctorizada. 

Aplacamos la regla B con n - 2 a (.r + 1 r. para ob1em.,- la dt.-scompoM· 
ción en fracciones parciales 

Si'- ]x: +1, - 3 At+B ü + D 
------ • --+---

(,' +!)' ., ' +I (x' +I)' 

Multiplicamos ambos lados de la descomposición del paso 3 por (x-1 + IY 
para ob1encr 

Sr1 - 3x1 + 7r - 3 • (Ax+ B)(r : + 1) + Cx + D 

- At ' + 8.( ? +(A+ Q.t + (B + D) 
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Comparando los cocfic1cntcs dcx' y r. obtenemos A - S y B • -3. Por los coc• 
fic1cntcs de "· observamos que A + C - 1. Por lo tanto. C - 1 - A - 1 - 5 - 2. 
Por úllimo. comparamos los términos cons1an1es y obtenemos la ecuación 8 + D 
- - 3, por lo que D - - 3 - 8 - - 3 - (-J) - O Por consiguiente, la descompo­
sición en fracciones parciales es 

S\' - 3x1 + 7r - 3 51'" - 3 2.l 
(x' + 1)' • ,, + 1 + (,' + 1)' 

m Ejercicios 

Ejn-. t .. J(l: Eneuenln: la dC'Komposkión c-n ínieclona- pan:laln. 

&,- 1 
1 ----

{1' - 2)(1' + J) 

3 ~ 
r 1 - 4x - 12 

5 
4r1 - IS.t - 1 

(< - I)(,+ 2)(x- 3) 

19,1 + 50.l· - 25 
1l lt' - s,: 

1'1 + 19., + 20 
r(x + 2),,· - S) 

8 
37 - 11, 

(1' + l)(,tl - 5x + 6) 

12 ~ 
,· + 10., + 25 

13 _..:_ 6 14 2':+_, 
(.r + lf(lr - 1) (x - lf(x + 1)! 

lS 3.,i+ 11,?+ 16.t+S 
16 

4.t• +Jt!+S.t-2 
.t(t + 1)1 .t'(, + 2) 

17 ,.: + f - 6 
(1'1+ l)(, -1) 

21 Jx'-4_,:+3.l"-3 
x ' + 1-ri 

2.t• - 2.t- 1 + fu! - s, + 1 

25 .t' - tl + r - J 

J.t1 
- (6 

27 - .--
,. - 4t 

29 
4.t' + 4r' - 4r + 2 

2r1 
- r - 1 

22 2.t) + 2t! + 4.t - J 
.t'+.l'Z 

1,1 + 11' - 1 
24 ~ 



Nifüi'iH;I EJERCICIOS DE REPASO 

[ ju. 1- 16: HHUt'IVa t'I siJlt'.nta. 

1 { 2r-3J • -I 
5.1 +•h • I 

{

3.t+ ). -2;.--1 
9 2.f-:h+ :• -1 

-lt + S,· - : • -2 

{

4 , - 3, - • • 0 
11 t- .,·- :-o 

3r - , + J: • O 

( 2c k ,)JW9ci.ulqo1cr 
num .. "1'Urtal, 

{ 
;r - J.}' - ,1 

l -2x+6J•2 

4 {J.'l + )'l • 25 
;r - _\' - 7 

{

2, • ,., + 3: 

6 :r -,·1 +:- 1 
,..: . f! 

1 n ., .. 

{

.+h • O 
10 ,-s: - ' 

2' + :• -1 

{

2x+ ,, _ ,-o 
U , - 2,-+ :•O 

3.t+J,•+2::•0 

(O.U.U) 

{

2x+ ,. 6 
14 t - 3,· • 17 

11+:h• 7 

(S<: 1, 19!< +52.t)~racualqu,crnúmerorcalc 
4 1 2 
-+-+---1 
.t , . ! 

1S .!_ + 2_ - ..!._ • 1 1 t , 11 
X _y ! 

1 1 1 
-+-+-•4 
.t' ) ! 
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16 
Jx + 2_,, - :: + .. • 13 

{ 

2x- >'+ 3. - • - -3 

,·-:h+ ::-2 .. ---1 

-,+ ,· +-k+J .. • O 

Ejn . 17- 20: Tnn la gr,nca dt<I sist t<ma. 

{

,-2,s2 
19 J-1,s4 

2'+J:S4 

, ., 

Ejt<r. 21- 22: f.'.nt utnltt ua 1i,1,ma dt dn lgualdadn t uya ¡:,ri• 

21 22 

t:jc-r. B -32: Eip~ como u••1ola 1na1rlL 

[
2 -1 º] 2 -1 3 

23 3 O -2 O 3 O 
1 4 2 

24 [ ; -m:J 
25 u m~ ; -n f. 
26 [ ~ -

2 
~][~ _;] 

•' 
1 
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32 H 2 ~lH 2 ff 
Ejer. JJ-36: EneuenlTt la in,tna de 11 matriz. 

36 [~º -!] 
37 Use el resultado del CJCrCICio 33 para n:sohcr el .sistema 

{ 
Sx-4r• 30 

- lr+2,,• - 16 

38 Use el n:sulcado del cJcrc1cio 14 para rcsohcr el sistema 

{

2, - ' - - 5 
X + 4\• + 2: - )5 

3x - 2v + : - -7 

39 40 

Ejt r. 41-48: úatutnlrt tt deit rmlnanlt d t la matriz. 

[ 

1 
-2 

47 _; 

-1 

O -1 

-3 2 

1

1 2 O 
3 4 

48 0 O 

o o 
o o 

42 [! -:] 

44 [-! -3 :1 
3 - 1 

46 [! -~ _; !] 

; ~¡ 
O -1 

-4 2 

3 

[ju. 49-SG: Resutlu la « u1clón ~ - x/1 = O. 



[jtr. 5 1- 51: Sin upandir, upllqut por quf ti tnundado n 
\rtdlldtro. 

,, li . -!!- ,,J¡ i -ll 
sz l: . l l= , ~I 
SJ l:.ncucntre el dc1emunan1e de la matnz: (o,,) den X m en La 

quca- =Oparai-t./ 

S4 Sm expandir. dcmucsirt que 

1

: : !::1-0 
1 c a+ b 

EJtr. 5S-56: UH la rtgla dt Cramtr pu• ruoh·tr ti sis1tm1. 

SS {5., - 6_1 • 4 
'.h+71· • 8 { 

21: - JJ + 2: • -3 

S6 -lt + 2J + : • 1 
4.r+ _1·-J:• 4 

f.Jt-r. 57-60: f.nut'n1u l1 dnt'omposldón tn íncdonn pu­
d a lft. 

SJ •h: + S4.t + 134 
(t + J)(.11 + 4.x - 5) 

59 
.r: + 14.r - 13 

.r' + 5x1 + 4.r + 20 
.(J + 2.r1 + 2J' + 16 

60 
r' + 1.x1 + 10 

61 Rtttao dt u,rtpo La cabeza g1n,tona de un aspcnor con 
akancc de SO pies se colocará m d c1..-ntro de un campo 
rcctangul~ (\-ca la figura) S1 d hca del campo n de 
4,000 ~ ) c-1 agU3 debe llegar JUSIO a l.u esquinas. encuentre 
lu d1mcnuoncs dd t"ampo 

(J[RCICI061 
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62 l:ncucmn: las cc-uac1oncs de las dos n:-clas que son tangmlcs 
al circulo r + ,., = 1 y pasan por d punto (0. 3) (S11gt'rt'n• 

~'" sea r = m.t + J. y dc1cnmM l:u cond1c1oncs en m que 
ascsurcn que el s1slcma 1m¡_a sólo una <;0lución .) 

63 0imenl-i°""1 et. una pkta Una pista circular h:lbr.i de 
lc:ncr un ami de carttra.!i de 10 pies de ancho idn:dcdor dd 
cx1cnor (\·ca la figura). La d1.nanc1a mtcnor •lrtdcdor de la 
p1sl.ll debe SCI" 90' • de la d1s1anc1a alcnor lncucntre las 
d1mcns100CS de la pista 

EJUCICIOIJ 

64 Co-ntabi d.t de no nuu Un coo1ador debe p:agar 1mpucs• 
IOS y bonos de n6mma a los empicados, tornando parte de las 
UhlKbdcs de $2.000.000 de la cmpr-csa. El ,mpwsto towl c.s 
40-• de la canudad restante después de pagar los bonos. y C'I 
lOlal pagado en bonos es 10-. dc lacanudadre,:t:wtcdcspuk 
de 1mpuei1o.s Encuentre el 1wl de 11npucs1os y la can11<bd 
1otal en bono.s 

6S Retaareinwnbote UnamuJcrremaenunbo1c l .7S m1llas 
aguu 1UT1ba en con1ra de una comente cons1an1c en 35 nunu-
1os. A contmll3C16n rema La nusma d.Js1anc1a aguas aba,o (con 
la misma comente-) en 15 minutos Octcrm,nc- la ,clocid.ld 
de 11 corncn1c y la \ClocHbd cqu1ulen1c a la que se puede 
remar en aguas 1runqu1tu 

66 C1 -o h :it1 1.1 ffU!tcla di, fr ~tH u1 Un con1crt1an1c 
desea mezclar cacahua1cs con costo de SI 85 por hbra con 
puas a un cosio de SI .JO por hbrn para oblcncr 55 hbn.s de 
una mezcla con un costo de SI .55 por hbra.. ¿Cuint.u hbras 
de cad3 111gred1en1c debe mczclar'1 

67 V~jit ~ ~ Cencof'M Supongamos que un Concorde, 
\.Olando con \ 1Cfl10 de cola, podría hacer C'I V13JC de 
3470 nullas desde Nuc,,a Yorl a Londres en 2.S hons El 
\-l.:IIJC de regreso. contra el 11cn10, es de 2.75 hora) Calcule, 
con una aprox,mact6n • la milla por hora más cacana, la 
.. c1oc1diid de crucero del •"ión y la ,cloc1d3d del vienco 
(suponcl"l"IO!I que W ,docl(bdes son con'.lilantes) 

68 C~ s Tres 1ubos de entrada. A. O y C. se pueden 
usar para llenar un 1anquc de almaccnanucnto de agua de 
1000 ft ' Cuando los tres tubos csljn a1 operación, el tanque 
se puede llenar en 10 horas: cwndo sólo se us.:an los tubos A 
y 13, el llcmpo aumenta • 20 h<ns Con los tubos A y C, el 
1anquc se pocdc llenaren 12.5 horti. Encucn1rc- los c.,,ud.Jk~ 
md1v1dualcs (en ft\ 'h) de cada uno de los trei tubos. 
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69 Cu1os por envio .... un atm.1cff1 Pan. embarur un 
pedido de 150 ucntonos de oíK:ua. un d1s1nbu1dor de 

muebles debe cn,..,;u- los cscntonos desde dos alffl3Ccnes 1:1 
COSlo de crwío por l.'SCntono es de $48 del almacén pomcntc 
y de S70 del almacén onemc S1 el costo lota! de cm lo es 
S8.410. ¡,cuántoscscn1or1os se cn\·lan desde cada ub1cactón,. 

70 Tarif1t de- cOffff ••prk Un3 empraa de correo exprés 
hace un cargo de S25 por entregar una carta de W'I dla al 
s1gu1cntc, siempre que hls d1mc1moncs del sobre e~ti.ndar 
uusfapn lM s1gu,cn1cs tres cond1c,oocs; a) la long1tOO. la 
mayor de bs 005 d1mcn.1101"1cs, debe ser de 12 pulgadas a lo 
sumo; b) el ancho debe scr de 8 pulgadas a lo sumo; e) el 
ancho debe ser por lo menos la m113d de 13 loog11ud Encucn­
m: y pu fique un smcm;a de desigualdades que dcsrnba todas 
las pos1b1hdadcs para las; d1mcns1oncs de un sobre c-slánd3r 

71 Act,wi ,ud1 unn, to Un\enadoP3saddfaen1rcs 
:tet1"1dadcs bás1e,u descansar, bu~ar ahmcnlo y pastar 
Por lo menos 6 horas de cada día debe pasar dcs<:ansando. 
y el numero de horas que dedica a buscar ahmenlo debe 
~ por lo menos el doble de las horas empicadas en pasuu. 
Usando r como el numero de hOl'lls empicadas en busca de 
alimento y _,. como el número de horas empicadas en pa..'11.u. 
cncucn1rc y gra.fiquc el s1s1cm:1 de dcs1gU:11d.3dcs que dcs­
cnba tas posibles d1v1s1oocs del dia 

n Pn.ir.am.«:J "'d4 lai produc.uón Un:1 empresa fabnca una 
podadon de césped y una con3don cléctnca. EstO!li do! pro-

duelos soo de una cahdad uu, alta que b en1pres3 puede ,1;n­
dcr lodos los prodllctos q~ fabnqoc. pero la capact<bd de 
producción es hm11ada en ircas como m:.qu1nado. i<tld:idura 
y ensarnblaJC Cada SCUW\a, la empresa dispone de 600 horas 
pana maquinado. JOO pam soldadun, y 5SO horu pan cns:un­
bbJC H numero de horas m-ccsan:u para la producción de un 
solo ankulo se muesull en la s1guien1c mbl.3 Las uulidades 
por la ,cnu de una pod3donl y una cortadonl son de S 100 
y S80, f'CSJ)CCIJ\lt,l\'ICI\IC tO.W11as poda(b'as y cortadoras 
deben fabncarsc cada scn\af\3 p;u-a ma:um17,.ar b uultdad" 

FNMl11et • \l~■l■ado Soldad■n [■u•bbjt 

Podadora 6 S 

C"'1adon 

73 Mu. il.Ui. .,, •1 "'l"9M por ln"'"stnf'lf!II Un malnmomo 
de Jubilados desea 11\\cmr $750.000, d1,.crs1fic:uldo la m,e,­
slón en 1rcs árcn una acción de allo nesgo q11C ucnc una tasa 

dcrrnd1m1C11toanual cspcr.l<b (o mtcr6;)dc Ir •. una acción de 
baJO nesgo que llene un rtnd1m1c1110 tin1.13.I csperndo de 811 •. y 
boooscm111dos por el sob1crno que pagan un mlc-résanual de 
4•• y no tienen riesgo. PJra proteger el \'llor de la m, cn16n. 
la pattJ:l desea colocar por lo menos el doble de la cantidad 
en la acción de ba,o nesgo que en la acción de alfo nesgo 
y usar el f'CSIO pan. comprar bonos:. c,Cómo deben Ul\Cfflf' el 
dmcro para ma.'<1mizar el n..-nd1m1m10 anual esperado? 

@•m••m•j EJERCICIOS PARA ANALISIS 

1 a) b flc1I lhrsc cuenta de que el sastema 

{
" + 2\ • 4 
., + 2, • 5 

no ucnc solución. Sea x + ba· = S la scgund:I CCU3CIÓn 

y dcspcJC b = 1.99 y b = 1.999 en el s1s1cma. Tenga en 
cuenta que un peque&> cambio en b prodocc un cambio 
consl<k.-rablc en r y r Tal sistema se conoce como si.1• 

1rmu mal (J(.'00(/idonuJo (wu dclin1ci6n prn-isa se d:I 
en casi todos IO!li 1cx1os de :1nihs1s numénco) 

b) ln este sulcrna dcspcJc .r y) en lénmnos de b, y nph­
quc por qué un pcquctio cambio en b (para b cercano a 
2) produce un cambio un portante a, x y , 

e) S1 b se hace muy grande. ¿qué le ocutTC con la solución 
del s1s1cnu.'' 

2 T.,...._, s lu,u racióftft1vf'S COMuheclcjCTC1CtoJ2 
de la sección 8 5. Suponga que las poblaciones 1mc1alcs de 
a, es en las islas A. B y C soo de 12,000. 9000 y 14.000. rcs­
pcc11,.,,mcn1e 

a) Rcprcscnlc bs pobl:.cJOOCS m1e1alcs con una matnz D 
de I X ) . Rcpmcn1c las propo«ior.c, de las pobla-

ctones que emigran • cada isla ron una matn7 E de 
J X J. (S11gtT1'1k·1a el prmk:f rcn¡lón de E es 0 .90, O 10 
y O OO. lo cual 11'<11ca que 'Xr'• de las a,cs en A se que­
dan en A. 10'• de las a,cs en A cm1gr211 a By mngun:i 
de L,s a,cs en A emigran a C.) 

b} Encucmrc el producto F = DE e mtcrprc1c el i1gr11fi­
cado de los elementos de F 

e) Us.ando calculadora. mult1phquc ¡.· por E y con11nuc 
para mult1phcar el result3<lo por E tusu que apart'ZC:I 
un patrón ,Cuil es su conclusión? 

d) Suponga que la matrlZ D inicial de población es igual 
a (34,000 500 5001 Muluphquc D por E y contmuc 
para mul11phc.1r el rtSult'Jdo por E hasta que aparcn:a 
un P3trón c,Cual es su cooclustón? 

3 Explique por q~ W\J ffllllrlL no cu:ldnda A no puede ll"nel" 
una m,ersa. 

4 011.triblKiófl CR di ro El rector de una un1unt<bd ha 
nx1b1do presupuestos del director de deportes (DD), del 
decano de cstudtantcs (DE) y del pmndcntc del conscJo cs1u­
d1.m11l (PS), cn los quc proponcn as1gn:tr rondo~~­
tales a las 1rcs áreas bás.1cas de becas. acll v1dadcs y SCf'\ 1c1os 
para cs1u,h:;m1cs, como se mucsira en b 1abla 



l!I COI\SCJO de admm1s1r.1C1ón ha 10hc1tado que 1oda la d1stn• 
buctón de fondos para csuu 1rci Arcas quede m l:u s1guten­
tcs proporciones becas. 34'•; ae11v1<bdcs, 33',i,., y scn,1cios, 
33'•· Dctcrmrnc el porccnlaJc del total de ÍOfldOS que dcbr 
asignar el rector a cada departa.memo. par.t que los porccnta­
JCS gaslados en estas 1rcs áreas 1e •Justen a los rcqucnm1m-
1os dc:I oonsc,o de adn11n1s1racioo 

S S1 (' + a.~ + /tr + C" = O tiene raíc~.t" = - 1, 2 y).cncucn­
trc u. b, t' y la cuarta raíz. de la CCU3C1ón 

6 hptoracion de un cubo Use el método de ta m,·crsa pan 
encontrar la ecuación del cubo que pasa por los pun1os 
( - 6. - 6), ( - 4, )). (2. 2) y (6. 6). Ahona SWíUIU)'a el punto 
( -4, )) t'on (-4. 1·). donde I loma \illnOS \'alorn ~111,os y 
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ncgal1\ios, y encuentre la ecuación que pasa por esos pun1os 
"QIX obscnac16n general puede hacer acerca del aspc-c10 de 
la gr:ífiu y los COCÍK:1Cntes de su ecuación cuando el nlor 
de 1· se hace grande pos111,o o grande n.:-¡311,07 S11gt'rrncio 

pan fac1hw cs1e proceso. asigne 

(Ckl. llr + [Ckl. llr + (Ckl. 11, + (Ck4. 1) 

■ Y,, donde (CJ = [AJ • fHJ 

7 Ocmues1rc e•) de la J)Ag1na 617. 

1 l::.ncucntre, s1 posible. una ccuactón de 

•> una recia 

b) undreulo 

e) una p.1ribol:1 con CJC ,cr11cal 

d) una cub1c:1 

•> Ul\3 exponencial 

que pase: por los ll"C$ puntos P(- 1, 3). QIO. 4) y R(3. 2) 



i- CAPÍTULO , EXAMEN • 

{
r+,.l •IJ 

1 Rcsuclu el s1s1cm11. . · usando el mé1odo de sus111uct6n. 
\ -X • 1 

{ 

,, _ ,,, _ 40 

2 Rcsucln el s1s1cma 2.r + ;.2 • 
107 

u11h7,11ndo cualquier mciodo 

l Encuentre dos numeros que tengan un:i d1ícrcnc1a de 8 > un cociente de J. 

4 Una recta 1nterscca el CJC ,. en 5 y es tangente al circulo r + ,.: = 10 l:.ncucntrc los 
pun1os de tangrocu pos1bks 

{
4.r - 7\ • 9 

S Rcsucln el sistema Sx + h • 1 1 
usando el método de chmmac,ón 

{
-0.Jt + O,,h • -0.9 

6 Rcsuch'Jicls1s1ana 
9

,. _ 
12

,. . 
28 

uYndocualqmcrmétodo 

7 Rcsuch·a d sistema ,. ~ us:1ndo cu.alquu:r método. 
{ 

,, - ',- - - 1 

- llr+-'> • 20 

8 Una ~ucfta f.lbnca de muebles produce sofh y sillones rcdmablcs Ca<b soll 
rcqu1crr 6 horu de mano de obn y SISO de n\3tcn.alcs. nucntras que uru silla se puede 
pnxfocar con SIJ5 en 7 horas La empresa tiene 4Cl.S horas de mano de OOOII d1spon1bles 
cacb semana y puede pagar $10,575 en matcnalcs. ¿Cu.intos sillones y soras se pueden 
producir s1 1od.1s las hoc'U de trabaJo y 1~ los matcnalcs se deben u1th7.ar" 

{ 
ui < , 

9 Trace uo:1 grtlica del s1s1enu r + _,.J ~ 25 

10 Encuentre un s1stem:1 de dcstguakladcs p:ira la gráfica. 

fJEllCICIO 10 

++++++.+,>-..+-++++► ., 

11 Una mu,JCr con $25.000 para m\crt1r decide colocar por lo menos S3000 en UJ\3 m\Cf• 
s1ón de aho ncs~ y de aho rcnd1m1cn10, y por lo mcnolll cu:.i1ro \CC~ oa c111mdad en 
un fondo de baJo nesgo y de baJO rcnd1m1cn10. Encuentre y gr:afiquc un s1stcm:a de 
des1gw,ldadcs que descnba tod3s l.u pos1b1hdadcs para colocar el dn'ICro en las dos 
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12 Dibuje b región Rdctt'rm1naib. por1r ~ O, 1· ~ O.x + 1· ~ 6y .'t + 21 ~ 8ymarqur sw 
\.-ér11ccs Encuentre el ,alor miximo de C- l:c +,.en R 

13 U.u conmntdad desc:a comprar au1obuscs usados y c.am1oncl2S pan su s1s1cma de 
transpone público La comunidad puede pagar no mas de S360.000 po, los "ehku• 
los) no mis de Sl.400 por mes para mantemnucnlo Las eam1ooctas se vl."flOC'n en 
$20,000 cada una> los cos1os de m:m1cn1m1C1110 son de S200 por mc, en PfomedlO. Las 
csumac,oncs correspondientes de costo p:1ra cacb au1obus ton de S60.000 y SJ60 por 
mes S1 cada canuoncta puede llevar a 20 pas.1Jcros y cada au1obus puede acomodar a 
.SO p:HaJtt<K. dc1crmmc el nun~ de cam1oncw y autobuses que se: deben comprar 
p:lra 11\3Xlffll7.M la capacidad de p3s.11JCfOS del SISICma 

{

3x + 21 - : • _ , 
14 U11lice m:m1ccs pana n:solH·r el s1s1cm:a ,. - -'> + 2.::- • JO 

51+:: --8 

{

,+2•+ ,-o 
1S Uuhce matrtee:S pana rc:.ohcr el s1s1cma x - 2, - 7.::- • O 

r+3J+3;: • 0 

16 1 lay 1rcs lineas de anclaJC, con un peso de 51 , 49 y 28 hbras, caib una compuesta de una 
cuerda. una cadena y un andJ1 Las lineas 11cncn 100, 60 y 40 pies de cuerda y 4 . 8 y O 
pu~s de cadena. rcspcc1.1 .. amcnte. Encuemre el peso de La cuerda y el de La cadena por­
pie lineal, asl como 1amb1én el peso del ancla 

17 J:.ncucmrc una ecuación del pohnomio cubico .ft, 'f) = tu' + h.'r + C'f + d que pa5a por 
los pomos P(O, -7). Q( 1, - 8), R(2, - 1) y SU, 32) 

19 S1A • [ º 
-7 

B • ,cocucn1n:A - 28 [
S 7 -IJ 
4 -2 0 

21 En una \cnla de l1qu1dactón de golí, los Juegos de hierros para hombre se \cndcn en 
$100, los Juegos de madtta en $80 ) los híbndos en $30 Los JUel,'05 de hierros para 
muJCr se ,cndcn en S90. los Juegos de m."tdcra m S75. y los híbodo!i en $20 1:.1 ,n,cn• 
111.no actU31 es el s1guienu· 

Ho•bm !\l■jtfff 

Juq:os dr hirrros ll 7 

Jurr;os dr madera JS 12 

flibrldo1 40 19 

Org,anJCC estos d:i1os en una ni:1.tn2 de 1mcntano A y una ni:i.tnz de J)fCCIOS B parn. que 
el producto C == AB cs1é definido Encuentre C y dcscnba lo que rcprcs.cman sus ele• 
m<nlOS. 
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22 Encuentre la 1n\t1'Sa de la matnz A • [ 
1 2

] usando transfonn3(:wnes ckmen-
talcs de renglón - 4 - 7 

23 Rcsucha el s,sicma · usando el mttodo de la ,n,ttSa. Escnba la ccua-{
5.f+3)•-8 . 
2.f - ~- • 10 

clÓn matnci:al empicada. par2 rcsohcr e l s,s1cnui. 

-4 9 3 
24 S1 A • 8 -4 

1

3 5 -1 

_; º:] ,;, i,ClUSIC A 11 b:phquc. 

o o 
-2 4 -, 

Ene""""' d m"'°' Mn de [ -; 

- 3 

_:] 2S 

[-9 -4 -;] 26 Encuentre el cofactor A11 de 7 1 

-6 -2 

27 l:.ncucntrc el dctcm\mantc de la matnz A • [ ~ 
-2 

-5 _,] 
6 5 
O 3 

21 ScanA • [ ~ !]., -[~ ~] yftr)=1A - dl.Encucn1rclosccrosdeftr) 

29 Sm expandir. c:cphquc ¡,Mqué 1-~ =~ ~ 1- O 
-2 -5 3 

30 Encuentre el dctcrmmanlc de la matriz A • [ ! ! -:J después de mtroduc1r 
-2 1 O 

ceros y use el teorema en las transformoc,oncs de renglón y columna de un de1cnru• 
nante 

{ 
6x - 5J • 38 31 Use la regla de Cran)Cf para rcwhcr el ~,stcma 

-2.1" + Jr - - 18 

32 Encuentre la dcscomposlCión en fracciones parc,ale5 de (.1 :;;, 
1
~ I) 

33 Encuent re la descomposición en fracc1ont'i parc1alcsdc -,:l i:/:.-
3
: 

15 
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~ Permutaciones 
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distinguibles 

19181 Probabilidad 

9 
Sucesiones, series 
y probabilidad 
Las succsionc!> y la notación de sum:uoria. que se csmdian en la primera 

sección. son muy importan1cs en matemáticas y aplicaciones a,..atuadas_ Oc 

especial interés son las suc~1ones antméticas y gcométncas. consideradas 

en fas secciones 9.2 y 9.3. A continll3Ción examinamos el mé1odo de induc­

ción ma1cmálica, proceso que se empica con frecuencia para demostrar que 

cada enunciado de una sucesión infinita de enunciados es ,·crdadero. Corno 

aphcac,ón. lo usamos para demostrar el teorema del bmom10 de la sccc1ón 

9.5. La úll1ma parte 1ra1a de procesos con11nuos que se prescn1an con fre• 

cucncia en matemáticas y en la \ida diaria Estos conceptos incluyen los de 

pennutacioocs. combmac1ones y probab1l1dad 

.. 
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1 di 
Sucesiones infinitas 

y notación de sumatoria Una s11u.s1ón mfimta arbilruna puede deno1arse como sigue: 

1 Notación duucHión Infinita a,. a,. u, ... u ..... 

[ D•finición d• , umión Infinita 

f lGURA 1 Orifica de un:i su«sión 

(3.CJJ) 

(l; ail • 
· c4.a~) 

1 2 3 4 5 • • 

Por comodidad, con frecuencia nos referimos a sucesiones mfin11a.s como s11ce• 
sione.1. Podemos considerar que una sucesión mfini1a es un cOnJUnlO de nUmcros 
reales que está en correspondencia brnnÍ\oca con los enteros pos1t1,os. Cada 
número a, es un término de la sucesión. La sucesión es ordemult1 en el scnudo 
que hay un p rime r término a

1
• un <regundo térmmo ªr un cuadragbimo q11mta 

1én11i110 a.w y. s1 n deno1a un cn1cro positÍ\-O arbitrario. un n•klmo término ª •· 
Las sucesiones mfimtas se definen a menudo al expresar una fóm1ula paro el 
n-ésimo término. 

Con frecuencia. en rnatcmá11cas se prcscn1:m sucesiones mfimtas. Por eJCmplo. 
la sucesión 

O 6. 0.66. O 666. O 6666. 0.66666. 

se puede usar para represen1ar ¡1 número racional½- En este caso el 11--és1mo 11fr. 
mino se acerca cada , cz más a j a medida que n aumenta. 

Podemos considc:rar una sucesión 1nfin11a como una función. Recuerde de la 
sección 2.4 que una función/es una corrcspondcnci:1 que asigna a c:1d:1 número 
Ten el domimo D cxac1amcn1e un nümcro ./{x) en el rango R Si res1nng1mos el 
domm10 a los en1eros pos1ti\'os 1. 2. 3 • ...• obtenemos una sucesión 111fin1ta. como 
en la sigu1en1e definición. 

Una suctsión infinita es una función cuyo dom1mo es el COllJllnlO de en1eros 
pos111,os. 

En nu ... -s1ro 1rabaJO. el rango de una sucesión infinita será un conjun1O de nümc• 
ros reales 

Si una función/es una sucesión mfimta. cn1onccs a cada en1ero pos11i .. o" le 
corresponde un nUmero real/(n). Es1os números en el rango de/pueden represcn­
larsc escribiendo 

/{ 1 )./(2)./(3) ..... /(n) •.. 

Para ob1cner la fom1a de subíndice de una sucesión. como se ,e al pnnc1p1O de esta 
sección. seaª• - /(,r) para lodo cnlero pos1mo n. 

Si consideramos una sucesión como una función f. cn1onccs podemos considerar 
su gn'ifica en un plano rr. Como el domm10 de/es el conJunlo de enteros pos1t,,.os. 
los úmcos pun1os sobre la gráfica son 

(l. a 1). (2. ª:>· (3, a ,) ..... (n. a . ), .... 

donde ª• es el 11.ésuno tCnmno de la sucesión como se muestra en 13 figura 1. 
A ,cccs usamos la gráfica de una sucesión para ilustrar el componamicnto del 
11-ésimo 1é:rmino " • cuando n numcn13 sm llmi1e. 
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Por la definición de igualdad de funciones \Cmos que una sucesión 

es igual a un.a sucesión 

b,. b:. h,, .. h,., . .. 

si y sólo siª• • b, para todo entero pos1t1\o k. 
Otra notación para una sucesión con n-ésimo 1émurt0 ª• es la.~. Por ejemplo. la 

sucesión t2"l ucnc 11-ésimo tém1ino ª• • 2". Usando no1:1ción de sucesión. cscnbi­
mos esta su<:cs1ón como sigue: 

21
• 22• 2, .. ... 2· .... 

Por definición, lu sucesión (2•~ es la función / dondcft:n) - 2• para todo entero 
po51ll\0 n. 

IJWUWWW Cómo encontrartfrminos de una sucesión 

Mencione los pnmeros cualro 1ém1mos y el décimo lénmno de cada sucesión: 

) { " } a ;;-:¡:-¡ b) (2 + (0.1)') { ,,, } e) (-1) .. '--
311 - 1 

d) {4) 

SOLUCIÓN Para cncon1rar los pnmcros cuatro 1ém11nos. sustituimos, sucesiva­
men1c.,, - l. 2. 3 y 4 en la fónnula para"•· El décimo término se encuentro si se 
sus11tu}e 10 por n: s1 hacemos esto y s1mphficamos. tendremos lo s1gu1ente: 

Sucesión n-bimo lf rmino ª• Primeros cuatro lfrminos Declmo ttrmino 

a) {;,+i} 
b) {2 + (0.1)"} 

e) {<-1) .. '3,,': 1} 
d) (4) 

" ,,+ l 
2 + (0.1)" 

c-1r•-"-'-
J11 - 1 

1 2 3 4 10 

2"J'4'5 11 

2.1. 2DI. 2.001. 2.0001 2.000 000 000 1 

1 4 9 16 100 
2· -s·T -TT - 29 

4,4. 4,4 

La calculadora Tl-83 4 Plus tiene un modo especial de sucesión. El uso de este modo St 

explica al final de esta sección Por :lhorn, consideraremos un método genérico que aplica a 
cualquier calculadorn. 

Para generar una sucesión. usamos el comando 

scq(cxpression, ,ariable. bcgm. end. ,ncremcnt). 

(Si om111mos mcremcnt. el , alor prcdetcmunado es 1.) Generemos los primeros cuatro 1ér­
m1nos de la sucesión del eJemplo la). 

Generar la sucesión. 

•-00 
~GJCDOO:WGJ•CDO 
W8) Q 1 GJ ◄ (D ( ENTER) 

Con\'ertir en fraccionci.. 

1 IIA!lt I CD I ENTER 1 
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FIGURAl 

IJma&li Grifica de una sucesión 

Grafiquc la sucesión del ejemplo la); es decir. 

SOLUCIÓN Los valores de dominio son 

l. 2. 3 .... "···· 

Los valores de rango son 

1 

1+1· 2+1· J+I· 
o bien, lo que es equivalente, 

" 2· J· 4' ;-¡-j°· 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 t En la figura 2 se 11U51ra una gráfica de los pares ordenados (n. ni(n + 1 )). 

Haremos uso de lisras para graficar la sucesión del eJemplo 2. (Una demostración de cómo 
graficar en modo de sucesión en la T(.83 4 Plus aparece al final de la sección.) 

Guarne en una hsta los primeros n enteros pos1l1\os (los valores de dominio). 

Guarne los pnmcros n témunos de una segunda hsta (los rnlores del rango). 

Acl1\e Stat Plol 1 

---(D IENTER ) 

Establezca un visor rcclangular de 
( - l. SJ po, (- 0.2. J. 0.2( y grafique. 

Obscr\'c que nuestro mélodo es f3Cihnen1c adaptable para encontrar 50 términos de la suee• 
s16n (en lugar de 4). 
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Paro algunas succs1011es expresamos el primer térmmo 0
1 

Junto con una regla 
para obtener cualquier término º1♦, a pan1r del témuno precedente 0 1 siempre que 
le ~ 1. Decimos que csle enunciado es una definición recursiva y que la sucesión 
está delimda de forma rrc:ursh a. 

IJii!Jii:.11 Cómo encontrar tfrminos de una sucesión 
definida de forma recursiva 

Encuentre los primeros cuoteo 1énnmos y el n-ésimo ténnmo de la sucesión mfinttn 
dclimda de forma recursiva como sigue: 

SOLUCIÓN Los primeros cuatro 1émm1os son 

0 1 - 3 
O! • 2a1 • 2 • J • 6 

O¡ • 2a! • 2 · 2 • J • 2! • 3 • 12 

ª" • 2'11 • 2 · 2 · 2 · 3 • 2' · 3 • 24. 

Hemos escrito los 1énninos como productos para entender mcJor la naruraleza del 
n-ésimo tém1ino. Contmuando. ob1cnernos a\ • 2~ · 3. ª• • 21 

• J. y en general. 

ª· - 2•· 1
• 3 

para todo entero posi11,o n 

Podemos generar los 1émunos de una sucesión definida de forma recursiva al guardar j 
primero un ,·alor w:,mlft1 (o inicial) en una , ariablc. A continuación escnbunos nuestra dcfi- 1 
mc1ón rccur..1\;a en térmmos de esa \·am,ble y luego guardamos el resultado en la nusma 
\anable. Podemos usar cualquier rnriable en l3 calculadora, pero la mis fácil es la ub1cac1ón 
ANS. porque el Ultimo resultado calculado se guarda autonú11camentc ahí. Enseguida se 
prescn1an dos ejemplos de cómo se generan los términos del ejemplo 3. uno para la \áariablc 
X y uno para 1.a ubicación ANS. (Los comandos rccuni\-OS de la calculadora Tl•83 4 Plus se 
c'tplican al final de esta sección.) 

Para generar una sucesión definida de fonna recursi\'a usando la variable X. use 

Para generar una sucesión delimda de fom1a recursiva usando ANS. use 

3 

1~ 
24 
48 

3 

1~ 
24 
48 
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Notación de sumatoria 

A \.-CCCS encontramos un témuno de una sucesión definida de fonna rccurs1,..a en 
función de dos o más 1énnmos anlcnor-es. como en la famosa sucL-s1ón de F1bonacc1 
(,ea el eJcrcic10 59) y en el s1gu1en1e eJemplo 

Qil *!Jl•II Cómo encontrar tirmlnos de una sucesión 
definida de forma recursiva 

Encuentre los tres 1émunos s1gu1entes en umi sucesión 1nfim1a definida de for-ma 
recurs1,a como Mguc: 

SOLUCION Los siguientes tres térmmos se dctcnninan como sigue 

01 = 3<J~ - 2o1 - 3(7) - 2(4) = 13 

a. • 3<,, - 2u, • 3(13) - 2(7) • 25 

tlj-= 3t1_. - :u,,• 3(25) - 2(13) = 49 

Los s1gu1cn1cs 1rcs términos son 13. 25 y 49. 

S1 se conocen sólo los pnmeros 1érmmos de una sucesión infinita. entonces es 
1mpos1blc predecir témunos adicionales. Por ejemplo. si nos dan 3, 6. 9 . ... y nos 
piden encontrar el cuarto ténmno, no podríamos contmuar-sm mis mformac16n, La 
sucesión mfimta con n~s1mo 1énnmo 

ª• - 311 + ( 1 - r1)1(2 - n)=(J - ,r) 

tiene como sus pr-1merm cuatrn lémunos a 3. 6. 9 y 120. Es posible describir 
sucesiones en las que los primeros 1émunos sean 3. 6 y 9 y el cuano 1Cnn1no es 
cuolq11if:r número dado Esto demuestra que cuaodo trobaJamos con una suecs,ón 
mfimta es esencial contar con mfomlación especifica acerca dd n•és1mo 1émuno 
o un esquema general para oblencr cada lérmmo a partir del precedenle (Vea un 
problcmo relacionado en el cJcrcicio 1 de los CJCrcicios de análisis del capí1ulo 9.) 

A veces ncces11amos encontrar la suma de muchos 1émunos de una sucesión 
infinita. ram expresar con facilulad 1alcs sumas, usamos notación de sumatoria. 
Dada una sucesión infinita 

el símbolo ! aj representa la sumatorio de los pnmeros m 1énninos. como sigue. 

La le1ra gncga ma)'Uscula sigma. I. md1ca una suma. y el simbolo ª• repre~nta el 
k•ésimo 1énmno. La letra k es el indice de sumalorla. o la , arla bit dt la sumato­
ria. y los números I y m 111d1can los \alor-es mimmo y má:umo de la vanable de la 
suma1oria. rcspec11,amcn1e. 
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Ull$i41•Q Enluacióndeunasuma 

Encucnlre la suma J, /ir(k - 3) 

SOLUCION En es1c caso, a, • k1(k - 3). Para cncon1rar la suma. simplemente 
sus111u1mos. en sucesión. los enteros l. 2. 3 y 4 por k y sumamos los 1émunos 
resultantes: 

.*."'<* - 3) • 1'(1 - 3) + 2'(2 - 3) + 3' (3 - 3) + 4' (4 - 3) 

• (-2) + (- 4) +O+ 16 : 10 

Para cncon1ror la suma del CJcmplo Sen una calculadora graficadora, snnplemcnte suma- l 
mos una sucesión 

Genere la sucesión. --~CD @w0(D@wQ,(DGJ 
(x.r.,iJ O I O• CTJ( ENTER) 
Obtenga la suma de la SUCe5.16n. 

--G)QJ 
•• OJ (ENTER) 

La letra que usemos para la vanable de la suma1ona no llene importancia. rara 
1h.1s1rar, SIJ es la variable de In suma.tona. en1onccs 

f U1 • a, + Ui +a, + .. . +ª•• ,., 

que es In nusma sumatoria que fa,. Como ejemplo esp..,---clfíco. la suma del ejem-
plo 5 se puede escnb1r 1

---
1 

Si n es un entero posit1\0, entonces In suma de los primeros n 1érminos de una 
sucesión infinita se denotará por s •. Por CJcmplo. d:.ida la sucesión infinita a ,, ª:· 
al'···ª•·· 

S1 • Cl1 

S 1 • 0 1 +a1 

S, • a, + 0 1 + a, 
S,• a1 +a1+a, +a~ 
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No1e que u1mb1én podemos cscnb1r 

y. para toda 11 > 1, 

S1 • a 1 

S: • S1 + ª i 

S1 • S: + a, 
S4•S, +a.-

s.-s .. 1 +a. 

El número real s .. se llama n•éslma suma parclál de la sucesión infinita a1• ª:· 
a 1 . ... , ª•·· .. ,.y la sucesión 

s,.s:.s, ..... s ...... . 
se llama sucesión de sumas parcia les. Las sucesiones de sumas parciales son 
importantes en el estudio de senes mfimtas, un tema de cálculo. En la sección 9.3 
estudiircmos algunos 1ipos especiales de series infini1as 

Uii!.ilii:,&I Cómo encontrar los t~rminos de una sucesión 
de sumas parciales 

Encucnlre los pnmcros cuatro ténninos y el 11..Csuno t~muno de la sucesión de 
sumas parciales asociada con la sucesión 1, 2. 3 ... .. 11 • ••• de enteros poslll\ o,;:. 

SOLUCIÓN S1 " .. • n. entonces los prnneros cualro 1énnmos de la sucesión de 
sumas parciales son 

s, - ª 1 - 1 

S: • S1 + t1: • 1 + 2 • 3 

S , ..,. S: + t11 • 3 + 3 • 6 

S4 • S , + a .. • 6 + 4 • 10 

La 11--ésima suma parcial s. (cs10 cs. la suma de l. 2, 3 • .... n) se puede escribir en 
cualquiera de las siguientes fonnas 

S. • 1 + 2 + 3 + · · · + (n - 2) + (11 - 1) + " 
S. • n + (n - 1) + (n - 2) + · · · + 3 + 2 + 1 

La suma de térmmos correspondientes en cada lado de estas ecuaciones nos da 

2S. • (n + 1) + (n + 1) + (n + 1) + · · · + (n + 1) + (n + 1) + (n + 1) 

Como In expresión (,r + 1) np.:i.rccc n \-CCCS en el lado derecho de la úh1m3 ecua­
ción. \-CO\OS que 

2S. • 11(11 + 1) o bien. lo que e~ cquiv:.lcnte, 
11(11 + 1) 

s.•-2-
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Para cncorurnr los ténnmos de la sucesión de sumas parciales del cJemplo 6 en una calcu• l 
!adora grnficadora. usamos la función de suma acumul:u1va 

Genere la sucesión. 

Encuentre los 1émunos de la sucesión de sumas parc1alcs --~CD --G)(ENTER) 

Para graficar la sucesión de sumas parciales. podríamos guarcbr los pnmcros n enteros posih­
\OS y la suma acumulativa en dos hstas y luego grnficarlos. como se demuestra en el recuadro 
de calculadora que sigue al e1cmplo 2. 

1 Teorema sobre la suma L de una constante 

Si a, es la misma para todo cn1ero posi1ho k. por ejemplo. a, - e para un nllmero 
real e, en1onces 

~ª• - ª• + " ~ + ª' + ... + ª~ 
•c+c +c+ • .. + c• nc 

llcmos demostrado la propiedad 1 del siguien1c 1eorcma. 

1) Í,c = ,u: 2) i c = (n - m + l)c 
•·• •·· 

Paro demostrar la propiedad 2. podemos esmbir 

• nc - (m - l )c 

z [,i - (m - 1))< 

• (,i - "' + l)c. 

n 1 ""m ». 

EJEMPLOS Suma de una constante 

• ,t7 • 4 ·7•28 

■ ¡~"' • 10 · "' = 10,r 

kónhmia) 
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Teorema sobre sumas 

■ .*,9 = (8 - 3 + 1)(9) • 6(9) • 54 

■ J.5 - (20 - 10 + 1)(5) - 11(5) • 55 

Como se muestra en la propiedad 2 del ccorema pt\.--ccdcntc. el donunio de la 
variable de suma no 11ene que comenzar con 1. Por CJcmplo • . 

,~"'•a~+ "\+ "•+ a1 + a, 

Como 01ra ,ariac1ón. s1 el primer ténmno de una sucesión 1nfin1ta cso0• como en 

cn1onces podemos considerar sumas de la fonna 

1,,1 - (,O+ (l ¡ + "i + .. + "· 

que c.s la suma de los primeros" + 1 1ém1inos de la sucesión. 
Si la vanable de suma no aparece en el témuno a,. entonces t<Klo el 1/!nmno 

puede ser considerado constante. Por CJcmplo. 

porqucJ no aparece en el ténnino ª•· 
La notación de suma se puede usar para deno1ar polinomios. Por lo tan10. si 

fl"'-) = 'lo + ª*·' + "l·-c: + · · · + ,,,.x" 

entonces 

/(-e) s ±llix'. 
•◄ 

El s1gu1cn1c teorema sobre sumas tiene numerosos usos. 

Sa a1• ªi· .... a,. • ... y b1• b: • .. .. b,. . ... son suce.Moncs mfinilas. entonces para todo 
cn1ero pos111,o 11. 

1) 
1
~(a, + bJ • ~,ª' + 

1
~b.1 

2) i(a, - b,) • ia, - ib, 
1•1 l•I l•I 

DEMOSTRACIONES Pan. demostrar la fónnula 1, primero escnb1mos 

!~+~ • ~+~+~+M+~+~+···+~+U 

Usando muchas veces las propiedades conmutama y asoc1a11va de los nümcros 
reales. podemos rcacomodar los ténnmos en el lado derecho p.::aru ob1cner 



Lktasy 1rafi<as 
de Ufl,I WC:itlióft 

9.1 SUcH1onNlnfin1mynotxiOfldewmitorli 645 

±(tt, + bt) = (,,. + ,,! + a, + · · · + a.) + (b1 + b1 + b1 + · · · + b. ) ,., 

Para una demos1rac1611 de la fórmul3 3. tenemos 

~
1
(ca¡_) = c-111 +ca?+ ca1 + · · · + ett. 

• c(a1 + "? + o, + · · · + <1J 

La dcmostrnción de la fórmula 2 se dcJ:1 como eJercicio. 

Uso DllMODO Dr: WC:HIÓN D[l.A.CALCULA.OOU. Tl-13/4 

Presione ( MOOE ) y use las teclas del cursor para dc.stacar 
Seq y Dot. Dcsac11,c Stat Plot l. 

huroduzca 13 sucesión del CJCmplo 1 a). { -" - } . 
n+I 

G;J 1~1 GJ CD 1x.t.~•1 GJ, CD 
Nola: U(nMm) se puede dejar en blanco. 

Escnba la sucesión 

----[DtGJ<[D(MATHJIT) 
( ENTER J 
Escnba un término c.speclfico. 

••m3 mi ... TH 101,NTE•J 

AJUSIC las vanablcs de \-Cnlana para grafiear los pnmeros 
cua1ro té:nmnos de la sucesión. 

( WINOOW) 1 W 4 W 1 W 1 W - 1 W 
5 W 1 W - .2 W 1 W 2 

Pl+U Pl+t2 Pl+U 
nf1in= 1 

·.u(n)l n/(n+l ) 
1.,1(nMi n)B 

·v(n)• 
v(nf"'l i n)= 

·.w(n)• 
w(»f"l i n)• 

(co,mmial 
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como1eMr.r 
UNI SUC:tslón definida 
de forma r«.unlv. 

Para graficar la sucesión pulse (GRAPtt) . Pulse ( TRACE) 
) las u:das de 1zqu1erda y derecha del cursor para , er los valores 
de la sucesión. 

Oc forma recursiva defina la sucesión del eJemplo 3. 

Escriba los pnmcros cuatro 1énninos de la sucesión 

como 1rafklr un11 suctskwl Para gmficar una sucesión de sumas parciales. definimos u como 
desumMpardatts la sucesión de 1ém11nos y v como la $Urna de esa sucesión. 

Demostraremos con la sucesión del ejemplo 6; es decir."• - n. 

~(CUAA){uw@i@ 
•-GJCDa-~CD 
•-□~O•O~GJ•CD O)@,@ 
AJus1e las \'ariables de ,t.-ntana para graficar los primeros 
cuatro 1émunos de las sucesiones. 

( WINOOW) 1@ • W 1 W 1 W -1 W 
s@,@-1@11@1 

Para gmficar la sucesión y la sucesión de sumas parciales. 
pulse (GRAPH) Tenga en cuenta que la pnmcra suma parcial 
es igual al pnmer témuno de la sucesión. 

,1+u , 1+tl ,i.o 
»t!in=I 
.u (n)B2•y<n-l> 
u(nl1in)B(3) 

-.v(r,)• 
v(»Min)= 

·.w(r,)= 
w<nl'1in>= 

D 
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m Ejercicios 

[ju. 1- 16: Entuu1tt los prl.mtrostua1ro rfrmlnos y ti oc1a,o Eju. 29.Jl: Entut'nltt los sigult'nlH lrH li rmlnM dt la suu-
rfrmino dr 1■ 1ucnlón. dón drfinid■ de form■ r«-ursll'I. 

1 {12 - 3n} 2 {5,,3-2} 

3 {~} ,,i + 1 4 {10+~} 
5 {9} • {vi} 

, ¡2 + <-o.,rl 8 {4 + (O.lt} 

9 {<-1r-1 n 2: 7} { 6 - ,,, } 
10 <-Irv':'+i 

11 {I +(-Ir-'} 12 {(-1)"•' + (O.l t"'} 

13 { 2' } ~ 
14 {(n - IX• - 2)(n - J)} 

15 "• es el nümcro de po!IICIOOCS decimales en (0 1 )' 

16 u. es el número de enteros posill\.OS menor-e:\ que n1• 

[ju. 17- 20: Gr■fiqut 11 suustón. 

17 { "?.} 1• m 
19 {(-lr"',r) 

[jt'r. 21- 28: [nNrnltt Sos primtroi dnco cf rmlntH dt 111 s-uc~ 
slón Infinita definida dt' form■ r«unh·■• 

29 01 - 1. "~ .., 2. "'•' .., 2ao + Jo, .. 1 para k .i: 2 

pank~I 

Ejn. JJ-36: [ntut'nlrt' los primeros cu11ro rfrmlnos dt' la 
suu·:sión dr sumu parrl■IH p■r■ la iucnión dada. 

n {1 + l•l 
35 ((-ir•·''} 

34 {1/,r) 

36 <<- Ir<I1m 

t:JC'r. 37- 52: EncuC"nlrr la su1n1. 

39 .*.<"' - 5) 40 á\[I + (-lf) 

41 .t•<•- 2) 42 !(A:- l)(A:-3) 

43 ± !..:_2 
,.14- l 

44 ± ....l._ 
1.1 k + 1 

45 .*. (-3)'"' 46 tJ(2') 

47 ¡~ 100 48 %5 
49 .%) 50 .i,2.1 
S1 ±~~ ~· S2 t(3j+2) 

21 u1 • 2. ai.1 • 3u1 - 5 Sl 0...'ffluestrc la fórmula 2 del 1corcma f.Obrc sumas. 

22 u, • 5, 

23 "• • -3. 

24 "• • 128, 

2S u,• 5, 

26 u, - 3, 

27 01- 2, 

28 U1 • 2, 

S4 Exucnda la fórmula 1 del 1corcm1 sobre sumas a 

0
~

1 
(u, + b1 + l";) 

S5 Co,mdcrc 13 sucesión dcfinid3 de fomu recursi\'D por 
"' • 1 - ¼i par.a 11 :2: 1. Dcsrnba lo que le ocurre a los tér• 
m11KK de la sucesión cu.111do aumcn1a k 

56 Se pueden obtCl"ICf aprox1mac10flCS a ~ • pan1r de la sucesión 

U.se la !cela~ pa.rn tan. 
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a) Encucn1rc los prm)Cf'05 ctnco 1énmnos de esta sucesión. 

b) ¿Qué lc4 ocuné a los 16mmos de la succstón cuando 
x, =6., 

S7 Suc•1 ~•14• Lasuccsiónde Bodc,dcfintdapor 

u
1 
= O 4. u, = O 1(3 · 2' : + 4) para A·~ 2, 

se puede usar para aproximar d1stanc1as de planctas desde el 
Sol Escas d1stanc1fl!I ,e nudc:n co unidades astron6m1cas. con 
1 UA = 93,000,000 millas Por c¡cmplo, el trn:cr 1énnmo 
corresponde a 11 Tiem y d qu1n10 al pl:mcta menor CCttS 
Aproumc lo, pnmcros CUICO ICfmmos de la succs1on 

S8 Ctt<lffllffl(O ~ bader•M l:.I número de bac1cnas en Ctcr'IO 
cult1,o es m1e11lmcn1c de 500 y se duphca cada drn 

a) b.ncucntrc el numero de bxtcnas prescntc despot.s de 
uno. dos) 1rcs diai.. 

b) l:.ncucn1rc una fórmula para el numero de bactcnas pre· 
scnle dcspué~ de n dias. 

59 la (•1100 di FlbonKcl La sucesión de F1bonacc1 cs1, 
definida de forma rcc:urso·a por 

" = l . o:= l. u, 1=11,+ ", ,. pan k .? 2 

a) Encuentre los pnmcros diez 1ém11nos de la soccstón 

b) Los térmmos de b sucesión r1 = "•· •"•dan cathi vez 
mcJ0rcl apro~unxioocs ar. la proporción áurea Cakulc 
los pnmcros diez ténmnos de esta sucesión 

60 la wo ,n cff, flboMc:ci La succsioo de F1bonace1 puede 
estar definida por la fónnula 

• • ---'- ( ' + vs)· ----'- (' - \is\· . vs ' vs ,~ ; 

l'.neurnm: lo'i pnmcros ocho 1émunos y dcmucs1rc que con­
cuerdan con los encontrados usando la defimclOO del eJcrt1• 
c1059 

61 N,-...,1 c1,CMcl "'º Con fnx:ucnc1:1 se agrcg:1 cloro a lu p1sc1• 
nas para con1rol3r los m,crooqµmsmos S1 el ni\ el de cloro 
aumcn1a por encima de 3 ppm (partes por nullón), los n~­
dorcs npcnmentarin ardor de OJOS )' nulcstat en la p iel 
S1 el n1\el cae pordebaJOdc 1 f"Plll. hay l;1 pos1bil1dad de que 
el agua se ponga ,cnk, debido a la gran cantidad de alps H 
cloro debe 1¡rcgarse al a¡ua de p1sc1naJ a intervalos rc¡ub­
rcs. S1 no se agn-ga dunnlc un penodo de 24 hons. alrcdcdoJ 
de 20' • del dom se d1s1pará en b atmósícr.s y 80-, co1111m.1.'lri 
en el agua 

a) Oclennmc una suc:cstón rtcurs,va u. que cxrrcsc: la cant1• 
dad de cloro PfCSCnlc después de tt dia.s s1 la p,s,:ma 11enc 
1nicullmen1c "• ppm de cloro y no se agrega más. 

b) S1 una ptSC1na llene 1mc1almcn1e 7 ppm de cloro. elabore 
un.a 1abla par.'I dctenmn:;ar el pnmcr día en el que el nivel 
de cloro cacri por debajo de 3 ppn,. 

62 N,..,, h d• clc,ro Cotm1hc el e1ercic10 61 Supon¡a que 
una p,scma 11cne m,c,almcntc 2 ppm de doro y se agregan 
O S ppm al final de cada dia 

a) l:.ncuenlrc una succslÓn rocurs1\a ª• que c~prcsc la canli­
dad de clOl'o pl'C5Cmc después de,, días 

b) Dctc..,nunc la e.anudad de doro en la p1sc1rui después de 
IS días y después de un largo uempo 

e) Esun~ la cantidad de cloro que 011 ncccsano agregar d1:t­
namcn1c para cs1ab1hur el n1\·cl de d oro de la p1scma en 
I.Sppm 

63 Costo, CM palOI d• 1otf Una cn1prcsa fabncanlc de palos 
de ¡iolfH·ndc palos llamados clrnff' (que laruan la pelota a 
mayo, distancia) como sigue 

,úmua dt- palos 1-4 S-9 10+ 

~Cca.°"=º= '=ª'°.;....-L $89.9S $87.95 S85 9S 

Encuentre una función C definida por panes qu.: especifique 
el coslo lotal por n palos Trace una ¡rii,fica de C 

64 Ce ,tod•~ ío&ctW'ffdeOVD Un ma)onstadcapar.11os 
clcctrónicos , ende reprodu,.;tor('S dc OVO en S20 cad.1 uno 
por las pnmcras 4 unidades. Todas las unidades que pasen 
de 4 se ,cndcn m S17 cada una Lncucn1re una función C 
dcfinw:b por pan.es que especifique el cos10 1ou.l de n repro­
ductores Trace una gráfica de C 

Ejer. 65-66: Alguna, nlculadorH wan un algorilmo simllar 
lll siguiente para ukular ,W para un númt.ro ttal positho 
1\ ': su x1 = J\'/2 ) rneurnlrt" apralimadonn surnhH x1 • . r1 • 
..• ui1ndo 

huta oblt'Dt'r la prt d.!ilón dl'Seada. U.w Hit' n1ftodo para 
aproxJmar t i radical a una prttlsló n dt u,ls poslrionn ded­
malts. 

6S VS 66 Vl8 

67 U ccuac16n ½ v'x - .1· + 2 • O nene un1 raíz cCTCana 

a 2. Para aproxutw C§lll raiz, l'C6Cnb.l la ecuación como 

.r • { v':i. + 2 Sea r1 = 2 y cncuen1rc apro, 1m3C1oncs 

SUCC!il\flS r:, .r,. usando las fórTnulas 

h.asta obtener una prec1s1ón de cll31ro posiciones ckc1malcs 

68 La ecuación 2., + --1 
- • O 11cne una r.til: tCTCana 

r' + .1· + 2 
a O Use un proccdm11enlo s 1m1lar al del CJcrc1c10 67 para 
calcular es111 ral.t a una prcc1s16n de CU31ro pos1c10fld dcc1• 
m,Jc, 



t:ju. 69- 70: ■) Ot muH trt' qut/lom■ ,·■loru posirh·os y ntg■-
lhos tn el lntt nalo 11, 21, b) Utt el mf lodo dt l t jtrcklo 67, 
co11x1 - 1.5. p■n nlcul■run <t'ro dt'/■ una prt't'blón dt' dos 
posklonH dttlmaln. 

69 /(;f} - { - 2 + log.1· 

10 /(;() - Jogx - 10- • (Sul(Uf'ltriu . despcJCXCn log:c.) 

[ ju. 7 1- 74: Par■ el tr4slmo término dado •.= Jltr) dr una 
s u«slón, uw 1■ grifln dt' J' = j\.1') l'n d lnlt'n·■lo 11, 1001 pan 
uriflur qut' cuando " ■umt'nla sin lfmitt, • ~ ■pro.lim■ ■ 

■11,!ún númt'ro rc"al r. • 

( 
1 1 ) " n u.- 1 + ;+~ 

( 1 ) '· n a.- -; 

Eju. 7►78: Gr■fiqut I• sul'Hil\n a, definid■ dr form■ r«ur-
11\'1 t'n t i modo dt punlo para A = l. 2. J . .... 20: p■ra dio. 
dt'lermlnr el o lor dt' k. ■ lo largo drl t'jt x y el nlor de 111 ■ lo 
luco del eje J'· Trate la gr , n u p■ra determinar 1■ mínima k 
l■lqut•,> 100. 

1S 01 - 0.25. U¡ - 1 701-1 + 0.5 
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n a, - 7.25. "~ - 0. laL + 2 

78 U i • l . O¡ • 0.2oi_, + 1.5 

79 Pobl«lón dil ln~dOI La sucesión ddimda por 

se usa c:n el estudio dc:I crcc1mlt'nto de poblaciones de ,n~ 
1os La cons1an1c e recibe el nombre de facuw de M■lthus 

Suponga que IOOOo, t'S igual al nurnc-ro de 1nscc1os después 
dt' t mtl'n alos. S1 1mc1almcn1e a1 = 0.25. dcscnb3 el eom­
porum1cn10 de b poblactón de 1ns«IM p:.1ra cad.J ,.alorde e. 

a) , • 0.5 b) ' - 1.5 e) e - 2.7.5 

SO Poblec:1óft de, iM,,¡tot Consulte el CJcre1c10 79 ~I factor 
de Mahhus r afecta de fomu unportantc l:i población a

1 
de 

u\scctos. y e se puede interpretar romo el grado de fcrt1hdad 
de 10$ insectos 

a} llaga conJeluras acerca dt' la forma m que e afecta la 
pobbctón de mscctos si O < r < 1 

b) Pruebe su conJCIUra usando \.llnOS valorCj para e. 

Sucesiones arit""1:lcas En esta sección y la s iguiente consideramos dos tipos especiales de sucesiones: 
antmélicas y geométricas. El primer tipo se puede definir como sigue. 

Definición de sucesión arltmftlu Una sucesión a 1• "~·a,. ... .. es una sucesión ari1mf1ka si hay un nllmero real d tal 
que para todo entero positi\0 k. 

a,.1 - u, +d 

El nllmcro d - a,.1 - a, se denonuna diferencia común de la sucesión. 

Obscf"\C que la díferenc,a comlln des la difcren<:ia de dos 1ém1inos soccsi,·os 
cuale.Jqwera de una sucesión antméuca 

EJEMPLOS Sucesión aritml:tica y diferencia común 

■ - 3.2.7, 12 ... . , 511-8 .... 

■ 17. IO. 3. - 4 . .... 24 - 711 .... 

e ' 

d1f. .. m omun ~ 1 .. 
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Fórmula para el n-islmo 
t f rmino de una sucesión 

aritmitica 

iiWili!:11 Demostrar que una sucesión es arltmitlu 

Pruebe que la sucesión 

1, 4, 7, 10 . .. . Jn - 2, .. . 

es ari1inét1ca y encuentre la diferencia común. 

SOLUCIÓN S1 ª• - 311 - 2. entonces para todo cn1cro positivo k, 

u,., - u, • (J(l + 1) - 2] - (31 - 2) 

• 31 + 3 - 2 - 31+2 • 3 

En cons.ccucncia. la sucesión dada es arumét1ca con diferencia común 3. 

Dada una sucesión antmét1ca, sabemos que 

ª 1•1- a1+ d 

para 1odo eiucro pos11ho k. Esto nos da una fóm1ula n:curs1va para obtener 1ém1i• 
nos succs1\0S. Comenzando con cualquier nümcro real ,,

1
• podemos obtener una 

sucesión ari1mé11ca con diferencia común d s1mplcmcn1e sumando da a
1
• luego a 

a 1 + d. y así succswamcntc. para obtener 

0
1
• 0

1 
+ d. a

1 
+ 2d. a

1 
+ 3d. a

1 
+ 4d. 

El 11-ésimo ténmno ª• de csua sucesión csrá dndo por la siguiente fórmula 

ª• - a 1 + (n - 1 )d 

o. en general. 

º• - 111 + (n - k)d. 

donde n y k son emeros positivos y des la diferencia común, 

l)ff 'IJl•II Cómo encontra r un Urmino específico 
de una sucesión aritmitica 

Los prtmcros 1res términos de uno sucesión antméuca son 20. 16.5 y 13. Encuentre 
el dcc1moqu1nto término. 

SOLUCION La d1fercnc1a comUn es 

a1 -111 • 16.S - 20 • -3.S 

Sus111uyendo n - 15, a
1 

- 20 y d • - 3.S en 111 fórmula para el n-tsimo témuno de 
una sucesión an1mét1ca. a. - a 1 + (n - 1 )d. nos da 

" 11 • 20 + ( 15 - 1)( - 3.5) - 20 - 49 - - 29 

lftf'IQUII Cómo encontrar un tirmino especifico 
de una sucesión aritmftlca 

Si el cuano 1émlino de una sucesión aritmética es 5 y el no\cno es 20. encuentre el 
pnmcro y el sexto lénmnos. 



Teorema: fórmulas para s. 

9.2 SUc:tsk>nn irftmttku 651 

SOLUCION l Nos dan a,. - S yª• • 20 y deseamos encontrarª•· Los siguientes 
son sistemas equ" alen1cs de ecuaciones con las \·nnablcs a

1 
) · d: 

{
•• - ,,, + (4 - l)d 

a.. - 111 + (9 - l)d 

{ 
5 • a,+ 3,/ 

20 = 111 + 8d 

'l'mu a + In IJd 

S1 de la segunda ecuación restamos lo primero ecuación del sistema tendremos 
15 - Sd. o d - 3. Sus111uycndodpor 3 en la primera ecuación, 5 - a 1 + 3,1, obtc• 
ncmos a, - 5 - 3d - 5 - 3(3) - -4. En consecuencia, para encontrar el sexto 
témuno tenemos 

"• - "' + (6 - J)d 
• (-4) + (5)(3) • 11. 

SOLUCION 2 En esta solución usamos la íórmula general para el n-és1mo ténnmo 
de una suc~ión aritmética 

Enruenlrt: d: a,.• a1 +(n-k)d 

ª• - "~ + (9 - 4)t/ y. • 
20=5+5d 1)Sd;d;>'o 

15 • 5d 

3=d hmo.bc:- "< 

Enruenlre a 1: fl ¡ ,.. "~ + (1 - 4)d 1 • • 
a, = 5 - 3(3) 5 d l 

t11= -4 

Tenga en cuenta que se usó k - 4. pero podríamos haber utilizado k - 9 Tal \CZ se 
pregunte s1 podríamos usar n • 4 y k • 1. Sí. y ello nos da"~ • a

1 
+ (4 - l )d. que 

se simplifica a 5 - a
1 
+ 3(3) y, por último. a

1 
- -4. 

Enruenln a. : "• - <1,. + (6 - 4)d 

ª• = 5 + 2(3) 

El s1gu1cntc teorema con11ene una íóm1ula para la n-ésuno suma pa.n:111I s. de 
una sucesión aritmética 

S1 a 1, " : • ª \•····ª••···•es una sucesión an tmé1ica con d1ícrcnc1a común d. entonces 
la u-ésuna sunu parcial S. (esto es. la suma de los primeros n ténmnos) c-sui dada 
por 

OEMO,TRA.CIÓN Podcmoscscnbir 

+ . . . +t1. 

• a 1 + (a1 + ,/) + (a1 + 2tf) + · · · + [<11 + (11 - l)d) 
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flGURAl 

{2 4 6 8 10 12 
SUM(Ans) 

2550 

Empleando \arias veces las propiedades conmuta1iva y asociatha de los números 
reales obtendremos 

S. - (a1 + a , + a 1 + •·· + a 1) + (d + 2d + •·· + (n - l)d) 

donde a 1 aparecen veces dentro del pnmcr par de paréntesis. Así. 

s. - na1 + c.{ 1 + 2 + •·· + (n - 1 )] 

La expresión dentro de los corchetes es la suma de los primeros n - 1 enteros 
posilivos. Usando la fónnula para la suma de los primeros n en1eros posithos. 
S. - n(,n + 1 )/2. del CJcmplo 6 de la sección 9.1. pcl"O con n - 1 en lugar den y n 
en lugar de n + 1. tenemos 

(11-1)11 
1 + 2 + · · · + (n - 1) = -

2
-

Susrnuyendo en la última ecuación por s. y fac101izando n ·2 tendremos 

S.• na,+ d(n ~ l),r • Í[2"
1 
+ (n - l)d] 

Como"• - a1 + (11 - l)d. la úllima «uación es equi"alcntc a 

S,. = -i-<ai + a.) 

l)lf 'i:J!•II Cómo encontrar una suma de enteros pares 

Encuentre la suma de todos los en1eros pares del 2 al 100. 

SOLUCIÓN Esle problema es equ1\.'alente a encontrar la suma de los primeros 50 
términos de la sucesión aritmética 

2. 4, 6 .... , 2n .... 

Sust1tu)endo n - 50, ,,
1 

- 2 y a,. - 100 en S. - (n 2Xa, + a). resulta 

s,. = !J!c2 + 100> = 25so. 

Altcmativamentc. podemos usar S. • f[2t,1 + (n - l)t!J con d • 2: 

s,. = 'J![2(2) + (SO - 1)2) = 25[4 + 98) = 2550 

(Vea en la figura I el apoyo de calculadora para este resultado.) 

La media arilmi lka de dos números a y b se define corno (a + b) 2. Es1c es el 
promedio de a y b. Note que los tres números 

a+b 
a. -2- Y 

cons111uycn una sucesión ari1mética (fini1a) con una d iferencia común de d • ½ 
(b - a). Este conccplo se puede generalizar como sigue: s1 c

1
• c2 ••• • , et son números 

reales tales que 



flGUIIA2 

9.2 SUCnk>nn ilr1tmttlm 6S3 

es un3 sucesión antmé11c3 (fimta). cn1onccs c
1

• e: ... .. c. son k medias arhn1t 1icas 
cnlre los números a y h. El proceso de de1erminar estos números se refiere a cómo 
in.vrrwr k nwduu ,m,méucaJ entre a.\ h. 

IJll!.1¡li;D Cómo Insertar medias aritmitk..u 

lnser1e tres medias aritmética_.. entre 2 y 9 

SOLUCIÓN Deseamos encontrar tres números reales c·1• e: y e, tales que la 
s1gu1ente sea una sucesión :mtmé11ca (fimta): 

2.<·rc·2.c·J· 9 

Podemos considerar esta como una sucesión antméuca con pnmcr término a1 • 2 
y qumto témuno a

1 
• 9. Para encontrar la d1fcrcnc1a comUn ,/. podemos proceder 

como sigue: 

a~ • <11 + (5 - 1 ')ti 

9 • 2+4d 

d-} 

En1onccs. las medias an1mét1cas son 

' n 

C¡ - 01 + d - 2 + I -1t 
<"1 - e, + d ,.. ~ + ~ = ;} .,. T 
c,•c!+d•=] + ~•!J.. 

iJlf.'.tQl•#·I Aplicación de un1 sucesión 1ritmitiu 

Id 

Un carpm1cro desea cons1nm una escalera con nuc"c pcld:ií'los. cuyas long11udcs 
d1smmuyen de nuncra uniforme de 24 pulgad:is en 13 base a 18 en la parte superior. 
Dctcnnine las long11udes de los siete pcldaoo~ intermedios. 

SOLUCIÓN En la figura 2 se ilustra 13 escalera. Las longitudes de los peld3ñ0) han 
de fonnar una .sucesión antmét1ca o

1
• o

1
, .... a, con o

1 
• 18 y a,• 24. En conse­

cuencia. ncccs11amos mscnar siete medias antmé11cas entre 18 y 24. Usando o • 
0 1 + (n- l)dcon" • 9.o1 • 18yo,• 24tcndremos • 

24 • 18 + 8'/ o bien, lo que es equivalente, 8'/ - 6 

Por lo tanto. d -! - 0.75. y los pcld:ulos intermedios tienen long11udcs (en pul• 
gad:ls) 

18.75. 19.5, 20.25, 21. 21 75, 22.5 23.25 

A , cccs es deseable cxprcs3r una suma en u~nmnos de notación de suma1ona. 
como se ilustra en el siguiente eJemplo. 

IP1!131•M Cómo expresar una suma en notación de suma 

Exprese en 1énmnos de notación de sumatoria: 
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na Ejercicios 

SOLUCIÓN Los seis 1ém11nos de l:i. sunm no fonnan una sucesión ammé1ica. 
pero los numeradores y dcnommadon.-s de las fracciones. co,uu1':rc11/os por sq,a­
r<KÍO. son cada uno de ellos una sucesión ::mimética. Espccifialmcntc. tenemos lo 
siguiente; 

Nt1m(•radores: 1. 2. J. 4. 5. 6 

Denommt1do".s: 4. 9. 14. 19. 24 . 29 

Usando dos .,.c,ccs la fómlula para el n-ésimo 1énnino de una sucesión aritmética. 
obtenemos el s iguicn1e n-és1mo témuno para cada suces ión: 

a.= a1 + (n - l)d = 1 + (n - 1)1 = n 

ti,.• a1 + (n - l)d • 4 + (n - 1)5 • Sn - 1 

Por lo tanto. e l n-ésimo ténnmo de la suma dada es,, (5n - I) y podemos escnb1r 

..!..+1-+2.+~+2-+!. = f - '-' -
4 9 14 19 24 29 •• , 5,, - 1 

Ejer. 1- 2: Muestre que l.1 suce,:Wn d1d.1 n .1rlrmt tic.1 y 
t'ncuenlre la diíe-rencb común. 

Ejer, 17- 24: Encuen1re el tfrmino espttifie.1do de l.1 1uresi6n 
ullmi llca que lit'ne 101 do.1 tirmlnM dados. 

1 -6,-2.2 •..• 411- I0. 

2 53, 48, 43,. , S8 - 5n,. 

17 ui:: u, • 9 1. u,• 1.5 

18 Uu; U¡ • 2 + V2, Ul • J 

Ejt'r, J-14: Enrurntre el n-&l mo ti rmlno. el qulnlo tirmlno y 
el dk lmo tirmlno dt' la 1ure1t6n uhmilica. 20 u,; u, • 47, 

a,• 52 

a. • 53 

3 2,6. 10, 14, 21 U,1: U¡ • 7, "• • 41 

• l. 7. 13. 19. 22 uio: a1 • l. 

S 16. 13, 10. 7. 

6 ]2,27,22. 17,. 

7 3,2.7.2 4.21. 

1 -6. - 4.5. -3. - 1.5. 

9 -7. -3.9. - 0.8. 2J .. 

10 4.2. 1.5. - 1.2. -3.9. 

11 --!u+ 12. --{u+ 9 . -4r + 6, -2, + 3,. 

12 r - 8,x - 3,x + 2. r + 7 •. 

13 ln), ln9,ln27. ln81. 

14 ~ 1(0).log 100,k,g IO,k>g 1,. 

Ejer. 15-16: Eneuenlre 11 diferend1 t'Omlln t'D la sut"fli6n 
aritml11n "ºº 105 1/rmino.s rspedfie.1d0i. 

1S a1 • 21.a. •-1I 

16 a,• 14,u11 • 35 

23 u, .. : u1 •201. u,,,•2364 

24 a.,.: a.• -2.53, um • 2971 

Ejer. 25-30: Enruealre la suma S de la sueHi611 1ri1mf lic1 
que 111lsí.1re IH rondklone:s dadaS: 

25 u, • 40. d • -l. n • 30 

26 "' • 5. d•O.I , n•40 

27 "• • -9, "•• • 15. n • 10 

28 "• - 5. 0:y¡ - 9. ,, - 20 

29 a- •¾. J • -4. 11• IS 

30 a_•-2, d•-¾. n • 40 

Ejer. 31-36: Eneu~ntre la 1um1. 

31 l~ I (3': - S) 

33 #. (!• + 7) 

35 •~• (St + 2j) 

32 ,~(7 - 4.t) 

34 t {li+ 3) 

36 Iw-2>1 



t.:jtr. 37-42: 1-:1prew I• sum• tn 1frn1lnos dt no1•cl6n dt' 
sumatorb, (L.as rtspuHtH no son únlns.) 

37 4 + 11 + 18 + 25 + 32 

38 3 + 8 + IJ + 18 + 23 

39 4 + 11 + 18+ ·· ·+466 

40 J+8+ 13+ ··•+463 

42 rt+{t+l¡.+~ 

Ejtr. 43-14: fapr tst la suma tn ll rmlnos dt nolacl6 n dt 
s umatoria )' tntuf'n ln- la 1uma. 

43 8 + 19 + 30 + .. . + 16.80S 

44 2+ 11 +20+···+ 16.058 

t.:Jtr. 45-50: En,uentrt ti núnttro dt tfrmlnos dt 11 s:ucH l6 n 
arllmHl<'I 1:on las 1:ondicionu dadas:: 

45 a1 • S. últ1mo1énmno • 11, S • ?24 

46 a,• 3. úl!mto témuno • 17, S • 420 

47 ª ' • -2. ,,. ¡. 
48 ,,, • -1, d• ¼. 
49 a,• -~. d • ½, 

50 a_• -3. d • 0.2. 

S • 21 

S • 21 

s - -36 

s - - 33 

[jt r. 51- 54: lnM'rff' ti número dado dt: mt'dlas arltmltl<'IS 
r:ntrt: los númnos. 

S1 cinco, 2 y 10 

52 lrtS. 3y-5 

S3 ltcS. Sly - S6 

54 cuat ro, 22 y 108 

55 a) Encuentre el numero dt: enteros entre 32 y 395 que r.o,, 

d1\ mbles en1tt 6. 

b) Encucnuc su suma 

56 a) Encucmrc el número de cmcros ncgallH)!I mayores qut 
-500 que son d1v1s1blc1 cntrt 33. 

b) Lncucntrc su suma. 

S7 Pil-li d1 tn:inc:1~ Una pil:t de 1roncos tiene 24 tronroS en la 
capa del fondo, 23 en la segunda capa, 22 en la 1m:cn. y 
til SUCCSÍ\'lll'l'ICOIC La ,apa SUpcr,cN'" conucnc 10 troncos 
Encuentre el numero lotal de !roncos en la pila 

9.2 SUcrsk>nn ar1tmtum 6SS 

58 •~ ntCK tf'I 11n u tac! .o Las pnmcras d1c7 tilas de as1cn!01 
en c,cru sección de un (Stacho 11,nro JO asientos. 32 as,cn• 
tos, 34 llStenlOS, y ul succs1 ... --arnen1c. Lti filas de la 11 • la 
20 tienen cada una de ellas SO as1en1os Encuentre t'I numero 
10tal de asit'nlOS t'n la sccc,ón. 

59 Connru. ~ de una IOIYa para p-1n0:1 Se fabncari una 
1oha p.va gninos con forma de cono 1runcado (,ca b figura). 
la cual debe medir 10 pies de alto con 11 anillos mt'dilicos 
colocados umfonnc-mentc • su alrededor. desde la abertura 
de 4 pies at el fondo a b de 24 p1ci ro b panc .supcr1M 
Lncuc:ntrc la longnud 10tal del n"1C1al nccn1mo pana hacer los 
111n,llos 

(JU ICIOS, 

' ' ' -------- ' ' ' ' ' --1 
10' 

~ ------------_J 
..... 4'-+-1 

60 bjar prw in..- i■ Un ctel15ta baJa por ,nema en um p.-n• 
d,cnct', recomendo 4 pies el pnmcr segundo En lo.s segun• 
dos SUC'('$M>5. el c1ch.sta viap 3 5 pies mis r:ip1do que el 
segundo pn.-ccdcntc S, llcp h.:llta la base de la pendiente en 
11 segundos, encucmrc la d1s1anc111 101:il rcoornda 

61 Dtnero de- un prr-n,o Un concurso 1cndci cinco prcnuos en 
dmcro que lolah7..an S5,000 y habr.a una d1fcn:nc1a de S100 
tnttt prcm!OS suces1\1» Encuentrt el primer premio 

62 lorw--- th w-nl.H UnJ anprcsa di,<.tnbu1rá S46,000 en 
bonos II sus diez mt)O«"S \ crnk.'dorcs El d..."c,mo \ cndcdor 
de 13 hs1a tte1bui S 1,000 y la d1fercnc1a en du-.cro de kK 
bonos entre ,·cndcdorcJ succs,, amente clas1tic:ados debe sc-r 
consuunt:. Encuentre el bono panri cada \endcdor 

63 Oi,t laal1q11~c. clu rpo Suponlffldoquclares,s• 
tcnc,a del 11rc es ms1gn1ficantc, un cuerpo pcquCl'lo que se 
socha <ks(lc un globo de a1tt caliente cae 16 pies durante 
el pnmcr segundo, 48 pies el s1gu1cn1c segundo, 80 pies 
durante el tercer S(gundo. 112 pies duranlc el cuano )" asl 
succs,...-amcntc Encucntrc una ,:,i:prcsión para la d1stancn a 
la que c.ac el cuerpo en n scgWldos 

64 S1 / es una función hncal. demuestre que 12 sucesión con 
n-tsm10 ténmno ª• "" ftn) es un:11 sucesión antmt11ca. 

6S S.-Cec. n ~ tlca La sucesión dcfimda de íonna rccunu\"a 
por l',., = ,, ( 1 + t'1) ocutre en ¡cné\1ca en el cs1udM> de b 
elmunacK>n de un gen defictt'fltc de una población Dcmucs­
u-c que la succs,ón cuyo n•is1mo 1énmno es 1 ·l'. es antmét,ca 
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66 01""'n 14'5 d• un 111i,.r111to l:.ncucntrc ta lon¡nud 1otal Ejt r. 67-68: A ,·«n. tmprnas) pardcularts tmpltan mf t <>­
dos d t d t'llttdaclón para calcul.11r l'I n lor di' un actho en el 
lapso di' n aftos di' , ida. En l'I mi-todo di' dlgilos dC" 11 s-um• d i' 
aftos. porcada afio Ji = l . 2. 3 •...• n. t i ,·alordt una propitd1d 

de la CW'\'a en roJo de la figura, st d ancho del labermto for­
mado por 13 cwva m,de 16 pulg:tdas y iodos los p:mllos del 
labmnto tienen ancho de 1 pulgada ¿Cldl es la iong11ud s1 
el ancho del lalxnnto mide 32 pul¡;.adas'> n - k + 1 

dlsmlnu)e"' un1 fracción A1 • --T.- d i' su coslo lnlci1I. 

lJtACICKJl,I 

' m Sucesiones 1eofflétricas 

Definición de sucesión 
gNmftric.a 

dondtT.= 1 + 2 +J + ... + n. 

67 .a) Sin= 8.encucn1rcA,. A!,At•· .• A, 

b) Dcmucslrc que la .sucesión en a) es antméhca y obtenga 
s, 

e) S1 el , ·alor 1n1cial de una prop,cd.1d es de Sl.000. ¿cuánto 
se habrá depreciado después de 4 at;os'> 

68 .a) S1 n es cualquier entero pos111,o. encuentre A
1

• A:. 

A,,- .,A. 

b) M~lf'Cquc bsuccsiónen a)~ antmét1cayobtcngaS •. 

El segundo 11po especial de suc1.-sión que csludiarcmos, la sucesión g1.-ométrica. se 
presenta con frecuencia en aplicaciones. 

Una sucesión t11, a? ..... a . .. ... es una suctslón geométricas, a1 1 O y s1 hay un 
número real r "l. O tal que para todo entero pos1l1\.0 k. 

a,,1 - a,r 

El número r = tlh1 
se llama razón común de la sucesión. 

ª• 

Tenga en cuenta que la razón común r - a
1
. / a, es la razón de dos témunos 

succshos c11t1lesqu,era de una sucesión geométrica. 

EJEMPLOS Sucesión geomitrlu y r.at6n comQn 

■ 6,-12.24.-48 .... (-2)' - '(6)... .,,,., 

■ 9,J, i.¼ .... ,(J)l-•, ... 

La fórmula a1, 1 - a,r da un método rccursi,.·o para obtener 1ém1inos de una 

sucesión geométrica Comenzando con cualquier número real a, difcrcmc de cero. 
mu\11phcamos por el número r rcpc11das \CCes para ob1ener 



f órmula para el n•fslmo 
t frmino de una sucesión 

geomftrica 
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El n-és1mo térnuno ª• de esta sucesión está dado por la s1gu1entc fónnula, 

o. en general. 

donde n y k son enteros pos11i-.os y res la razón comlln. 

ii'.Wiii:11 Cómo encontrar tfrminos de una sucesión geomftrlca 

Una sucesión geométrica tíenc 3 como primer término y una razón comlln de-½ 
Encuentre los primeros cinco y el décuno términos. 

SOLUCIÓN S1 mull1phcamos 0
1 

- 3 succs1\amen1c por r =- - {. entonces los 
pnmcros cinco términos son • 

3. -;. }. -j. ~ 

Usando la fóm\Ula "• - ªt' .. 1 con n • 10. enconLramOS que el décuno ténnmo es 

ilii'iai*ii Cómo encontrar un tfrmino especifico 
de una sucesión geomftrica 

El tercer térmmo de una sucesión geométrica es 5 y el sexto término es -40. 
Encuentre el pnmero y el octa\o términos 

SOLUCIÓN 1 Nosdan111 • Syo. • -40ydescamoscncontraro1. Loss1gu1cntcs 
son sistemas eqm\'alentcs de ecuaciones con las vanables a

1 
y r: 

Al despejar a , del primer sistema de c-cuacioncs tendremos a, - sir. Sustuu)cndo 
esta expresión en la segunda ecuación cendremos 

-40 • ~ · r \ 

Sunphlicando. obtenemos ,-1 • - 8 y. por lo tanto. r • - 2. A contmuación. usamos 
"1 - s,r para ob1cner 

5 5 
u, - (-2)' - 4 

Fmalmcnte. usando"• - o,,.. 1 con" • 8 tendremos 

ll1 • a/'- (¾)(-2)T • -)6() 
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1 
Teorema: fórmula para s. 

SOLUCIÓN 2 En esta ~lución usamos la fónnul3 para el n-és1mo 1émlino de una 
sucesión geométrica 

Encontrar r. 
a.,•t1~-l 

-40 • Sr' 
-8 _ ,., 

-2 • r 

. . ' 
Enconlrar a1 : 111 • 111,J- 1 l A 

' ¡ = ª• 
Tenga en cuenta que se u11h1..ó Je • 1 para encontrar a

1
, ¡x--ro po<lriamos haber u11h• 

zado Je-• 6. Tal vez se prcgun1c si podríamos usar n • 1 y Je • 3. SI. y ello nos da 
a

1 
""a/ 1

• que se s1mphfica en a
1 

- 5(-2) : y, por último. a
1 

- ¾. 
Encontrar a, : a, • t1f1"➔ 

(1, = -40(-2)l .,o , 
"• • - 100 

El sigu1en1c 1eorcma con11cnc una íómmla para la n..és1ma suma parcial S. de una 
sucesión gcomé1nca. 

L3 11-ésun .. 'l suma parcial s. de una sucesión geométrica con pnmer tém1ino "• y 
r:uón común r-.;. 1 es 

1 - r• 
S.• ll1--1 -, 

DEMOSTRACIÓN Por definición, la n-ésuna suma parcial S,. de una sucesión 
gcomé1rica es 

S., • " • + u1r + "1,.: + ... + "ir' : + "ir" • 

Si muluphcamos ambos lados de 1) por r, obtenemos 

( 1) 

( 2) 

S1 reslamos la ecuación (2) de la ( 1 ), se cancelan todos los témunos del 13do dcre. 
cho, con excepción de dos. y obtenemos lo sigtucnte; 

1 - r" 
S.,• a,~ J1\lll1rni.• nin: ( 

Qjj 1f)l•II Cómo encontrar una suma de t~rmlnos 
de una sucesión geomftrica 

Si la sucesión l. 0.3, 0.09. O 027, . . es una sucesión geométrica, encuentre la suma 
de los pnmcros cmco 1émunos 



f!GUll:Al SOLUCIÓN Si a 1 • l. r - 0.3 y 11 • Sen 13 fórmula para s. cxpres.ada en el ICO­

) A ( X- 1 rema pn..--cedcntc. ob1enemos 

1 - , 1 1 - (03)\ 
. 027 ... s, - ª•-¡-:-;- - (1~ - 1.4251 

1 • 4 251 (Vea en la figura I el apoyo de calculadora pa.ra este resultado.) 

QIJ!f:Jl•II El rlipldocrKlmlentode tirmlnos 
de una sucesión geomitrica 

Un hombre desea ahorrar dtncro y guarda I ccnta1,,o el primer día. 2 el segundo dfo. 
4 el 1crcer día. y así succsi\lamentc. 

;a} S1 conttnúa duplicando la canh<bd guardada cada día, ¿,cuánto debe habe!" áho­
rrado el decimoquinto día? 

b) Suponiendo que no se le agote el dinero, ¿cuál es la cantidad ahorrada al 1énntno 
de 30 dfas? 

SOLUCIÓN 

;a) La cantidad (en ccnla\os) guardada en díns suces1\0S forma una sucesión 
gcométnca 

I, 2.4, 8, ... 

con pnmer término I y r.uón comll.n 2. Para dctcmunar la cantidad por guardar en 

el decimoquin10 dia usamosª• - a/' 1 con a 1 • 1 y n • 15: 

ªu • a/' • 1 · 21
~ • 16,384 

Por consiguiente. debe ahorrar S 163.84 en el dccnno,quinto din. 

b) Para encontrar la canudad to1al ahorrada después de 30 días. usamos la fóm,ula 
para s. con 11 • 30. obteniendo (en ccnta\·os) 

s. - (1) I -
2

• - 1,073,7,1 ,823 
1 -2 

Por lo 1anto. la cantidad 1oual ahorrada es de SI0. 737.418.23 

L.1 temunologia empleada con sucesiones geométricas es análoga a la empleada 
con sucesiones aritmé1icas. S1 a y b son números reales pos11wos. entonces un 
número pos11n o e: se denomina media geomf lrica de" y b si"· e:. bes una suce­
sión gcométnca. Si la razón comlln es r. entonces 

e b 
, - - - -. o 

• e 

Obteniendo la raíz cuadrada de ambos lados de la Ultuna ecuación. \eCmos que la 
media gwm~trica de los ntimeros pruiti\'OS a y hes .Jiib. Como generalización, k 
nll.mcros reales pos1! 1\e0S t"¡. t\····· e, son k mediaJ geom é1rlc11s entre" y b s1 c:1• 
c:

1 
..... e: •• es una sucesión geométrica. El proceso de dc1crmmar estos números se 

conoce como 1mertar k mediar geométr,cas enlre a y h. 

EJEMPLOS Me-dlas geomitrlus 

Números Medias geométricas 

■ 20.45 V2Q.45 • vcioo- 30 

■ 3. 4 ,✓:¡-:"¡ • 'Vl2 - 3.46 
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Teorema sobre la suma de una 
serie geomitrica infinita 

Dacl:I la serie gcomé1nca con pruncr 1ém11no 01 y razón común r + l. podemos 
~nb1r 13 fórmula para S,. del 1corcma prcccdcn1c en la forma 

S,. • ~ - ~r• 
1-r 1-r 

S1 1,j < 1. cn1onccs r"' se uproxunn a Oº"'"® 11 aumenu, sm linule. Por lo tJnlo. 
s. se aproxull3 a a / ( 1 - r) CU!lndo II aumenta sm lfnu1e. Usando la notación de 
ílcchas. tenemos 

S - ~ a medida que n - oc. 
• 1 - r 

El número a
1 

( 1 - r) se dcnomm.:1 suma S de la seril' gl'omi trka Infinita 

0
1 
+a.r+ a

1
r+ ••• +a

1
r"' I + •• 

Es10 nos da el sigmcnlc result:1do. 

Sí :,t < 1. entonces la sene gcomé1nca infinita 

llene la suma 

s - ~ 
1 - r 

El teorema precedente implica que cuando sumamos más témunos de la sene 
goomé1rica mfimta md1cada, la suma se acerca a a1 '( 1 - r ). El s1gu1en1c eJemplo 
ilus1ra cómo se puede usar el 1eorcma para mostrar que lodo nUmcro real represen• 
tado por un dccim31 periódico es rne1onal. 

l!if' !QUII Expresión de un de-cimal peri6dico 
Infinito como ntlmero racional 

Encuentre un número racional que corresponda a 5.427. 

SOLUCIÓN Podernos escribir la expresión decimal 5.4272727 ... como 

5.4 + 0.027 + 0.00027 + 0.0000027 + ·••. 

Comenzando con el segundo término. 0.027. esta suma 11enc la forma dada en el 
teorema sobre la suma de una sene geométrica infin11.1. con o1 • 0.027 y r • 0.01 . 
Por lo 1an10. la suma S de es1a sene geomC1nca tnfi1111a es 

a, 0.027 0.027 27 3 s------ ---- ----1 - r 1 - 0.01 0.990 990 110 

En1onces. el número deseado es 

Una prueba por d1v1s16n muestra que m corresponde :1 S.427. 
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En general. dada cualquier sucesión infinua. a1• ª~ ·•·, ª •····. la expresión 

ª1 + ª: + ... + ª· + . 

se denomina srric infinha o snnplemcnlc St'ric Denotamos esta serie por 

Cada nümero a1 es un lfrmino de la serie yª• es el 11-ésimo tl rmlno. Como sólo 
sumas jimias se pueden agregar algcbr:ucamente. es necesario definir lo que .se 
cn11cnde por s11nra 111.fimta. Considere la sucesión de sumas parciales 

S,.s, ·.S •. · 

S1 hay un nümcroStal que s. -Scuando,,- oc. cn1onces. como en nues1rocxpo­
sición de serie geomé1rica infimta, Ses la suma de la serie 111fimta y eSCribimos 

s - ª• + ª: + ' ' + ª· + ., . 
En el eJcmplo anterior enconlr.tmos que el decimal periódico 111fi11110 

5.4272727 ... corresponde al número racional tf¾. Como m es la suma de una 

sene infinita detemunadil por el decimal. podemos escribir 

m ""' S.4 + 0.027 + 0.00027 + 0.0000027 + 

S1 los términos de una sucesión mfimta son altcmadamenlc positivos y ncgat1\0S. 
como en la e'(prcsión 

para nümcros reales pos1mos ª•· entonces la expresión es una st'rlt alternante 
infinita y la ~nbunos en la fonna 

Los tipos más comunes de sene altcmanlc mfinita son las seno gcomélricas mfi­
mtas en las que la ra.1..611 común res ncgat1\a. 

Uii!iii:&I Cómo encontrar l,i suma de una Hrie geomttrica infmita 

Encon1mr la suma S de la serie geométrica ahcm.1n1e mfinua 

SOLUCIÓN Usando la fónnu13 para Sen el teorema sobre la suma de una serie 
geométrica mfinua. con a

1 
• 3 y r - --½, obtenemos 

S = ~ 
1 -r 

3 3 9 
• 1 -Hl - T = s 
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1.8 

flGUltA.1 

m Ejercicios 

Para comprobar nuestro rcsuhado del CJcmplo 6, podemos sus111u1r '$: con un 
numero ruonablcmente grande y obtener la sum.:i de esa sene gcométnca. Como 
se \.C en la figura, usar 55 témunos nos da 1.8. la respuesta ob1e111da previnmen1e. 

ola la calculadora sólo da apoyo a nuestra respuesta: la fórmula debe usarse 
para encontrar sumas de series geométncas mfimta.s. 

IIIY lilUM Una aplicación de una serle geomHrlca Infinita 

Una pelota de caucho se deJ:l caer desde una altura de 10 metros. Suponga que 
rebota la mitad de la distancia después de cada caída. como se ilustra con ílcchas en 
la figum 2. Encuentre la distancia total que recorre la pelota. 

SOLUCION La suma de las distancias que baJa la pelota y la suma de las distancias 
que recorre en los rebotes forman dos senes gcométncas infinitas: 

Serie hacia alx,jo: 1 O + 5 + 2.5 + 1.25 + 0.625 + · · · 

Serie hacia t1rriba: S + 2.5 + 125 + 0.625 + ... 

Suponemos que la distancia total S que recorre la pe loca se puede cncon1rar sumando 
estas senes mfimtas. Esto nos da 

S • 10 + 2(5 + 2.5 + 1.25 + 0.625 + • • ·] 

e 10 + 2( 5 + 5(½) + 5(½)' + 5(½)' + · · · l 
Usando la fórmula S • "r'(I - r) con"• - 5 y r • ½,obtenemos 

S • 10 + 2(~) - 10 + 2(10) • 30 m 
1 - 1 

Un problrma relacionado: ¡,algun:, ve¿ llega lo pelota al rcposo'l Vea el CJercicio 
de análisis 7 al final de esle capitulo. 

[Ju. 1- 2: IHmuHfrit qu~ la sut:NIISD dada H gHml rriu y 7 5,25.125,625,. 8 2,6. HtS4, 
,ncutntrt la raz6n connin. 

1 5.-;.i ..... 5(-¾)"'-'... 9 4.-6.9.-13.5, 

2 ,.;.; ..... t(J)•-• •... 

Ejtr. 3-14: Ent:urn1rc- ti n-'Jlmo. r l quinto,. ti oc-1·100 1lrml• 
OM d f' la ~u«filln g,.omi lrica. 

3 8.4.2.1. 4 4.1.2.0.36.0 108. 

5 300. - 30. 3. -0.3 •.. 6 1.-VJ,3, -JVJ, 

10 162. -S4. 18. -6. 



t.:Jtr. IS-18: Eot ut ntrt lodos los posibles n lorts dt r pana EJtr. 41- SO: Ent ut nlrt la suma dt la u rit gwml rrk1 lnRnlla 
un■ 1uc~i6n gromflrk■ con lo, do, 1frmi11os d.11do1. 11 u..i1lt . 

lS "• • 7.a. • 56 

17 {t. • J.a. • 9 

16 a.• l.a, • -27 

Ejt'r, 19-26: Encut'Dlrt los thmlnos H pttlfkos dt' 1■ 1urt1l6n 
groml 1rlc1 qut' rk>nt los d H rirmlnot dados. 

19 t1,;. 01 • 4, U: • 6 

20 Ul; U: • 3. U1 • -\/J 

21 a.; a:• 3. a,• -V2 

ll ti,; a1 • 4. u, • 1 

23 ti..; "• • " · u, .., 12 

24 a.; O¡ • J, a, • - 81 

2S u,; a1 • --4, u, • -1 

Ejt'r. 27- 30: Encu, ncrt la suma s. dt la sucHión gromf1rk1 
qut H ll5fart la.11 condiclont"l d■da~ 

27 u, • ¼· r • 2. " • 9 

29 u, • 27. 

4 
10 "• - 13. 

r • 3. 

1 
r • 3, 

1 r• -¡, 

Eju. 3 1- 36: Encutnlrt la suma. 

Ejtr. 37--10 : Exprnt la suma t'n li-rminM dt nolación dt' 
s umatoria. (Las rt'Spun tu no ion Unlcu.) 

37 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + 128 

31 2 - 4 + 8 - 16 + 32 - 64 

41 1 -f+¼-i+ .. · 

43 1~ + OJllS + O.ox>JS + · 

44 1 - O 1 + 0.01 - 0 .001 + 

45 '✓2-2+ v'ii- 4 + 

46 1 +f+t+~+· 

47 256 + 192 + 144 + 108 + 

41 250 - 100 + 40 - 16 + · · · 

X ,-r! . ..-' 
49 j+ 9 + 27 + ,ltl<J 

50 2.,+ 4.rl+8.r-'+···,l.t'l<l 
Ejtr. 5 1- 58: Encut nl rt t i númno racional rtprnt'nl■do por 
t'I dttlmal ptri6dko. 

s, on 
Sl 2.4T1 

ss s.rn 
S7 1.6Tll 

S2 0.071 

S4 10.J 

so um 
S8 J23.61gJ 

S9 Encl.K"fllre 11 media gcométnca de 12 y 48 

60 Encuentre 1.3 mcclia gromélnca de 20 y 25. 

61 lnscr1e dos mcd1u grométncas cnlrc 4 y 500 

62 Inserte tres medias gcomctncas entn: 2 y 512 

63 Us & unabornbldi \',do Ul\3bombadc\adoe'.lttmcla 
m1t:id del aire de un rw1p1cntc en cada c.clo drl pistón Des• 
poés de 10 cttkn del pistón. 4,qué porcentaje de la c.anlubd 
ongmal de a,n: cor11mua en el rcc1p1cntc? 

64 C. 1W' di dl'pr lacl lif'I La dcpn:t1ac,ón anual de cu:rta 
mAquuu es de 25', de su , alor al pnnc1p.o del MD. S1 el 
costo or1gm;II de 1a máqum.1 es S20.000. ¿cuál sed su nlor 
después de seis at.os' 

6S Cr«.t'l!li nto .S. ba,;ttria1 Cieno cull1\0 contiene m1c1al• 
mente 10.000 b:mcnas y aumcn1a 20', cada hora 

a) l:ncuentre una fórmula para el número N(t) de bac:1mas 
presentes después de , hor.u. 

b) l..~nt:11 b3ctcrnu h:iiy en el cuh1\o al término de 
10 hom? 

66 lntflt-Mltobr•ahorrQf. Unacan11d:lddcdu,croPscdq»­
s11a en una cuenta de :ahorros que pa¡a interés a W\I tasa & 
r por c1cn10 anual r.ap1t1hzado tnmcsinilmentc: el pnnc1pal 
y el mtcrés acumulado se dcJan en la cuerna Encuentre wu 
fórmula pa13 II can1Kbd 100I en la cuenta dcspué§ de naftos 
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67 ftt ,u qu. rebota Una pcloia de caucho se dcJa caer desde 
una ahura de 60 pM:i' S1 r<bou aproxunad:m1Ct11c dos tcrcws 
de U dn1anc1a ~ de cada calda, use wu sene gcorni­
tnca mfm1ta p;ara calcular la dastancra total que rcrorrc 11 
pelola. 

68 Movlm to d. un pfndulo La pesa de un péndulo oscila 
en un arco de 24 cl!fltimc1ros de largo en su pruncra osc1la­
c1ón S1 ~ osc1bción succsn a e~ apro:um:Kbmcn1c cinco 
sextos de b kmg11ud de la pm:-cdcn1c, use una sene gc:omé­
tnca infinita para calcul:lr la d1stanc1a lota! que v1a,a la pesa 

69 Ef to " lbplc_,.. Una c·mprcsa manufacturera que 
xaba de uis1:.ilarse en una pcqlte:ft3 comunidad pa¡ará dos 
millones de dólares al afio en sueldos Se ha csomado que 
60't de cscos sueldos se gaswán en la locahdad )' 60'• del 
dulero gastado amb1ari de manos otra \-CZ dentro de la 
comomdad. bstc proccw. llamado efn M m,i/t,phcador. se 
rqmc h,uu el 1nfin110 Encuentre la cantKbd 1oul de gasto 
local que scri ¡¡:cncmdo por los sueldos de la empn:sa. 

70 Em1di( .-:ion d~ pi 1111 En un programa de crra<hcac1ón 
de plagas. 1\ moscas macho cstcnhzadas se sueltan en una 
pobl:.ic1ón general cada dia Se estima que 9<1'-. de estas mos• 
CH seguirán con v1d:1 en un d~ dc1cnmnado 

a) Dcnmolrc que el nümcro de moM:H cslcrihadas de la 
población n dialli dcspues de 1n1c1ado el programa cs 

N+(09).V+(09't'N+ · +(0.9t' 'N 

b) S1 la meta del programa u lurgopla:.o es man1cncr 20.000 
mosc::1i cstenh7..1das en l:a pobbción. (.Cll:lnt:u mosc:.s 
deben soltarse lodos los d1as" 

n De"~¡, fk ~1ciaf1Wffto Cieno mcd1camcn10 1,cric una 
santnda de 2 horas en el l~nle sanguíneo, ~ti formulado 
pana administrarse en dosis de O miligramos cada 4 horas. 
pero D cslá por dc1crm1nanc 

a) Dcm~trcquccl numero de m1hgramosdc mcdi<:2mcnm 
en el torrente .sangu1nco después que la n-61ma dosis se 
tui adn11n1s1r3do es 

D + 1o +, · + ur- 1
0 

y que esta suma c-s aproximadamcmc Jo para ulorcs 
grandes de" 

b) Un ni\cl de mh de SOO m1hgnunos del med1a1mcn10 en 
el 1orrcn1c sanguinro se cormdc-ra peligroso Encuentre 
b dos1J mb1ma que se puccb d3r repc:11d:uncn1c en un 
pcnodo la,¡o 

n GenHlua I• l:.n la figura se mucslra un árbol genealógico 
que rnuesun la gcncnción actual (el lcc1or) )' J gcncrx10-
ncs anlenora. con un 10011 de 12 abuelos S1 us,cd estudiara 
l:11 h1ston:t de su íam1ha hasla 10 genmcioncs antl"OOll"s. 
i:.cuámos 11boclos cnrontrufa" 

EJERCKK>n 

u-i 

73 La pnmcn figura mucslna algunos ténnmos de una succs1ón 
dc cuadmdosS1, S:• S

1
, •• • Denote con u1, A1 )'Piel lado. &rea 

y pcrfmctro, ttSpCCUumcntc, dcl ru.ulr.ldo s •. El cuadrado 
S1 • 1 cstj constnudo :11 partir de S1 al ooncctar cuatro puntos 
en S1, con cacb. punto • una distanc1.1 de ¾ui desde un véni<:c. 
corno se \ '<.' cn la t,t¡;unda figura. 

a} Encucn1re l:lrdac1óncntrcu
1

•
1
ya

1 

b) lncucn1rc u •. A. y P •. 

74 La figura muestra \ anos témunos de una succS1ón formada 
por cimilos ) cuadrados ahcmados. Cada circulo cstii ms­
cn10 en un cuadrado y cacb. cu.-tdndo (excluyendo el mayor) 
cs1j mscnlo 4."fl un circulo Denote con s. d lirca del n-és1mo 
cuadrado y con c. el arca del n-és1mo circulo 

ia) l:;ncucntrc las ttlac!Or'ICS cn1n: s. y c.)' entre C.)' s •• ,. 

b) ¿Qué parte del cuadrado mis grande csd sombreada en la 
figu,-? 



EJERCICIO 74 

7S lamit de S1erpiniki 1:.1 1:1n11z de Su:rp1nski, d1sc.•i\ado rn 
191S. es un CJCmplo de un f,-ctal (figura gcomé1rsca con 
cada parte igual al todo). l'ucdc constnu~ comenzando 
con un 1nángulo equilátero negro sólido; este tnángulo .se 
d1\ 1dc en cua1ro 1ningulos equiláteros congrucmes y se ch• 
mina el tnángulo del mcd10 1:n el s1gu1cntc paso, cada uno 
de los trt! tnán¡ulos cqu1hhcros rcsutntcs .se di, 1dc en cua• 
tro tm\ngulos equiláteros congruentes. y se chm1na el tnin• 
gulo del mcdt0 de cada uno de cstcx tnángulos, como se ,e 
rn la pnmcra figura. En el tercer paso se chm1n.an nuc\c 
tnéngulos S1 el proceso se continua de forma 1ndcfintda. el 
resultado es el tamiz de S1crpmsi.1 (\ca la scgund.l figura) 

(JUCICIO '5 

a) Encucrurc un3 sucesión geométrica a, que dtl el nUmcro 
de tningulos rc:n'IO, KkMI en el A--és1mo pa§O 

b) Calcule el numero de 1ningulos chm1nados en el dcc1mo-

9.3 SUC~gt()mtlrk:U 665 

b) Dctermmc el numero 101:111 de tnAt1!,tUIOS chnuJUOOi ffl­
pués dc 12¡,aws 

e) Escnba un.a sene geomñ!'K'a que calcule el árc-a 101al ch• 
m11uda dcspuk de t1 p.a~ 

d) Dctcm1mc el área total el1m1nadJ después de 12 pasos 

n Ani i-t.a,d S1 se hace un <kpós110 dc $100 el pnmcr día 
de c3d3 mes en wia cuenta que paga 6 1 • de interés por al'\o 

compuesta cada mes. dclcmunc la cantuiad que habrá cn la 
cucma después de 18 aflos. 

78 A 11H 1d.-d C011suhc el CJcrc1ct0 77. Dcnux."'Slrc que s1 el 
dcpós110 mcnsu:d es P dólares y la taSa es ,-., anual c-om• 
pUC$ta cada mes. entonces 13 ca.nudad A en 1:,. cuenta dcspuc$ 

de " meso csti d3da por 

79 Anu.aJtct.d Use el CJcrc1c10 78 para encontrar A cuando P = 
SIOO.r :-- 8•,yn = 60 

80 Auu~k4,d Consul1cd CJC:tc1c10 78 S1 r = lo-" .. ¿:1prox1ma­
da.mcn1c c!JMtos ai\o$ se requieren J»n acumular S100.000 
s1 el dcpó5110 mensual Pes de 

a) S100') b) S200? 

Ejt'r. 81- 82: El ,,,J,odo d, doble di!11Hlr,"<'ión ti, s•ltlo H un 
mf1odo d t' dt'prttlacllln t'n , 1 qu,. dn puH dt cada ar.o k = l . 
2. J • ...• n. d , 1lor dC" una propitdad SC' rC"ducC" C"n I■ fnu·dd n 

2 ( 2 )'-' A , • -;¡ 1 - -;;- dt tu ( OSIO inicial. 

81 a) S1 n = 5, cnc:ucn1rc .A , A , .•. , A, 

b) MUCS!rc que la succst6n cn a) es g~tnca) cncucntn: 
s,. 

qumio ~ e) S1 el ,-.Jor 1nic131 de un:i prop1cd3d es $25.000, (.CUÍnlo 

e) Suponga que el tningulo mic,al llene un :§rea de I umdad, de su \alor se habrá dcprcc,3do después de dos 111\os., 
l'..ncucntrc wu succs,00 gcométncll b, quc dé el ircll cli• 

minada en el .l--ésimo paso 82 a) Si t1 es cualquier entero pos1II\0, cncuemrc A1, A!, ., A •. 

d) Detcmune el área chmmada en el sép11mo paso 

76 1: ,nizMS ~pt i. Consulteclc1crc1el()75 

a) Escnba una serie gcomécrica que calcule el numero toul 
de 1n:§ngulos c:hm111:tdos dc5.pués de t1 p3sos 

b) Muestre que la succstón en a) es goométnca y encuentre 
s. 
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Inducción matemática 
Sin es un en1ero positivo y con P. deno1amos el enunciado 1mucnci1ico (A)')" - x"'y", 

ob1cncmos la siguiente sucesión infinita de enunciados: 

Enunciado P
1

: (xy)' - x'y' 

Enunciado P: : (xyf - .r,~ 
Enunciado P,.: (.ry)1 

- x",,J 

Enunciado P.: (xy)• - x"y" 

Es fücil demos1rar que P
1
• P: y P

1 
son enunciados ,Y!nl"ckro.t. pero es imposíble 

comprobar la validez.de P para todo entero posi1ivon. Ocmos1rarquc P t..'S verda-
dero par.t todo n requiere ;1 siguiente principio. " 

Principio de Inducción matemUlca Si con cada entero positivo n hay un enunciado P. asociado. emonces todos los 
enunciados P. son verdaderos. siemph! que se sa1isfagan las siguientes dos con. 
diciones. 

Pasos para aplicar el principio 
de inducción matem4itica 

l ) P
1
es verdadero. 

2) Siempre que k sea un entero posi1ivo tal que P1 sea verdadero. en1ooces P1 ♦ 1 
1ambién es \'erdndcro. 

Para ayudamos a entender cs1c principio. consideramos una sucesión infinira de 
enunci:ldos marc3dos como 

P1,P~PJ' ··•.P •. , .. 

que satisfacen las condiciones 1) y 2). Por 1). el enunci3do P
1 
es ,·erdadero. Como 

In condición 2) se cumple. siempre que el enunciado P1 sea "crdadcro. el sig11ie11te 
enunci:ldo P,.

1 
también lo seci. En consecuencia. como P

1 
es verdadero. P

2 
t:tm• 

b1én lo cs. por 2). No obstan1e, si P. es \erdadcro. entonces. por 2), vemos que el 
siguiente enunciado P

1 
es vcrd:ldcl"O. Una vez más. si P

1 
es ,erdadero. entonces. 

por 2). P. también es verdadero. Si con1inuamos de es1e modo. podemos decir que, 
sin es cualquier entero particular. entonces P. es vt.-rdadero. porque podemos usar 
la condición 2) un paso 3 la vez. para finalmcn1c llegar a P . Aun cuando este tipo 
de razonamiento oo demuestra en realidad el principio de inducción ma1emá1iea. lo 
hace plausible. El principio se demuestra en álgebra a\aruada usando pos1ulados 
para los e meros posith os. 

Cuando apliquemos el principio de inducción matemática. siempre seguiremos 
dos pasos. 

1 Dcmos1rarque P, es \'Crdadcro. 

2 Suponer que P
1 

es verdadero. y luego dcmos1rar que Pu I es verdadero. 

Es frecuente que el paso 2 cause confusión, Note que no demo.<uramos que Pt es 
verdadero (cxccp10 para k - 1 ). En cambio. demostramos que si P¡ es verdadero. 
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entonces el enunciado P,. 1 también lo es. Nos referimos al supuesto que P• es \ cr• 
dadcro como 1ll hipó1csb: dt inducción. 

iJli!Jii:11 Uso del principio de Inducción matemitlca 

Use 1nducc1ón nu11cmát1ca para demostrar que para todo cmcro pos111,o n. la suma 
de los pnmcros "enteros pos1tn·os es 

n(n + 1) 
2 

SOLUCIÓN S1 n es cualquier entero posI1Ivo, deno1cmos con P. el enunciado 

11(11 + 1) 
1 +2+3+ · · ·+11 • - 2-

Los s1gu1e111es son algunos casos especiales de P . 
S1 n - l. cn1onces P

1 
es • 

1(1 + 1) 
1 • -

2
- ; es decir. 1 - 1 

S1 n • 2, c111onces P
1 

es 

1 +2 - 2<2 ; l):esdccir.3 • 3 

Sin • 3, entonces P
1 
es 

3(3 + 1) 
1 + 2 + 3 - -

2
-;csdcc1r.6 - 6 

Aun cuando es mstruct1,.o comprobar la validez de P. para dnersos valores den 
como lo hemos hecho. no cs ncccsano hacerlo. Sólo debemos aplicar a cslc CJernplo 
el proceso de dos p.:i.<ros indicado antes. É.ntonces, procedemos como sigue: 

Si SUSIIIUllllOS n - 1 en P •• entonces el lado izquierdo contiene sólo el 

número I y e l lado derecho es~. que 1amb1én es igual a 1. Por lo 1anto. P, 
es , crdadero 2 

Suponga que P• es ,erdadero. As!, la h1póles1s de inducción es 

Nuestra meta es demostrar que P •• 
1 
es \'etdadcro. es decir. que 

1 + 2 + 3 + ... + k + (! + 1) • (k + l){(k + 1) + I] 
2 

Podemos demostrar que la última fónnula es \Crdadcra s1 recs.cnbunos el lado 
1zqu1erdo y usamos la h1pótcs1s de mducción como s igue: 

(C'Ollllll1io) 
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1 + 2 + 3 + · · · + k + (k + 1) • (1 + 2 + 3 + .. · + k} + (k + 1) "'"""°' ,,, po"" 1 u '°'" 
= k(k + I} + (k + I} 

2 
k(k+ 1)+2(k+ 1) 

2 
(k + l)(k + 2) 

(k + l)[{k + 1) + I] 
2 

hJ¡,ól(' 1 k mdtk uón 

Es1odemues1ra que P, .. 
1 
es \-Crdadcro y. por lo 1an1O. la dcrnos1mción por inducción 

matemática está completa 

i!H '141511 Uso del principio de Inducción matemitlta 

Demuestre que para cad:1 entero pos1t1vo n. 

I' + 3' + ... + (2,r - I)' • ,r(2n - 1)(2,r + 1) 
3 

SOLUCIÓN Para cada emcro positivo n. denotemos con P. el enunciado dado. 
ObscrH que cs1a es una fómlula para la suma de los cuadrados de los pnmcros" 
en1cros posit1-.os impares. De nuC\O seguimos el pnx:edinucn10 de dos pasos. 

Slb11tuycndo 1 por" en P •• ob1encmos 

I' • ~(1~}(2_-71)~(2_+~1} 
3 

E.s10 demuestra que P1 es \crdadcro. 

Suponga que P1 es \crdadero. Asl. la h1pó1csis de inducción es 

1, + 3, + ... + (2k _ I)' • k(2k - 1)(2k + 1) 
3 

Deseamos dcmos1rar que P1 •
1 
es "crdadcro: es decir. que 

1, + 3' + ... + [i(k + I) _ lf • (! + 1)[2(k + 1) - 1}2(k + 1) + lJ 
3 

Esta ecuación se s1mphfica a 

1, + 3, + ... + (2k + I)' • (k + 1)(2k; 1)(2k + 3) 

Recuerde que el témuno siguiente al últuno en el lado izquierdo de la ccuoc,ón 
(el k-ésimo término) es (2k - J)-1. De un modo scmcjan1c al empicado en la solu­
ción del eJemplo 1, podemos dcmos1rar l:1 fórmula para P

1
., al reescribir el lado 

1zqu1erdo y usar la htpólesis de inducción como sigue: 
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I' + 3' + · · · + (2k + 1)1 = [I' + 3' + ··· +(U - 1)1] + (2.t + 1)1 

= k(2.t - 1)(2.k + 1) + (2k + I)' 
3 

k(2.t - 1)(2.t + 1) + 3(2.t + I)' 
3 

(2.t + l )[k(2.t - 1) + 3(2.t + I)] 
3 

(2k + 1)(2k' + Sk + 3) 
3 

(k + 1)(2.t + 1)(2.t + 3) 

Esto demuestra que P4• 1 es verdadero y. por lo ranto. P. es ,erdadero paro 1003" • 

l)tmili!D Uso del principio de inducción matemitica 

Demuestre que 2 es un faclor de,,:+ 511 par.1 iodo entero pos11i,o n. 

SOLUCION Para cada entero pos1t1\-o n. denotemos con P. el siguiente enunciado: 

2 es un factor de ,,: + 5n 

Seguiremos el procedimiento de dos pasos. 

Si " - 1, entonces 

Así. 2 es un factor de ,r + 511 para " - 1: esto es. P
1 
es , '--rdadero. 

Supong.i que P
1 

es ,crdadcro. Asi. la hipótesis de inducción es 

2 es un factor de Ir + 5k 

o bien, lo que es equivalente. 

paro algún entero p. 
Deseamos demostrar que P• 1 es ,erdadcro. es decir. que 

2csunfactorde(k+ IY+5(k+ 1). 

Podernos hacer esto como sigue 

(k + I)' + S(k + 1) ~ k' + 2.t + 1 + Sk + 5 

• (k' + Sk) + (U + 6) 

•2p+2(k+3) 

= 2(p + k + 3) 

1phi. mili ......,, 
,~ 1ndt:;: IC)fl 

c,ru;un " ,., 

Como 2 es un factor de la última expresión. P• , es ,crdadcro y. por lo 1an10. P. es 
\-Crd:.tdcro para todo , alar de n. 

SeaJ un entero pos11ivo y suponga que con cada entero n ~j está asociado un 
enunciado P •. Por eJemplo. siJ = 6, entonces los enunciados están numerados P •• 
P .• P, • .... El pnne1pio de inducción matemática se puede cAtcndcr para abarcar 
es1a situación. Para demostrar que los enunciados P,. son ,crdadcros para 11 ~j. 
usamos los s1gu1entcs dos pa~ en In nusma fom1a que h1c1mos para,,~ 1. 
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Pasos para aplicar el principio 
extendido de Inducción 

matem,uca para P,, k ~ j 

Demuestre que P, es \ erdadcro. 

Supong::1 que P
1 

es \crdadcro con k o!: j. y luego demuestre que P1 •
1 

es 
\erdadcro. 

U.ii!J.¡j,WWW Uso del principio extendido de Inducción matemitlca 

Sea a un número real d1forcntc de cero tal que" > - 1. l>cmucs1rc que 

(l + a'f > l+no 

para todo cn1ero" ~ 2. 

SOLUCIÓN Para cada en1cropos1ll\0 n, denotemos con P,. lades1gualdad (I + a)­
> 1 + na. Note que P

1 
es/o/so. porque ( 1 + o)' - 1 + (1 )(ll). No obstante. pode­

mos demostrar que P,. es \erdadcro paro n ~ 2 s1 usamos el pnnc1p10 extendido 
conj • 2. 

e- Pnmcro observamos que ( 1 + ar - 1 + 2a + cr-. Como a :t O. tenemos 
que cr > O y. por lo 1anto. 1 + 21, + (T > 1 + 2a o. lo que es equivalente. ( 1 + ,,f 
> 1 + 2o ror cons1guicntc, P:cs \crdadcro 

Suponga que P, es \erdadcro. Así. la h1p61cs1s de 1nducc1ón es 

(1 +ar> 1 +ka 

Deseamos dcmos1rar que P •• 
1 
es \Crdadcro; es decir, que 

(I + t1)' "1 > 1 +(k+ l)a 

Para demostrar la últ1m.a des,guald3d. pnmcro obscn·amos lo s1gu1enle; 

(1 + u)-. 1 
• (1 + u)'(I + t1)1 

> (1 + ku)(I + a) 

A continu:ición., cmos que 

(1 +ka)( I +a)• 1 +ka+a+kt; 1pl .un.-. 
• 1 + (fo+ ll) + kJ,! ~ kffllUIO!i 

• 1 + (k + l}l, + k,i 

> 1 + (A: + l)l, ; Lr ) 

Las Ultimas dos dcsigu:1ldades nos dan 

( 1 + a)t-1 > 1 + (A: + 1 )a. 

Entonces. P,., es \-Crdadero y la demostración por inducción rnJtcmitica está com• 
plela. ■ 

l lernos visto d1,•crsos eJcmplos de dcmos1rac1ón de enunciados mcdian1e la apli• 
cación del principio de inducción matemática U&1cd tal vez se prcgmuc: .. ¿de dónde 
salieron estos enunciados':'". Es frccuen1e que estos enunciados sean ··descubiertos .. 
al obscn ar p.a1roncs. combinar rcsuhados de vanos campos de las matcmáucas o al 
reconocer cienos tipos o categorfas de relaciones, Dos de es10s enunciados se dan 
en los CJcrCicios 41 y 42 en esta sección. y 01ros dos enunciados (hgcramcn1c mis 
d1fic1lcs) se presentan en los eJerc1cios de análisis 3 y 4 al final del capitulo. 



Ejercicios 

Eju. 1- 211: 1Hmur:1trr qur rl rnunci1do r1 ,rrd1dr ro p11r1 
todo t nlt ro po~lth"o "· 

l 2 + 4 + 6 + · · + 2n • 11(" + 1) 

2 4 + 8 + 12 + •. • + 4,. • 2n(11 + 1) 

3 1 + 3 + 5 + · · · + (2,r - 1) • "! 

4 3 + 9 + 15 + .. , + (6n - 3) • 3111 

6 1 + 4 + 7 + ·· · + (3" - 2) • fn(J,r - 1) 

7 2 + 6 + 18 + · · · + 2 · J•-• - J• - 1 

8 3 + 12 + 48 + . ., +] • 4•-I - 4° - 1 

9 1 + 2 • 2 + 3 • 2: + • • • + n • 2•-• • 1 + (11 - 1) • 2" 

10 (- 1)1 + (-lf + (-1)1 + ··· + (- 1)" • (-I~ - I 

13 __!_+....!._+_!_+ .. ·+-'- - _¿_ 
1 • 2 2 • J 3 • 4 n(" + 1} " + 1 

1 1 1 
14 --+--+--+···+ 

1 · 2 · 3 2·3 • 4 3 . 4.5 

1 "(" + 3) 
"(n + 1)(11 + 2) 4(n + l)(n + 2) 

1s 3 + 3: + 3' + · · + J" - iW - 1) 

16 11 + 31 + 51 + · · + (2,r - 1)1 
• lr(2n: - 1) 

17 n < 1" 18 1 +2nsJ• 

19 1 + 2 + 3 + · · + n < ¼c2n + IY 

(ª)"º' (ª)" 20 S10<a<b,cntOOC'CS b < b , 

21 3csunfac1ordcn' - n + 3 

22 2csunfüc1ordcfr+,.. 23 4 csunfactordc5"- 1. 

24 9es un roc1ordc I0 .. 1 + 3 •JO•+ S. 
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25 S1 a es mayor que 1. entonces ti' > 1. 

26 S1 r t 1. cm onces 

u + ur + ur + · · + ur"- 1 • a(I - ,.) ,_, 
21 a - bcsun factor de u" - lt'. 

(Sugrrt'1,.-ia: oi+• - Jt•• • ,i(u - b) + (o' - b')b.) 

28 ,, + bcs un factordt. ~-• + lr""-1• 

•:JC'r. 29-34: Ent-ur nln- C'I mlnimo rntr ro posi1h·o J pan C'I 
cual d t nund1do ts , t rd1dt ro. Ust ti principio t xftndldo d r 
inducción m1tr mi tiu pi1n dr mostr:1r qur 11 rórmul1 rs ,·C"r­
dadr n pan 1odou 1rro m1yorquC"J , 

31 5 + log:n :Sn 

33 211+2~2" 

30 ,r+ 18:Sn1 

34 11k)g,_¡11+20~n! 

•:JC"r, 35-40: •: .ipnH b suma C'n 1trn1lnos d C" n , (S11g~u11cl11: 
dr la s«clón 9.1. u,r r l tror t'ma 10brr sumas, t'jt'n1plo 6. )' r l 
teottma sobrr la suma dt' una conslantr : ta111blf n u~ los ejr r• 
citlos 11 y 1 2 antt-riorn .) 

3S .tl(.l:+2) 

37 ,t1(,t! + 3.1: + 5) 

38 1~1(3.r-'li+ 1) 

39 •*1 (4,tl + li: - 1) 

40 .tl(.t'+W-J:+ 4) 

36 ·*· <• - 3) 

•:Jrr. 41-42: •) E, ·•tú, la fórmula dada para los ,·alo rrs t'lprt"­
sados d t' n, y mul'h a el sistema dt' ttuatlonH r f'5ultanlt' pan 
•• 6, e)' d. (E.sir mf lodo st pul'dt usar a ,·t en pan ob1t nt r 
f6rmul u para sumu.) b) Compan- rl resultado d r l Inciso •) 
con el rjrrd do Indicado )' r .ipllqur por qui n tr mk odo no 
demuH tra qut I• fó rmula H , ·rrdadrra para todo \'llor dt' n. 

41 I! + 21 + Jl + • • • + 1,-l • lln1 + b,1
1 + Cn. 

n • l.2.3(Epricl011) 

42 11 + 2' + 31 + ... + ,,, • u11• + bn' + rfr + dn: 
n • l. 2. 3 • .i (EJCtCick> 12) 
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[jer. 43-46: Dtmutslrt qut ti t nuMlado n n rdadt ro ptra 
lodo tnlero posith·o " · 

45 Dcmocs1n: el 1<:0fcma de De Mowrc: 

(r(cos O+ /sen O)}•= r"(cos nO + iscnr,(}) 

p3rt1 todo entero pos111vo "· 
43 scn(O + nx) = (- l)"scnO 

44 cos(O + ,,,..J = (- l rcosO 

Teorema del binomio 

46 DcmOC$1re que para todo en1cro pos1mo n ii!:: 3, la suma de 
\Q!¡ :in¡ulos mtcnorcs de un pollgono de" lados cs141 dada por 
latxp,cs1ón(n 2) · 180° 

Un binomio es una suma a+ b. donde a y b rcprcsenl::l,n nUmcros. Si" es un entero 
posith•o. cn1onccs una fórmula general paro expandir (a + h)- (cs10 cs. para cxprc• 
sarlo como suma) est11 dada por el lrortma dtl binomio. En cs1a sección usaremos 
inducción ma1emática para esrnblecer esta fónnula general. Los siguientes casos 
especiales se pueden obtener por multiplicación: 

(a + bf • ,; + 'ltib + Ir 
(a + b)' = t11 + 3,ib + Job? + b, 

(a + b)j • a~ + 4a1b + 6<ihi + 4<1bJ + b~ 

(a+ b)' • a' + Stlb + IOuW- + J()(Íb, + 5ab4 + bs 

Estas expansiones de (a + hr paran - 2. 3. 4 y 5 tienen las siguicn1es propiedades: 
1) Hay n + 1 ténmnos. siendo<l'cl primero y 11' el UllinlO. 
2) A medida que con1inuamos de cualquier 1ém1ino al siguicme. la pocencia de " 

disminuye I y la poccncia de b aumcnia l. Para cad.'I lérmino. la suma de los 
cxponen1cs de a y b es n. 

3) Cada ténnino tiene la fomia (c)a"'-1.II. donde el coeficiente e es un entero y k -
O. 1, 2 ..... n. 

4) L3 s1gmen1e fónnula es ,crdadcra para cada uno de los primeros" ténninos de 
la expansión: 

(coefieienlc del ténnmo) · (exponente de a) 
número del lérmino = coefic1cn1e del '\1gu,cn1e término 

La 1abla siguiente ilustra la propiedad 4 para la expansión de (a + b)'. 

Número Coeficiente Ex-poMnle Coefid ente del 
Ttrmino de término del término .... lf rmino sigu~nte 

"' 1 1 s 1 · S 
1 - 5 

So'b 2 s 4 
5 · 4 
2 - 10 

l 0a1h: 3 10 3 
10 · 3 
-3-- 10 

10trb1 4 10 2 
10 · 2 --- s 4 

Sab' s s 1 
S · 1 
T - i 



Tinaino 

d' 

!..u"-'b 
1 

11(11 - l}U"_:1,: 
2 1 
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A conhnuación. consideremos (a + b)" para un entero pos1t1"0 arb11rano 11. El 
pnmcr térmmo es d'. que tiene coeficiente l. S1 suponemos que la prop1cdnd 4 
es \crdadcra. obtenemos los coeficientes succsl\os que aparecen en la siguiente 
tabla 

Númtto Codic:wnlt' [ llpollffllt' Comrirnlt"dd 
dt"tirmino cid linaino d .. tmnino sipaimee: 

1 1 n 
1 · n 
-•n 

1 

2 
n 

n - 1 
11(11 - 1) 

1 2 · 1 

3 
11(11 - 1) 

n-2 
11(11 - l)(n - 2) 

2 · 1 3 2 · 1 

11(11 - 1)(11 - 2) ,,,.-,,,, 
4 

11(11 - l)(n - 2) 
n-3 

11(11 - l)(n - 2)(n - 3) 

3 · 2 · 1 3 • 2 · 1 4 · 3 · 2 · 1 

r Co-eficientedel(k + l )~simo 
tfrmlno de 1.a exp.anslón 

de(o + br 

l Definklón den! 

El patrón que aparece en la quinta columna lleva a la s iguiente íórmula pam el 
coeficiente del 1Crmmo general. 

11 • (11 - 1) · (11 - 2) · (11 - 3) · · · · · (11 - k + 1) 

k · (k - 1) · • · · · 3 · 2 · 1 J. • 1,2. ····" 

El (k + 1 )-és1mo cocfic,entc se puede cscnb1r en una forma eompac13 usando 
not'ación íactorlal S1 n es cualquier entero no negall\O, cmonces el símbolo n! (n 
foctoriaf) se define como s igue. 

1) n! • n(n - J)(n - 2) • · · · · 1 si n > O 

2) º' = 1 

Po r lo 1an10, s1 n > O.entonces n! es el producto de los primeros" enteros pos111-
vos. La definición 01 • 1 se usa p;ira que ciertas fórmul3S que contienen factoriales 
sean vcnbdcras paro todos los enteros no negt11i1'0.s 

EJEMPLOS n hictorlal 

■ I! • 1 ■ S! • S • 4 · 3 · 2 · 1 • 120 

■ 2! - 2 · 1 - 2 ■ 6' - 6 • 5 · 4 · 3 • 2 · 1 - 720 

■ 3! • 3 • 2 · 1 • 6 ■ 7! • 7 • 6 • 5 · 4 · 3 · 2 · 1 • 5040 

■ 4! • 4 · 3 · 2 · 1 • 24 ■ 8! • 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 • 40J20 

Nole el rápido crec1mícnto den! a medida que aumentan. 
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factorb 1ln 

Las aprox1mocioncs fuc1onales se mucs1ran a tres pos1c1ones decimales. {El número de 
posiciones decimales se puede camb1:u con f MOOE ].J 

20 1 IIATH I G) CD I EIITTR 1 
01 

01 

2 . 433cl8 

2 .653c32 

8 .159c47 

A veces deseamos snnpltficar cocicnles donde numerador y denominador con. 
tienen foc1orialcs. como se mues1ra en los CJcmplos s1gu1cntcs. 

EJ!MPL05 Simplifica<:lón de cocientes de factoriales 

■ 7.! • 7 . 6 . S! • 7 , 6 • 42 
5! 5! 

10! 10 · 9 · 8 · 7 · 6! 
■ - =-----= 10·9·8 ·7= 50-l0 

6! 6! 
Al igual que en el CJCmplo an1crior. s1 n y k son enteros pos111,.os y k < n. 

cn1onccs 

"! " · (n - 1) · (" - 2) · .. · · (" - k + 1) · [(" - k)!] 
(11 - k)! ""' (11 - k)! 

· (n - 1) · {,r - 2) · · · · • (n - k + 1), 

que es el numerador del coeficiente del (k + 1 }-CS1mo 1énnmo de (a + b'f. D1v1. 
dtcndo entre el denominador k' 1cndn.mos la siguiente fom1a allcmativa para el 
(k + 1 ),-és1mo coeficiente: 

11 ·(11 -l) ·(11 -2)·····(n-k+ I) 11! 

k! • k!(11 - k)! 

Es1os números se denomm:m coefifienlcs binomlale.s y con frecuencia se denOlan 

con el símbolo (~) o el símbolo C(n, k). Por lo w.nio, 1enemos lo siguiente 

l Coeficientedel(k + l )~fslmo 
t f rmlno de la expansión de (o + b)" 

{forma alternativa) ( ·) "! k •C(,r.k) •k!{t1 -k)!' k•0. 1,2 .... 11 

Los simbolos (~) o C(11 . .l.) se h.'ffl a ,cccs como "n de A ... 

IINi'jJ,.11 Evaluar(:) 
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SOLUCIÓN Es1os seis ntimcros son los coeficientes en la expansión de (a + b)\ 
que tabulamos antes en esta sección. Por dcfimc1ón. 

00' MUl•fl Simplilícación de un cociente de factoriales 

Reescriba (311 + 3)! (3n)! como una e:<presión que no contenga factoriales 

SOLUCIÓN Por la dcfimción den!, podemos escnb1r (311 + 3)! como 

(3n + 3)(3n + 2)(3n + 1)(3n)(Jn - 1)\Jn - 2) · · · (~)(2)(1) 

En1onces. 

(3n + 3)! (3n + 3}(3n + 2)(3n + 1)(3,,-)! 
--¡¡;;¡¡-= (3,,-)! ·"'. 

= (3n + 3)(3n + 2)(ln + 1). 

El teorema del bmom10 se puede expresar como sigue. 

(t1 + b)" =a'+ t),~-•b + (;).--,¡,, + , , · + (;)r'b' + ·, · + (,,: i),,b•-• + h" 

Usando no1ac1ón de sumatoria. podemos escnb1r el 1oorcma del bmom,o como 

(" + b)" - L ,r'b' . (") 
•◄ k 

Tenga en cuenta que ha)' n + 1 ténmnos (no n témunos) en la expansión 
(a + hr. y J)Or lo uinto. 

(;)a•-·h1 e~ una fórmula parad (k + l}-c-.11no 1¿muno de la Cl(pan-.ión 
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FIGURA1 

Teorema del binomio 
(forma a ltl!!mativa) 

547981281 

Un plan1camíen10 al1cmo del tcorcm3 del binomio es como sigue. (Al final de 
es1a sección se presenta una demostración.) 

Los CJcmplos siguicmcs se pueden resolver ya sea usando las fórmulas generales 
del teorema del binomio o por el uso reiterado de la propiedad 4. expresada al inicio 
de esta sección. 

Uii:Jalill Encontrar una l!!xpanslón binomial 

Encuentre la expansión binomial de (lr + 3_,.:)•. 

S.OlUCION Usamos el teorema del bmo1mo con a - 2x. b - 3_,; y" - 4 : 

,zx + 3.,.')' _ ,zxi• + (~),2xi•,3,,,. + G),i..)'(3y')' + G),2,,•,3,,,, + {J.,-')· 

- llu' + 4(&x')(J,·') + 6(4x')(9J') + 4{2x)(27y') + 81,-' 

• tfu• + 96.r \·J + 216.rJ_r• + 216.'J'" + 8Jy1 

Al examinar los 1érmmos de la expansión de 1zqu1crda a derecha. \CnlOS que 
los exponentes en 1" dismmuycn I y que los eAponcntcs en y aumenwn 2. Es buena 
idea comprobar los patrones de cxponcmcs después de simphficar una expansión 
bmom,al. 

La figura I apoya la exaclilud de la expansión. 

El s1guicmc CJCmplo 1luma que s1 a o bes ncgatl\O, entonces los témunos de la 
exp:1nsión son 11ltemad.:amente pos1t1\0S y nega11,·os. 

OH 1141•11 Encontrar una expansión blnomlal 

SOLUCJON Los coeficientes binonualcs para {a + b)1 se calcularon en el CJcmplo 
l . Porlo tan10. si u - 11:x. b - -2-liyn - S cncl 1eorcma del bmom,o. obtenemos 

( 1 ) ' ( 1 ) ' ( 1 )' , ( 1 ) ' , -;- - 2Vx - -¡ + 5 -;- ( - 2-/2) + 'º -¡ (- 2v,)· 

+ ,o( 7 )'(-2v,)' + s( +)'(- 2v';)' + (-2v,)'. 

que se pueden escnbir como 



(l + 1 >-tilffltJ lénntno (; }I" 
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Para encontrar un 1énmno especifico de (a + b)". es con\cnicn1e primero cncon• 
trar el exponente k que se ha de as1gn3r a b. Nole que. por el 1eorcma del bmonuo. 
el e,pom:me dC' b t-~ \'h•mp~ 11no meno<:: que el mime ro del 1jrn11110 Una vez. encon-

trada k, sabemos que el exponente de o es,, -k y el coeficiente es (:) 

IJDm.i:11 Encontrar un tfrmlno e:spedfico de una upanslón binomial 

Encontrar el quinto 1énnmo en 13 expansión de (x' + \0')11
• 

SOLUCION Sea a • r y h • ./y. El exponente de h en el quinto 1ém1ino es k • S 
- 1 - 4 y. por lo 1an10. el exponente de o es" - k • 13 - 4 - 9. Oc la exposición 
del párrafo precedente obtenemos 

( IJ)(x')9(v,)' =-.-13_!_~ •= J3-12-11 · 10r"'\,!=Jl5.r'y! ■ 
4 · 41 (13 - 4)! .Y' 4! . • 

Qjj\l)l•H Encontrar un tfrmino especifico de una upanslón binomial 

Encuenlrc el u~nmno que con1,cnc q•• en la expansión bmomial dc (tJi + q2)1:_ 

SOLUCIÓN Del enunciado del 1corcma del binomio con a • 'j'P. b • <f y,, • 12. 
c3da término de 13 expansión tiene la form3 

Como (rj-"/ • qll, scak • S para obtener el 1érmmoque con1ienc q••. Al haccrcs10 
tendremos 

Hay un interesante conJunto triangul3r de números, llamado lrlángulo de Pas­
u l. que se puede usar para obtener cocficicntcs binomink-s. Los números ~lán 
d1spues1os como sigue: 

6 4 
JO 10 

6 15 20 15 6 

Los números de la !.t!gunda fila son los cocficien1cs de la e'l(pansión de (,, + b)': 
los de 13 tercero fila son los coeficientes dctenninados por (u + bY.: los de la cuarta 
fila se obtienen de (a + b)l, y así suces1..,amcn1c. Cad3 número del conJunlo que es 
diferente de I se puede encontrar al sumar los dos m.imeros de la fila anterior que 
aparecen amba e mmcdiatamente a la izquierda y derecha del número. como se 
1lus1ra en la solución del siguicnrc CJcmplo. 
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6™ Uso del trlingulo de Pascal 

Encuentre la octa\a fila del triángulo de Pascal y úsela parn expandir (u + b)' . 

SOlUCION Rccscnbamos la séptim3 fila y luego usemos el proceso dcscmo 
líneas antes. En la siguiente sene de numeros. las Occhas indican que dos nllmeros 
de la séptuna fila se suman para obtener los números de la OCb\ a fila. 

1 6 15 20 15 6 1 
\,1\,1\. ,1 \. ,1\. ,1\.,1 

7 21 35 35 21 7 

La octava fila nos da los coeficientes de la expansión de (t1 + b)': 

El triángulo de Pascal es útil para expandir pcquc~as po1cncias de"+ b; no obs• 
tantc, para cxpanchr potencias grandes o encon1rar un 1énnmo espt.-cífico. como en 
los CJcmplos 5 y 6. la fórmula general d.'.ld3 por el teorema del binomio es mas útil. 

Concluiremos esta sección d3ndo una demostración del teorema del bmo,mo 
mediante el uso de mdu<:ción matemática. 

Ott ,osttación d t•ortm~ d•I bin11mio Para cada entero pos1ti\O n, denotemos 
con P,, el enunciado dádo en la forma altcmati\a del teorema del bmom10. 

Si n - l. el enunciado se reduce a (a + h)' - a 1 + b'. l:.n consecuencia. 
P, es 'verdadcro. 

Suponga que P, es 'verdadero. Así. la hipótesis de inducción es 

HcmO!I mostrado el r-éstmo témuno y el (r + 1 )-ésimo témuno en la expansión 
anterior. 

Para demostrar que P, 
1 
es verdadero. pnmero cscnb1mos 

(a + b)'· 1 -(a + b'f(n + b). 

Usando la hipótesis de inducción paro sus111uir por (a + h't y luego mult,plicando 
esa e:<pn:sión por a + b. ob1cncmos 

donde los términos del pnrner p::ir de corche1es son resultado de rnult1phcar por u 
el lado derecho de la hipótesis de inducción y los ténninos del segundo par de cor• 
che1cs son resultado de rnul1iplicar por b. A continuación. rcacomodamos y com• 
bin:imos 1ém1111os: 



liiii Ejercicios 

Ejn. 1- 12: En hi<' la u ,prNl6n. 

1 M}' 

3 3'51 

8' 
5 si 

7 (!) 
• G) 
11 (5;) 
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(n + b)hl - "l•I + (k + l)u'b + e(k 2~ 1) + t)c,1-1,; + .. 

4 ,i171 

6' 
6 3' 

•(:) 
10 e) 
12 ('22) 

+ ~-~~--~+ ~-~~--~ t1•-•·'b' (
k(k - 1) , · · (k - , + 1) k(k - 1) .. · (k - , + 2)) 

r! (r - 1) 1 

+ · · · + (1 + k)ob~ + bhl 

S1 los coeficientes se s1mphfican. ob1cue1nos el enunciado P. con k + 1 sus1itu1do 
por n. Entonces. P,., es verdadero y. por lo 1anto. P. se cumple para lodo entero 
pos1l1\0 "· lo que cornplc1a la dcmos1ración. 

23 (f - .,·)1 24 ,r-},r 

25 (3t- 5s)4 26 (2, - s)~ 

21 Hx + ,,1)' 2a (~f + ,-•r 

29 (f + Jlt 30 (+, -2,)' 

31 ( V,-~)' 32 (v.+ 7.)' 
Ejtr. 13- 18: Ru-.t'rib• <"Omo un• n prt'sl6n qu<' no ron1tn¡:1 
ía<"forlalH, 

u -•-'_ 
(11 - 2)1 

lS (2,;;/)' 
l(n + l )'I: 

l7 ~ 

14 (n + I)' 
(n - 1)' 

16 (J.n + I)! 
(3n - 1)1 

18 1(2n + 2)'1: 
1(2")')' 

Ejn. 19-32: Ust' t i teort ma dtl binomio pan1 u pandl.r ~· sim­
plificar. 

20 (.11 + 2))1 

21 {r + _,¡y, 

t:Jtr. 33- 50: Sin txpandlr C'Ompltlamtntt. encutnlrt t i (los) 
t frmino(s) indicado(s) <"n ti d n11TOll0 d<" 11 uprnlón. 

33 (.r1 - lt ·1) 1; pnmcros dos térmioo, 

36 ,.,, + sx-~ pruncrm tn:s 1f nnmos 

ólumos lrCS tfnmnos 

( J "') ' 39 -; + 4 : sc-xto 1fmuno 
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42 (3.rl - _r')1''; cu.ano 1émuno 

49 (3.f - ..!...)•; 1énmno que no ron1cnga :e ... 
SO ( n· - Jy ')"; ténmno que no contenga ,, 

Sl Cakule ( 1 2) .. usando los pruneros tres ténmnos en la 
expa.rmón de ( 1 + 0.2)'' y compare su respuesta con la obtc­
mcb usando cakuladon 

52 Cakulc (0 9)' usando los pnmcros 1rcs 1énn1nos en la expan­
sión de ( 1 - O l )4 y compare su ~porsta ron l:11 obtenida 
usando ealcul~. 

" (,r+ ,>'= dos 1érnunos ttntrales 

1érn11no que contenga '" .. 
Ejrr. 53-54: Simplifiqu, la npm tón usando t-1 trorema dl'I 
binomio. 

46 V,-' - 2,·')'; térnuno que ron1cnga .1" 
53 (.f + h)I - l" 

h 

48 ( Vc + Vd}\ témuno que ron1enga el 

SS MUC5m-que(;)-(,.:,)paranz:l. 

S6 Muestre que(~) - (:) par.u z: O 

Permutaciones 

flGUll:A1 

Phmtt ~JUndi) Po-.11:IOOC) 

his• Ju~.., fin;ak:~ 
B A B 

A.Le A e 
~I) A 0 

D A 

e e 
8 D 

C A 
C B 

C D 

D A 

O B 
o e 

Suponga que cuatro equipos par11c1pan en un torneo en el que se detennmarán el 
primero. segundo, tercero y cu:,r10 luprcs, Por:i identificarlos, marcamos los equi­
pos A. B. C y D. Encontremos el número de formas difercn1es en que el primero 
y segW1do lugares se pueden dcc1d1r. Es con\eniente usar un diagrama de árbol. 
como en la figura l. Después de la palabra INICIO, 11parcccn las cu:uro pos1b1lid.1• 
des para pnmer lugar. De cada una de éstas. una flecha apunta a un posible gana. 
dor del segundo lugar. Las posiciones finales indican de izquierda a derecha los 
posibles resultados Se erw=uentran al seguir las diferentes 1royec1onas (rt1mas del 
árbol) que llevan de la palabro INICIO al equipo e.n segundo lugar. El número 1otnl 
de resul1ados es 12. que es el producto del número de opciones (4) para el pnmer 
lugar y el número de opciones (3) para el segundo lugar (después que el primero se 
haya detenmnado), 

Encontremos ahora el número total de formas en que se pueden llenar las posi­
ciones primera. segunda. lerccra y cuana. Para trazar un diagrama de árbol. pode­
mos empeLar por d1buJar flech~ de la p.alabra INICIO a cada posible ganador A. 
B. C o O del primer lugar. A continuación tra.tamos flechas de és1os a los posibles 
ganadores del segundo lugar. como se hizo en la figura 1. Desde cada pos1c1ón de 
segundo lugar traLamos enlonces flechas que indiquen las posibles pos1c1ones en 
tercer lugar. Por último, traJ..amos flechas al equipo en cuarto lugar. Si consider'J• 
mos sólo el caso en el que el equipo A tcnnina en primer lugar, 1cncmos el diagrama 
que se muestra en la figura 2. 
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FIGURA2 

Pruno ScpnJo Tttctt Cu.u10 Po,K,OOCS .... , . .., lu¡:ar lu¡:?;i.r finaks 

~=:=: 
A 8 C D 

A B o e 

-<::::º-º A C B O 

D-+-8 A C O B 

-<::::º -.. e A D 8 C 

C'-+-B A D C B 

Obse!"e que h:1y sc,s posibles pos1c1ones finales en las que el equipo A ocupa 
el primer lugar. En un d1agranu de irbol complelo habrfa también otras tres 
ramas de es1e tipo correspond,entcs a llegadas en pnmer lugar para B. C y D. Un 
diagrama completo mostraría las siguientes 24 posibilidades para las posiciones 
finales: 

\ • ABCD.ABDC,ACBD,ACDB.AOBC,ADCB. 

H ¡,n BACO. BADC. BCAO. BCOA. BOAC. BOCA. 

t pn CABO. CAOB, CBAO. CBOA. COAB. COBA. 

!> OABC. OACB, OBAC. OBCA. DCAB. DCBA. 

Tenga en cuenta que el número de posibilidades (24) es el producto del número 
de fom1as (4) en que el pnmer lugar puede ocurrir. el número de formas (3) en 
que el segundo lugar puede ocurrir (después que el primer lugar se haya de1erm1• 
nado). el número de posibles resultados (2) para el tercer lugar (después que los 
primeros dos lugares se hayan de1em1inado) y el nümero de fonnas ( 1) en que el 
cwrto lugar puede presentarse (después que los tres primeros lugares se hayan 
ocupado). 

La exposición precedente ilustra la sigu1en1e regla general. que aceptamos como 
axioma básico de conteo. 

Sea E,. E: • .... E, una sucesión de k evcn1os. Si. para cada ,. el evento E, puede 
ocumr en m

1 
fonnas. entonces el número total de formas en que iodos los c,entos 

pueden 1encr lugn.r es el produc10 m,m: ·· m •. 

Vol\11cndo a nueslro pnrncr CJcmplo. representemos con E1 la dc1em1mac16n del 
equipo en pnmc:r lugar. de modo que nr

1 
- 4, Si E! denota la detenninación del 

equipo en segundo lugar. entonces m. • J. Por lo tan10. el nümcro de resultados 
paro la sucesión E

1
• E: es 4 3 - 12. q~e es igual que lo obtenido por medio del dia­

grama de árbol. Si conunuamos con E
1

• la de1crmmación del equipo en tercer lugar. 
entonces m 1 • 2. )' por lo t:11110 nr1m:"', - 24. Por último. s, E1• E: y E, han ocu­
mdo, hay sólo un resultado posible para E,. Entonces, m, • 1 y m

1
m¡n ,m, • 24. 

En lugar de equipos, 1,,eamos ahora a "· h. e y d menunente como símbolos y 
consideremos los diversos órdet1es o dmrih11clones que se pueden asignar a estos 
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simbolos, tom4ndolos dos a la vez. tres a la \C7 o cuatro a la \CZ. Si abstraemos de 
es1a foml3. podemos aplicar nuestros métodos a 01ra ... s11u:icíones sim1l:ires. Los 
arreglos que hemos explicado son arreglos sin repclkiones. ya que un símbolo no 
puede usarse más de una \-eZ en una configuración En el ejemplo I consideraremos 
arreglos en los que la.s rcpcuciones se ¡>ermJlen. 

Prcviamcnlc definimos pares ordenados y lemas ordenados. Dd mismo modo, 
una t·uart<>fll orr/enadt1 es un con Junio que contiene cuatro elementos. r, . .r:. x, •. r4 

en el que se ha especificado un ordenamien10. de modo que uno de los elementos 
puede mencionarse como el primer clemcn10. otro como el segundo elemento. 
y así suces1\'amcn1c. El símbolo (x1• x:, x,. x4) se usa para la cuane1a ordenada 
que ucne pruncr elemento x

1
• segundo elemento xi. 1crcer elemento x1 y cuano 

elemento .-4. En general. para cualquier entero pos1two r. hablamos de la , . upla 
ordenada 

(X1.X:• , .X,) 

como un conJunto de r clemen1os en los que r
1 
está designado como el primer ele• 

mcn10, x l como el segundo clcmcn10. y osl succS1\amcntc. 

MPH'l:H•II Determinación del número de ,.uplu 

Usando sólo las lci.ras a. b, e y d, dctcmunc cuán1as de las s1gu1en1es se pueden 
obtener: 

a) lemas ordenadas b) cuanctas ordenadas e) r•uplas ordcn.'\das 

50LUCION 

a) Debemos dctennmar el número de símbolos de la forma (.r,,x:, x,) que se puede 
obtener usando sólo las letras a. b. e y ti. Esto no es lo mismo que una lista de 
pn~ro. segundo y tercer lug11res como en nuestro eJcmplo antcnor. porque no 
hemos excluido la posib1hdad de rcpc1iciones. Por ejemplo. (a, h, a), (a. a. b) y (t1. 
a. a) son temas ordenadas diíerc111cs. S1. paro ; - 1. 2. 3. con E, represenlamos la 
dc1cmunaci6n de x en la lema ordenada (x1• x!. x 1). entonces. como se pcmuten 
rcpc11cioncs. hay cua1ro pos1b1hdadcs. que son a. b. e y d. para cada E1. E: y E1. 

En consecuencia. por el pnncip10 fundamental de conteo. el nUmero 101al de temas 
ordenadas es 4 4 · 4. o sea 64. 

b) El número de posibles cll3nctas ordenadas de la fom1a (x
1
• x:. x1• x,) es 4 4 4 

· 4. o 256. 

e) El número de r•uplas ordenadas es el producto 4 4 4 · · · 4. donde 4 aparece 
r , eccs como fac1or. E.se producto es igual a 4r. 

QH'■a■•II Selecclón de un comitf en un grupo 

Un grupo escolar está fom13do por 60 mujeres y 40 hombres. ¿De cuántas fonnas 
se puede elegir un presidente . ..,iceprcsidcntc. tesorero y secretario si el tesorero 
debe ser una muJer. el secretano debe ser un hombre y un cs1ud1an1c no puede tener 
más de un cargo? 

SOLUCION Si un evento está especializado en alguna fom13 (por CJcmplo. el 
tesorero dehe ser una muJcr), entonces el evento debe ser considerado an1cs que 
los c,cntos no cspcci:1111..ados. Asl. representamos con E

1 
la selección del tesorero 

y con E: la selección del secrcuano. A continuación. denotamos con E1 y E, las 
selecciones para presidente y ..,iccpres1den1e. rcspcct1,·an1Cn1c Al igual que en el 



Definición de permutación 

9.6 Ptrmut,c!Qnn 683 

pnnc1p10 fundamental de conteo. con m, denotamos el nUmcro de form3S diferen­
tes en que E. puede ocumr ¡>3ra I - 1. 2. 3 y 4. Se deduce que m1 - 60. m1 - 40. 
m, - 60 + 40 2 - 98 y m, • 97. Por el pnnc1p10 fund.:11ncn1al de con1eo. el 
numero 101al de pos1b1hdadcs es 

m,m:"'1m. - 60 · 40 · 98 · 97 - 22.814,400 

Cuando 1rabaJamos con conJun1os. por lo general no nos interesa el orden o 
arreglo de los elementos. pero en el resto de esta sección el arreglo de los elementos 
scr:li nuestro pnnc1pa l mtcrés 

Sea S un conjunto den elementos y sea 1 :Sr :S" Una permutación de relcmen-
1os de Ses un arreglo. sm rcpct,ciones. de r elementos. 

También usamos la frase permutación d€' 11 elemenlos tomados rala , u . El 
símbolo P(n. r) denotará el nUmcro de pcm1u1aciones d1fercn1cs de r elementos 
que se pueden obtener de un eonJunto de" clemen1os. Como caso especial, P(,n. ") 
denota el nUmcro de arreglos de " elementos de S; es decir. el nllmcro de fom1as en 
que se pueden configurar todos los elementos de S 

En nuestro pnmcru exposición sobre cuatro equipos A, 8, C y D, tcniamos 
P(4. 2) • 12. porque hay 12 fom1as diferentes de configurar los cuatro equipos 
en grupos de dos. Tomb,én mostramos que el nllmcro de fonnns en que se pueden 
configurar los elementos A. B. C y O es 24 En notación de pennutac1ón escribimos 
este rcsuhado como P(4. 4) - 24. 

El siguiente tcorem:1 nos da una fónnula general para Pt,n. r). 

Teorema sobre el nCirnero Sea S un conJUnlo den elemcn1os y sea I S: r S: 11. El número de pcnnu1ac1ones 
de permutaciones diferentes diferentes de r elc:memos de Ses 

P(n. r) - n(n - 1 )(11 - 2) •·· (n - r + 1) 

DEMOSTRACION El problema de detcnnma.r Pf.n, r) es eqm\alente a detcmunar 
el numero de r-uplas d1fcren1es (x

1
, x:, ...• x, ) 1ales que cada:, es un clcmcn10 de S 

y nmgUn elemento de S aparece dos , cces en la nusma r-upla. Podemos encontrar 
este nl.lmero por medio del pnnc1p10 fund:1mcnt:1l de conteo. Para cada J • l. 2 • 
.... r. reprcscn1emos con E, la detcnnmación del elemento x

1 
y sea m el número 

de fonnas diferentes de escoger x,. Deseamos aplicar la sucesión E1• E~ • ...• E,. 
Tenemos II posibles opciones para x , y. consccuen1emen1c. m1 - n. Como no se 
pcmutcn rcpc11cioncs. tenemos n - 1 opciones para .r .. de modo que m. = n - 1. 
S1 continuamos en esta fonna. sucesivamente obtenc~s n,1 - ,, - 2. m~ - n - 3. 
y por Ull1mo. m - 11 - (r - 1 ). ó bien, lo que es equivalente, ,n - 11 - r + 1. En 
consecuencia. ~.sando el pnnc1p10 fundamental de conteo. ob1e~emos la fórmula 

-~~ . 
Note que la/6rm11/a ¡,ara P(n, r) c•n el tem~nu, preno ro111tene e..1:m·lamente r 

/«1orrs ele! lado den!cho. como se muestra en los siguientes CJcmplos. 
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EJEMPLOS Nllmero de permutaciones diferentes 

Forma factorial de P(n, r) 

■ P(n,l) • n ■ />(11,3) • 11(11 - l)(n - 2) 

■ /'(11.2) - 11(,1 - 1) ■ P(n.4) - ,,(n - 1)(11 - 2)(n - 3) 

i!H'J:jji•li Evaluar P(n. r) 

Encuentre 1'(5. 2).1'(6. 4) y 1'(5. 5). 

SOLUCIÓN Usaremos 1:1 fónnula para P(11. r) del teorema precedente. En cada 
caso. primero calculamos el valor de (n - r + 1 ). 

5 - 2 + 1 • .:!.., entonces P(S. '2) • 5 • ~ • 20 

6 - 4 + 1 = 1_. entonces P(6.4) = 6 · S • 4 · 1. = 360 

S-5+ l • .l_, entonces P(S, 5)•5· 4 ·3·2· ..L_ - 120 ■ 

OWWW Arreglar el orden de bateo para un equipo de Misbol 

Un equipo de béisbol es1:i fonnado por nue,e jugadores. Encuentre el número de 
fonnas de arreglar las primeras cuatro posiciones del orden de bateo s1 se excluye 
al lan.tador. 

SOLUCIÓN Deseamos cncon1rar el nümcro de permutaciones de 8 obJctos 10,na­
dos 4 a la \.eZ. Usando la fóm10la pára Pf,11. r) con n - 8 y r - 4, tenemos n - r + 
1 - 5 y se deduce que 

1'(8. 4) • 8 · 7 · 6 · 5 • 1680. 

El siguiente resultado nos da una fom1a de 1'(_11, r) que contiene el símbolo foclonal. 

S1 n es un en1cro J>0:?<1IH·0 y I s r s 11, en1onces 

11! 
P(n, r ) • (n _ r)! 

OEMOSlAACION Si r • nen la fónnula de P(11, r) del teorema sobre pcnnuta• 
c1ones. obtenemos el nümcro de arreglos diferentes de iodos los elementos de un 
con1unto fonnado por n elemen1os. En cs1c caso. 

n r+ 1 • n - ,, + 1 • 1 

En conS\.--cuenc1a, P'f.n, 11) es el producto de los pnmcros n enteros postll\OS, Es1e 
n..--suhado también es1á dado por la fonna fac1orial, porque si r - n, entonces 

,,, "! 11! 
P(11.11) •--•-• - • 11! 

(n - n)! O! 1 
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S1 1 ~ r < n, entonces 

11' 1t(11 - 1)(11 - 2) · · • (11 - r + 1) • [(n - r)'] 
(,r - r)1 • {11 - r)' 

• n(n - I)(" - 2) · · · (" - r + 1) 

Es10 concuerda con la fórmula de P(n, r) del teorema sobre pcnnutaciones. 

lili'iki•Q Ev.alu.ar P(n, r) us.andof.actorl.ales 

Use la forma faetona! de P(11. r) para encontrar P(S. 2). P(6. 4) y P(S. S), 

SOLUCIÓN 

S! 5! S · 4 · 3! 
/'(5. 2) • (5 _ 2)! • 3' • _3_!_ • 5 · 4 • 20 

6! 6' 6·5·4·3•2! 
/'(6. 4) • (6 _ 4)! • 2! • 2' • 6 · 5 · 4 · 3 • 360 

5! 5, 5! 
/'(5, 5) • (5 _ 5)! • O'• 1 • 5 · 4 · 3 · 2 · 1 • 120 

P(n. r) se denota e~ nPr en muchas calculadoras. Podemos calcular las permutaciones 1 
del CJe:mplo 5 como sigue 1 

20 

360 

120 

[ju. 1- 10: lo: nl"urnln d nÜmC"ro. 16 Trnba1cclc1crcic10 ISpanm.1nlt'fosdccuatrodlguos 

1 P(l7. 1) 

3 1'(9,6) 

5 1'(5. 5) 

7 1'(6. 5) 

9 1'(52. 5) 

2 />(20, 1) 

4 1'(5,3) 

6 1'(4. 4) 

a 1'(7.6) 

10 1'(52,2) 

t:ju. 11- 14: Slmplifiqur la pt"mtUladón. 

11 f'(n.O) 

13 P(n.n - 1) 

12 P(n. l) 

14 P(•. 2) 

1S ¡,Cuántos números de tres díg.11os se pueden formar con kis 
dig11os l. 2. 3, 4 y S SI l.as rcpcllCtOllCS 

a) no se pcnmten? b) se: pcnmtcn? 

17 ¡,Cuin1os números se pueden formar con los dig11os 1, 2, 3 y 
4 s1 no se pemutcn repehe1oncs" (Ama: 42 y 231 son CJcm• 
plos de CSM numen».) 

18 tkterm1ne C'I numero de enteros pos1tn os mcno«'S que 
10,000 que se pueden fomw con los dígitos 1. 2. 3 y 4 s1 se 
pcmuten n:-pc11c1oncs, 

19 Po,rclOI M. en b ut\bof S1 ocho equipos de basquc1bol 
pame1pan en un 1on1CO. encuentre el numero de formas d1íe• 
rentes que el primero. segunde) y tercer lugan:, se pueden 
dccwhr, suponiendo que no se pcnn11en empales. 

20 Pot :ionu"' b.S,qu tbol TrabaJC el CJCrc1e,o 19 para 12 
equipos 
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21 Combinaci tTt CM p~nd11 de vnur Usu muJcr ut-nc cua-
1ro faldas y sc,s blusas 1,Cujn1:1J combu\3C'toncs d1fcren11.·s 
de fal<b y blusa puede usar? 

22 Co,,bi .-el.MI d. prffld•1i 4e w tlr Con~ultc el CJCr'CICIO 
21. S112 muJcr 11cnc tamb16' tres suélercs. ¿Cuánw con\b1-
nacioncs d1fcrcntcs de falda. blus.a y 1ué1cr puede usar" 

21 Nu,_.,t, 6t plac ft v~í 1b>s l:n un cieno c,tado, las 
plac.a.s de aut01nch1ks com1cw_an con un., lctn dd alfabcio, 
sq;u1d.1 de cinco dignos (0, 1. 2, • 9). Encuentre cuán1.11 
placas diferentes de ,chículos son posibles s i 

a) el pnmcr dígito que sigue• la lctr.1 no puede ser O 

b) la pnn\ml letra no puede ser O o l. y el pnmcr d1g1to no 
pu<dcscrO 

24 Lanur v1 ciad-• Dos dados ~ lanzados uno después del 
otro t,En cuán1.u form:u d1fcrcn1cs pticden cacr'l Escnba en 
hslS el númcro de formas d1fcren1~ en quc la suma de los 
punlos puede scr igual a 

•) 3 b) 5 <) 7 d) 9 e) 11 

2S A1 de•• •ntOI Una tila de seis asientos de un aub de 
clases se llcnarisck-ocionandom1cnlbrosdc un grupodedJCz 
c:stud1amcs. 

a) ¿En cuán1a.s formss d1fcn:ntcs pueden ser ocupados los 
as1cnt0:t:7 

b) S1 hay SCIS hombres 'j CU3lr0 muJC'fCS en el grupo. 'j h 

hombres y muFS han de nur alternados. cncucnm: el 
número de arreglos d1fcrcn1cs de 11S1cn1os. 

26 ProgramKi~ M cur, " Un estuchante de cierta um\cr• 
11dad puede tomar nu1cnú11c:u a tu 8, 10, 11 o 14 horas; 
inglés a las 9. 10, 13 o 14 horas. e h1s1ona al.as 8, 11. 14 o 
1 S horM tncucntre el número de formas d1fcrcn1cs en lu 
que el C'ltud1an1c puede progranw los un cursos 

27 Eumen d4 wnbd«o o fals.o t,l:n cuAnw form:u d1fercn• 
tes: puede con1cs1arsc un examen formado por diez pregunl3S 
de \cr<bdcro o falso" 

28 b,M'IM d,p O! d tr,,n m, 11.ipt Un examen está formado por 
seis preguntas de opción muh,ple y h3y cmoo opc1or1('s para 
cada prcgun1a. t,En cuánw formas d1fcm11es puede oon1es-
1arsc cl cxttmcn" 

29 At lo d at~ntos¿En cuántas formas d1fcren1cs pueden 
scn1aru ocho J)CTSOOll en una fil:I? 

30 A"egio d Ubro1 ¡):n cuintb fonnas d1fcrcn1cs pueden 
acomodanc d1e.i: libros en un estante., 

31 S. sCon sci.<i banderas d1fcn:ntcs, ¿cu!nt-as scft31e1 dife-
rentes pocdcn cm 1anc S.J se colocan tres banderas. una amba 
de la otra. en un asta bandera'> 

32 S. •1"1(C r.,, dt lib""' ¿,b.n cuinw formas d1fercn1CS pueden 
seleccionarse cinco libros de W1 conJunlo de hbros de doce 
,olumrncs'> 

33 Cl•w• • ftUC.iOn • radio ¿CuintM cla,cs de cuatro 
k1r.ui de tdcn11íicaci6n de un3 cs1xMX\ de radio se pueden 
formar si 13 primera letra debe k"t K o W y las rcpc11c1oncs 

•> no .se pcm\Ltcn'> b) se pcnmtcn'> 

34 ~11p•c10Msde fr•t•midad !lay 24 letras en el alfabeto 
gncgo ¿Cuinw fra1cm1dadcJ pueden csp,.."'t'1fiearsc al selec­
cionar trc-~ lciras &rtcgas s1 las repeticiones 

ai) no se pcnnncn., b) se pem111cn'> 

35 NUfflffOl \4 ~(' 1<1~ t,Cuán1os numen>$ tcldómcos de 
diez dig11os se pueden formar con los dignos O. l. 2. 3. • 9 
si el rnmer dígito no pocdc ser en 

36 On:N, d. bo1teo • r b4 lt Después de sclcccaonar nt)('\e 
Jugadores pan W1 partido de béisbol. el manaacr del equipo 
arregla el ocdcn al bat de modo que el l:uu.ador sea el ultimo 
en batear y el mcJOí bateador sea el 1crccro en el orden al ba1 
¿En cuanw formas diferentes poeJc acomodarse el resto del 
ocdcn al bat" 

37 C6c.igo d c.-. en ro,. aut'(Nldtli ,s Un eltcnte 
recuerda que 2. 4, 7 y 9 son los dignos de un código de 
acceso de cua1ro dig110J pma un caJcro 1utom3hco lxsafor­
u,madamente. el chcnte h.l oh•Kbdo el orden de los dígitos 
l::'.ncuentrc- el máximo numero posible de mientas nccc-sano 

para obtener el código correcto 

38 Códigod1 ~re enc~aut1-,atK1 TnbaJCelCJcr• 
CICK> J 7 SI los digilos son 2. 4 y 7 ) uno de CSIOS dig1tos se 
rc-puc en el código de cuatro dig11os 

39 P< ~ di u.-oni 1.ado di,, u, ¡., IÓO Una nlUJ(."f 

llene un candado de combmac1ón que llene 60 numcros 1:lla 
sabe que La comhuuci6n cooccu consiste en J numcros no 
,q,c11blcs. pero los ha oh 1dado S1 umb 8 1eg1.1ndos en mtcn­
w U03 comb1nxión. ¿cuán10 tiempo se tarda aproxut~­
mcntc en probar todas l.u combmaclOl'lcS., 

40 Po, idi, ~do ~ur•lacm.turaid&unmal t1nUn 
hombre ucnc un nulc1ín con una ccrradur.i, que consta de 
6 dt:i.ks. cada uno con 10 nWTICros y ha oh Miado la com­
buución corrcicta Si le lleva tres 1egundo, 1n1,;,-n1ar una 
comhm:M."tón, t,cuánto tiempo M! tarda t'n probar tO<bs lu 
combmac:1oncs" 

comprado boletos para una obra Ll1i esposas han de tomar 
as1cn10 Juntas y los seis as1cn1os están en una fila. ¿l-.n cuán­
tu formas pueden ac:omod:trsc las seis personas'! 

•2 lt1 ·ultadc,s CN Ut1aCMttB d~ cab.1101 Diez caballos estin 
rcgis111dos en una cam:ra. S1 se pasa por abo la pos1b1li­
d3d de un empale para cualquier l~r. t,cn cuántas fonn:u 
pueden dctmnm.:u~c los ganadorc-s de los lugares pnm..--ro. 
scgu1)do y tcr<:no'> 

43 PL Whd,i dt- a11n~t" Los prop1ctanos de un rcst:m-
ramc anuncian que ofrtten 1,114.095 almucr1.0s d1fctrntcs 
~ en el hecho de que ucncn 16 "guam1e1onc5 gra11s-
1un10 con cualquiera de sus 17 platos de mcnü (J.indw1chcs. 
hot dogs y ensaladas) . .:,Cómo llcpmn a ese numero" 



9.7 J'ffmutaclonnycomblnaclonesdl\tlngulbles 687 

44 Barajar cartu (JUCICl046 

a) e,[n cuánw formas pueden quedar las S2 canas de un 
mazo al barap.rlas" 

b) .,En cuánta, formas pueden qocd.vfas carw pua que los 
cwtro ases aP3ra.can amba dd ma1o'J 

4S Pal 1'drOf'I" r 1mtrlaK Un palíndromo cs un entero, por 
CJCmplo 4S6S4. que se Ice 1gu;1I de 1iquu:rda a dcn:cha que a 
131mcru. 

47 Es1c c,crc1ct0 n-qu1m de una cakuladora graf.cadon que 
pueda grafiear r' 

.1'r' 
a) Grafiquc ,- • .f' ✓i;: en (0, 20), y calcule la asln10la 

a) ¿Cuántos P3lindromm de cmco dig1tos h.ay1 homomal 

b) ¿C\13ntos palmdromos den dígitos hay'! b) Use: la g.r6.íK'a del 1nc1$0 a)~ cnoontntr uru aprouma­
ctón de 1tl SI n es un entero j)mlll\-O grande 46 Arre11o dt- colorn C:Mb uno de los SC:l!I ~ qur ~ 

,en en la figura ha de llcnarK con alguno de diez colorc:s 
posibles. ¿Cuánta.1 formas hay de aplicar color a ll franJa 
mos1rada en \:a figura pan que no h:tya dos e~ adyxcn­
tcs con el nmmo color" 

41 a) e,Qué soccdc s1 se US3 calculadora pan cncontm f'(ISO. 
sor Explique 

b) Cakulc r s1 /'{ISO, SO) = 10' uundo la s1gu1cntc fórmula 
de matcmiucas a,lUlZadas: 

Permutaciones 
y combinaciones 

distinguibles 

lo¡ n' .. n I;/,; n 

Ciertos problemas consisten en cnconlrar diferentes arreglos de objetos. algunos 
de los cuales son ind1s1ingu1bles. Por ejemplo. suponga que nos dan cinco discos 
del mismo tam:u)o, lrcs de los cuales son negros. uno es blanco y el otro es rOJO. 
Encontremos el número de fonnas en que se pueden acomodar en fila para que se 
obtengan arreglos de colores diferentes. S1 los discos fueran todos de diferentes 
colores. entonces el número de arreglos seria S!. o se3 120. Sm embargo. como 
algunos de los discos llenen la m1srn.1 apariencia. no podemos ob1cner 120 arreglos 
diferentes. Para aclarar este purno. escnb,rcmos 

N N N B R 

para el arreglo que tiene discos negros en las primeras Lrcs posiciones de la fila. el 
disco blanco en la cuana posición y el disco rojo en la qumta Los pnmcros tres 
discos se pueden acomodar en 3!, o sea 6. fomlas difcren1es, pero es10s arreglos 
no se pueden d1s1mgu1r uno del otro. porque los pruneros lres discos son idénticos. 
Decimos que esas 3! pennutac1ones son no di.stinguiblts. Del mismo modo, dado 
cualquier 01ro arreglo, por CJcmplo 

N R N B N 

h3y 3! formas d1fcrcn1es de acomod.1r los tres discos, pt-ro aqul también cada uno 
de estos arreglos es no distinguible de los oiros. Llamemos prrmu1aclo11es distin­
guible, a dos arreglos de obJctos si uno no se puede obtener del otro mcd1an1c el 
l'C3COmodo de obJCIOS semejantes. Así, N N N B R y N R N B N son pcmlUlocioncs 
d1stmgmbles de los cmco discos. Denotemos con/,; el número de pcnnul3C1oncs dis-
1ingu1blcs. Como a cada uno de es1os arreglos corresponden 3! pcm1u1ac1oncs ,,o 

tl1Sting11lble.f. debemos tener 3!1,; - S!. el número de pcnnutncioocs de cmco obJCIOS 
diferrnte.J. En consecuenc1a. /,; • 5!/3! - S · 4 - 20. POf' el nusmo llpo de raLooa• 
micmo podemos obtener la siguiente extensión de esta C)(.posición. 
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Prlmtr teorema 
sobre permutaciones 

distinguibles 

Stgundo teorema 
sobre permutaciones 

dlstlngulbles 

Si robJCIOS de un conJUnlo den obJetos son 1gu3Jcs y si los objetos rtittan1cs son 
diferentes en1re si y distintos de los robJelos. entonces el número de permutacio­
nes disiinguiblcs de los " objetos es 

Podemos gencrah1.ar este 1oorc.m.:i. para el caso en el que hay varios subconJUn• 
1os de obJclos no d1sunguiblcs. Por CJcrnplo. considere ocho discos. de los cuales 
cua1ro son negros. tres son blancos y uno es roJO. En cs1c caso. con cada 3rreglo 
como el s1gu1entc 

N B N B N B N R 

hay 4! arTCglos de los discos negros y 3! arn"glos de los discos blancos que no 1ie• 
nen cfec1O en el arreglo de colores. En consecucnc1a. 4!3! posibles arreglos de los 
discos no producir.in pcrmutnciones d1s1mgu1blcs, Si denotamos con le el número 
de pcnnutaciones d1stmg111ble3. entonces 4!3!k • 8!. porque 8! es el número de 
permutaciones que obtendríamos si los discos fueran iodos d1fe:ren1cs. Por lo tanto. 
el número de permutaciones diS1inguiblcs es 

Se puede demoslrnr el siguiente resultado general. 

S1. en un conJunto de" ObJCIOS, " • son iguales de una clase. "l son igw:iles de O1ra 
clase • .... 111 son iguales de otra cl:ise más y 

11 • 11¡ + "~ + • · · + 11,, 

entonces el número de permutaciones d1s1mguiblcs de" objc1os es 

D:Wlili!H Encontrar un numero de permutaciones distinguibles 

EncuenLn: el número de pennulacmncs d1s1mgu1bles de fas le1rns de h1 palabra 
Mississ1ppl. 

SOLUCION En es1e eJemplo nos dan un COnJUnlO de once ObJCIOS en el que 
cuatro son de uno clase (In letra .1), cuatro son de Olra clase (í). dos son de una 
tercera clase (p) y uno es de un3 cuarta clase (M). En consccuenci:t. por el teo­
rema precedente. tenemos 11 - 4 + 4 + 2 + 1 y el número de pcmlutac1oncs 
d1s1mgu1bles es 

_I_I_' - • 34.650 
4!4 !2! I! 
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Teorema sobre el número 
de combinaciones 
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Cuando trnbaJ3mos con pcrmurnciones. nuestro interés se centra en los ordc­
nam1en1os o arreglos de elementos. Por ahora. hagamos caso omiso del orden o 
Arreglo de elemcnios y consideremos la sigu1en1e prcgunia: dado un conJunio que 
contienen elementos d1s1m1os. ¿en cuánrns fom1as puede escoge~ un subconJunto 
de r clcmcn10s s1 r s n" Antes de contestar. expresemos una definición. 

Sea S un con Junio de II clemcnlos y sea I S: r S 11, Una combln11ci6n de r clemcn-
105 de Ses un subconJunto de S que contiene r elementos d1~11n1os. 

Si S contienen elementos. también usamos la frase combinación den elemen­
tos tomados r a la ,·e.z. El símbolo C(n. r) c.k..,,,101ará el nUmcro de combinaciones de 
r elementos que se pueden ob1encr de un con Junio den elementos. 

El número de combmacioncs de r elementos que se pueden obtener de un conjunto 
den elementos es 

n! 
C(11.r) = (n - r )!r!. 1 SrS ,1 

OtMost•ACIÓN Si S contienen elementos. entonces. para l'nContrar C(n, r). 
debemos encontrar el numero total de subconJun1os de la fomm 

lx,.x: . .. .. .x, ) 

tal que los T
1 
son elementos difenml~.s de S. Como los r elementos T

1
, T

2
, • •• , x, se 

pueden am:glar l'n r! formas diferentes. cada subconJunto produce r! diferentes 
r-uplas. As!. el número 101al de r-uplas diferentes es r!C(n, r). No obs1an1c, en la 
SCt"ción antcnor hallamos que el número 101al de r-uplas es 

En consctucnc1a. 

n• 
P(,1.r) - -­

(n - r)! 

,,, 
r! C(11.r) • (11 - ,)1 

01\ id1endo entre r• ambos lados de la úluma ecuación. obtenemos la fómmla de 
C(n.r). 

En la demostración. note que 

P(11,r) • r!C(n.r). 

lo cual significa que ha)' m,b ¡wmwu,clo11es que rombi,rociot1e:,; cuando escoge­
mos un subconjunto de r elementos de un conJunto de n elcmcn1os. Para recordar 
esta relación. considere una presidencia, poreJemplo. la de Obama-Bidcn. Hay sólo 
un grupo o combmac1ón de estas dos personas. pero cuando un ordenamienlo de 
prcsidcn1e-\iecprcsidcn1e se rcl3c1ona con estas dos personas, hay dos pcrmu1ac1~ 
ocs y Obanm-B1den es claramen1e d1ícrcn1e de Biden-Obama. 

Cuando usted lea los CJcmplos y 1rabaJe los CJercicios, recuerde lo siguiente: 
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R lll n"- '" ,,Ji t. ' ( 
p1,n/. J u-¡ 

m,/inm, n 

flGUll:Al 

ffl/ 

, oml,i1111t;o11n 

tmpuJUnle use una ,,, m 

S,c 

IJUZlil&I Eltccl6n de un ~ulpo de bfiWOI 

Un equipo de béisbol de la liga menor 11ene sc,s Jardineros. e meo pitehcrs y dos 
ca1chcrs. Cada uno de los Jardmcros puede Jugar cUJlqu1crn de las tres posiciones 
de JanhnC!> y cada. Jugador de cuadro puede Jugar cualquiera de las cuatro posi­
ciones del campo corto. ¿En cuántas rom,as puede escogerse un equipo de nue\-C 
Jugadores? 

SOLUCIÓN El número de fomt.'.ls para elegir 1rcs j:mhncros de los seis cand1da1os 
es 

6! 6! 6 • 5 • 4 • 3! 6 · 5 • 4 
C(6. 3) • (6 _ 3)! 3! • ill! • ~ • ~ • 20 

El número de formas en que se pueden escoger los Jug::uiorcs de cuadro es 

7! 7! 7·6·5·4! 7·6·5 
C(7.4) - (7 - 4)!4! - 3!4! - ~ -~ - 35 

l lay cinco formas de escoger un p11cher y dos opciones paro el catchcr. Se deduce 
del princ1p10 fundamenial de conteo que el número total de formas de escoger un 
equipo es 

20·35·5·2 - 7000 

l)ll'&al•II Recibirun/ullencartas 

En un 1ipo de póquer. una mano de cinco cart33 se reparte de un muo de 52 cartas. 

a) ¿Cuántas manos son posibles? 

b) Un/11// es una mano de tres cana~ de una denominación y dos cartas de otra 
denomin::.ción. (Las 13 dcnomm3Cioncs son 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. J. Q. K y A.) 
¿Cuánta~ manos sonfi1ln 

SOLUCIÓN 

a) El orden en el que se dan las cinco cartas no es importante. de modo que usamos 
una combmac16n: 

52! 52 • 51 • SO • 49 • 48 • 47! 
C<52

·
5

) = (52 - 5)!5' = 47! · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 2598
·
960 

b) Primero de1¡,,-munamos en euánrns formas nos pm·<k 1ocar un full especifico, 
por CJemplo 3 ases y dos reyes (vea la figura l) llay cuatro cartas de cada dcno­
nunación y el orden de sclccc16n se puede pasar por aho. de modo que usamos 
combmacioncs: 

número de fonnas de rcc1b1r 3 ases - C{4. 3) 

número de fonnas de rec1b1r 2 reyes - C(4, 2) 

Ahora debemos elegir las dos dcnommac1ones. Como 3 ases y 2 reyes fonnan un 
fi,// d1feren1c de 3 reyes y 2 ases. el orden en que se seleccionan las denominaciones 
es importante. de modo que usamos una pcrmu1acióll' 
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nllmero de formas de seleccionar dos denominaciones - 1'(13. 2) 

Por el pnnc1p10 fundamen1al de conteo. el nllmcro dcfi,//.} es 

C(4. J) · C(4. 2) · P(IJ. 2) - 4 · 6 · 156 - 37-14. 

Las secuencias de teclas para calcular combinaciones son casi idénticas a aquellas para 
calcular pcm1utacioncs: sólo use nCr en lugar de nPr. 

nCr 4 

nCr 5 

Note que s1 r • n. In íóm10fa paro C{n. r) se com·1crtc en 

C("·") = _ _ n_! _ = ~ = ~ = 1 
(" - n)111! 0!11! 1 • 111 

10 

15 

Es com-cmcntc asignar un significado a C(n. r) s1 r - O. S1 la fónnula ha de ser 
, ·crdadc-m en este caso, debemos tener 

C(n.O) • __ ,._! - • ~ • _ ,_,,_ • 1 
(,r - 0)!0! ,r!O' n! · 1 

En consecuencia. defimmru C(,,, O) - 1, que es igual que C(n, n), Por úh,mo. por 
consis1cnc1a. también definimos QO. 0) - 1 Por lo 1an10. C(n, r) henc significado 
para todos los enteros ncgnt1vos n y r con r s " · 

UIWWW Encontrar el número de subconjuntos de un conjunto 

Sea S un conjunto den clcrm,-n1os. Encuentre el número de subconjuntos d1s11n1os 
dcS. 

SOLUCIÓN Sea r cualquier entero no ncga1ho 1al que r :S " · Por nucslro trabo JO 
anterior. el nllmero de subconJuntos de S que constan de r elementos es C'(,i. r) o 

(;). En consecuencia. para encontrar el número total de subconJuntos es sufi• 

cu:nte encontrar la suma 

( ) 

Rccord11odo In fórmula p:.1rn el tcorcm.o del binomio • 

(a + b)" • ¿ a"-'11 . (") ,_, k 

podemos ,cr que la sum3 md1cadn (*) es prec1samen1c In cxp:ms1ón bmom1nl de 
( 1 + 1 r. Por lo tanto. hay 2"' subconjuntos de un conJunlo den elementos. En par• 
ucular. un conJUlll0 de 3 elementos tiene 21

• o sea 8. :,ubconJuntos d1ícrcntcs Un 
conjunto de 4 elementos 11cne 24. o 16. subconJumos. Un conjun10 de to clcmcn1os 
11cnc 211• o 1024, subcOC1Juntos. 
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El tnángulo de Pascal. introducido en la sección 9.5. se puede recordar fácil• 
men1e med1an1e la s1gu1ente fom1a de combinación: 

FIGURA.2 

Si combinamos esta infonnación con la del ejemplo 4, concluimos que el tercer 

eocfieienle de la expansión de (a+ b)._ (~). es exactamen1e el mismo que el 

número de subconjunlos de dos elementos de un conJunto que contiene cuatro ele• 
men1os. Dejamos como ejercicio enconirar una gcnerali1.ación del úlumo enun• 
ciado (,ea el ejercicio de análisis 6 al final del capÍ1ulo). Tenga en cuenta que 
podemos usar el comando de sucesión para generar las fi las del tri:\ngulo de Pascal. 
como se muestra en la figura 2. 

m Ejercicios 

[ju. 1- 10: Enruen1re rl niímuo. 

1 C(l7. 1) 

3 C(9.6) 

S C(5.5) 

7 C(6.5) 

9 C(52.5) 

2 C(20.1) 

4 C(5.3) 

6 C(4.4) 

• C(7.6) 

10 C(S2. 2) 

t:jer. 11- 14: Simplifiqur la rombinad6n. 

11 C(n.O) 

13 C(,r.n - 1) 

12 C(n. 1) 

14 C(n.2) 

[ju. 15-16: f.nrur nlrr t"I númu o dr poslbles ar~IOJ dr 
rolor pan los 12 diS('OS dados. aromod11dos rn una fila. 

1S 5 negros, J ro,t05, 2 b l:lnCos, 2 \cnlC'S 

16 3 negros. 3 ro,os. 3 b lancos. 3 \erdcs 

17 l:ncuentrc rl número de pcrmu1ae1onts d1s11ngu1blcs de las 
lctn.s de la. palabra bookl;«¡,u (contador) 

18 Encuentre el número de pcrmut..c1oocs d1stmgu1blcs de las 
letras de la palabra moon (luna). Mencione tod.u las pcrmu• 

1ac1oocs. 

19 Elttcinn de e-quipos dfo buquet~ Diez personas desean 
Jugar en un p3n1do de b;liquctbol. ¿En rointH ÍonnM d1fc• 
rentes pueden fonnal'5C dos equipos de cinco Jugadores? 

20 S.i.t'.ción d• prquntn de examen Un cs11.Khan1c puede 
con1cs1ar SClll pre¡unlall cualesquiera de un 101al de diez en 

a) ¿l:.n cuán1as formas pueden sck«,ona1'5C seis preguntas? 

b) ¿Cuinus selecciones son pM1blcs s1 lu pnmcn.s dos 
preguntas deben contestarse? 

Ejt r. 21- 22: Consldtrt ocho pun,os t ualrsqulrn 111« qur no 
haya lrH colinraln. 

21 ¿Cuántas líneas se determinan? 

22 ¿Cuinlos tnán¡ulos se dctermm.an'> 

23 Arrqk> d~ libros Un estud1an1e tiene cmco labros de matc­
miticas. cuatro hbros de luslona y ocho hbros de ficctón. ¿En 
cuini.as formas d1fcrcmcs sc- pueden acomodar en un csume 
s1 libros de 13 m1sm:a catcgori.a se ponen uno Junto al otro? 

24 Selección de un equipo de basquetbol Un equipo de bas.. 
quclbol CSlá formado de doce Jugadores. 

a) Sm lomar en cuenta las posiciones. ¿en cuántas formas 
puede sclc«lOrW'SC un equipo de CUICO? 



b) S1 el centro de un equipo debe ser sclccnoMdo entre dos 
pcrsonas espcdficas dd equipo y~ otros cua1ro micm• 
bros del equipo de lo$ d~zJugadorcs restantes. encuentre 
el numero de d1fcrcn1cs equipos pos1bks 

2S S. e 1ft d. 1.1n ~ -,o d4 fu1 ,111Mt1uno Un equipo 
completo de futbol llmcr1a1no citá fomudo por tres centros. 
diez !micros que pocdcn ser guanhas o taclcs, U'CS manscalcs 
de campo, KIS corredores medios, cu:11ro alu ccmdH y cua­
tro corredores de podcr Un equipo debe IC'fler un cmtro. dos 
guardias. dos taclcs.. dos alu ccrn11das. dos corredores medio, 
un manscal de campo y un roncdor de poder 4,En cuinw 
formas d1fcrcntc1 puede sclccc1onarsc un cqmpo del ¡rupoí' 

26 At N" NIIW!'I en un ,avero ¿,F..n cuimu fonnas d1fc-
rcmc.s se pueden acomo,Lu siete lla\CS en un llavero, s1 las 
11:1\cS .se pueden dc:s111~ por complclo alrcdcdo.-dcl amllo'.1 

27 Comltf 1h " l6ci k1 Un comité de J hombres y 2 muJcrcs 
.se debe selecciooar de un grupo de 12 hombres y 8 mUJcrtS 
Dctcmunc el numero de formas d1fcrcn1cs de sclecctonar el 
com11é 

21 Ord-n d' n cimi r,tD Dcnoicmos con W letras G y 13 el 
nacun1cn10 de una mi\a y un n1i\o, rrspcc11, ame me Par.a un:1 
í.:linuha de tres n1i\os y tres n1i'las. un orden posible de IW.'1-

m1cnlos es G C C 8 U 8 e,Cuánuu órdenes de n:1c1m1cnto 
wn posibles para estos K LS h1Jos'' 

E:jrr. 29-J0: En la ni:ura Ir muHtra un mapa de uliff )' un 
poslblr umlno dcl punto A al punto B. ¿C11tn1oscamlnos pos¡.. 
blH ha) drA a B ,:I los nl0,imirn1os ~dn m-tringldos pira Jt'r 
a la der«ha o hada arriba'! (Sugrund11: 51 R df nola 1:I n10,i­

mknto d t' una unidad a la d c-n-c:ha ) U dc-nola r l mo,·lmlrnlo 
dr una unidad hacia arriba, r n1onrt't cl ramlno dc.l rjrrdclo 
29 put'dr npttlntal'IC' con R U U R R R U R.) 

29 , ... 8 

' , ... 

... 1 ! 
~ 

Q 

t ! 

-~ 

30 

1 i 'Jh1 

1 t.,:.i . ~ 1 . o • , ... 
"~ . ; , ] r~• , 

< • ·-A 
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31 S :e r '\ de- lot.,.rla P.an ganar un Juego de lo1crla es1a-
tal, un Jugador debe sclccc,ooar corrcctamcnlc seis numcros 
del I al 49. 

a) l:.ncucntrc el número total de: 1elccc,oncs posibles. 

b) Trab3JC d 1nc1so a) s1 un JUpdor selecciona 5Ólo numcros 

•= 
32 A\ " ,1.,,u ch oficina Un dq,utamcnto de matcn~t1<:as 

tiene diez profcsort'S, pero sólo nuc.\C ofielilM. de. modo que 
una oficina debe scrcompar11da por dos personas. (,En cuán­
tas fonna.s d1fcrcn1cs 5C' pueden asignar las oficinas? 

33 TouM'Odtt1 En un torneo de te.nis romKirobm, e.ad.a uoo 
de los JUpdorcs se enfrenta al rcs10 de los JUga.dorts exac­
tamcn1c una \C'L "Cuintos JUpdores deben pan1c1par en un 
1omco de 45 encucntr<>11'! 

34 Ex.,wR, " dt' IW'l!!fdidt- ro o ftl ¡o Un examen de \'Crdadcro o 
fabo llene 20 prcgunw 

a) e,l:n cuánus formas d1fcrcn1cs puc.dc contc.stanc el cxa­
n)Cn? 

b) e,l.:.n ctWnas formaJ1 d1fcren1es puede wi c.~mxbantc. con­
testar corrcc1amcnlc 10 preguntas'' 

35 Su1e • um~•o de ba.quf'tbo.l El g.an:idor de l:1 sene 
de campeonato de stete JUC&OS de b N8A es el equipo que 
garui cuatro Juegos i:,En c.uin1as formas d1fcrcntl-S puede 
CX!Cndcrsc \3 sene I Siete Juegos? 

36 Un d1$d'io geométrico se dc.1crmma mediante la w1i6n de 
c.ada p:.r de ,én1cc.1 de un octágono (\ca la fi1,.tW'I) 

a) ¿CWm1os tningulos en el d1sei'lo tienen JUS tn:s \·én,ccs 
en el oc1,gono? 

b) l,Cuin1os cu.adnlitcros c.n el d1sei'lo tienen sus cuatro \tr• 
tices en el octágono".' 

37 S.lttd>nd1 h ..._ Unanc.\c.ria1icncJI ~d1fc.n:n-
1cs y anunc1a que sir"c casi -1.500 barquillos d1forentcs de 
trts bola, de hcbdo, cada bol3 de un s.abor d1fc-ren1c . e,Cómo 
se obcu,o este número? 

38 Se-! '<'t 'tn et. condi ,e, tos pi ""I• u Un restau-
rante de comKb r.ip1d:s anunc1:1 que ofrece cu.alqu1cr comb1-
nactón de 8 condm)Cntos en UM h3mburguesa. dando as! 256 
opciones a un chcntc. 4,Cómo 5C obtu,o este numero'.' 
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39 S.IKdan IR beurHK Un comm! sclc.-ccK)IW'i 30 cs1udun-
1cs de un grupo de 1,000 para que r«1ban becas ¡,En cuin­
w fomw pueden scl1.'CCt0031'SC los cs1od1an1cs s, tlld:I beca 
\ ":lle 

Ejer. 4J-t4: a) Calcule- la 1uma s. para n = l. 2. J • . .. • 10. 

dondt 11 n < r, rnloncn ( : ) = O. b) Prrdiga una íórmula 

gHua.l pan S •. 

a) la misma cantidad" 

b) wu cantidad d1foren1c'! (·) (·) (·) (") l + 3 + 5 + 1 +· 

40 Cla1 "kaclGn •n pi LI Doce ,doc1.S1as están oomcndo en 
una chm1na1ona; los que obtengan los cuatro mcJOttS ticm• 

pos a'w'anurán a la, fin3)es. 

¡) ¿En cuánw formu puede ser sclcccmrwlo este grupo de 
C\131rO., EJcr. 4S-48: a) G raflqut C{n, r) pan un ulor dado d <' n. 

dondt r = l. 2. J •...• n. b) Detumlnc ti mhlmo dt Q 1t, r) ) r:1 
(los) u lor(ts) dt r dondt ocurrr nlt mh:lmo. b) Si los cuatro n'ICJCN'CS ucmpos se "siembran" {clasifican) 

en lu finales, t,en cuánw formas puede 1elccc1onanc y 
··si..-mbrnrsc" este grupo de cu:uro7 4S n = 10 

47 n:;: 19 

46 n = 13 

48 ,,=20 41 MM10S ~ póqu«Consullc el cy:mplo 3 . t,Cuintas "mall0$" 

temhin exac:1amentc tn:s ~)CS., 
49 Dcmues1rc qoc Qn, r 1) + Qn, r) = Qn + 1, r} ln1cr­

prt1e cStll fórmula en 1énmnos del tridngulo de Pascal 42 M¡nosMbrid- ¿Cuánt:u manos de 13 canas rcp,amdasdc 
un mazo cstánd.v 1cndrlin exactamente s1ctc csp:adll? 

Probabilidad 
Si se lanzan al aire dos dados. ¿cuál es la pos1b1hdad de que salga un 7? Si una per­
sona recibe cinco canas de un mazo estándar de 52 canas. ¿cuál es la posibihdad de 
que obtenga 1res ases? En el siglo xvn. preguntas similares acerca de jU(.'gos de a¿ar 
lle"aron al es1ud10 de la prolH1hilidad. Desde ese 1iempo. la tcoria de probabilidad 
ha crecido cxtcnsamcn1c y ahora se usa para pronosticar resultados de una gran 
variedad de s11uac1oncs que surgen en ciencias naturales y sociales. 

Cualquier proceso de pos1b1hdad, por CJCmplo. lanLar al aire una moneda, lanar 
un dado. n.>c1b1r un:i cana de un mazo. dt.1enninar si un ankulo fabricado es dcfcc­
lUOSO o 1omar la presión ancrial de una persona. es un experimento. Una conse­
cuencia de un cxpcnmcnlo es un rci ullado Rcsmngircmos nuestra exposición a 
cxpcnmcnlos en los q ue los resultados son igualmente p robablrs a menos que se 
1nd1que otra cosa. Esro s1gn1fica. por CJcmplo, que s1 una moneda se lanza al :ure, 
suponemos que la posibilidad de obtener una .. cara" es igual que la de obicncr una 
--eru.t.". Del nusmo modo. si se lan¿a un dado. suponemos que el dado es "hmp10··. 
es decir, hay igual pos1b1hdad de obtener ya sea 1. 2. 3. 4, 5 o 6 . El conJunto S de 
todos los posibles resultados de un cltpcrimcn10 es el espaciQ mues tra! del cltpc­
nmcnto. Así. s1 el cxpcnmcnto consiste en lan7..a.r una moneda al aire y hacemos 
que H o T denoten el rcsuluado de obtener una ··carn" o ··cnu:". respcctl\amcntc. 
enlonces el espacio mucs1ral S puede denotarse por 

S • jli.T]I 

S1 un <bdo --1imp10" se lanz.a al aire en un cxpcmncnto, entonces el conJunto S de 
todos los posibles resultados (el espacio mucstrol) es 

s - {1.2. 3.4. 5. 61 

La siguiente definición expresa. en témunos ma1emit1cos. la noción de obtener 
rcsuhados ¡x,rricull,res de un cltpcrimcnto. 



1 D•finlción d• ev•nto 

9.8 Prob.ablhdid 695 

Sea Sel espacio mucstrnl de un cxpcri~"lllO. Un e,·ento relacionado con el cxpe• 
rimento es cualquier subconjunlo E de S. 

Consideremos el experimento de lanzar al aire un solo dado. de modo que el 
espacio mucstral es S - ( 1. 2. 3, 4. 5. 6 ►, Si E - 4. entonces el c'vcnto E asociado 
con el expcnmcnto consiste en el resultado de ob1cncr un 4 en el tiro. D1fcrcntcs 
eventos pueden relacionarse con el mismo expcrimc1110. Por ejemplo. si E - J 1. 3. 
5}. en1onces este evento consiste en ob1cnc.r un número impar en un tiro del dado. 

Como otro cJemplo, suponga que el experimento consiste en lanzar al aire 
dos monedas. una después de la otra. S1 H H denota el resultado en el que aparecen dos 
caras. lff el de una cara en la primera moneda y una cnu. en la segunda. y así succ• 
sivamen1e. entonces el esp3cio muestrnl S del expcnmen10 puede dcnomrsc por 

Si definimos 

S - l HH. IIT, m , TTI 

E - Pff, TII I 

entonces el C\ cnto E consiste en la aparición de w1a cara en una de las monedas y 
una cnu en la 01ra. 

A con1inuaci6n definiremos lo que significa la probobifidod de un C'vcnto. En 
toda nuestra exposición supondremos que el espacio muestra! S de un experimento 
contiene sólo un número fin110 de elementos. S1 E es un e,erno. /o.f simbo/os ,t(E) 
y n(S) de1101artin el mimero de t4ementos en E )' S. l'1'5pectimme11t~. Recuerde que 
E y S constan de rcsuhados que son igualmente probables. 

Definición de la prob.abilidMi Sea Sel espacio muestra! de un expcnmcn10 y E un evento. La probabilidad P(E) 
de un evento de E está dada por 

P(E) - n(E) 
n(S) 

Como E es un subconjunto de S. ,•emos que 

Os n(E) s n(S). 

Dividiendo entre n(S) obtenemos 

_!l... s n(E) s n(S) o. lo que es cqu;va1cn1c. Os P(E) s l. 
n(S) n(S) n(S) 

Note que Pf.E) • O s1 E no contiene elementos. y P(_E) • 1 s1 E - S. 
El siguiente eJemplo proporciona tres ilustraciones de la definición precedente 

s1 E contiene exactamente un elemento. 

IJ1™iti Encontrar la probabilidad de un evento 

a) Si una moneda se l:uua al aire, encucnire la probabilidad de que caiga con cara 
hacia arriba, 

b) S1 se lanza un dado limpio. encuentre la probabilidad de obu.-ncr un 4. 

e) Si se lanzan al aire dos monedas. encuentre la probabilidad de que ambas caigan 
"cara·· arriba. 
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SOLUCIÓN Para cada cxpcnmcn10 indicaremos los COOJun1os S y E. y luego usa­
remos la definición de probabilidad de un evento para encontrar Pf.E). 

a) S • (H. T). E • {H). 

b) S • {1,2,3,4,5,6), E • {4), 

e) S ~ (HH, HT, TII. TT). E= (HH}. /'(F.)= ,o(t1 = .!_ 
,o(S) 4 

En el inciso a) del ejemplo I encontramos que la probabihd.ad de obtener cara 
en un 1iro de una moneda es½, Consideramos que esto significa que si una moneda 
se lan7.a al aire muchas \CCCS. el número de \CCCS que una .. cara" quede hacia 
arriba debe ser de alrededor de la mitad del número total de uros. Por lo tanto. para. 
100 tiros. debe apan.-cer una "cara·· alrededor de 50 \CCCS. Es poco probable que 
este nUmero sea exllct,m,e"U! SO. Una prGOObdidad de,¼ significa que si aumenta 
el número de uros, entonces el número de \.CCCS que "Cara·· quedará hacia arriba 
jt! apronma a la mitad del número 101al de hros. Se pueden hacer observaciones 
smularcs para los incisos b) y e) del CJemplo 1. 

En los siguientes dos eJemplos cons1dcr:1mos ex.pcrunentos en los que un C\CntO 

comienc más de un clcmen10. 

fil i I UH•II Encontrar probabilidades cuando dos dados 
se lanzan al aire 

S1 dos dados se lanLan al aire, ¿cuál es la probab1hdad de obtener una suma de 

a) 7? b) 9? 

SOLUCIÓN Consideremos un cbdocomo el pr1merck1<lo yel 01rocomo t>I !írg1111do 
dtK.lo. Usaremos pares ordenad0$ para representar resultados como sigue: (2. 4) 
deno1a el resultado de ob1encr un 2 en el pnmer dado y un 4 en el segundo; (S. 3) 
representa un Sen el pnmer dado y un 3 en el segundo; y asi succsl\'amcme. Como 
hay seis pos1b1hdades d1fcrcn1cs para el pnmcr número del par ordenado y. con 
cada uno de és1os. seis posibilidades diferentes para el segundo nUmc.ro. el número 
total de pares ordenados es 6 x 6 - 36. Por lo 1an10. si S es el cspacio muestra!. 
cnlonccs n(S) • 36 

il) El C\cnto E corrcspond1en1c a obtener una suma de 7 csl.B dado por 

E • (( l. 6). (2. 5). (3. 4). (4. 3). (5. 2). (6. 1 )1 

y. en consecuencia.. P(F.)•"(t1 .~ • .!_ 
n(S} 36 6 

b) S1 E es el e\ento correspond1cnlc a obtener una suma de 9, entonces 

E • ((3. 6). (4. 5). (5. 4). (6. 3)1 

/'(t1 • "(F.J _ ..:. _ ..!.. 
n(S) 36 9 

En el siguiente eJcmplo(y en JO) ejercicios). cuando se indica que una o más car­
tas se sacan de un mazo. queremos decir que cada cana se saca de un mazo cs14ndar 
de 52 cartas y no se rcs111uyc anlcs de sacar la s1gu1cn1c c3rt.a. 
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UH4i4i•li Encontrarla probabilidad 
de sacar cierta mano de cartas 

Suponga que cinco cartas~ sacan de un ma¿o de cartas Encuentre la probabilidad 
de que las cmco sean de corazones. 

SOLUCIÓN El espacio muestra! S del cxpcnmento cs el COflJUnlo de todas las 
manos posibles de cinco cartas que se pueden formar con las 52 cartas del mazo. Se 
deduce de nuestro trabajo en la sección precedente que n(S) - ('(52,5). 

Como hay 13 cartas de conu:ones, el número de íonnas d1feren1es de obtener 
una mano que comcnga cmco corazones es C(l 3. 5). En consecuencia. s1 E repte• 

senta este e"·ento, entonces 

13! 

P(F.) • n(F.) • C(IJ.5) • 5!8' • 1287 - 0.0005 • 5 • 1 
n(S) C(52. 5) 52! 2.598.960 10.000 2000 

5!47! 

Este resuhado implica que si el cxpcnmcnto se realita muchas \CCCS. una mano de 
cinco COra7.0nCS debe 53carse aproximadamente una \eZ cad.i 2,000 \-CCes. 

Suponga que Ses el espacio muestra! de un e.':pcrimento y E, y E2 son dos e\CO• 
10s relacionados con el experimento. S1 E, y E

2 
no 11cnen elementos en común, se 

denominan con11m1os d1.91m1os y escnbunos E
1 
n E! - 0 (el conpml{J •·ado). En 

este caso, s1 ocurre un evento, el otro no puede ocumr, hay cnntos mulu11mcnte 
exclu~l'ntes. Asl. si E - E

1 
U E

1
, entonces 

En consecuencia, 

P(E') = 11(E1) + n(EJ = ,1(E1) + 11(/:.'.?) 
11(S) 11(S) n(S) 

P(F.) • P(E,) + P(E,) 

P(F.) - P(E, U E,) - P(E,) + P(E, ) 

La probabilidad de E cs. por lo 1anto. la suma de las probabilidades de E1 y E:. 
1-lcmos demostrado lo s1gu1cntc. 

Si E
1 

y El son C\.entos nmlua.mentc excluyentes y E - E1 U E:. enlonccs 

P(F.) - P(E, U E, ) - P(E,) + P(E,) 

El 1corema precedente se puede cx1cndcr a cualquier número de C\-cn1os E
1
• E2 • 

...• E, que sean mutuamente excluyentes en el sentido que s1; .¡. J. cn1onces E, n E
1 

- 0. La conclusión del teorema es entonces 

P(F.) - P(E, U E, U ·· · U E,) - P(E,) + P(E, ) + ... P(F.) 
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Teorema sobre la probabilidad 
de que ocurra cualqulera de dos 

eventos (unión de effntos) 

D:tmJi:&i Encontrar probabllldades cuando se lanzan al aire dos dados 

Si se lanzan al aire dos dados. encuentre la probabilidad de ob1cncr una suma de 7 
o9. 

SOlUCION Ocnotcmos con E
1 
el eH•n10 de obtener un 7 y con E

1 
el de ob1cncr un 

9. Como E1 y E! no puc<k'tl ocurrir de fonna s1multAnca. son e,cn1os mutuamente 
excluyentes. Deseamos encontror

6
1a probab1li"9d del e,en10 E - E, U /:.~r Del 

CJcmplo 2 s.abcmos que /'f.E1) - )6 y Pf.E:l - )6· En con.$C'Cucne1a. por el ultuno 
teorema. 

l1E) • P(E,) + P(E,) 

= ¼ + .;_ .. ~ = 0.27 

S1 E1 y E: son c\cn1os que posiblemente tienen elementos en común. entonces 
se puede demostrar lo s1guicn1c. 

Si E1 y E: son dos e,cntos cualesquiera. en1onccs 

Pf.E, U E,)• Pf.E,) + Pf.E,) - Pf.E, n E,) 

Note que si E1 y E: son mu1uamen1e excluyentes. cnionces E1 n E~ - 0 y 
P(,E1 n E:) -- O. En consecuencia. el úl11mo ,cor ... .,na incluye. como ca.so c~pecial, 
el 1oorcma sobre c\Cntos mu1uamcn1c cxclu)en1cs 

l!lf1 Ul•Q Encontrar la probabilidad de seleccionar 
cierta carta de un mazo 

S1 se selecciona una cana de un mazo, encuentre la probabilidad de que la cana sea 
un jack o una de espadas. 

SOLUCIÓN Denotemos con E1 el c,ento de que 13 cana es un jack y E1 el C\Cnlo 
que es una de espadas. Los e\entos E

1 
y E: "º son mu1uamcn1e excluyentes. 

porque hay un? cana (el Jade de espadas) en ambos c,cn1os y. por lo 1a111O. 
Pf,E

1 
n E:) - 52. Por el teorema precedente. la probab1hdad de que la cana sea 

un Jack o una espada es 

P(E, U E,) • l1E,) + P(E,) - P(E, n E,) 

-TI+H - i-~-0.31 
Al resol\cr problemas de probab1l1dad. con frecuencia es ú11I clasificar los ri."Sul­

lados de un espacio mues1ral Sen un c,ento E y el COOJUnlo E' de elemcnlos de S 
que no están en E. E' recibe el nombre de compleme.nto de E. Obscnc que 

EUE'•S 

Si d1, 1d1mos ambos lados de la última ecuación cnlre "(S). tendremos 

n(E) n(E' ) 
- +-- 1 
n(S) ,o(S) 



~ nlcl6n de las posibilidades l de un evento 

l .... u¡xnih,ft~,J.:r 11rF., ,, n(F. J 11 
, ~ ,t,m, mn(E) nff. 
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En consecuencia. 

/'(E)+ /'(E') • 1, o /'(E) • 1 - /'(E') 

Usaremos la Ultima f6m1ula en el siguien1c ejemplo 

iJjf 'Ql•#·I Encontrar la probabilidad de sacar cierta mano de cartas 

S1 13 cartas se s.ican de un ma1.o. ¿cuál es la probabilidad de que al menos dos de 
ellas sean de conu.onc:s? 

SOLUCIÓN S1 P(k) dcno1:1 la probabilidad de obtener k coruoncs. entonces la 
probabihd3d de obtener al meno., dos cora,.ones es 

1'(2) + 1'(3) + /'(4) + + /'(13) 

Como las ümcas probab1hdadcs restantes son P(0) y P( 1). la probabilidad deseada 
es igual a 

1-[/'(0) + /'(l)J 

Para calcular /:tc:k) para cualquier k. podemos cons1dcr:ir el mazo como dl\'idido 
en dos grupos: corazones y no corazones. Para P{O) observamos que de los 13 cora­
zones del muo. no obtenemos ninguno y de las 39 canas que no son com¿ones. 
ob1cncmos 13. Como el nümcro de fom\3s de seleccionar 13 cartas de un muo de 
52 cartas es C(S2, 13), \.crnos que 

/~O) • ,o(O) • C(IJ.O) · C(39. 13) _ 0_0 128 
,o(.I') C(52. 13) 

La probabilidad P{ 1) corresponde a ob1encr 1 de los corazones y 12 de las 39 cartas 
que no son corazones. Asi. 

P(I) • "!_ll • C(l3, 1) · C(39. 12) _ 0.080I 
,o(S) C(52. 13) 

En consecuencia. la probab,hdad deseada es 

1 - [1'(0) + /'(1)) - 1 - (0.0128 + 0.0801) • 0.9071 ■ 

Las palabras probab1/ülad y posib1/id,,d se usan a , cces md1stmtamcntc. S1 bien 
conocer una nos pcm111e calcular la otra. son muy d1fcrcn1cs. 

Sea Sel espacio mueslral de un expenmcnto. E un e, ento y E' su complemento. 
Los posibilidades O(E) a Í:I\Or de que ocurra el c,cnto E están dadas por 

Podemos considerar que las pos1b1hdock.--s a fo,or de que un evento E son el 
nümcro de fom1as en que ocurre E. en comparación con el nümero de fomta.s en 
que no ocurre E. Del mismo modo. las posibilidades en t·ontra de que ocurra E 
están dadas por n(E') a ,l(E). 
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I TNrema sobre eventos L independientes 

lü:WUW Encontrar posibilidades cuando se lanzan dos dados 

Si se lanzan dos dados y E es el C\.en10 de tirar una suma de 7, ¿cuáles son las 
pos1bil1dadcs 

a) a fa,ordeE'! b) en contra de E? 

SOLUCIÓN Del ejemplo 2 1enemos n(E) - 6 y n(S) - 36. de modo que 

nUi:1 • n(.1)- n(E) • 36-6 • 30. 

a) Las posibilidades a ra,or de obtener una suma de 7 son n(E) a n(E1 o 

6 a 30 o bien. lo que es cqu1valcn1c. 1 a 5. 

b) Las pos1b1lidades en conlra de ob1ener una suma de 7 son n(E1 a n(E) o 

30 a 6 o bien, lo que es equivalente, 5 a L 

UmLl!!&I Encontrar probabilidades y posibilidades 

1) S1 P(E) - O. 75. encuentre O(E). 

b) Si O(E) son 6 a 5, encuentre P(E). 

SOLUCIÓN 

a) Como l'(E) • O. 75 • t y l'(E) • n(E) n(.I). sea 

,~E) • 3 y n(.I) • 4 . 

Entonces. n(E1 - n(S) - n(E) - 4 3 - t, y O(E) cs1án dadas por 

n(E) a n(E'). o 3 a 1 

b) Como O!.E) son 6 a 5 y ()(_E) son n(E) a n(E'). sea 

n(E) • 6 y n(E') • 5 

En consecuencia. n(S) - n(E) + n(E') - 6 + S - 11. y 

P(E) • n(E) - ~ 
11(5) 11 

Se dice que dos ewntos E1 y E1 son indtptnditnlts si el suceso de uno no 
influye en que ocurra el otro. 

Si E
1 
y E: son e,enlos independien1es, entonces 

P(E, n E,) • l'(E,) · l'(E,) 

En palabras. el teorema expresa que si E, y El son e,cntos independientes, la 
probabilidad de que lanto E

1 
como E1 ocurr.m simult.áneamenle es el producto de 

sus probabilidades. Tenga en cuenta que si dos e,entos E
1 

y E
2 

son mutuamente 
excluyentes. entonces P(E

1 
n E

1
) - O y no pueden ser mdcpcndicntcs. (Suponemos 

que tanto E
1 
como E: son no ,·aclos.) 



HGUllAl 

Pottrntajr ,úmuo 
dr probablUdMI dr 

saur una ncaleni rt'al 

FIGUU.2 

9..1 Probabilidad 701 

Si un c,ento ocurre UJ\3 1,cz cada n e»sa)'OS (en promccho), una pregunta común 
es: '\,Cuántos ensayos son necesarios para tener SO' , de probabilidad de que 
ocurra el e,ento?" El siguiente eJemplo responde una pregunta similar para un 
c1<cnto específico, 

Ü.li!J,,¡j],;D Probabilidades de sacar una escalera real 

Una escalera real es una mano de cinco c.anas formada por A. K, Q. J y 10 del 
mismo palo (,ea figura 1 ). En un detcnmnado Juego de póquer. un ciclo de escalera 
real se produce aproxunadamcntc en 40.390 manos (cada mano comienza con un 
nuc,o mazo de cartas). Aproxime el número de manos que hay que Jugar para tener 
25º, de probabilidades de s.acar una escalera real. 

SOLUCIÓN Sea E el c,ento de obtener una escalera real. por lo que p(E) - 40~
90 

y p(E1 - ~~~=- Debido a que cada mano se inicia con un nue,o mazo de canas. 
las manos son e,cntos 111dcpend1entcs. por lo que la probabilidad de nQ sacar una 

40.J89 40.]89 (40.]89\2 
escalera real en dos manos consceuu\'as es de 40390 • 40.J90 • 40,J90). en 1rcs 

( ... ,..)' . ('°)89)' manos consccuu1<as es de -W,J90 • y en n manos consecull\'aS 40J90/ Un 25~, 

de probabilidades de que ocurra E es lo mismo que 75•1, de probabilidades de que 
ocurra E'. Podemos despejar n de la siguiente manera: 

(::::r -0.15 

In (!:::)" • In 0.75 

11 In(!~:) = In 0.75 

In 0.75 

n - In(:::::) 
11 • 11.619 

p ' 

l'.\lacn 

Así. Jugar alrededor de 11.619 monos nos da una probabilidad de 25º, de sacar 
una escalera real. Cálculos smularcs se present:m en la tabla al margen. Tenga en 
cuenta que 27.996 manos es un poco inferior a la med13 dada de 40,390 manos. 
pero 93.000 indica que se pueden Jugar muchas manos sin sacar una escalera real: 
de hecho. ¡nmgiin número de manos jugadas garan1iwni sacar la escumd1:r.a esca­
lera real! 

l!il'i:Ji•ilfl Una aplicación de probabilidad a un sistema elktrico 

Un sistema eléctrico tiene intcnuptorcs de campo cerrado/abierto .r,, .r~ y .r1• como 
se , e en la figum 2. Los 1111erruptorcs operan de manero mdcpend1cntc uno del 
01ro y la comente c1rcularó de A a B si .1'1 está cerrado o si 101110 .r: como s1 están 
cerrados. 
a) S1 S, denota el c,enlo quc.r, está ce!T'.-do. donde k • 1. 2. 3. c,prcsc. en 1émunos 
de 1-'(S

1
). P(S!) y P(S

1
), In probab1lid.1d p de que circule corricnle de A a B. 

b) Encuentre p s1 P(S1) • ½ para cada k. 

SOLUCIÓN 

a) La probabilidad p de que ocurras, o sl y si es 

p • P(S, U (S, n S,)) 
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Usando el teorema sobre la probabilidad de que ocul'T3. cualquiera de los dos even• 
1os S1 o s1 n Sr ob1cncmos 

p - P(S,J + P(S, n s,J - P(S, n es, n s ,JJ 

Aplicando dos \i<:ecs el 1core:ma sobre eventos mdcpend1entcs, tendremos 

p • P(S,) + P(S,) · P(S,) - P(S,J · P(S, n S1) 

Por úh1mo, usando una vez más el 1eorema sobre e, entos mtk.--pcnd1entes, vemos 
que 

p • P(S,) + P(S,) · P(S,) - P(S,J · P(S, J · P(S,) 

b) S1 P(,Sj) - ½ para cada k. entonces. con base en el inciso a), la probabilidad de 
que CII'CU!c corriente de A a B es 

DO I U 9•111 Una continuación del ejemplo 10 

Consulle el ejemplo 10. Si la probabilidad de que s, es1é cerrado es 1gU31 para cada 
k, dc1cnninc P(SA) de manera qucp - 0.99. 

SOlUCION Como la probabilidad P(,S,) es igual para cada k. sea P(S
1
) - x para 

k - l. 2. 3 Sus1i1uyendo en la fónnula por p obtenida en el inciso a) del ejemplo 
1 O. obtenemos 

p - :C +X• .1" - .1" ·X• :e - -_r + .xl + .T 

Si p - 0.99. 1cndremos la ecuación 

- r + r + x - o.99 
Al graficar_l' - - x1 + x-2 +l' 0.99 usando un ,,sor rectangular estándar. ,cmos 
que hay 1res puntos de m1ersección con el eje x. La probabilidad deseada debe 
estar entre x - O y :e - 1. y debe ser más bien cercana a 1. Usando las dimensio­
nes de pan1alla (0.8. l. 0.1) por f- 0.01. 0.01. 0.01). ob1cncmos un 1razo scme• 
1an1e al de l3 figura 3. Us3ndo unn función raiL o cero tcndr~mos x ~ 0.93. En 
consecuencia, P(S,) - 0.93. 

Note que la probabilidad de que un intcrrup!Qr cs:lé cerrado es menor que la 
probab1hdad de que circule comente por el s1s1cma. ■ 

Üll'UH•ifl Uso de un diagrama de árbol para encontrar 
una probabilidad 

S1 dos canas se sacan de un mazo. ¿cu.di es la probabilidad de que al menos una de 
las cartas sea una figur3? 

50LUCION Denotemos con F el C\-Cnto de sacar una figura. lfay 12 carlas de 

" figura en un mazo de S2 canas. de modo que .P(f) - TI. Podemos representar cs1a 
probab1hdad. asl como la probab1hdad de su complemento. con el dillgnmw ele 
árbol que se lr"C en 13 figura 4. 

Las probabilidades para la segunda cana dependen de lo que haya sido la pri• 
mera. Para abarcar 1odas In!> pos1b1hd3dcs para In segunda carta. unimos ramas con 
probab1hd3dcs setncJantcs al extremo de cada rama del pnmcr d1agram.1 de árbol. 
como se ve en la figura S. 
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La columna Produc10s p~n1a las probabilidades para 1odas las posíbíhdadci. 
de dos canas: por eJCmplo. la probab1licbd de que ambas canas sean figuras es dc 

"" lb5·
2

• Las sumas \"Cn1cales deben ser iguales a I ; calcular cs10 es una buena fonna 

de comprobar las oper3cioncs. Para comcsiar la pregunl3. podemos sumar las prt• 
meras 1res probabilidades en la columna Produc1os o restar la cuana probab1hdad 
de l. Usando el último método. tenemos 

1560 1092 7 
1 -- - - - -- 41 '¾ 

2652 2652 17 

Con frecucnc i:i esdc 1111erés conocc.,-rqué cant1<bd de rcnd1m1cn10 se puede espe­
rar de una m\"crsión en un Juego de azar. La siguiente definición nos ayudará a 
con1es1ar preguntas que caen en esta categoría 

DefinicióndevalorHp@rado Suponga que una ,:mable puede pagar canudades a 1, "r ... ,"•con probabi­
lidades correspondientes p 1• P:• , .• P.• El valor esprrado VE de la 1,ariable 
esu\ dado por 

OH'fUl•Mii Valoresp@radodeunsolobillete 

Algunos estados donde se pcm1i1en lo1erias ofrecen a ,eccs juegos en los que se 
imprime cieno número de bolc1as con leng0e1as desprend1blcs. algunas de las cua­
les se canJean por d111ero y las dem.is no tienen ,alor. Suponga que en un Juego 
en particular hay 4 ,000 b1llc1es. 432 de los cuales se canJcan con base en fo labia 
sigu1cn1e. 
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m Ejercicios 

20 

•oo 

\a&or 

$100 

so 
20 

Encuenuc el \·alor esperado de una boleta que se \Cnde en SI. 

SOLUCIÓN Las cantidades de pago de S100. S50. S20 y S2 llenen probab1hd:ldes 

de~- ,.!c,.4:0 y,:. rcspccti\amentc Las restante~ 3.568 boletas 1icnen un 
pago de SO. Por la definición prcce<k."ntc. el valor esperado de una M>la boleta es 

VE "" 100 · li'iiJ + 50 · ¿ + 20 · ~ + 2 · :k + O • ~ 
- ~ - so.so 

Asi. después de rcs1ar el cos10 de SI de la bolcm. podemos esperar una {Wnl,da 
de SO 50 en cada boleta que compremos. Obsen,e que no podemos perder S0.50 
en ningunn boleta md1, idual. pero podemos esperar perder es1a canudad en cada 
boleta a largo plazo. Este Juego da un rend1m1cnto muy malo para el comprador y 
una sana utilidad para el ,endcdor. 

El ,alor esperado de SO.SO obtenido en el ejemplo 13 se puede con~idcrar como 
ta cantidad que cspcrarfamos pagar por pamcipar en el juego si éste íuera¡usto. es 
decir. no espera.riamos ganar o perder nmgün dinero después de p.an1cipar \arias 
\.CCCS en el Juego. 

En esta sección simplemente hemos m1roduc1do varios conc4;:p10s básicos 
acerca de probab1hdades. La perM>na interesada debe consuhar hbros y cursos 
comple1os dedicados a esta rama de las ma1em.i1icas 

fjer. 1- l: Una sola urt• se san de un m•zo. Enruentn- la 
prob1bllld1d y las po.slbllid•des de qut 11 u r1• n• tomo st 

npttifin. 

e) un numero par o un numno di\ 1s:1Mc cn1n: S 

Ejer. 5-6: Una urn• ronliene d11ro bolas rojas. u-Is ,erdts y 
rualro blancas. Si se un una 101• de ellas. ent'urnln- la pro­

babilld1d) las posibilldadn de qui" su t'omo se np«Uiu. 

1 a) un rey 

b) unrcyow\3.rcma 

e) unrC),un:ttttn:i.ounpd. 

2 a) un c0fll7ón 

b) un corazón o un dtam:amc 

e) un corazón. un d1:mwuc o un trébol 

Ejtr. l-&: Se- laou •I •lre 11■ solo dado. Encutntrt I• prob1bl­
lldad ) las posibilldadts dl' que el d•do na t'omo se tspttlnu. 

3 a) un-1 b) un6 e) un4oun 6 

4 a) un numero par b) un numero d1v1s:1blc en1rc 5 

5 <11) rop. b) '"rdc e) ro,• oblanc:a 

6 a) blanca b) ,rrdc o blanca e) no ,rrdc 

Ejc-r. 7-8: Se- lanzan •I • irc- dos d•dos. Enruen1rc- l• probabili­
dad y las posibUld1de1 de que la suma su como se ffpttlfk•. 

7 a) 11 b) 8 e) 11 u 8 

1 a) rtU)'or que 9 b) un numero 1mpar 
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t:ju. 9- 10: Se- lanun al ■irctru d■dos. Encucnlrc: 1■ prob■bi- 29 Ei - {l, 2}; 
lldad d t l t, tnto tspttlfk■do. 

9 Una suma de 5 

10 Un seis ªJW'C'CC en c:xacumcnte un d3do 

11 S1 se l:mnn 21 21rc tres moncd:is. encumtrc b probab1lt<bd 
de que apare,can cuctamcntc dos c:mu 

12 St se lan,..rn al 11re cuatro moncdai, encuentre 13 prob.1b1h-
d.1d de obtener dos caras y dos cruces 

ll Si l"(F.) = l, encuentre (Xf.) y O(E1 

14 S1 P(_E) = O 4, encuentre (XE) y O(E") 

1S S1 O(E) son 9 ■ 5, cncucntR" O(f') y /'f.E) 

16 S 1 O(E') son 7 a J. encuentre O(f.) y Pf.E) 

f.ju. 17- 111: Para el u lor dado dt' P(l:). calcule O(t.) t'n t i-r­
mlnos dt .. :<a 1-. 

17 Pf_é) 0659 18 l"(E) = 0822 

f.Ju. 19- ?4: Suponga quf' u 11ean cinco cartH de un muo. 
[ncul'nfrt' 1■ probabilidad de obtent"r las car1H indiud■s. 

19 Cuatro de un upo (por eJcn1plo, cu;nro ases o cu.Jtro rq-cs) 

20 Tres ases y dos reyes 

::n Cuatro diamantes y una de espadas 

22 Cinco figuras 

23 Una flor (cinco c:irus del mismo palo) 

24 Una csalcrarcal (un H. rcy. rc1na, J.ack y IOdcl m,smo palo) 

2S S1 se lanza al a,rc un 501o dado. eocucntre b probab1hdad de 
obt<,"llCf" un número 1mp:1r o un númcm pnmo 

26 Una sola cana se s.1Ca de un m.ll.O Encumtn:: la probab,hdad 
de que la caru sc:i roJ:I o de figura. 

27 S1 la prob.1b1h<bd de que un ba1cador en béubol COOCC'IC un 
cuadrangul:v en un tumo al bate es de O 326. encuentre ta 
probab1hdad de que el Ntudor no contttc hn en 4 1umos ■1 
bote 

28 S1 la probab1IKbd de que un Jugador de basquc1bol coce.slc 
un llro libre es de O 9. mclk'tltrc la probab,hd.td de que el 
Jugador cnccsce al menos I de 2 11ros libres 

Ejer. 29- JO: l..os rnul11do1 l . 2 ..... 6 dt' un n~rlmcnto y sus 
prob■billdadn 1p1rn-rn t'n la 1abl1 sclguirnlt'. 

Rr.uallaclo 

Probabllklad 0.25 0.10 0.15 0.20 0.25 0,05 

r ar1 los c\CnlM lndkados, cncuenl~ •> P(t.",), b) P(E1 n E,). 
e:) Pí.E, U E1) y d) P(E1 U E;), 

30 E, •{1.2,J.6}. E, •{J,4}; E, •{4.S.6} 

Ejer. 31- 3?: Una r.■ja «inlie.ne 10 licb■~ roja~. 20 nulH y 
30 \t'rdH. SI H" Hc■n 5 fichH dc l■ c■j■• HCUCntrc 1■ prob■-
bilid■d dt' 11c■r las qut K Indican. 

31 ;a) todas anilcs 

b) por lo menos I verde 

e) por lo menos I roJa 

32 a) c.:c.acuuncntc 4 "~ 

b) por lo menos 2 roJas 

e) a lo sumo 2 u:ulcs 

33 llt~• d4: nrUd1 "'º a fal~ Un examen de verdadero o 
fabo contiene ocho prcgunm S1 un H1ud1:uuc adwuu l:1. 
rc~ucsta de cada prcgunca, cncurn1n: la probabilidad de que 

;a) ocho respuestas sean correctas 

b) SU..'1.C rcspuesw sean COfTCCW y Un.l SC-3 IRCOl'TI.'(lll 

e) !te11 rcspucita1 sc:an com:c1as y dos K:lll 1ocOITI:'CW 

d) por lo mroos 1e1s respuestas sean corrccw 

34 S.IKCt"ndii COfflltt'P1ntscktt1onaruncom11édc6nucm• 
bros. se sacacln nombres de pcfSOl\ll de un sombrero S1 el 
sombrero conhcnc los nombres de 8 hombres y 1-1 mu,JCres, 
encuentre la probab1lt<bd de que el cocmté cs1é fon-nado por 
J hombfcs y J ffiUJCf'CS 

Ejn. JS-36: St' uun cinco canas dt' un ma7,o. Encurnrrt la 
probabilidad dt'I «''l'nlO tipttificado. 

3S Obcencr por lo n\CflM un u 

36 Obccncr por lo nlC'OOS una caru de coru.oncs 

37 ú.p.rnnentoda carus.ydMlosCada palo de un mazo cstl 
fomudo por un u (A). nuc,e cartas numeradas (2, J, ., 10) 
y tres figuras(J. Q, K). Un cxpcnmcnto consiste en sacar una 
sol3 cana de un mazo y. ensc-guKb, lanzar un solo mdo 

;a) Dcscnba el espacio muestra! S del expcnmcn10 y encuen­
tre,,(.\). 

b) Sea E. el e,cnto formado por los n:suh~ en ~ que 
una carta de numero se saca y el numero de puntos en el 
dado es 1gu:,,I que el numero de la cana l:.ncucntrc ll(E

1
). 

n<E;) y P(E1) 

e) Sea E. el C\'tnlo en el que la carta e:ii;troida es una 
figura: y )Cá E

1
el é\""enlO en el que el número de punt~ 

del dado h pár ifi: )' l:.'
1 
~n mutuamente excluyentes? 

t,Son independientes? Encuentre A.E:>· Pí.E, ). Pf.E1 n 
E l} y P(E: u E,) 
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d) ¿E1 y E: son mutuamente cxduycntcs? ¿Son 1ntkpcn­

d1rn1es" Encuentre P(E, n E!) y ptE, U E:), 

38 bp11ri1r1 "ltodi IPtra y 11umen, Un cxpcrmw:-1110 consiste 
en u-lccr,orur una ktna del alfabc-10 y uno de los dígitos O. 
l •. , 9 

a) lkscnb3 el esp3Cio mucstr.ril S del expMmcn10 y cncueo­
trc n(S) 

b) Suponga que l.u letras del alfabeto se asignan a numef"0111 
como sigue A = 1, 8 - 2. .• l = 26 Sea E, el c,·cnto 
en el que el dig,10 de unidades dcl numa-o as,grodo a 11 
lcua del alfabeto es igual al digno sclc<:c1onado. Encucn­
m.· n(E

1
).n(E

1
1 y P(E

1
) 

e) Sea E. el c,en1om que la letra es una de las c1nco,ocalc, 
y E

1 
~I cH:nto en que el dig1to un numero pnmo '-E

1 
y 

E1 son mu1uamcntc cxcluycn1cs" e,Son mdcpcndicntcs? 
Lncucnlrc P(E:), P(E1). P(El n E,) y P(E~ U E)) 

d) Sea E. el c,ento en el que el Htlor numhico de la letra 
es par ¡,E

1 
y E• son mutuamcmc cxcluycn1cs7 ¡,Son mdc• 

pc:nd1cn1cs? l:ncucntre Pf.E
1 
n E.) y PI.El U E~) 

39 L,m1~ dado S1 'i(" lanl:ln dos dados. encuentre la probab1-

hdad de que la swna sea ma)orque 5 

40 l 1n1 d .....,, S1 se lan:t.an 1rcs dados, encuentre la rrobab•­
hdad de que la suma sca mcoor que 16 

41 Conf'-""'1-IICión dt f.,,-,i il Suponiendo que los nacmucntos 
de mibs y n1t\os 54:an igualmente probablc-s. mcucmre h1 
probab1hd.3d de que una fanuha con cuw:o h1_JOS tenga 

a} tólo ml\os b} porlomcnosunanu'la 

42 M~1 ,~ l~pl1'C ,d1 Una n\áquma 1ragamoncdas 
común y comcnlc conllcnc ln:s carretes.. y cada uno de éstos 
con11cnc 20 símbolos. S1 el pnmcr carrtte 1,cnc cinco campa­
nu.. el c.am=tc del mcd1ot1cnc cuatro ycl ul11mocatTC1c 1,cnc 
dos, encuentre la probab,hdad de obccncr tn:-s campanas en 
una fila. 

43 bpenmftfto et. ~l"[iq>(Kllfl u:traHnsoria (PE) En un 
scnc1llo cxpcr1mcn10 d1Jcdado para probar la PE. cua­
tro cartas (Jack , reina, rey y un as) se bara1an y luego se 
ponen boca ab.21,o en una mesa El 1ndl\ ,duo tnua cn1on­
ccs de 1dcn11ficar cada una de las cuatro cartas,, dando un 
nombre d1fcrcn1c :,. e~ una de ellu S1 el md1\-1duo es~ 
adl\inando. encuen1rc b probab1l1dad de 1dcn1,ficar corrcc-
1amcn1c 

a) IH cu,uro canas 

b) CXOCllln)Ctl!e dos de w eu:,.tro canas 

44 Linur dJldoi Se 1.111..l.3.n ~ dados. 

a) Cncucntrc la probabilidad de que 1000, los dados mun:­
trcn el nllSmo numero de pumos 

b) l:.ncucntrc 13 probab1hcbd de que los nu~ de punto, 

en los dados sean 100()$ diferentes 

e) TrabaJe los 1nc1sos a) y b) paran d3dos 

45 ~,w ·cara""6rK Panundadonomul,lasumadclospun• 
los en la.s caras opuestas es 7. En la figura sr muestra un par 
de: dados "'cargados- en los que- el m,smo nlJmcro de punlos 
aparece en canas opuestas Encuentre l-1 probab1hcbd de 11rw 

WUSU!t\J;dc: 

•l 7 b) 8 

(JUl:CtCJ04S 

46 o dt fer.a En un Juego comun de fcna. un bolas se 
!:motan m un plano tnchll3do hacia. ranuras numcrad.M del 1 
al 9. como s-c \C en la figUJ'3. lkb,do a que- W ranuras son 
tan angosw.. los Jugadores no llenen control sobre d6ndc se 
recolectan las bolu. Se d3 un premio s1 b. suma de los 1rcs 
números c., menor que 7 l:ncua11rc la prob3ib1hdad de ganar 
unprcm,o 

Ej[ICICI044 

47 Mwrt .., por fwnar l:.n un aoo promedio dur:uuc 1995 
1996. el tabaquismo causó 4-12,398 mucncs en b1ados Uni­
dos. Oc estas mumcs, las cnf~ card10, ascularcs 
fueron 148,605. los casos de: cáncer 155,761 y losdc: mfrr­
mcdadcs rcsp1na1orias. por c1cmplo, cnfiienv, fueron 98,007 

a) Lncucntrc la p.-obabllidad de que una mucne relacionada 
con fumar fuera el resultado ya sea de enfermedad car­
d10, :ucular o de cinccr 

b} Dc1crmme la probab1hd.ld de que una muerte rclxionaW 
con fumar no fuera resultado de cnfcmK"<bdcs rcspmuo-

48 Hora1 et. Ir Ido ti• tr~ hn un:a encuesta acerca de la 
hora m que las pcrson:is nn a 1rab3J3t. se encon1ró que 
8.2 millones lo hacen entre la medianoche) las 6'.00 A.~ .. 
60.4 millones cnm:- lu 6 00 )' IH 9 00 A..M ) 18 3 millones 
cnlrc las 9 00 " M y la mcd1anochc 

a) Encuentre la probabihdad de que una persona va.y-a al 1rn­
baJo entre las 6 00 A.M y la mcd1aoochc. 

b) l:ncucntrc la probab1hdad de que una persona vaya I tra-­

baJar mtrc la n\Cdl.UIOChc y las 6 00 u,1 



49 E-po1,,1tt1 al - n,:oni,r;c,y cwm , En ctcno rondado. 2•1 de 
las pcrwnas tienen cáncer De los que lo padecen. 70--, h;&n 
estado cxputslos • allos nnclcs de arsénico; de los que no lo 
p1dcccn.. 1 ()",. han C'lt.ado expuestos ¡,Qué porccnlaJC de las 
pcl"SOR3$ que han estado c.tpocsl.ls a ahos n1\clCS de arsbiico 
tienen cinc1.-r'! (S.,grnmcfo: we un diagrama de •rbol.) 

SO Con,put-'ora, y d 1ps IM~ct1tasos Un fabricante de 
compuudoru compra 30' • de su.1 chips si pro, ecdor A y 
el resto al pro,·CWOI' O De los chips del rro,ccdor A. r . 
salC"n defectuosos. así como 41 • delos chips del prm ccdor B 
¿Apro:umadamentc qué poreentaJe de los th1p! dcfcct00$0$ 
son del J'lffl\C'l.'dor 8" 

51 O.,... tracf!On I prl~bl L.cl ln l3 figura se muestra una 
pcquefta ,cnión de un aparato para dcmostractón de proba• 
b1hdad. Una pequeña bola se dcp caer en la parte superior 
del labcrm10 y cae al fondo. Cada , cz que la bola ¡olpca un 
obsticulo. hay 50". de pcobab1hdad de que se mucv;i a la 
aqu1crda l:.ncucntrc b probab1hdad de que la bola tcnnme 
m la ranur1 

a) de la cx1rcrna 12qmcn13 b) del centro 

S2 la.. u l:n l.a ,mtón csu1doomdcnsc de la ruleta. una pcloca 
se lanza alrcdedof de wu rueda y ucnc igual pcobab1hdad de 
<:acr en c-U3lquicra de W 38 ranur.u numeradas O, 00, 1, 2. 

. 36 En la figu..- se muestra una d1stnbución cs1Andar de 
apues1a., pan rulclJl. donde el color del ó,alo connpondc al 
color de la r:unw de la rueda l:.nrucntrc la probabilidad de 
que la pelota caiga 

a) en una ranura ncgra 

b) en una ranura ncgn,, dos ,ccc, con~u11u1s 

EJE ICICIO 52 

9.J Problblll<Wd 707 

SJ hl"IU)Ofl • l'umtro. di,, lnteri 1 Ln una ,crs,ón de Wl 
popular Juego de Jotcria. un Jug3dor selecciona seis numc­
ros del J al 54 La agencia a c.ugo de la lotera.\ también 
sclcccton.1 seis numcros ¿Cuál es la probab1hdad de que el 
JUg3dor iguale los seis números s1 se compran dos bolc1os 
de 50<? (i:J prcm,o mayor ,11le por lo menos $2 millones l"I\ 

dn'ICro y cr«:c con bue en el numero de bole101 \'et"hdos.) 

S4 lotH"II Consulte el CJCt'CICIO SJ 1:.1 JUgador puede ganar 
UI\QS $1,000 por 1glllll.1r CIII('() de los SCIS nümeros )' alrcdc• 
dor de S40 .u 1gu;ala cwtro de los seis números Encuentre 13 
probab1hdad de que el Jugador gane algún dinero del prerruo 
en la cornpn de un b1llc.te 

SS Contrfff d• calida_. En un proced1m1cn10 de con1rol de cah­
d.3d para probar fOCO$ dtfcc1uosos, se sdccc1onan al :unr dos 
focm de una muestra grande sin rcst11u1rlH, S1 cualquiera de 
los focos c,t:i defectuoso, todo el lole se rcdraza. Suponga 
que ull3 muestra de 200 focos oont1cnc 5 de Cll0$ dcfcc1uo­
sos. Encucmrc b probab1hdad de que la mucslra sea recha­
zada (Sugrn>ndo primero calcule la prob.lb1hdad de que 
ningún foco resolle defectuoso.) 

S6 E· ania cho Yi 1a Un hombre tw:nc S4 :ll\os de e<bd y una 
muJcr 34. U probabthd.td de que el hombre Vt\'I I O aJlos 
mh es de O. H. m1cn1ras que b probab1hdad de que la muJcr 
,.1u 10 dos mis a partir de ahora es de 0.94 Suponga que 
RH esperanzas de \ 1<b no cstin rt'l:aclOCUd:as. 

1) lncuentrt b probab,hdad de que ambos '":in JO .'11\os 
mis a pamr de ahora 

b) Dclemunc la probab1hdad de que nmgw-io v1u dentro de 

'º"'°' 
e) lk1cnmnc b probab1hd,d de que por lo menos uno de 

ellos \I\I !Oai\os nW a pM11rdc ahora. 

57 _Mar cror En el Juego de dados conocido como crups. hay 
dos formas en que un Jugador pueda ganar una apuesta de 
lirn-u de pa.rr. 1:1 Jugador gana de 1nmcd1:uo s, dos dados se 
uran y la. suma de a.mbos ~ 7 u 11 . S1 su suma es 4. S. 6. 8, 
9 o 10, el Jugador 1003,la puede ganar una 11pucs1a de lmca 
de pase si este mismo numero (llamado punwl se ura otra 
,·ez antes de urar un 7. tncucntrc la probab1hdad de que el 
Jug3dor gane 

a) uru apucs11 de hnca de pa5e en el primer tiro 

b) una apucst.1 de llnc.1 de pnc con un 4 en el pnmcr tno 

e) en cualquier apuesta de- linea de paso 

SI ~ in cud« Consuhe el eJcmc10 57. tn el Juego de 
uu¡,t, un Jugador pierde una apucs1a de !Inca de pase si 
ob11cne una suma de 2, 3 o 12 en el pruncr 11ro (conocido 
como .. crup.r'") En º'" \ ersión del Juego, llamada "'rru­
pleu uups". el Jugador no pierde s, tira , rupt y no gan3 al 
1trar un 11 en el rnmer llro En cambio. el Jugador gana si 
el pnmcr 11ro es un 7 o si el pumo (2 12. cxclu}'cndo 7) $C 

rcp11c antes de 11rar un 7. Enc-ucntrc l.'1 prob.'lb1hd3d de que 
el Jugador gane en una apuc11U1 de linea de pase en dados sm 

d"'°' 
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S9 ,rob~id~ di t1<ogi.>r una C>ft uni a llay una 
can1ca mora(b en una cap de 200 canicas Un nli\o chge 
una canica al azar y h1 rttmpl3z.il h3Slll qtH: 13 canica morada 
es sclccc1onada ¿Cuintas scleccioncJ producen alrededor 
de t.O-,. de po51b1hdad de sclecc1onar la canica monida".I 

60 Vuch-a a hacer el CJCl't'ICIO 59 SI ahora Nly sólo 100 canicas 
c.-n la CllJa 

61 P,, a di patos l lay 20 patos de goma en un tanque de una 
fma local. y capturar WIO de.- los lr'Cs pa1os cspcc1almcn1c 
m:r.n:3dol 01org.a un gran pn:m,o. S1 Wl abuelo qu1ett que 
haya 80' • de pos1b1hdad de quc su nic10 gane un gran prt· 
mio, t,cuinuu rondas de pesca debe esw d1spucs10 a pagar? 

1Ju1:1c1O,1 

62 Gire» di lll gran m di Un JUCIJO tiene una gran rueda con 
2-1 r:mur.u. Cuando un concursanle hxc g1rM la rucd:l. y é$ta 

se detiene en una de \u 005 nmunis espcculmcn1c m11rcad:u, 
el concW'S3n1c recibe el gran prtm10 Los produc1o,cs del 
prognma quieren s.abcr euánta.s vucha.s dar.in lugar a una 
probabdid3d de 90'" • de que los grandes J)C'emtOS sean gana­
dos. Dctemunc el numero de ,,uclt.u 

[ju. 63-64: Coniullc- 101 c-j«nplo11 10 > 11. a) [ncuC"nlrT p 
para el sis1•rm11 t ltlc1rko qur u muHlu rn la ngur.a ii P(S~) 
= 0.9 p11r11 udll /t. b) Ult' una gr i fiu pan H tlmar P(S

1
) 11 

p = 0.99. 

65 Prt>babl klld d1 e· l'"l¡,j .._o 

a) Dcn1UC"SlfC' que la probab1hdad p de que n pcnonM ten­

gan todas ellas d1ícrcntes cumplcaOOI está dada por 

365~ 
p - :\65.(365 - n)' 

b) S1 en un aula hay 32 pcrsoo.a.s. calcule la probabilidad de 
quedos o mis dccllas IC"ng¡m el mi5mo cumplcaoo"I (Pri• 
mcro calcule In pal ~ la s,guicntc fom1ul3 de nutcm3-
ocu a,--anzadH· 

lnn' nlnn n) 

66 Pmbat iCad et. cu'"P••fl Consul1e C'I eJcrtlCIO 65 
Encuentre d mínimo número de pcf'SOn:lJI en un aul3 tal que 

~ab~:, ~U:f ;~:ffu::J:~!sc:bcau:~=a ~ 
p del 1nc1so a) del c1Crcic,o previo como 

67 UN~.t.affldwloiConsul1cC"lc1crc1cioS7. Un1ugadoir 
~1be $2 por ganar una apucs1a de línea de pase de SI . Cal­
cule el ,.,.lor ~do de un.1 apuesta de S 1 

68 Una ap1 lt'lla ~ la ru11tta Consulte el CJCrtte10 52 S1 un 
Jupdot- apuesta S 1 :t que la boina cacci C"n una ranura ncgn. 
RX'1bni S2 s, :IISI ocurre:. Calcule el ,111or c:spcndo de una 
apucsllldc SI 

69 G.lnat el p,,.mM> di- WI , 11"1Curio Un concurso ofrece los 
siguientes premios en duw:ro 

10 100 

\ alorn 
ck los pttmlos S l ,000.000 S100,000 $10,000 

S1 d patroc1nadoc cspcn 20 millones de concursantes. 
cncuenlrc el nlor cspcr.ado pana un solo cc:,ncu,yntc 

70 G; mci.as d,, P"""'io d,,I 111 torMO Un torneo de boliche 
cm orgam7.ado por handicap de modo que los 80 Jugadores 
pan1c1pan1cs están todos cmpatados Los prcrmos del torneo 
ap3n:un en la lllbla. 

IL-S" 1 lo 
PttllUO $1000 

'º s,oo 
4o 

$200 
So-lOo 1 
s,oo 

Encucn1rc l:u ganancw cspcndu par:, un concursan1c 
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1 {•+Hr'l 

f.Jtr. 5-8: E•tut ntrt los prlmt ros d nto tt rmlnos dt la sutt-­
slón Infinita drfinlda dt forma r«urslva. 

S ª• • 10. "•·• • 1 + (1/a,) 

6 0 1 - 2. O¡o¡ • 01
1 

1 ª • • 9. u,., • Vu, 

f.jrr. 9-14: 1-: ,·alút . 

9 
1

*.(A-l+4) 

11 ,; 10 

1o ± v.-s 
I•? k - 1 

12 ± (2' - 10) 

14 }: (!! -vi) ·~ ' 
Ejtr. IS-16: El-prest la suma c-n 1trnlinos dt noutión dt 
1uma. ( Lu rnpun lu no son únkH.) 

lS 3 + 6 + 9 + 12 + 15 

17 _.!..._+....!....+-2.....+. 
l ·2 2 · 3 3 . 4 

16 4+ 2+ 1 +!+¼+i 

1 
+--

99 · 100 

11 -
1- + - 1- + - 1- + 

l ·2·3 2 · 3· 4 3 · 4 5 
1 +---

98 · 99 100 

21 100 - 95 + 90 - 8S + 80 
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... 
+­. 

27 Una sua.-s1ónestádcfin!Wlrecurm-amct11cpora = 4,c,
1 
= 5. 

U¡ . 1 ::: 2a1 +a1 ,. 

p;lJ1I A- .!:: 2. 1:ncucnlrc los s1gu1cntcs dos lému nos de la succ­
,Hln 

21 Encuemrc el décm'IO tém11no y la wnu de los pnn)Ct'()S d1c2 
16mmos Je la sucesión :m1mét1ca cuyos pnmcros dos 1énn1-
nouon 4 + ,'Jy3 

29 Encocn1rc la suma de Los pnmcros ocho 1énmnos de la suec­
slOO ant1nét1ca en la que el cuarto ténmno e~ 9 y la d1fcrcnc1a 
comunes -5 

30 Los 1énmnos quinto y dcc1moterccrn de wu sucesión antmé-
11.:a son S y 77. rcspcct1vamcntc. Encuentre d pnmcro y el 
décimo ténn1nos. 

31 Encuentre el numero de 1émunos de la succs16n antmé1ica 
cona

1 
=-= J.,/ -= SyS = 342 

32 lnscnc cuatro n\C(j1u an1mé11cas cnttc 20 y -1 O 

33 Encucnlrc ti décm10 1ml11no de la IUCdión gttimétnc:a 
c:u)'os pnmcros dos términos son i y¾ 

34 $1 una sucesión gcomctnca tiene J y -03 corno liUS 1énn1-
nos tercero y cu.ano. rcspccmamcntc:, cncucmrc el octa"o 
té:nmno 

35 Dada un.:1 sucesión gcomémca con a
1 

= 16 y a, - 625, 
cncocntrca. 

36 Encocmrc la n~1a gron~1ca de 4 y 8 

37 1:n c1cru sucesión ¡comé1r1ea. el oc1no ténmno es 100 y la 

razón comunes -f Encuentre el pruncr 1érm1no 

31 ln.,;cnc dos medias gcométncas entre 7 y 354,571 

39 D:td:!. una sucesión antmética tal que Su : 402 yª,: = 50, 
cncurntrc: 0 1 y d 

40 D:tda W'l.l sucesión geométrica tal que 0 1 = ji y r = t 
encuentre: a , y S, 
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[ju. 41-44: t: u lÚC'. 

41 ~! (St - 2) 

43 .~(:z- -H 

42 .~1(6 - !t) 

•• ,t,ll - >'l 
4S Encuentre 13 ~uffl3 de la sene gcométnca mfin11a 

1-{+B-~+ ... 
46 Encuentre el numero racional cuya reprc.M..-ntac.ón decimal 

cs6.ffi. 

Ejer. 47- 51: Dtmutslrt- qut t i C'nundado n ,·t rdadero para 
todo C'RIC'ro poslti\·o " · 

47 2 + S + 8 + · + (3n - 1) • t1(3n/ l) 

48 2z + J Z + 6l + ,. . + (2n)! .,. 2n(2n + 2(,i + 1) 

49 _!_ +_!_+_!_+ , .• + I • 
1 • 3 3 • 5 5 · 7 (2n - 1)(211 + 1) 

SO 1 · 2 + 2 3 + 3 4 + .. + n(n + 1) -
n(n + 1x11 + 2) 

3 

51 )csun fac1ordcn' + 211 

52 Dcmuestrt' que pani todo entero posttno n 1 + ) < 2" pan 
todo entero pos11l\0n ::!: S 

t: Jcr. 5.3--54: [ncutnltt t i mínimo t nttro posllho J para ti 
cual r-1 r-nunciado H u•rdadero. UsC' C'I principio r-xtrndido dr 
lnducd6n m11ll'mi 1ka para demoslrar qut 111 f6rmul1 H H?f• 

dadu• pu• todo tnltro m1,orqur-J. 

D 2'"Sn1 S4 10-- s n-

[jcr. SS-56: Un el tr-orema dr-1 binomio pin txpandi.r ) sím• 
pllfitar la uprtjlón. 

SS (_r' - 3y)" 

[ju. 57- 60: Sin u:pand lr por complr-to. r-ncutnlre t i ( los) tér­
mino(s) Jndkado(s) en la u:pansl6n dC' la u -pritti6n. 

1érnuno que con11ene t lf 

61 11 " a truc1 'lfl T~mos de diez pies de iablón de 
nudcrn de 2 ¡,e 2 se deben c0f1arcn cinco secciones par.1 for­
mar blCK¡ucs de eonsuucnón pan n1ftos; las k>ng1tudcs de los 
cu,co bloques debm formar una sucesión an1mét1ca. 

a) Demuestre que l:1. d1fCf('ft("1a d t'n longitud debe u.-r mL"flOr 

que I pie 

b) S1 d blCK¡ue mh pcqud\o ha de tener una loo¡11ud de 
6 pulglldas. cn<:ucntre la5 longiludcs de l:1.s otras cuatro 
p1eus. 

62 Comtru.:c.Íl)l'I di- uu n.AJ«a Una cscak ra 5C' debe oons-

1nur con 16 pcldai\os cuy-u longitudes d1umnuycn un1for­
mcmcntc de 20 pulgadas en la base a 16 pulgadas en el otro 
extremo. f.ncucntrc la longitud toca! dd matenal nccesano 
para los pcl<bi\os 

63 En U pnmeni figura se mutura una Cut\ a de recias 1ntc­
nump1d:as oblcn1da al 1omar dos lados adyacentes de un CU3· 
draclo. cada uno de longitud :i •• da.'fCC1cndo lo. longitud del 
lado en un foctor / con O < / < 1 y fomundo dos lados de 
un cuadnldo más pcqucfto. C3<b uno de longitud ,. - / 
J •. 1:.1 proceso se rcpne entonces hasia el mfin110 S1 , 1 = 1 
en la S('¡unda figura. exprese la k>ng11ud de la cun·.i de rcclil 
mtCffllmp1da rcsuhamc (Infinita) en 1érm1oos de/ 

EJUCKt0'1 

64 l.u lc}'C5 eonmul.'IIIU y :1~L:U1va de la adición g_anm11nn 

que ta suma de los enteros del I al 10 sea 1ndcpcnd1cntc del 
orden cn d que se sumen los numcros <,l:.n cu.:ímas form.u 
d1fcrcn1cs 5e pucJcn sunur e:!!ilfflll enteros? 

6S $4 1 .c'H'lde rtu 

a) <,En cuántas formas se pueden sclctc1onar 13 unu de un 
mazo'.' 

b) ¿ln cuantas formas se pueden sclccc1onar 13 canas part 
oblmcr ClftCO ~-. tres COf'a7Ql)e5, un tréboles y dos 
diamantes" 

66 ¿Cuin1os nómeros de cua1ro dig11os: se pueden formar con 
los dig1tos 1, 2. 3. 4. 5 y 6 si las rcpct1CIOOC$ 

a) no se pcmutcn., b) se pcnmtcn? 

67 S,elección de pr-~unu• de H.arMn 

a) S1 un cs1od1an1e debe contestar 8 de 12 pn:gumas sobre 
un c:umcn. ¡,cuántas sclc«WnC!I d1fcrmtes de preguntas 
son pos1bil.'!I'> 

b) ¿Cuinu.s sclccc1oncs son posibles 11 IH pnmcr.u 1rc:s 
prc-guntas deben ser con1cs1Ws., 



61 Arrt¡lo1 d«' col,,r S1 s,c11 discos negros, cinco roJos. cu:nro 
blancos y dos, crdcs son acomod.:tdos en wu fila. ¿cuil c, el 
numero de posibles oomb,nactoncJ de colores., 

69 S1O(E)son81 S. cncuen1rc O(E') y P(E). 

70 l1111.1r mi IAHIH al aire l::ncuenu-c l:a probabthdad de que 
l:is monedas .IQn 1¡ualcs s1 

a) dos hombres lanzan cada uno una moneda 

b) 1rcs hombtts b.n1.an cada uno una moneda 

n Dar Ctiittl S, se dan CU31m arta~ de un mazo, encuentre l:11 

probab1hdad de que 

a) IM cu:atro Car1H lt'an dd mismo color 

b) W c:utasrq,:,.rtid.usc:an 1llcrn:adlirt>J0-ncgro-mj0-ncgn> 

n Pntb1bi · dlOH dit 11n1r en un1 rifa S1 1.000 bole1os sc 
,cndcn para Wl3 nf1. cncucnm.· la probab1hdad de ganar s1 
una pcnorui compra 

1) 1 bolc:10 b) IObolc1os e) SObole1os 

73 l11uar motl'Mt1ti1I 1meS1 cwtro moneda, 1e l:,..nzan 11 :1u-c, 
mcucntrt la pmbab1hd:1d y l:is pos1b1hdadc, de otMcM"r una 
caro y tres cruces 

74 b.,..n 4k ""rdadff• o f-4- 14 Un CJ1.amcn coot,cnc seis prc­
gunw de, crdadcro o ralso; se requieren por lo menos cua1ro 
rcspucs1as correcta.$ pan oblcncr una cal1ficac1ón aproba10-
n:a. S1 un cs1ud1:1.ntc :1<hvma en cada rcspucs1a, ¿cuil c, la 
prob3b1lt<bdde 
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75 Probnt-1:ld.c1, '- tnd......_y uin"S1 se lanza. un 1010 dado 
y luc¡o SC' ~aca una carta de un muo. ¿cuál es la probab1h• 
<bd de obtener 

a) un 6 en el dado y el rey de coraloncs? 

b) un 6 m el dado o el rey de cor,zoncsí' 

76 O&t1 dfl"' icr•fk.s l:n una poblacKN'I de 5.000 pcrson:,.s. 
1,000 11cncn más de 60 ai\os de abd y 2,000 son mu~-n:s Se 
&abe que 40-• de Lis muJCl'CS l!rocn mll de 60 años de cd:td. 
¡,Cuil e.s la prob3b1hdad de que una pcrion.a escogida 11 uar 
de esa c1lklad $CI muJcr o 1cnga m.b de 60 al'los1 

n M,,vim .. ntoenb,; ck.1-,nl'IIQl'l [nelJl)CjOdcbad::g;immon, 
a los Jug3dorcs se les pcmutc mo,·cr ,i¡u.s fichas el mismo 
núnw:ro de espxtos que la .suma de los puntos de dos dados. 
pero s1 se llra un doble (esto cs. ambos d3dos mucstnn el 
m1$1'nO numero de punios), e1uonccs los JUp.lon-:s pueden 
mover ws fiehlidos \CttS la suma de los puntos. (.Cuál es la 
probab1hdad de que un Jugador pueda mo,er sus fichas por 
lo menos I O csp:actOS en un tiro d:ldo? 

78 ProtN... ~s d,, h<Offf W 1 <, ll'U UI ~ Un hombre 
$Clccctona al n.arun:ieana de una nue,a b:anriJa y La n.-slltU}e 
hasta que sckcetona la rcnu de c-spalhs c:,Cu!nta, sc:l«c10-
ncs producen alrcdcdof de 75'• de probab1hdadcs de sel«• 
eionar la rema de cspacbs? 

79 Juqot tn un1 wrie Dos equipos de béisbol 1gualmen1e aco­
pl3'W cslin Jugando una ICT"IC de partidos. El pnmcr equipo 
en ganar cuauo Juegos gana l:ri sene EncucnlrC el numero 
esperado de par11dos de 111 sene 

80 Prob. iilldad d, ,.¡ En un popol:rir JUCjO de póquer, a los 
Jugadores 5C les rcpar1cn dos cartu de una banJa de 52 car­
w l:.ncucntrc l:ri pmbab1hdad de que a un Jugador le coque 
un par de 11scs 

iiUO•ll-d EJERCICIOS PARA ANÁLISIS 

1 Una prcgunia de CJ1.:rimcn conucnc cuauo ténn1oo,s de una 
".1ees1ón como 2, 4. 6 y 8 y pide el quinto 1ém1100. Dcmucs-
1rc que el qu1n10 1bn11no puede scr éu(l/qui~r nwncro real a 
al cncontnrir el n-és1mo 1bm1no de una succsaón que llene 2. 
4. 6, 8 y a como sus pnn\CfOS cinco términos 

2 Dctcrmmc siC]dcbcsus111u1rsccon s o 2!:, En 

nc::J(lnn)1 

para que el enunciado sea wnbdcro cuando n 2': / , donde 

J es el mínimo micro pos111~·0 para el cual el enunciado es 
,erdadcro. Fncucntrc; 

[jC'r, J.-4: •) Un d mélodo dC' los C'jcrcldos 41 ) .u de las«­
dt'in 9.4 para t ncontn r una ft'irmula pana la ium1, b) \'C'rifi­
quc que la r6rmula C'llcontrada C'D C'I Inciso a) su ,·C'rd:adC'n 
para 1001 n. 

3 1~ + 2• + 3• + · + ,t 

4 21 + 41 + 6\ + ' + (2n)' 

5 Dc1cnr11nc el mb1mo faetona! que su calculadora pueda 
calcular Algunos valOl'(S comunes son 691 y 449, Especule 
en cuanto a por qué c.stos n\lmcl'O$ son los mÁ.'(1mos \1llores 
que 1u calculadora puede euluar 

6 Encuentre una relación entre los coeficientes de la c11pansi6n 
de (o+ b"f y el númcrode subcoo1un1os d1St1ntos de un COI\• 

JUOIO de II ckmcf\105 

7 Ri " cko pdOt~ Ctwldo una pelota se deja caer de Wl3 
altun de h pies. llega al sucio en ,¡; ➔ segundos La pclola 
rcbola a una al1uradcdp1escn .Jií 4 sc-gundos. S1 un:riixlolade 
cauchoscdcJacacrdc unaal1uradc 10 pic1 y rcbola a la rrutad 
de su altura después de cada cakb. ¿,duranac apro,11n,1damcn1c 
cuántos sqi,1.aldmi HIIJ,l b. pelota? 
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8 To,"'" d• tragam~• Un lomeo de u~¡amoncdas se 
IIC\ari a cabo duranic un nlCS de 30 dhu. ocho hor.u al dia. 
con 36 pan.1c1pan1cs por hon. La cs1ruc1ur.a del prcnuo « 
comos1guc 

l=sl.: ,. J• ,. 
~ 2000 1500 1000 

1L•1., fE r 11° 9" 

~: 1 Prldo 5 600 SOO 400 300 

L■pr 11•.50" 5¡•.100- 101•.300 30l•·SOO'" 

Pndo5 100 75 50 25 

También hay un premio diario otorgado como s1g1.K" S2SO 
para el pnmcro. SIOO para el segundo y SSO p3n el ter• 
cero t,Cuin10 esperarla pagar una persona ()Of una cUOUi de 
cn1rada s1 el lomeo ha de ser hnip10'1 

9 Dtt'lllro d, ur prell'II Suponga que el d&:1mo pmmo de un 
l()ffl('O de S 1,600 ser.a de $100 y cada lugar debe nkr apro­
lmnad:lmcn1c I O- • mh que el s1guicn1e prcnuo. Analice la 
d1s1nbuc1ón rcahs1a de nlorcs de prcnuo s, se redondean al 
más cercano ccnlno, dólar. cinco dólares y diez dólan:s 

10 tn9r♦d~ntH d• pizu Un rcstuuranh: de p112as palroctna 
1,m anuncio que dice que log.ró un 101al de l,04&,576 formas 
posibles de ordenar 2 p1ZZM, con haua 5 angr~hcnles cada 
una Anahcc la forma en que la empresa calculó el nümero 
de posible, fomw de ordcrur una pizza y <ktcmunc cuán1os 

1ngrc-d1cntc! CXISlm.. 

11 ~I El po"crball es un popular JOCgo de loccrfa en 
muchos C$13dos de la Un,ón Amcnc:ma. El JUg:tdor scltt­
c,ona cmco enteros del I al SS y un entero del 1 al 42. bilos 
numeros C<.MTcspondcn a CUICO bolas blanca$ y una roJa de 
Po,.., erball sacada por la Asocrac1ón de Loterfai lstai.aks. 
Para ganar el prt"nuo mayor. el Jugador ckbe igualar k)s seis 
nwncros l.(K pn::m1os para todos lo$ :1c1cnos se md1can en 
La tabla 11;1gu1en1e. 

Adt r10 ........ 
S blancas y w\3 ro_.a Pn..•,mo mayor 

5 blancas S200.000 

4 blancas y W\3 !OJ3 $10,000 

4 bl~ S100 

J blancas y W\3 toJ3 S100 

3 blancas S7 

2 blancas y w~ roJa S7 

1 bl.mca y una roJa S4 

sólo ffl,13 SJ -

,a) ¿CWI es la probab,hdad de garw el pn:m10 m.a:,·or? 

b) ¿Cuál es ti probab1l1lbd de gaooreualquttt prem,o'I 

e) t,Cu.til es el 11alor c.spcradodelJucg_o sin el prenuo mayor? 

d) ¿Cuinlo nccc:slla valer el prcrmo ma:,·or pan que C:Slll 
lotcria sea considerada hmp1a'> 

12 Prob. IHiad y P'" t':N 1d.lcks d. conf11 lfl Analice el 
s1gu1cnte enunciado: .. l:Ji:1j!C 20"• de prob3btlidad de que un 
sohc11ante masculino sea admmdo, pc.'T'O la probab1li<bd es 
ln-s ,cccs ffl3YQI' para una sohc1tan1e ícmcn1na" c,Cuil es la 

probab1hd:.d de que una sohc11:intc frmemna sea adnu11d2'1 

13 Scao = Oyb = 1 en 

(a + bY • Í ("),,.➔•• 
· ~ ¡ 

y analice el te$llhado. 

1~ ln\CSllguc las $Un\i1S pan:iales de 

y anallcelas 

15 a) Ex.anunc las s1gmcn1es 1dn'lhdadcs par.i tan ,u en 1bnu­
nos de tan .r: 

21an r 
1an2x - --­

l - urn:x 

un 3.r _ 3 tan r - lani ,· 
1 - Jtan! r 

4tanr-4tan'r 
i.in4.l - 1 - 61.¡n1 , + 1an•, 

Usando un patrón formado por las 1rcs 1dcn11dadcs, pre• 
diga una tdcnud3d pan tan 5r en 1étn11oos de lan :, 

b) A eontmu:1Ción aparecen 1dcnlldadcs pan cos 2.r y 
sen 2x· 

sen lr ; 2 cos .r sen x 

Escnb:i Kknudadcs s1m1Larcs para cos 3.r y sen Jx y 
luego cos 4~ y sen 4r. Use un pa1rón pan predecir idcn-
1Kladcs pan CO! .S.r:, sen S.r, 



EXAMEN 

l Calcule la suma del cuano yd ocu,o lémunos de la 1uccsión i3 + 1 ni , 

2 Calcule los dos térmmos s1¡uici11cs de b 1uccs1ón dcfinKb de forma r«urm a. 

" 1 - 6. D: - 2, OoJ - 4ui.1 - Ja, p3r'a Á Z'. 1 

~, 
3 Obtenga la suma, ; .. ~ . 

4 Ob1cnga la suma t (2¡ - 7) 

5 Encucn1rc una fómmla para el n-6,mo ténmno de ta sucesión an1mét1ca 25, 18. 11, 

6 Dados o1~ "" 109 y " w-- "' 2119 pan un:a sucesión :m1mé11ca, calcule u1 ... 

7 Exprese la suma 6 + 17 + 28 + + 25,460 en 1énnmos de notación de suma1ona y 
ob(cnga la suma. 

1 lnscnc tres medias anunéucas cn1re 5.217 y 8,789 

9 Un hombre compra una podadon de césped que cucnui coo 7 IIJUStes de allura que 
van:rn entre I y ] .8 pulgadas. Su SCl'VK'IO de Jardmcria mrorrna que la hierba se corta 
a una ahura cn1rc 2.5 y 3,5 pulgadas Suponiendo que las conli¡urac,ones fonnan una 
s«ucnc1a an1mc11ca. encuentre todas las configuraciones de ahura aceptables (con 
una precisión de O 01 pulgadas) 

10 Encuentre una fórmula pan1 el n-d:1mo témuno de la sucesión geométrica 36. 12. 4, .. 

11 Dadosº~ = ½yo,= - )2 p:ll'II una sucesión geonlttoca, calcule"• 

12 Dados u1 = ¾ y r = 3 p3.rn una sucesión gcométnca, use una fóm1ula de suma para 
cnconU111rS

1
• 

13 Cakulc la SU.0\3 2125 127.5 + 765 -

14 Encuentre el número racional rt.,-,rt.scntM.lo por 1 47 

15 Calcule la media geocnétnca de 40 y 250 

16 Considere el enunciado "la bolsa de valores sube~• cada aoo·· l:.scnba una fórmula 
pana el n-éstmo 1énn1no de una secuencia gcomcmca que describa el enunciado e m1cr­
ptt1e a,,. 

17 Dcmucstrcqucdcnunc,ado2 + g + 14 + + (6n 4) = 3lr - nn,enbdcroparn 
todo entero pos111,o n 

18 U1,hec el 1corcma del b1non110 para c.,;p3nd1r y s1mphticar (lr S_,.:)1 

713 
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19 Calcule el dcc1mocuar10 témuno (s1mphtieado) en la cxpannón de (2-cl f ' )'-

20 Cakulc los dos pnmcros 1émunos en la c"tpans1ón de (.t - lt 1)1i 

21 l:.n témuoos de f11.e1on11.les. ¿cón'IO se cornpar.11 /1(150, SO) con(~ 150, SO)? 

22 Suponga que cualquier digno puede uuhzaDC en cualqu1cr lugar de un nwncro de 9 

di¡11os de sc¡un<bd social Si b población de Estados Umdos di de 300 millones.. 
¿cWn1os numcros de sc-gund.ld social no u11hzados h:ly'.' 

23 Un número de sene se compone de una lc1n del alfabcio, seguida p« 011111 k1r.1 d,fc.. 
rente. scguw:bs de dos dlg11os e,Cuán1os números de sene diferentes son posibles" 

24 Oc un grupo de equipos de futbol, los concursan1e:i; pueden elegir uno de los 30 equipos 
cada semana durante 17 se-manas, pero no pueden escogcr el nusmo equipo más de una 
\e7. Apro..::1n'IC la canudad de formas en las que un compcudor puede elcK1r los equipos 
durante 17 semanas 

2S llay ocho porttdos de béisbol que se Juegan en un dfa e,Dc cuinw mancnu pueden 
hstarsc los ganadores (o perdedores)? 

26 ¿De cuintas nuncr.u puede un mazo cst.indar de 52 cartll baraJ3rK de foml:I que In 
pnmem 13 cartu :sc.tn todas espadas (lwy sólo 13 espadas en b baraJa)" 

27 Un comué de siete personas se chgc cnlrc un grupo de 10 hombres y 12 muJttd 
Cakulc la probahilulod (a cu:mo decimales) de que csle comné esté compucs10 por l 
hombm y 4 muJercs 

21 Una librería sckco:,nanli a cinco alumnm de un grupo de 5.(N)O para cnm:garks ccmfi­
cados de regalo. ¿Oc cuántas maneras se pueden elegir los alumnos St cada ccn1ficado 
v:iik la m1srna can11d.ld" 

29 S1 se lan1.an d~z moocdu, cncucnlr-c la probab1hdad (a la dtcmt.t mas cercana) de 
obtener cxactatfü.•mc s,c1c car.u. 

JO Una .sola cana IC extnie de un mazo de 52 cartas. Encuentre la probab1hdad de que la 
carta se-a negra o dc figura. 

31 S1 13 probab1lubd de que un C\cnlo ocum es de 3 11, t,cuiles son las pos1b1l.dadc1 de 
que ocurra el mismo e\-cmo~ 

32 S1 P(E) = O 63, calcule O(,EJ joon dos decimales) en 1énmnos de •·xa I" 

33 S1 un.a mup W17,a un dado. ¿cuál cs la probab1hdad de que ftQ salp un ~IS en cuatro 
bn7.am1en1os'> 

34 S1 una muJcr lanza un dado. ¿cuámos lanzanucntos producnin alrededor de CJO-, de 
prob2b1hdadcs de que ~lga un !>CH1'> 

3S Un concurso ofrece los 11¡uicn1cs prtnuos rn cfcct1\0, 

1;_,IIN'r"O.,ptt•· l 1 to so 
~ aJordc-lolp"'mios- 1-S-I.000-.-000---$1-00-.000----SS_OOO _ ____, 

S1 el patrocinador cspcn 20 m1Uo~ de concW1anl~ cakuk: el ukw csp,..--rado parn un 
solo concursante 



,10.11 Par.ibolas 

,10.2 Elipses 

110.3, Hipérbolas 

10,4 Curvas planas 
y ecuaciones 
par,1métricas 

i1_0.5 Coordenadas polares 

10.6 Ecuaciones polares 
de cónicas 

10 
Temas de geometría 
analítica 
La geometría plana inclu)c el cs1udio de figuras. por CJcmplo. rectas. cir­

cunferencias y triángulos. que se encuentren en un plano. Los teoremas se 

demuestran por razonamiento en fomia dcduct1,.a a par11r de ciertos pos-

1Ulados. En gcomctria :mali1ica las figuras geométricas planas se in\<cs11-

gan mcdiamc la introducción de sistemas de coordenadas y Juego se usan 

ecuaciones y fónnulas. S1 el estudio de la gcomctria analítica se resumiera 

por medio de un cnuncrndo. qu11.á lo s1gu1cn1c seria apropiado; dada una 

ecuación. encuentre su gráfica y. a la 1mcrsa. dada una gráfica. encuentre 

su ecuación. En este capítulo aplicaremos métodos de coordenadas a \arias 

figuras planas básicas 

ns 
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Paribolas 

r 
Definición de una partbola 

FIGUlllAl 

hra:nz 

Lai. s«crones cónicas, también llamadas cónicas, pueden ob1cnerse al cortar un 
cono circular recto de doble rama con un plano. Al variar la posición del plano. 
ob1cncmos una circ1mferenci", una elipse. una partibolu o una /11¡Wrbolu. como se 
ilustra en la figura 1. 

FIGURA.1 

l) C1rcunfercncia b) l:.hpsc 

Se ob1iencn có"icas degtneradOJ s, el plano m1crseca el cono sólo en un punto 
o a lo largo de una o dos rectas que se encuentren en el cono. Las secciones cónicas 
fueron csludiadas ampliamente por los antiguos griegos. que descubrieron propie­
dades que hacen posible que expresemos sus definiciones en témllnos de pun1os y 
rectas. como lo hacemos en nuestra exposición 

De nuestro traba JO en la sección 2.6, si u ,;. O, la grilica de y - a"r + b:r + e 
es una pt1rtíbolu con un CJC vertical A continuación expresamos una dclinic16n 
general de una par.ibola y obtendremos ecuaciones para parábolas que llenen un CJC 
.,.cmcal o un eJC horizonial. 

Una parj bol11 es el conJunto de todos los puntos de un p13no equidistantes de 
un pun1O fiJo F (el foco) y una recta fiJa / (la dir«friz) que es1li en el plano. 

Supondremos que F no está en /. porque esto produc1ria una recta. Si Pes un 
pun1O del plano y P' es el punto en / determinado por una recia que pasa por P 
que es perpendicular a/(, ea la figura 2), entonces. por la delinic1ón pre-cedente, 
P está en la parábola si y sólo si las d1s1anc1as d(P. F) y d(P. P) son iguales. 
El ej l' de la parábola es la recta que pasa por Fy es perpendicular a 13 directriz. El 
, t nkl' de la parábola es el punto V sobre el eJC s11uado a media d1s1ancia entre 
F y l. El ,ért1ce es el punto en la parábola más cercano a la d1rcc1nz. 

Para obtener una ecuación sencilla para una parábola. coloque el eJe -~• a lo largo 
del eje de la parábol3. con el origen en el vértice I'. como se .,.e en la figura 3. En 
cs1c caso, el foco F 1icne coordenadas (0. p) para algún número real p .;,. O. y la 
ecuación de 13 d1rectn.eesy - -p. (La figura muestra el casop > 0.) Por la fóm1Ula 



ffGUU, 

P•ribolas con rirtke l'(O, O) 

Ecuadón, foco. directriz 

Foco, f'(O,p) 

D1rcctrtz: \ • -p 

de la d1su1nc1a. un punto Pf.x.y) está en la gráfica de la parábola si y sólo s1 ~P. f) 
- ,l(P, P1; es decir. si 

V(x - O)' + (1· - p)' - Vc, - x)' + (1• + p)' 

Elevamos al cuadrado ambos lados y simplificamos: 

, , + (y - p~ - (,· + p)' 

x= + l - 2py + ¡r = J.! + 2pJ + P: 

,.2 - 4py 

Una ecuación cqul\,alcnte para la par.\bola es 

1 • 
\· --x-

4p 

Hemos dcmoslrado que las coordenadas de iodo punto (x. y) sobre la par.\bola 
satisfacen ;el - 4P,l·. A la imcrsa. si (x,y) es una solución dc .:r • 4py, en1onces al 
revenir los pasos previos ,cmos que el punto(\", r) está sobre la parábola. 

S1 p > O.la parábola abre hacia arriba, como en la figura 3. S1p < O.la parábola 
abre hacia abaJo. La gráfica es s1métnca res¡x""Cto al CJC , , porque la sU'mtuc1ón de 
- x por x no cambia la ecuación .r - 4¡n. 

Si in1crcambiamos los papeles dex y>, ob1enemos 

. ,·2 = 4pr o bien. lo que es cquiYalcntc. 
1 • r=-,,-

4p 

Es1a es una ecuación de una parábola con vértice en el ongcn. foco F(p. 0). y 
abre a la derecha si p > O o a la i¿,qu1crda si p < O, La ecuación de la d1rec1ri¿ 
esx - - p. 

Por comodubd. nos rcfcnmos a ··ta parábola .r - 4py" (o_,..: - 4px) en lugar de 
"la parábola con ecuación .r - 4pl' .. (o_,.: - 4p.r). 

La siguiente 1abla resume nuestra exposición. 

GnUic.-a pan p > O Gráfica pan p<O 

(ronm,uu) 
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Po1ribola1 con virtk• V(O. O) 

En1aci6n. roc:o. dirttlriL 

1 
,.: • 4p.t o r • 4¡;.'; 

Foco f'(p.O) 

01rcc1nc \ • -p 

,IGUU-4 

FIGURAS 

Gráfica para p > O Gráfka para p < O 

Vemos en la tabla que. paro cualquier número real" diferente de cero. la gráfica 
de la « uación tsdndar J - a.'r ox - m .:cs una parábola con vér1icc 110. 0). Adc· 
más." • 1 '(4p) o. lo que es equnalente. p • l/(4u). donde lp es la d1s1ancia enlrc 
el foco F y el vértice V. Para encontrar la d1rectru: l. recuerde que/ está también a 
una d1stanc1a lvl de 1~ 

DWüi:D Oetermln.11dón del foco y l.111 directriz de una ~rjbol.11 

Encuenltt el foco y la d1rcc1riz de la pantbolay - -¼.r y ira.ce su gráfica. 

SOLUCIÓN La c-cuac1ón 11ene la fonnay • a.'r, con u • -¼. Al igual que en la 

tabla precedente, o - 1,(4¡,) y. por tanto, 

1 1 1 3 

p -1a •Hl - í 2 

A.i,i, la parábola abre hacia abajo y liene Joco F(O. -f ). como se 1lust'j en la figura 
4 La d1rec1ni: es la recta honzontal) • ,-. que está a una distancia de, por encima 
de V. como se muestra en la figura. • • 

11111 j:ji'ff Encontrar una ecu.11Clón de un.11 paribola 
que s.atidaga condiciones prescritas 

.11) Encuentre la ecuación de una parábola que tenga véniee en el origen, abra a la 
derecha y pase por el punto P(7, - 3), 

b) Encuentre el foco de la parábola. 

SOLUCION 

ill) La parábola está Ira.Lada en la figura 5. Una ecuación de una parábola con ,fr. 
1ice en el origen que abre a la derecha 11cne la fonna x - m.2 para algUn número 
a. S1 ~7. - 3) es1á sobre la gráfica, entonces podemos sus111u1r 7 por T y - 3 por .,• 
para cncon11·ar a· 



P~ri ~ as con vértice V11t • .t) 

F..cuac:i6n, foco. dirtttrii. 

(, - h)' • 4p(J - k) 

o , =,u?+ bx + c. 

dondcp • t, 
í-oco: F(h.k + p) 

D1rcctn1. J • A - p 

(, -kY•4p(,-h) 

o , ""'u,.z + b, + r, 
1 

dondcp - ;¡;; 
Foro: F(h + p. k) 

Ou-cc1nz; .r - /r - p 

En cons(.'Cuencia. una ecuación para la par.íbol3 esx - ¼ yl. 
b) El foco está a una di5tanciap a la derecha del ,énice. Como o•¾, 1encmo:. 

Por lo 1an10. el foco tiene coordenadas (~. o) 

Si 1omamos una ecuación es16ndar de una parábola (de la fonna r - 4p1·) y 
sust1tu1mos :e con :e - h y y con r - k, entonces 

:e= - 4m· se conviene en (:, - h)2 - 4p(_1· - k) ( ) 

De nues1ra cxphcac1ón de las 1rasl3cioncs en la sccc1ón 2.5. reconocemos que la 
gnífica de la segunda ecuación puede obtenerse de la gcifica de la primera ecua• 
ción al desplazarla h unidades a la derecha y /e unidades hacia amba. con lo que el 
,én1cc se mueve de (0, 0) a (h. k). S, elevamos al cuadrado el lado 1Lqu1crdo de ( ) 
y s1mpl1fica1nos. 1cndrcmos una ccu.1ción de la forma ., - ar + b, + c. donde"· 
b y e son nUmcros reales. 

Del nusmo modo. si comenzamos con (l· - 4')1 - 4p(1' - f,). se puede cscnb1r 
en la fonna x • m.: + by + c. En la s1gu1cntc tabla. 11h. k) ha sido colocado en el 
pnmer cuadran1e, pero la mfom1ac16n dada en la columna de la u1rema 11:quierda 
se cumple cualquiera que sea la posición de V. 

GnUica para p > O Gri.fica para p < O 
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ftr.Uli6 

+-1-++-+-+-t-++-t---t:----; 

flGUllA7 

• < 

\.'f - 4.1) 

IJJi!Zli:II Trazo de una paribola con un eje horizontal 

Trace la gráfica de 2t • _,.: + Sr + 22. 

SOLUCIÓN La ecuación puede cscnb1rse en la fom1a que se muestra en la segunda 
filo de la tabla precedente. x - m.l + h_,, + c. de modo que vemos en la tabla que 
la gráfica es una parábola con un CJe horizontal, Primero cscribunos la ecuación 
dada como 

1.:! +8y+ - 2x-22 + 

y luego completamos el euadradoal sumar[j(8)]1 
- 16 a ambos lados: 

,.: + 8y + 16 - 2x - 6 
(I• + 4)' • 2(.r - 3) 

Al consultar la última tabla. vemos que/, - ). k - - 4 y 4p - 2. o bien, lo que es 
cqu1valcn1c, p - ½· Esto nos da to s1gu1cntc. 

El ,ért1cc l"(h, k) es 1'(3. - 4) 

El foco es F(lr + p. k) • f'(l + t. - 4). o FC½- - 4) 

Lad1rectri1:esx ""' h - p = J - ½,o:r - f 

La parábol:1 está 1ra1..ada en la figura 6. 

l!il\i:.19•11 Encontrar una ecu,clón de una pariboli 
didos su vfrtlce y directriz 

Una parábola tiene ,énice l"(-4, 2) y d1rectriz_r • 5 . Exprese 13 ecuación de la 
parábola en la forma y - a'r + h:i. + c. 

,,,,,, ... --•--, SOLUCIÓN El ,ért1cc y directriz se muestran en la figura 7. Las marcas sobre la 

+-H<-+-+-+-+-++-+-+-+->1,-++► linea md1can una posible posición de la parábola. La Ullnna tabla muestra que una 
/,, ',, x ecuación de la parábola es 

flGU lAI 

(x - h~ • 4¡,{• - k), 

con h - - 4 y le - 2 yconp igual a 3 "egati,-o. porque: l'e.sl.3 3 unidades delx,jo de 
la d1rcetn1:. Es10 nos d3 

(.r + 4)' • -120 - 2) 

La Ultima ecuación puede: c:~presarsc en la forma y - a.r + bx + c. como sigue: 

r 2 + 8.t + 16 = -12) + 24 

12y • - x1 - &x + 8 

.\' - -TI-r: - {x + ~ 

Una propiedad 1mporta.111c se relaciona con una rccu1 ,angcn1c a la par:íbola.. 
(Una rt!Cla ,a,,gente a una par:íbola 11c:ne exactamente un punto en común con 
la parábola. pero no la crua.) Suponga que / es la recta tangente en un pu1110 
P(x

1
.y

1
) sobre 13 gráfica. deJ.2 • 4px. y sea F el foco. Como en la figura 8. deno­

temos con a el ángulo entre I y el scgmen10 de recia FP. y sea p el ángulo entre/ 
y la senmrecta honzonlal indicada con el punto extremo P. Se puede demostrar 



fl◄ , 'lA' 
•) fapcJO de raro 

bJ faprJO de 1clcsropto 

R3)0.. de Ju, 

que a - p. Esta propiedad rPjlf.'xnY111enc numerosas aplicaciones. Por CJemplo. 
la forma del espejo de un faro se obllene al hacer girar una paclbola alrededor de 
su CJC. Esta superficie trid1mcns1onal resultante se dice que está gf.'tll'rada por la 
panibola y se 11:ama paraboloidt. El foco del parabolo1dc es el mismo que el foco 
de la parábola generadora Si una rucnte de luz se coloca en F. entonces. por una 
ley de la fisica (el ángulo de reflexión es igual al ángulo de incidencia), un h:v. de 
luz se reflejará a lo largo de una recia paralela al eje (\Ca la figura 9a)). El mismo 
prmc1p10 se usa en la construcción de espeJOS para 1clcscop1os u hornos solares: 
un hu de lu.l dingtdo hacia el espcJO parab6hco y paralelo al CJC se reflejan\ en el 
foco (\'ca la figura 9b)). Las :mlenas parn sistemas de radar. tclcscop10s de ra<ho 
y micrófonos de campo que se empican en Juegos de íutbol también hacen uso de 
esta propiedad 

Qll'iQl•U locallzaclón del foco de una ante~ sa.telital de TV 

El mtenor de wta an1cna satel1tal de TV es un disco que 11cnc forma de un parabo­
lo1dc (finuo) que uene diámetro de 12 pu:s y 2 p1t.'S de profundidad. como se mues• 
ira en la figura 10. Encuentre la distancia del centro del disco al roco 

ft.,.UIIA 10 FIGIJ..,.:.t.n 

SOL,ICION La parábola generadora cstd 1ra.tada en un plano X) en la figura 
11. donde hemos colocado el vértice de la par.ibola en el origen y su CJC :a lo 
largo del eJC x. Una ecuación de la parábol:a es _,.: - 4p-r. donde pes la distancia 
rcqucnda del centro del disco al íoco. Como el pun10 (2. 6) está en la parábola. 
obtenemos 

6~ - 4p · 2. p • ~ - 4.5 ÍI 

En el siguien1c ejemplo se usa una calculadora groficadora para trazar la gráfica 
de una parábola con un CJC hori7ontal. 
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FIGURA 12 

[-6,6Jpo<[-5.3] 

il6ill Ejercicios 

D™ C6mograftcarwmlparibolas 

Grafiquc :r - J,1 + 2y - 4. 

SOLUCIÓN La gráfica es una parábola con CjC horizontal. Como) no es una fun. 
ción dcx, despejaremos,, de la ecuación y obtendremos dos ecuaciones (en fom,a 
muy M!'mcjantc a como lo hicimos con circunferencias en el ejemplo 11 de la SCC· 

ción 2.2) Comc11Lamos p<>r despejar y de la ecuación equivalente 

\.,: + 21• - 4 - X - Q 

en 1émunos de x usrmdo la fónnula cuadrá1ica. con a - l. b - 2 y e - -4 - :r: 

-2 :!: V2' - 4(1)(-4 - x) 
y - 2(1) 

-2 = ~ 
2 

- - 1 = Vr+S 

1.1 uadr lk. 

m ÍK 

I.X:lt"1J'..AO,O~ \ ~ unphfü ~ 

La úhuna ecuación . . , -= - 1 : ½+5. reprcsen1a la nutad superior de la para. 

bola {.l' - -1 + Vr+S) y la m11ad mfcnor (, • -1 - ~). No1c que 

r - - J es el eje de la parábola 
A continuación. hacemos las asignaciones 

Y, • - 1 + \/x+5 Y, - - 1 - '\Íx+5 

Ahora grafícamos Y1 y Y: para ob1cncr una imagen semejante a la figura 12. 

[jf r, 1- 12: t:nfl.lrnlr1' fl ,tnkt. roto ) dlr'ft'1rb dt la pari• .. :Jfr. 13-20: [nf u,nlr1' I• «uad6n p■r• la paribol• qur u· 
bol•. Tntt su grific•. n1mlnndo rl foco) 111 dirttlriL muHlr■ l'n 11 figura. 

13 14 

3 h 1 • -lt 4 20.t -.,.i 

a (.r-+ 1)1 --12c,+2) -l0+ 
9 \1 - t 1 

- 4t + 2 10 tl + 201• • (0 

11 \'1 + 1,h + 4x + 45 - O 12 .r1 - 4) - 2.t - 4 • O 



Ejtr, 21-36: Encuutn la ttuaciltn dt 1■ pu4bol■ que u tis-­
raga IH condldonn dadH. 

21 

22 

23 

24 

2S 

26 

27 

21 

29 

30 

l-'<,cofl2,0), 

Foco F( - 4, 0), 

Foco f'l6, 4), 

Focofl - 3. - 2). 

ven.ice ll3, - S). 

Vénicc 11- 2,3), 

Vértice 11- 2. J). 

Vértice 1"(4, 2), 

Vérucc 11 - l. O). 

Wn.1cc l'(-2, 1), 

d1rcctnzx ::::: - 2 

d1n:c:tnzx ::::: 4 

d1rcctn7 _r ::::: - l 

d1rcctnz,• = 1 

d1rcctn1, r = l 
dm.•c1ri1 x = 1 

d1rcclnzy = - 6 

foco fl - 4,0) 

foco f12, 1) 

31 Vértice lll, - 2). 

32 Vértice 114. 7). 

focofll.0) 

foco F(4, 2) 

l0.1 Pm,bol~ 723 

33 vcn,cc en el ongcn. sunctnC3 rcspcc10 al c,c .v que pasa por 
el pun10(2. -3) 

34 Vértice en el ongrn. s1métnca rcspc:c10 al CJC ,- que paY por 
el punto (6, 3) 

3S Vértice I l-3, S). CJC paralelo al CJcxy que pasa por el punto 
(5,9) 

36 Vértice 113. - 2). cJC p3fl'llclo :1J CJC re in1CT"S«":c1Ón en I con 
el CJC_I 

t:jer. 37-40: Encucntn- la ttu■c~n pani el conj unto de punlos 
rn un plano.\)' qur son f11UldislantH del punlo P > la r ttla t. 

Ejt r. 41-48: t:ncurnlrc> la ttudlin para la mitad indicada dt 
la pu, bola. 

41 Mitad mfcnordc (1· + IY = r + 3 

42 M11ad .!iüpcnordc(I - 2)= -:-:- r - 4 

43 M1taddcm:hadc(r + IY= _1 4 

44 Mll.'td izquicrdadc(c + Jf = v + 2 

45 M1t.ad .!iupcnor de(> - !W = r + 2 

46 M1uid 1nfcnordc(1 + 4f ::;; x 3 

47 Mitad 1zqu...-rdadc(r - l)Z =, + 1 

48 Mitad derecha de (.r - 4'r = 1· - S 

Ejrr. 49-!il: Detr.rminr si 1■ gr:inu de 1■ ttuadón ts la n1.i11d 
superior. lnítrH)r, Izquierda o derecha de> u na par,bola. ) 
rncuer11 re I■ ttu■ción de la p■r,bol■, 

49 v - ~-2 

so ., - -v7+1+~ 
51 X., - \l'v+1 - ' 
Sl .r • ~+8 

t:jf'r. SJ..54: •:ncurnttt la t'Cuadón pua I■ paribola que tit'nt 
1.1n eje ,rnit1I y pasa por los puntos dados. 

53 P(2. 5), Q(-2. -3), R(I, 6) 

S4 1'(3, -1). Q(I. -7). R(-2. 14) 

Ejer. 5S-56: Encuenttt la ecuación para I• paribola c¡ue tiene 
1.1n eje horiL0111a.l) pasa por los puntos dadM. 

SS P(-1. 1), Q(JJ , -2), R(S, - 1) 

S6 1'(2. 1), Q(6, 2), R(J2, -1) 
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57 hptjo df, tf" 6o Un CSJ)CJO para un tl!lescop10 reflecior 
ucnc la fQC'ffl3 de un paraboloide (finuo) de R pulgadas de 
d1áme1ro y I pulgada de profund1d.'.ld. ¡_A qué d1stanc1a del 
ccn1ro del cspcJo se acumulari la 11.a cntran1c? 

fJERCICIO Sl 

58 PI ata 1t1 a El plato de Ul\.1 aJIICIU s:itd1t1I uenc 13 

forma de un p3rabokudc: que mide: 10 pu:s de: d1ámciro en c-1 
extrtmo ab1cno y 1,enc 3 pies de rrofund1d3d ¿A qué d1sran­
e1a del centro del plato debe colocarse d rcccp1or pan, rcc1b1r 
la m.iuma 1niens1d3d de ondas de somdo" 

59 R•ftactor d. "'1 rr~or 1::1 n-Occ1o,r de un pro)octor 
1,cnc la forma <k un p3rabolo1dc. coo la fuen1c de luz en d 
foco S1 el rcOcclOf nudc 3 pics de diámetro en b abertura y 
1 pie de profundidad. ¿dónde n tá el foco,. 

60 Etptjo OI!' W"'11 lm«ftl El espcJO de un.a lmlema IIC'f la 
forma de un paraboloide: de 4 pulpdas de diámetro y -¡ de 
pulgada de profund,d:\d, como se ,e en la ligun ¿Dónde 
debe colocarse el foco para que los ra)os de luz ctmlldO!l 
sean par.1lelos al CJC del panabolo1dc? 

fJUCICIOiO 

61 PlillO rtteptor Un pla10 recq>10f de sorudo, que se empica 
en cspcctáculos dcponi,os al 11re libre, cst3 constnudo en 
forma de un pMabolo,dc con su foco a S pulgadas del ,troce 
Dc1cm11nc el ancho del plato s1 la profundidad debe ser de 
2 pies 

62 PIUo rectptOI Trabaje el CJC'rttc:1<> 61 s1 el rtecp1or está 1 
9 pulp.bsdcl ,&11« 

63 RPfl..-:tc p11ra. 

~} La lon¡plud foe3I del par.tbolo,dc (fin,10) de la figura es la 
d1stanc11p cn1rc su ,é:rl1C<' y foco l:xprcscpcn 1ém11nos 
de ryh 

b) Un reOoctOf se cons1n11rá con ul\3 longitud focal de 
10 pu:s y un.:1 proíund1<bd de S pies. Encuentre d mdio 
del rtílcc1or. 

EJHCIC)O&l 

64 P.ri~ • ifr -i ~ La paribola 1J = 4p(r + p) 11cnc su 
íoco en el ongen y su CJe 11. lo l:ugo dd CJe X . Al as1gn:u­
d1fcrct1U.'S valon:s a p. oblcnctn0s una fam,ha de r3r6bol:u 
cofocalcs.. como se , e en la figura Estas familias se prcscn-­
tan en el cs1ud10 de dcctneidad ) magnetismo Demuestre 
que hay exac1amen1c dos paribol:u en la fa,mha que pasan 
por un punto dado¡_,. r,._r

1
) si 1·, "'f. O 

EJfltCtcK>U 

65 R1d1otelncop,o de Jod~II 81nk Un rad101dcsc:op10 tiene 
la forma de un paraboloKlc de nwoluc,ón, ron longitud focal 
p ) diámetro de base 2a Por cikulo. el ,rea superlic1:1.I S 
d1spon1blc para recolectar ondas de radt0 es 

Uoo de los radlOtdcsc:op~ más grandct. 111uado en Jodrell 
Banl. Chcsh1re, Inglaterra. 1,cnc d,3metro de 250 pies y Ion· 
g1tud focal dc75 pies CakulcSa los mil pies cuadrados mb 
ccttanos. 

66 Tray«-ctOl'11 • :1,1t•me Un s.11éhtc se dcsplazari. en una tra-­

}«-lona parabóhca ccrcam a un planc1a II su , cloc:1dad 1• m 

metros por segundo satisface La ocuac:1ón ,, = ,¡i¡:,., donde 
res la d1sttncl3 en mc1ros entre el $alél1te y el centro del pb· 
ncla y k es mu eon.s1antc postllVlll El planeta CS1llri SIIU3do 

en d foco de La paribola y c:1 sa1éh1e ras,ani una \C7 por el 
planct.a. Suponga que un u léluc está d,sci\ado para seguir 
una 1rayce1ona p3rabóhca y pasará a no mis~ 511,000 millas 
dt Mane. como se ,e en la figura dt la p,3g1na stgu1ente 
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EJERCICIO 66 

10.2 Elfpse1, 725 

b) Par.11 M11r1c.k = 4.28 ,e 10'1. Apro,:unc la nWuma ,ctoc1• 
dlld del sa1éh1c 

e) Calcule la ,eloct<bd del suéhtc cuando su coordcn:lda) 
csdc IOO.OOOm1ll35. 

[ jer. 67- 68: GnRq ur la rtuadón. 

Ejer. 69-70: C ranqur IH par, bolas en r l mis mo plano dr 
coordt'nadH) u kulr los punlM dt' ln1rnttd6n. 

61 1=-~ - 2.l"r-l; 

70 i= - 21.'r+0l.r+l.2; 'r=061.: + 1 7,t·-U 

a) lk1ennme una ecuación de la fom'l:I: 'r = m.: quedcscnba 
su ltlll)ttlona de \'UCIO 

L ' Elipses 

L D•finición d• un .. lips• 

flGUIAl 

Una elipse se puede definir como sigue. 

Una t lips~ es el conJunto de todos los pumos en un plano, cuya suma de d1s1ancias 
hacia dos puntos ÍIJOS (los foco5) en el plano es una constante pos1ti"ª· 

Podemos ira.zar una ehpsc en papel como sigue: inserte dos iachuclas en el papel 
en cualesquiera puntos F y F', y SUJCle los extremos de una cuerda II las tachuelas. 
Después de enrollar la cuerda en un lápi, y 1c-nsa.rla, como en el punto Pdc la figura 
1, muc,a el lápiz mantcmendo 1ensa. la cuerda La suma de la~ d1~1anc1as d(P. F) y 
d(P, F') es la long11ud de la cuerda y. por lo tanto, es constante: así. el láp11. trazará 
una elipse con focos en F y F'. El punto medio del segmento F'F se llama trntro 
de la elipse. Al cambiar las posiciones de F y F' mientras se mantiene fiJa la lon­
gnud de la cuerda. podemos "anar cons1dcrablemcntc la fonna de la ehpsc. S1 F y 
F' están separadas de modo que ,k_F. F') es casi igual a la longitud de la cuerda. la 
elipse es plana. S1 d(F. F') es cercana a cero, la elipse es casi una circunícrencia Si 
F - F', obccnem~ una c1rcunfcre.ncia con centro F. 

Para obtener una ecuación sencilla para una elipse. selt..-ccione el eje x como la 
recta por la cual pasan los dos focos F y F'. con el centm de la elipse en el ongcn. 
S1 F tiene coordenadas (c. 0) con e > O, cn1onces. como en la figura 2. F' uc-nc 
coordenadas (-c. 0). En conltCCUencia. la distancia entre F y F' es 2c. La suma 
constante de las distancias de P desde F y F' será denotada por 2a Para obtener 
puntos que no cslén sobre el CJe:r, debemos tener 2t1 > 2c; es dcr:1r, a> e. Pordcfi. 
nición. P(_x. 11) está sobre la elipse si y sólo s1 las siguientes ecuaciones equivalentes 
son verdaderas· 

d{P.F) + d(P.F') • 21, 

\!(, - ,)' + {.1• - O)' + v,, + rY + {)' - O)' • 2a 

\!(, - r)' + ,, • 2n - \!(x + r)' + ,, 
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flGUll:Al 

\ot q1 " O ni nt 
Ir a, tcn-m I u,,, 

m:unrcrcnc1 Tllhth ( n b n , 
'/IK' I t lonc b Ol 
1 ·nm una e 1c:1 Je: e ' 

J ,r 11npunt11 

Si elevamos al cuadrado ambos lados de la última ecuación tendremos 

a V<x + cY + , ! - cr + ex 

Al clc'vnr de nuevo al cuadrado ambos Indos 1cndremos 

ob1cn. 

x 2(t1: - ~) + " 1,.2 • a' (al - el) 

S1 se d1v1dcn ambos lados entre d(al - ~ ). ob1cncmos 

Recordando que u > e y. por lo tanto. t? - ¿ > O, tenemos 

b • v.'""=?. o 

Esta sus111uc1ón nos da la ecuación 

lr • cl-rl 

Como e > Oy Ir • ti-<?, scdeduccqucci > Ir y, por lo tanto," > b 
Hemos demostrado que las coordcna~ de todo pun10 (r. y) sobre la elipse en 

la figuro 3 sat1sfnccn la ecuación (-c1,al) + (1tl//,2) - l. A la m,crsa. s1 (.r. 1) es una 
solución de esta ecunc1ón. entonces al m,cnir los pasos preccden1es ,emos que el 
punto (x. 1·) est4 sobre la chpsc. 

FIGUU. 3 

Podemos encontrar los puntos de intersección de la ehpsc con el CJC .1" si 1 - O 
en 13 ecuación y obtendremos ."rltr - 1. o r! - tr. En consecuencia. los puntos de 
mtcrsccc1ónconclcje.:rsonay-a Lospuntoscorrcspond,cntcs l'(u, O)y V'(-a.0) 
en la gráfica se llaman , ·~rtkrs de la ehpsc (,ea la figura 3). El segmento de recta 
V'V se denonuna eje ma~·or . Del mismo modo. s, :e -= O en la ecuación. obtenemos 
i~/f,l - 1, o_.~ - Ir Por lo tan10. los puntos de 1111ersccción con el CJC J son by - b. 
El scgmc1110 a'llre M'(O. -b) y i\l(O. b) recibe e l nombre de ej t menor de la elipse. 
El CJe m:iyor es siempre más largo que el eJe menor porque u > b. 



FIGURA4 

" 

Ecuaciones estándar de una elipse 
con centro en el o,ige n 

10.2 U1pse1. 727 

S1 aphcamos las pruebas de s1mc1ria. ,cmos que la chpsc es simétrica rcspccco 
al CJC .t'. el CJe )' y el ongcn. 

De manera s1m1lar. s, lomamos los focos sobre el CJe 1•, obtenemos la ecuación 

En cs1c caso. los , én,ccs de 13 elipse son (0. Z:a) y los ponlos c"trcmos del eje 
menor son (:!:h. O). como se ,e en la figuro 4 . 

Ul exposición precedente puede resumirse como sigue. 

La gráfica de 

donde a > b > O, es una elipse con centro en el origen. L3 longilud del eje mayor 
es 2a. y la longitud del eje menor es lb. Los focos es1án a una distancia C' del ori­
gen. donde e! • (r - Ir. 

flGURAS 

IJll:JllU Trazo de una elipse con centro en el origen 

Trace la gráfica de ir + 9J'2 - 18 y encU(."tltre los focos. 
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FIGURA.6 

FIGURA 7 

SOLUCIÓN Para cscnb1r csla ecuación en fonna cslándar. dhida cada 1énmno 
entre 18 para obtener un:a constante de 1: 

La grálica es una elipse con centro en el ongen y focos en un eJe de coorden:ubs. 
Oc la úhtma ecuación, como 9 > 2, el eJe m3yor y los focos están en el eJe :c. Con 

r cr - 9. tcnemosa - 3 y los ,ért1ecs son 1"(3. O) y ~-3.0). Comojr - 2. b - 'V2 
y los puntos extremos del eje menor son Af(0, Y2) y M'(0, - v'2). No1e que en 
esle caso Vy V-también son los puntos de mtersección con el eje x, y My M' son 
rnmbién los puntos de intersección con el eJe y. 

Ahora trazamos la gráfica con CJC mayor de long11ud 2a - 2(3) - 6 (que se 
muestra en naranja en la figura 6) y eje menor de longi1ud 2b - 2V2 == 2.8 (que 
se muestra en gris}. 

Para encontrar los focos. sea" - 3 y b - VÍ y calculamos 

e'= a' - b' = 3' - ('✓2) ' = 7 
Por lo 1an10. e • V7 y los focos son F(V7. O) y F\ -V7. O) 

Qlj 'iJl•D Trazo de un• elipse con centro en el origen 

Trace la gráfica de 9i + 4/ - 25 y cncuenlrc los focos. 

SOLUCIÓN Divida cada lénnmo entre 25 para obtener la fonna estándar: 

La gráfica es una elipse con centro en el origen. Como~ > ~. el eje mayor y los 

focos están en el CJey. Con cr - ~." - j y. por lotan10. los ,érticcs son l '(O. ½> y 
x V'(0, -j)(tamb1én los pun1os de intersección con el eje y). Como Ir - ~. b - j, 

y los puntos extremos del eJe menor son M(j". O) y M'(- j. O) (también los puntos 

de imersección con el eJe t). 

Trace la gráfica con CJC mayor de longitud 2" - 2(J) - 5 (que se mucs1ra en 
negro en la ligura 7) y eJe menor de longitud 2b - ~j) - 5 (que se muestra en gris 

claro). 

Para encontrar los focos. sea " - ; y b - ~ y calcu lamos 

r - ,r - b1 
- G)2 

- (U: - ~ 

Por lo 1an10. e - \/125/36 - 5 VS/6 == 1.86 y los focos son aproximadamente 
F(0. 1.86) y F\0. - 1.86). 

iJ™ Encontrar una ecuación de una elipse 
dados sus vfrtices y focos 

Encuentre la ecuación de la elipse con vér11ccs (!:4, 0) y focos (!:2. 0). 

SOLUCIÓN Como los focos eslán sobre el eje x y son cqu1d1stantcs del ongcn. el 
eje mayor está sobre el eje x y la elipse tiene centro (O. O). A.si. la ecuación general 
de una elipse es 
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t l J l 

;;+/f • l 

Como los ,éniccs son (:!:4.0). concluimos quetr - 4. Como los focos son (:!:2. O). 
tenemos e - 2. Por lo lanlo. 

Ir - tr - ¿: - 42 
- 2: - 12. 

y la ccuac16n de la ehpse es 

!:.+i - 1 
16 12 

En cienas aplicaciones es nccesano trabaJar con sólo la mitad de una elipse. El 
sigu1cn1e CJcmplo mdic:i cómo cncon1rar ccu:icioncs en 1ales casos. 

Dli!.Lii:D Encontrar ecuaciones p¡ra wmiellpns 

Encuentre ecuaciones para la mitad !iupcrior. mitad mfcrior. nutad izquierda y 
mitad derecha de la elipse 9.r1 + 4; ; • 25. 

SOLUCIÓN La grtfic:i de toda la ehpse se 1ra.t6 en la figura 7. Para encontrar 
ecuac1oncs parn las nutadcs superior e inferior. despcJamos J en 1émtinos de .r. 
como sigue: 

9.r1 + 4y= - 25 
, 25 -9.r' r~---• 
_,,. ::t-J25 ~ 9x:. ±½ v25 _ 9.r: 

Como \/'25 - 9.-,: ~O.se deduce que las ecuac,oncs para las mitades superior e 

inferior son y= j \/'25 - 9x5 y ., = -i \!25 - 9xi . rcspcct1vamcntc. como se 

\C en la figura 8. 
Para encontrar ecuac10ncs para las nutadcs 1zqu1crda y derecha, seguimos un 

proced1m1cnto s,m,lar al antcnor y dcspcJarnos x en ténnmos de v. ob1cnicndo 

La nutad izquienl:l de la chpsc llene la ecuación x - -f \!25 - 4y! . y 13 mitad 

derecha está dada por x - { \/'25 - 4,,.:. como se muestra en la figura 9. 
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Si tomamos una ecuación est3ndar de una ehpse (xl/(r + ,.:¡,r • 1) y sus111u1• 
mos :r con :r - h y_,. con l ' - k, entonces 

r ! '..! 
7; + Í;i • 1 se conviene en () 

La gráfica de ( ) es una chpsc con ccn1ro (h. k). Elevando al cuadrado los ténmnos 
en ( ) y s1mphficando. 1cndrcmos una ecuación de la forma 

donde los cocficicn1cs son nllmcros reales y tanto A como C son pos11h os. A la 
m\icrsa. s1 comenzamos con esa ecuación. cn1onccs al completar cu.adrados pode· 
mos obtener una fomu que nos ayuda a oblencr el centro de la elipse y las long1tu• 
des de los CJeS mayor y menor. Esta 1&:nica se 1lus1ra en el s1guicn1e eJcmplo. 

DIC!j:jj•d Trazo de unaellpsecon centro(h,k) 

Trace la gráfica de la ecuación 

SOLUCION Con1cn.t.amos por agrupar los 1énmnos que con11cnen:r y los que con• 
liencn v: 

(16., ' + 6'h ) + (9y' - 18,•) 2 71 

A continuación. fac1orizamos los coeficientes de :r1- y,.: como sigue: 

16(x' + 4, + _) + 9(,·' -2.v + _ ) • 71 

Ahora completamos los cuadrados para las expresiones dentro de los paréntesis: 

16(.r! + -tr + 4) + 9(,-l - 2_,, + 1) • 71 + ~ + 2.....:.....!. 

Al sumar 4 a 13 expresión dentro del primer par de p.1réntesis. hemos sumado 64 
al lado 1Lquicrdo de la ecuación y. por lo tanto. debemos compensar y sumar 64 al 
L1do derecho. Del nusmo modo. al sumar I a la e.xpn.">Sión den1ro del segundo par de 
pan.tntcs1s hemos swnado 9 al lado izquierdo y, en consecuencia, debemos sumar 9 
al lado dcrccho. La Ullima ecuación se puede escribir 

16(< + 2)' + 9(y - I)' • 144 

Al d1vid1r entre 144 para ob1cner 1 en el lado derecho. 1cndremos 

(., + 2)' + (,, - 1)1 ~ I 

9 16 

La gráfica de la lllt1m .. 1 ecuación es una elipse con ccn1ro C(- 2. 1) y eje m.:iyor 
en la recta vcr11cal x"" -2 (porque 9 < 16). Usando a - 4 y h"" 3 tendremos la 
elipse de la figura 10 

Para encon1rar los focos. primero calculamos 

~ - ,r-lr - -f -Ji- 1 

La distancia del centro de la elipse a los focos es e - vi. Corno el centro es 
( - 2, 1), los focos son (-2, 1 :!: V7). 
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(-2.5) 

Las calculadoras graficadoras y el soR\\-11re a "·cces no pueden 1r.uar lá!. gráficas 
de una ecuación de la fom1a 

como la que se considera en el úl11mo CJcmplo. En estos casos debemos pmncro 
dcspc:Jar ,•de la ecuación en lérmmos dex y luego 1r.u:ar 13s dos funciones resultan• 
tes. como se ilustra en el sigu1cn1c CJcmplo. 

Dmlm, Grlificas de semlelipses 

Troce 13 gráficadc3.'r + 4yJ + 12x - Sr + 9 - O. 

La ecuación puede ser considerada una ecuación CU3drát1ca en , , de la fonna 
m.: + hy + e• O ol rcacomodar ténn,nos como sigue 

41'- 8.1· + (J,' + 12, + 9) - O 

Aplicando la íónnula cuadrá11ca a la ecuación prc,1a. con a - 4, b - - 8 y e - 3.'r + 12x 
+ 9 tendremos 

J · 
-(-8) :!: v'(-8)' - 4(4)(1,' + 12., + 9) 

2(4) 

8 :!: v'&l - 16(1'' + l:!x + 9) 

8 

• l ~ f \/64 - 16(3:c! + 12r + 9) 

Note que no s1mphficamos por completo el radicando. porque estaremos usando una calcu• 
ladora gmficadon\ 

(co1111mia) 
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Ahorn hacemos las asignaciones 

Y1 • ¼V64 -16(3.":+ 12.r+9). Y2 • 1+ Y1 y Y1 • l-Y1 

CBCD 1 0•CD•a .. 0 1
• ""' " "' ""' 

(D 3 (llw0Q 12 1xu nJQ• <~x;fü~Wt'-16 

CDaJGJ ~~¡;¡~~: 
1Q(VAAS)(k)[iJ[iJG) ~~;: 
1 Q I VAAS) (k) [iJ [iJ ~'Y~•-•---~ 

wwwGJ1,•n•1 
Ahora grafique Y: y Y 

I 
en el visor rectangular de 

[-5. J)por[-1.3) 

~finlcl6n de excentricidad 

Las elipses pueden ser muy planas o casi circula~. Para obtener información 
acerca de la redondez de una elipse, en ocasiones empleamos el ténnino exc,mtri• 
cldml. que se define como sigue, con a, b y e teniendo el mismo significado que 
antes. 

La uc~nl rkldad e de una elipse es 

distancia de centro a foco 
dis1ancia de centro a .,én1ce 

Considere la elipse (x-1/ii) + {_).l/lr) • 1, y suponga que la longitud ü, del CJC 

mayor es fiJa y 111 longitud 2h del CJC menor es variable (note que O < b < a). 

Corno Ir es posih\3, a1 - Ir < a1 y. por lo tanto. Ver - Ir < a. Dwidicndo cnlrc 
" ambos lados de la última desigualdad. ob1encmos V ti - /ria < I, o O < e < 1. 
Si bes cercano aO (ces cercano a a). cn1onccs \!<r- - Ir :::: o, e :::: l. y la elipse es 

muy plana. Es1c caso se 1lus1r~ en la figura l la). con o - 2, b - 0.3 y e :::: 0.99. S1 
bes cercano a a (e es cercano a 0). cn1onces Ver - Ir :::: O, e :::: O. y la elipse es casi 
circular. Este caso se ilus1ra en la figura 11 b). con a • 2. b • 1.9999 y e :::: 0.01. 
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E.xen1ric id3d cHi 1 b) E.xentrK'id3d casi O 

Después de muchos a1'os de analizar una cnonne cantidad de daios empiricos. 
el as1rónomo alemán Johannes Kcplcr (1571 1630) fonnuló tres leyes que des• 
cnbcn el movmucmo de los planelas alrededor del Sol. La pnmera ley de Kepler 
es1ablece que In órb11a de cada plane1n del s iMema solar es una elipse con el Sol 
en un foco. La mayoría de es1as órbnas son casi circulares, de modo que sus 
cxcentnc1dades corrcspond1entcs son cercanas a O. Para 1lus1rar. en el ca.so de la 
Tierra. e ::: 0.017: pa:ra Mane, e ::: 0.093; y para Urano.(• - 0.046. Las órb1rns de 
Mercurio y Plu16n son menos circulares, con exccntnc1dadcs de O 206 y 0.249, 
respccli\amcn1e. 

Numerosos cometas ucncn órbitas elipt1cas con el Sol en un foco. En cs1e caso 
la excen1ric1dad e es cercana a 1. y la ehpse es muy plana. En el siguiente ejemplo 
US3lllOS la unidad utronómlca (UA). es decir, la distancia promedio de la Ticrrn 
al Sol. para especificar grandes d1s1ancins ( 1 UA ::: 93.000.000 millas). 

i1ii!tll!IJI Aproxim•clón deun• dishnci• en una tr•yectorl• elfptiu 

El cometa Halley 11cnc una 6rb11a elip11ca con excentncidad e - 0.967. Lo más 
c~rca que el cometa Hallcy llega al Sol es 0.587 UA. Aproxune la dlSlancia máxuna 
del cometa al Sol. al 0.1 de UA más cercano. 

SOLUCIÓN La figura 12 ilustra la 6rb11a del corncla. donde e es la d1s1anc1a del 
centro de l:i elipse a un foco (el Sol) y 2a es la longitud del CJC mayor. 

FIGURA U 

Como a - e es la dis1aneia minuna emrc el Sol y el come1a. 1cnc-mos (en UA) 

a - e - 0.587 o a - c- + 0.587 
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FIGUUM 

1W Ejercicios 

Como e - c:la - 0.961. oblcncmos lo s1gu1cn1e 

e• 0.967a 

= 0.967(c + 0587) 

- 0.967c + 0568 
e - 0 .967c ,.. 0.568 

c( I - 0.967) - 0568 
0568 

c-0.033 .... 172 ~ 

Corno" - e+ 0.587. ob1cncmos 

. ~ 17.2 + 0.587 ~ 17.8. 

y la d1s1ancía máxima entre el Sol y el cometa es 

"+ e:: 17.8 + 17.2 - 35.0 UA 

Una elipse tu~nc una propiedc,d rejlecwra análoga a la de In parábola que se CSIU• 

d1ó al final de la sección anterior. Para ilustrar. deno1emos con/ la recta tangente en 
el punto P sobre una elipse con focos F y F'. como se ve en la figura I J. Si a es el 
ángulo agudo entre F'P y/ y si Pes el ángulo agudo entre FP y l. se puede demos• 
trar que a - p. Entonces. si un rayo de luz o un sonido emana de un foco. se refleja 
en el 01ro foco. Esta propiedad se usa en el d1sci\o de cienos tipos de c.-qu1p0 óp11co. 

S1 la elipse con centro O y focos F' y F sobre el eje :r se hace girar alrededor 
del eJC x. como se ilustra cn la figura 14. obtenemos una superficie 1nd11nens1onal 
llama<b ell1>soldt La m113d superior o la infc.-nor es un St'mlclipsoldc. como lo es 
la m1rnd derecha o la mitad izquierda. La~ ondas de somdo u otros impulsos que se 
emiten desde el foco F' serán reflejados por el elipsoide hacia el foco F Esta pro. 
piedad se usa en el diseno de galerías .ms11rrw1tes, que son cs1ruc1uras con techos 
ehpso1dales. donde una persona que susurra en un foco puede ser escuchada en el 
otro foco. Ejemplos de galerias susurrantes se pueden encontrar en la Rotonda 
del edificio del Capitolio en Washington. O C., y el tabernáculo monnón en Salt 
Lakc Cit)' 

La propiedad reílectora de los ehpso1dcs (y semiehpsotdes) se usa en medicina 
moderna en un aparato llamado htomptor, que desintegra cálculos del ni\ón por 
medio de ondas de choque de alta energía baJo el agua. Después de tomar med1-
c1oncs extrcmadamcntc precisas. el operador coloca al pac1cntc. de modo que el 
cálculo esté en un foco. Entonces se generan ondas de choque de muy alta frecuen­
cia cn el otro foco y liu ondas reflejadas rompen el dlculo del rii\ón. El 1icmpo de 
recuperación con esta técmca suele ser de 3 a 4 días. en lugar de 2 a 3 sc..·manas con 
c1rugfa comcnc,onal. Además. la tasa de monalidad es menor que 0.01°, en com• 
parac1ón con 2.3~, J>3t3 la cirugía 1rad1c1onal (,ea los eJcrc1c1os 63-64). 

Eju. 1- 14: En(urntrt los ,irtkts) (()('OS dt I• tllpse. Tratt su 
1,r, nra, mostrando lot focos. 



(r + l)i (J - 3)1 
10 --+--- • 

25 • 

12 r'+ly1 +2.r - 2Or+ 43•0 

[jtr. IS-18: f.ncutnlrt la «uadón pus la tlip~ qut set mut.s--
In t.n la figura. 

+
17 J 18+· 

H• .. 

• 

Ejtr. 19-36: 1-: nc-utnlrt la ttua<'i6n pani la elipJt qut 11tnt 1u 
c:entro H t J o ri~tn y H lidart lu condidonH dada1. 

focos f'(~l. 0) 

20 Wn1cC$ J'(O. :::7). focos f"\O. :!:2) 
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21 Vértices 1 (O. :5). cJe menor de longitud 3 

22 Vértices I (:7. 0). cJe menor de longitud S 

23 f ocosF(:::3.0). CJC menor de long11ud 2 

24 FocoJ F(O, :::4). eJe menor de longitud 4 

que pauin por (3. 2) 

26 Vért1ccs l'(:::13.0J. que pasan por (S. 6) 

27 Que puan por (2. 3) y (6. 1) 

21 Que pnan por (2. 8) y (4. 4) 

29 bcen1ncidad ¡. ,c:nacc.Jl(O. '!:•O 

30 l:xccnlnc1dad f. 

31 ~xcentnc1dad ½- ,értt«S en el CJC 1'. 

quc¡»5apor(l.l) 

32 Excentnc«bd 4" ,érticcJcndeJe\. 

qucpasapor(l.4) 

33 Intersecciones con CJC r :::2. 1ntcnc:«1oneJ con el e,e 

\!:1 

34 ln!crscccl()nC$concl CJC.r :::½. 1ntcrsecc1oncs con el eJc 
) :::4 

3S E1c IIU)Or honzonul de long1hid 8, CJe menor de longitud S 

36 E,c lll3)0r ,cmcal de long11ud 7. CJC menor de longitud 6 
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[jer. 37-40: En, ut1llrt los puacos dt lnltrsttd6n dt las tráff­
eu dt' lu ttuacioaes, Traet' ambas grifius tn ti mismo plano 
dt t"oordcnadu) mun:ln los punlo! dt' inltnttdón. 

Ejt r. 41-44: [ncut'nln la ttuul6n para ti ,onjunlo de pun101 
, n un plano .t.J' 1al qut' la suma de las dis-randas dt- Fy F'H A·. 

41 f(3,0). F'(-,.0); < - 10 

42 f (l2. O). F'(-12. 0); A • 26 

43 f (O. 15). F'(O. - 15); < - 34 

« ,·co. s). reo. -si, , - 20 

Ejtr. 45-t6: [ncuent~ la ttuadó■ para I• tlipSt' t'On focos F 
) F' qut pu:a por P. Traet' la ellpw. 

45 46 

++ 
t: Jtr. 47- 50: Encuentre' la ecuadOn para la m ilad indicada de 
la t'li11st'. 

r ,.: 
47 l\tnad 17qu,crda J6 + is .. 1 

x' ,, 
41 l\11taddcrcch:a 9 + Í2i • 1 
49 Mitad supcnor .r + 3l - 17 

SO Mitad mfrnor 2.r + 5,; - 12 

[jt'r, 51- 58: l>tlt'rn1lnt si la g rifica dt' la t't"uari6n H la mitad 
su¡Mrlor. fnítrlor. lzquitrda o drrttha de una elipse,) tneut.n­
lrt' un. ttuadón p.ra la dipu·. 

r-;; S1 ,-11 ,t -:w r-;; 
S2 l - -6 V 1 - 25 

SJ X•-{~ 

SS r • I +2J1-(J~
2
)1 

S6 X• -2 - 5 FY 6 

sa ,·•-1+ FY 6 

S9 Oifflo"" 01 ie, de u■ arco Un arco de un pocn1c ci scnuclíp­
uco, con t"Jt ma)Ot honzonul La base del arco mKlc 30 pies 
de diámetro y l:a parte más alta del arco mide 10 pies amba 
dd paHmcmo hon.ront:tl. romo se ,,e en ta r.,ura lncucntrc 
la altura del arco a 6 p,cs del ce1uro de la base 

60 Oi 10ct.ur P'i'ffl'le Sthadcconstnurunpucntl!:paracn.. 
zar un rio que llene 200 p1e!1 de ancho. El arco del pocme 
debe ser scn11elipllco y estar constnudo de modo que un 
barco. de menos de 50 pies de ancho y 30 pies de 11!0. pooJ.i 
pasar con Kgundad por debajo, como se muesira en la figura 
en la s,gu1cr11e págnu 

a) Encucnm:: una ecuactón pan el arco 

b} Aproxune la altura del arco en el centro del poc111e 



(Jf CICI060 

"""" NORMAS OE Sf6URIDAD 
ALTURA LIBRE PARA NAVES 

ser ,.........., 

~~ ' ,.,,, ' 
l..---- 200'-------' 

61 Orbltadf, .a Tierra Suponga que la lon¡11ud cid qc m.1yordc 
b. órb11.2 de la Tlcm es de J 86.000.000 n11ll.u y que" b cxccn­
tnci<bd es de 0.017. Aproxunc. 1 Las 1000 millas mh cerca­
n». b.sd1stanc1as mix1ma y mlnuna entre 11 Tten11 y el Sol 

62 Orblta dt MffCUIIC 1:-.1 planct.11 Ml'mlnO .se dcspJ37,a en Un:1 
órbita dipllca que 11cnc eXCffllrK"Kbd o 206 y eJC mayor de 
long,rnd O 774 UA Calcule las d1Jtanc1as máiuma y minm\a 
en1rc Mcrcuno y el Sol 

63 •~f~tor e ipb<o La forma b!sica de un reflector chpt,eo 
c-s un scm1ehpso1de de ahura h y d1.imcrm k. como se mues­
tra en la figura Las ondas en1111du desde el foco P se reíle­
Jan de L1 supcrfk,e )" entran 11 foco r 
a) bprcsc: las d1stancLa.~ ~ 1'. f) y tA, 1 • F1 en lémunos de h 

Y• 
b} Un rcfkctorchpt1codc 17 roi de 1hun1 se constnurá pan 

que las ondas cm111<bs desde P se rcílcJcn en un punto r, 
que cstia 32 cm de I' Calcule el d1&mc1ro del reflector y 
la ubw:aclOlldc F. 

[s(RCICI063 

64 Op,,traci n et. un I tolriptar Se con.s1ru1ri un htomp1or de 
IS cm de altura y 18 cm de diámetro (,ca la figun). Ondas 
de choque de alta cncrgta NJO el agua se cm111rin desde el 
foco F que cs1i mis cercano al , cmcc I'. 

ai) Encuemrc ta dts1anc11 de I' a F 

10.2 Ell?sn 737 

b) ¡,Aq~d1.suncia de V(cnl:1dm:,cci6n , ·en1c:1l)dcbcCStllr 
ubicado un cálculo mul'> 

EJf'tCt".1064 

65 G•I ria JUklfTilrrtlP El techo de una g;alc-ria i.usurrantc ucnc 
la forma de senuchpsoidc que se \o'C en la figura 14, con el 
punto mis 1ho del techo 15 pies amba del poo cllptteo y los 
,érticcs del piso 1 5-0 pies cnlrc si S1 dos personas cstAn de 
pie en los focos ,. .. y F. ¿1 qué dm:mcaa de los ,en.ces cs16n 
sos pies? 

66 Di •IIO O\' -• Un an1sl3 planea acar un d1sci\o cllpt1co 
con CJC mayor de 60 .. y e Je mcnOJ de 24 ... centrado en una 
J)OC'fU q~ m,dc SO .. por 36", w.ando el método dcsmto por 
la figura I En una recta ,cmc1I q~ dwidc en do5 la pucru. 
¡,aprox1madamcnte a qué distancia de cad3 c.x1rcmo de la 
poeru ~n 1rua1arsc las txhUC"lu., ¡,De qué brgo debe s« 
la cuerda'> 

EJlRCtl'.IOU. 

1-:Jer. 67-()8: l..os plantlu K mur-, r-n alrtdt dor dtl Sol r-n 6rbi-
1·as • liplicH. Dado t-1 itmirjt- nll) Or • t n millont s dt k.il6n1e-­
lros) ncf'ntr lcld ad r. grafiqur la 6rbll1 dl'I planeta. C entr<' el 
eje ma)or sobr<" el c-jex y traee b ubiuc~n del Sol en un foC'o. 

67 Traytttona de la T.cm o = 149 6, , = O 093 

61 TraycctoriadcPlutón u=S91J. r=0249 
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Ejer. 69--72: Grafique lss elipsn t n t i mb mo plano de ,oordt'· 
nadas) cakult' .1us p untos dt' intt'nttcit'in. 

Hipfrbolas 1 D•flnlclón d• hlp,rbola 

flGURA 1 

__ ...... 

La definición de una h1pérb<.>la es scnteJanle a la de una ehpse, El úmco cambio 
es que. en lugar de usar la suma de dis1ancaas dl..--sde dos puntos fiJos. usamos la 
d,fttn.'ncia 

Una hipérbola es el conJunto de todos los puntos de un plano, la diferencia de 
cuyas d1s1:mcias desde dos puntos fiJOS (los íocos) en el plano es una conslantc 
p0Slll\'3. 

Para encon1rar una ecuación sencilla para una hipérbola. seleccionamos un sis­
tema de coordenadas con focos en F(c. O) y Fl-<-·. O) y dcnotámOS la d1s1anc1a 
(constante) con 2o. El punto medio del segmento F'F (el origen) se denomina ct'n• 
lro de la hipér bola. Al consultar la figura l. vemos que un pun10 P(x. 1·) está en 
la hipérbola si y sólo si es verdadero cualquiera de los dos postulados: i1guicn1cs: 

1) d(P. F') - d(P, F) • ü, o 2) d(P, F) - d(P, F') • 2n 

Si P no eslá en el CJC x. entonces en la figura 1 \ cmos que 

d(P.F) <d(f".F) + d(P.F'). 

porque la longi1ud de un lado de un 1riángulo es siempre menor que la suma de las 
longuudes de los otros dos lados. Del mismo modo. 

d(P.F') < d(f'',F) + d(P.f1 

Formas cqul\ alentcs de las dos desigualdades an1cnorcs son 

d(P. f1 - d(P, f') < d(F', f1 d(P.F') - d(P.f1 < d(F'.f1 

Corno lns diferencias en los lados izquierdos de estas desigualdades son ambas 
iguales 3 211 y como dí,F', f) - 2c, las últimas dos desigualdades 1mplu:an que 
2a < :ZCo a< e-. (Recuerde que para elipses 1eniamos" > c.) 

A continuación. las ccU3Cioncs 1) y 2) pueden ser sus111uidas por la ecuación 
úmca 

ld(P.f1 - d(P.f"ll - 2,, 

Usando la fóm1ula de l:a d istancia para encontrar d(P. F)y d(,P. F1. obtenemos una 
ecuación de la hipérbola· 

1 V(x - r)' + (,· - O)' - V(x + r)' + e, - O)' 1 - 2n 

S1 se emplea el 11po de proccdmuento de s1mphficac1ón que ut1h¿amos parn deducir 
una ecuación para una ehpse. podemos reescnb1r la ecuación precedente como 

x? ,,? 
--;--,-·-.-1. cr c·-,r 
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Por úllimo. s1 

en la ecuación precedente, obtenemos 

l lemos demostrado que las coordenadas de lodo punto (x. y) sobre la hipérbola 
de la figura I s.1t1síaccn la ecuación (,r/al) - (1.2/lr) - 1. A la m,crs.a. st (x. r) es 
una solución de ~Ul ecuación. en1onccs al in-..cnir pasos ,cmos que el ponlo (x.J) 
está sobre b hipérbola 

Aplicando pruebas de s imetría. ,enH)S que la hipérbola es s1mé1r1ca respecto a 
ambos CJCS ycl origen. Podemos encontrar los puntos de m1crsccc1ón con el CJC x de 
la hipérbola si ,. - O en la ecuación. S1 hacemos esto. 1endrcmosxl/tr - 1. o .r- - U-: 
y. en eonsccucne1a, los puntos de m1ersccci6n con el CJC x son u y -u. Los puntos 
correspondientes 1-lo. O) y 1' , - o. 0) sobre la gráfica se denomm.m ,·fr1kes de la 
hipérbola (,ea la figuro 2). El scgmen10 de rccco l"l'rccibc el nombre de eje tnns• 
,crsal La gráfica no liene pun1os de mtersección con el eje y. porque la ecuación 
-_,.,!Ir - 1 11cnc las soluc,oncs complt"jas ,, - -J;.b,. Los puntos H·lQ. b))' W\0. - b) 
son puntos extremos del eje conjugado W'W. Los puntos JV y W' no cs1án sobre la 
hipérbola. pero. como -..eremos. son Ut1les para describir la gráfica. 

flGUUl 

"'º 
F'(-r. O) F(r. 0) 

1, (U 

S1 dcspcJanH)S _,.de la ecuación (.r1ftl) - (1.2/Jf) - 1 tendremos 

S1 .r - tr < O.o bi1..."fl. lo que es equivalen1c. - a < x < u.entonces no hay puntos 
(x. 1•) sobre la gráfica llm punios P(,.r.,r) sobre l:i gnifica sir ~ o ox :S - ,,. 

Se puede demostrar que las roctas ., - -J;.(hfa)x .w11 asi11totas ¡xm, la Ju¡>ér• 
bola. Estas asin101as smcn como guias excelen1cs para ,razar la gráfica. Una 
fom1a pr:kt1ca de trazar las asíntotas es localizar primero los , ért1ces Jta. O). 
Vt-a. O) y los puntos W(O. h). 11''(0. -h) (\C'3 13 figuro 2). S1 se tro.tan rectas, 
una vertical y una hon.tonta l. que pasen por es10s puntos extremos de los ejes 
trans,..ersal y conJugado. rcspcc11vamcnte. entonces las diagonales del reclAn• 
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Ecuaciones MUndar 
de una hl~rbola con centro 

enel origen 

gulo audliar rcsuhante 11cncn pendientes b a y - bfa. En consecuencia. al cx1cn­
der estas diagonales obtenemos las asínto1as ,, - :!:(b/a)x. La hipérbola se 1raza 
entonces como en la figura 2, usando lai asíntotas como guías Las dos partes 
que confonnan la hipérbola se denonunan rama deret'ha y rama izquierda de 
la hipérbola. 

Del mismo modo. si lomamos los focos sobre el eJe y. ob1encmos la ecuación 

\'? (: 

~-,;= 1 

En este caso, los vértices de la h ipérbola son (O. :!:a) y los puntos extremos del CJC 

conjugado son (!:b. 0). como se ve en la figura 3. Las a!i,Íntotas son _)' - :!:(u b)T 
(no y - :!:(bla)."C", como en el caso an1enor). y ahorn nos referimos a las dos par• 
tes que confonnan la hipérbola como la rama su¡,ulor y la rama inferior de la 
hipérbola. 

FIGUll:AJ 

F(O,") 

\/10 .uJ 

" o, • h O 

La expos1c1ón precedente puede resumuse como sigue: 

La gró.fica de 

es una hipérbola con centro en el ongen. La long11Ud del eJe tmns,crsal es 2a y 
la longuud del CJC conJug.ado es 2b. Los focos cslán a una distancia C' del origen, 
donde el - (r + b!. 



r.;uu,4 

f 
,. 

(-2.0~ 

t 

ffGUU.S 
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No1e que los ,érticcs cs1á.n sobre el CJe x si el témuno .r 1,cne un cocfic1cn1e 
pos111,o (lll primera ecuación del n.."Cuadro an1enor) o en el eJC y si el 1ém11no J,:. 
ucnc eocficicn1e pos111,o (la segund3 ecuación). 

IJ::wtii:D Truo de um11 hip4:rbol~ con centro en el origen 

Trace la gráfica de 9r - 4_..:- - 36. Encuentre los focos y las ecuaciones de las 
asimotas. 

SOLUCIÓN Por las obsef\aciones que preceden a cslc ejemplo. la gráfica es una 
hipérbola con centro en el origen. Para cxpres.'lr la ecuación dada en fonna están­
dar. d1vid1mos ambos Indos entre 36 y simplificamos. obtcmcndo 

Al comparar (..r/4) - ().:19) - 1 con (."r.'a!) - ().?/fr) • l. ,emos que tr - 4 y 
Ir - 9; cs10 cs. o • 2 y b - 3. La hipérbola 11cnc sus ,émces sobre el CJC :e, porque 
.r 11cnc cocfic1en1c pos11i"º· Los vértices (~2. O) y los puntos cx1remos (0. :!:3) del 
CJC conJugado detennman el n.."Ctángulo auxiliar cuyas diagonales (prolongadas) 
nos dan las asínlotas. La gn\fica de la ecuación está tra1.ada en la figura 4 

Para encontrar los focos. calculamos 

e-! - ,r + 1r - 4 + 9 - 13 

Entonces. e • \/iJ. y los focos son FfVÍ3. O) y F\-\/iI 0). 
Las ecuaciones de 13s asintotas. ,. - =.!t. se pueden cncon1rar rcm1t1éndose a la 

gráfica o a las ccuac1oncs _v • :!:(blo)x. 

El eJemplo precedente indica que para hipérbolas no es siempre ,crdadcro que 
,, > b.comocn el casodclasehpses. De hccho.podcmos1encra < h.u >boa"" b. 

Uii!Jli:al Truo de una hip4:rbola con centro en el origen 

Trace la gnifica de 4/ - 2.r - l . Encuentre los focos y las ecuaciones de las 
asíntotas. 

SOLUCIÓN Para expresar 13 ecuación dada en fonna estándar, cscr1b1mos 

'! r T-T - 1 
¡ 2 

Entonces. 

y. en consecucnc1a. 

V3 
c • -

2 

La hipérbola 11cne sus ,tr11ccs en el CJC r. porque/ hcnc coclic1cn1c pos11ho. Los 
,én1ces son (0. :t.½). los puntos e.xtrcmos de los CJCS conJugados son (:!:Vfii, 0). y 
los focos son (O. :!:. Vft2). La gr.'tfica cs1á trat.ada en la figura S. 

(t:01111miu) 
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flGURAg 

f1GURA7 

Para encontrar las ecuaciones de las asín101as, consuhamos la figur:i o usamos 
y - :!:(a hit. para ob1cner J - :!:(V'f2it. 

IJlWWW Encontrar una ecuación de una hipfrbola 
que utlsfaga condiciones prescritas 

Una hipérbola ttcnc ,én1ces (:!:3. O) y pasa por el punto P(,5. 2). Encuentre su ecua• 
, c1ón. focos y asint01a.s. 

SOLUCIÓN Comeruamos por 1ra.tar una hipérbola con ,énices ( !::3, O) que pase 
por el pumo P{S. 2). como en la figura 6. 

Una ecuación de la hip,...~la tiene la fonna 

f-f- I 

Como P(,S. 2) está sobre la hipérbola. las coordenadas x y J satisfacen esta ecua. 
ción; es decir. 

5: 22 

y-¡;;- 1 

Al despejar Ir obtenemos Ir - ¾y.por lo 1an10. una ecuación para la hipérbola es 

o bien. lo que es equivalente. 

Para cncontmr los focos. pmncro calculamos 

r-tr +lr -9 + !-~ 

Por lo 1an10. '-f-t • i \/5 ::: 3.35, y los focos son (:!:j v'S.o). 
Las

1
ccuacmnes genfrales de las asíntotas son y - :!:(lu,)x. Sus1i1uycndo o - 3 

y b - 2 nos da 1• - :!:3r. como se muestra en la figura 7. ■ 

El s1gu1cntc CJcmplo indica cómo cncon1rar ecuaciones para cicnas panes de 
una hipérbola. 

Qjj I fil U# 1 Encontrar rcuaclonn de partes de una hlp~rbola 

La h1pérbol3 9T - 41; - 36 se csmdió en el CJemplo 1. Resuelva la ecuación como 
se indica y describa la grñfica resultante. 

a) Para :r en tCrmmos de , b) Parar en 1ém11nos de :r 

SOLUCIÓN 

a) Despejamos r en lérminos de\ como sigue: 

9t! - 4): • 36 

• 36 + 4r: 
,·- --9- """' ~ 

, • ::tf~ 1 4v ne 



r 
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La gráfica de la ccuaciónx - ½ '\f'9+'? es la rama derecha de la hipérbola lraada 

en la figura 4 (y n..1)Cllda en la figuro 8). y la gráfica de x - - j ~ es la rama 
1Lqu1crda. 

b) Oespc111mosy en lémunos de x como sigue; 

~;e! - 4y: • 36 

, 9x'- 36 
.r· • --4-

,, • :!:! V.l1 - 4 

La gráfica de r - f ~ es la mitad supcnor de las ramas derecha e 1zqu1crda, 

y la gráfica de) - -i w"'=4 es la muad infonor de estas ramas. ■ 

Como ocurrió con las elipses, podemos usar 1rnslac1oncs para trazar hipérbolas 
que tienen centros en algim punto (h, .t) .J,,. {O. O). El siguiente eJcmplo ilustro esln 
1écmca 

lili!.Lli:D Truode una hlpfrbola con centro (h, k) 

Trace la gráfica de 13 ecuación 

9.r: - 4lJ - 54:c - 16)' + 29 - 0 

SOLUCIÓN Orgamzamos nuestro 1raba10 s1gu1cndo un proccd11mcn10 scmc1an1c 
al que se usó para elipses en el ejemplo 5 de la sección anterior· 

(9,' - 54,) + (- 4y' - l6y) • - 29 

9(:c: - 6x + ) - 4(,-! + 4, + ) - - 29 1h 4 

9(.,1 - 6.. + 9) - 4(.,·' + 4,• + 4) • - 29 + 9 · 9 - 4 · 4 

9(x - 3)' - 4() + 2)' - 36 
(x - J)' (J + 2)' ------ 1 

4 9 

La Ultima ecuación indica que la hipérbola tiene centro C(3. - 2) con \érticcs y 
focos en la recta honzontal ,. - - 2, porque el ténntM que con11ene a x es pos111\0. 

,. También sabemos que 

,; • 4 . b! - 9 

Por lo tanto. 

a • 2. b • 3 

Como se ilustra en la figura 9. los vénices son (3 :!: 2. - 2): es decir, (5. - 2) y (1. 
- 2). Los puntos extremos del eJe conJugado son (3, - 2 :!: 3): es decir. (3. 1 )y (3. 
- S). Los focos son (3 :!: Vl3, - 2). y las ecuac iones de las asínlotas son 

Los rcsullados de las secciones 10.1 a 10.3 1nd1can que la gráfica de toda ecua• 
ción de la fomm 
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es una cómca. excepto para c1cr1os casos degenerados en los que se obtiene un 
punto, una o dos rectas o no se obtiene gr:ifica. Aun cuando hemos considerado 
sólo eJemplos especiales, nuestros métodos se pueden aplicar a cualqmcr ecuación 
como esta. S1 A y Cson iguales y diferentes de O. entonces la gráfica, cuando exista, 
será una circunferencia o. en casos excepcionales. un punto. Si A y C son des­
iguales. pero tienen el nusmo signo, se obtiene una ecuación cuya gráfica. cuando 
exista. será una ehpsc (o un punto). Si A y C ucncn signos contrarios. se obucne 
una ecuación de una hipérbola o. posiblemcnlc. en el caso degenerado, dos recias 
que se cru.ain. Si A o C(pcro no ambas) es O, la gráfica es una parábola o. en cienos 
casos. un par de rectas paralelas. 

Concluiremos esta sección con una aplicación donde ap.'U"CCcn hipérbolas. 

Qil'Jili•i:I loulinción de un barco 

La esiac,ón A de la guardia costera está a 200 millas directamente al cs1c de 01ra 
estación B. Un barcona\ega en linea paralela a SO millas al nor1cdc la recta que pasa 
por A y B. Se transm11en sei'!alcs de radio de A y B a una \eloc,dad de 980 pics/¡1s 
(microsegundo). S1, a la 1 :00 P.M .• la sci'!al desde 8 llega :il barco 400 nucrosegun­
dos después de la serial desde A. localice la posición del barco en ese momento. 

FIGUIUU> 

•> b) 

8(- 100,0) A(I00,0) t 

SOLUCION lntrodu.1camos un sistema dt coordenadas. como se \C en la figura 
1 Oa), con las estaciones en los punlos A y B sobre el eje x y el barco en el punto P 
sobre In recta ,, • 50. Como a la 1 :00 P.M. In señal 1nrda 400 microsegundos más 
en llegar desde B que desde A. la diferencia d1 - " ~ en las distancias indicadas a 
esa hora es 

d, - d, - (980X 400) - 392.000 p,cs 

Oiv1d1cndo entre S.280 (p,es,millas) nM da 

392.000 -
d 1 - ti: = 5280 = 74.24 fil 

A la 1 :00 P. \L el pun10 P está en la rama dcn.."Cha de una hipérbola cuya ecuación 
es c.r-,i) - (y1/IT) - 1 (\ea la figura IOb)). fonnad.1 por todos los pun1os cuya 
diferencia en distancias desde los focos B y A es d

1 
- d:. En nues1ra deducción 

de la ecuación (.rftr) - (.l-1/h2) • 1, d1 - d: • 2a; concluimos que en la prescn1e 
situación 

74.24 
11 •2•37.12 u' - 1378 
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Como la distancia e desde el ongen a cualquiera de los focos es I OO. 

b' • <' - a' = 10,000 - 1378, o b' = 8622 

En consecuencia. una ccuación (aproximada) para la hipérbola que tiene focos A y 
8 y pasa por P es 

$1 r - 50 (la coordenada J de P). obtenemos 

Al dcspeJar x 1cndrcmos x ::: 42.16. Redondeando a la nulla más cercana. cncontra• 
mosque las coordenadas de P son aproximadamente (42. 50) • 

Una extensión del método empicado en el CJcmplo 6 es la base pa111 el s1s1ema de 
n:wegac1ón LORAN (acrónimo de long Ra11ge Nm·,ga1ion), Es1c sis1cma conuenc 
dos pares de rad1O1ransm1.sorcs. como los s,uiados en T. r y S. S' en la figura 11 , 
Suponga que las sc!Ulles enviadas por los 1r::1nsmisorcs en T y r llegan a un rnd1~ 
rrcceptor en un barco s11uado en algún pun1O P. La diferencia en los tiempos de 
llegada de las sei\tllcs se puede usar para dctcnmnar la diferencia en las d1s1anc1as 
de P a T y r. Asl. P se encuentra en una rama de una hipérbola ron focos en T y 
r. Rcp1t1cndo este proceso para el otro par de transmisores, ,cmos que P 1amb1én 
es1i en una rama de una hipérbola con focos en S y S'. La mlersección de estas dos 
ramas dctcrrmna la posición de P. 

Una hipérbola tiene una propiedad n-jlttton, aniloga a la de la ehpsc estudiada 
en la sección anterior. Para ilustrar, denotemos con / la recia umgen1e a un pun1O 
P en una hipérbola con focos F y F'. como se ,e en la figura 12. $1 a es el ángulo 
agudo en1re PP y/ y si /J es el ángulo agudo en1rc FP y l. se puede demostrar que 
a • p. Si un ta)O de luz se dingc 3 lo largo de la recia /1 hacia F. se refleja en P a 
lo lnrgo de la recia/, hacia F'. Esta propiedad~ usa en el d1seJ)o de 1elescop10s del 
11po Cassccrom (vcá el CJcrcic,o 78). 

ft("'JU1l 
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1W Ejercicios 

Ejer. 1- 16: Encut'ntrt' los ,l!nlcH. los fM01) llu ttuacionn de 19 20 
las HÍnlol11S dt" la hlptrbola. Tract' JU ,:rifln. n1011rando lu 
HÍnlolaJ )' los Íot"OI. 

l :!..: _.!:_ 1 
9 4 

2 !.:_ _ ..!..:_ _ 1 
49 16 

~-l xl 
3 -- - - 1 

9 4 

11 () + 2)-1 - (.t + 2)1 - 1 
• 4 

(r-])-1 (,-1)1 u ____ . __ _ , 
25 4 

13 l44x1 - 25y1 + 864.r - 100v - 2404 • O 

14 ,_i - 4.t1 - 12r - 16.f + 16 • 0 

t:Ju. 17-20: (nC:Ut'RIIT una N"u■dón p11ra la hipfrbola QUt' H' 
n1ut'1lr1 t'n I• figura. 

17 11 

** 

Ejer. 21- J6: [n<:uentre la N"Uaci6n para la hiplrbola qul' IÍl'nt' 
,u <:t'nlro t'n t i origtn y sali1f1<:t 111.s condidonts dadas. 

21 Focos F(O. ::4). \Ó'OCCS llO. !:I} 

22 Focos l-1!:8, 0). ,értK"CS 1\!:S.O) 

23 ForosJ-1:!:S,O). \crtlCC:S l'(!:J.0) 

24 Fooos 1-W. :=l). ,érliccs l'(O. :!2) 

25 Foros 1-10. !:S), CJC COO.JUgado de longitud 4 

26 Focos F(:7. O). CJC COOJUb-ado de longitud 8 

27 Wn1cts 1'(!:4, O). QUC' pasa pot(8, 2) 

28 Vért1ccsl"(0.!:12). quC'p;isapor(S,ll) 

29 Vémccs Jl:=3. O). aslmotas,·-= !:2.r 

30 Vértices llO, !:6). asln101as 1 = !:)f 

31 focos 1-10. :!: 10). asln101as 1· = !: ½-r 

32 Fooot ,1~34. 0), aslntota.s 1· = !:3 5.r¾ 

33 lntcnccri6nconx :5. aslnlotan "'!:2.r 



34 lntC'T'SC'CCIOf\CS con CJC ·'' :::2. ~lnlOlas \ = :::1r 

103 Htpéfbol~ 74 7 

t:Jtr. 55-56: En<"u<"ntrt una «u•d6• ptra I• hlpfrbola Nin 
foco, F) f"' c1uc pasa 1>0r P. Tncc 1:.1 hlpfrbola. 

35 E,c \Cf11cal t r::llmttllll de long1md 10, CJC COOJUgado de Ion- SS S6 
g ttud 14 

36 EJc honzontal traruucmil de longnud 6. c,c cooJugado de 
longuOO 2 

Ejcr. 37-16: ldt ntifiquc la grifü·a dc la N'UactÓn "orno una 
par,bol■ (con ejc w rlical u horizontal), ciITunre.rt'nda. clipff 
o hlpfrbola. 

3] ~(, +2)•,·1 

38 1·1 •~-.r! 

39 ..-1 + 6.,-v:•1 

41 - x1 • ,-: - 25 

42 1 • 2Jl - l' + 4 

4S , :+1.r•J1·-6 

46 9rl - y1 • (0 - 2y 

Eju. 47- 50: En"1u•n1rc• lo.1 punros de intersttdón dt IH grfi­
ficu dc lu ccu11donn. Trace ambu 11r,fitH sobre el mbmo 
pl:11no d c coordcnadu > muc.!it rt' lo.1 pun10.1 dt inll'nttci6n. 

{ 

\
1 

- 4rl • Jb { I I - l"l • 4 

47 \ - A - 4 48 ~-1 - l, - o 

Ejtr. 5 1- 54: Entutatrt la c"u■dón para el <"Oajunco de puntOJ 
l'n un pl11no .-,. de manera quc la dircru da dc las distanciu 
d rsdr F y ,. ... 1c11'.. 

S1 F(l 3.0). F'(- 13.0): J.•2-1 

52 F(5, 0), F'(-5, O); t - 8 

53 F(0, 10). F'(0. - 10); t. • 16 

S4 f (O, 17), F'(O, - 17); ; - 30 

Ejrr. 57-64: Entuf:lllrt' una ttu :11d6n pan la parte lndlud11 
dr la hlpfrbola. 

)': r 
S7 Rama IIIÍt'nOI" de ii - l6 • 1 

yl ,~ 
SI Rama \Upcnor de 49 - 25 • 1 

r ,., 
59 Ram.a 1zqu1crda de ¡ - J6 • 1 

,, ., 
60 Rama dcrcC"ha de - - ..... • 1 

16 4 

).i: r 
61 M1111dcs derechas de: las ramas de ¡ - ii • 1 

,.: .r 
62 M11adcs 1zquw=rd:is de las r.unas de J6 - Í6 • 1 

.r )J 
63 Mitades supcr1om, de las r.unas de 9 - 36 = 1 

" ,, 
64 M11adc.s 1nfcnorcs de loas ramas de 9 - 49 • 1 

t:jer. 65-71: l>ucriba la parte d e una hiJM'rbola dad■ por la 
rcuaclón. 

6s .r - ¡ vr + 16 

67 _\ •; \/xl + 49 

69 , - -r ~ 70 ,..;~ 
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73 Las grilic:u de las «uac1oncs 

se dcnomll\&I\ h,plrbolas ron¡11g""'1s Trace bs gniifteli de 
ambas ccuactOOCS en el nusmo plano de coordenadas, con 
o = S y b = J. y dc-scnb:I la relación enl!c las dos gn\ficas 

74 Encuentre una CCU3CIÓII de la hipérbola con focos (h :!: "• .t) 
y , 611cc:-s (Ir :!: u, .t). donde: 

O<o<c e-· =ti+ Ir 

7S Tont di -nfriaff'i 1to Una 1orrc de cnfr1am1cn10, como 
la que se \·e en la figura. es una cs1ruc1ura h1pcrbóhca 
Supon¡a que el d1Jimclro de su base CJ> de 100 metros y 
H d1ámc1ro mA, pcqucilo de 48 metros !IC cncucnln 1 
84 mc1ros de la base S1 la 10m mide 120 menos de ahura, 
calcule su d1imc1ro en la panc m.h alu. 

fJllCICIO S 

76 MMU or, ck ,ir1 Hion Un 1,·i6n cs1á volando a lo largo 
de la U11)CClona h1pcrbólK111 que se 1lu~1ra en la 611un. S1 
un.:11 ecuaci6n de la U'll)ºCCIOna es 2,.: - r = 8, ck.'temul\C 1111 
pro:<imKbd a la que llega el ª"tón de un pueblo suuado en 
(J. O). (Sugt>reMia: dcnoic con S d cuadDdo de la d1s1.MC1a 
desde un punto (t', 1·) sobre La tnyectom1 a (3. 0) y cncucn1rc 
el "alor mínimo de S.) 

fJUCtCIOTI 

Jei __.,: 

n loo ,uc ~ CM' un barco Un baroo cst6 s1gu1cndo un curso 
que c.s1á a 100 1mllas de una cosu recia y paralelo a ésu El 
ban:o transm11c una sc~I de atu.1ho que es rl'.<."1b1da por dos 
cstaciones de ¡uardacos1as A)' B. s11uadas a 200 m11l:u una 
dc la otra, como se ,e en la ftguni Al medir la d1fe~nc1a en 
tiempos de recepción de scibl, se dc1cnmn.a quccl b3rcocstá 
160 nul1as n\3Scerca de U que de A t,Dónde C!ltá d ban:o'> 

tJEKCICton 

A"°! """' -----200 m1 -----a-< 

78 Oiwño dril UI M se ~ El d1sdlo de un tclcscop.o Cassc• 
gnun (que data dc 1672) hace uso de bs proptcd:ldcs rdlcc· 
toras de La parábola )' la h1pcrl:,ola En la figuna se muc-stm un 
cspeJO P3rabóhco(seccionado), con fococn F, ycJc a lo largo 
de la rccb l. y un espejo h1pcrl,óhco. con un foco también en 
F, y l'JC tnlnl\CD:t.l I lo 12.rgo de J ¿Dónde. fü\Jlmen1c, se 
acumulan lu ondas de luz cnll'illllCI panlclas :11 CJC comun':' 

fJERCIOO 71 

l ~~j V 
' ' ' ' ' l bpcJO p,uahól1u, 

,: 

Ejcr. 79- 80: Grafique las hipf rbolH c-n d mismo plano dc­
coorduadas )' t$thuc- rl punto dt' intt'nttdón en el priml'r 
cuadnin1e de a mbas. 

79 (y~-~ I)! - (\' ~1,2)! • I; 

(_y ~-~-W _ b ~ -~ l)l • 1 

(,1 - 0.l}l \'l xl (l - 0.J)l 
80 ~ - o.j • l : 09 - -·-

2
-

1
- • 1 



t.:jtr. 81- 82: GraRqut la.s hlptrbolH t n t i mismo plano dt 
coordrnad11) drlrrminr cl númrro dr punlos dr lnlr.nttc:ión. 

(x - 0~1>1 _y: y: (.1· - 02f 
81 - 1-3- - IT - 1. ti - - 1-2- - , 

82 
(, + 02Y _ <, - O$Y _ ,. 

1.75 1.6 ' 

t, - 06Y (y+ o .4): -,-2--~- 1 
S3 Tra~tor~ de un <OtMl• Lm oomctas pued<.-n dcsplu.arsc­

cn tra)cctonas clip11cn. pa111bóhcas o h1pcrból1cas alrtdcdor 
del Sol. S1 un cometa se mix,c en una lr.l)'CC:lon1 pan,bóhca 
o h1pcrbóltc:a. pasar.\ c-ttta del Sol una"ª y nunct rcgttSlri. 
Suponga que l:u coordenadas de un cometa en m1IIH se pue­
den describir con la ecuación 

rl )'? 

26 X J0ú - 18 X 101~ • I parn x>O. 

dondcd Sol csrá ubicadom un foco. oomosc ,eco la figura 

;11) Apro:<1mc las coordenadas del Sol 

b) Para que el comcta nwncnga una tnl)CClona h1pc.."l'bó­
hc1. la ,clocKlad mínuna ~- del cometa. rn mc1ros por 
segundo, debe satisfacer , > '\,/ii;,, donde r es b d1s­
tancla cmn: el cometa y el ccnlro del Sol en mctrol, y 
A = 1.325 x la' es U03 constante Dctcmunc I CU3tldo 
resmin,ma. 

1 • 
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Curvas planas y 
ecuaciones paramétrias 

S1/cs una función. la gráfica de la 4..-Cuación y • ,Ax)sc dcnornma cunap/ano. Sm 
embargo. esta definición es rcstne11\'a porque excluye numerosas gráficas úoles. La 
s1gu1cn1e definición es más general. 

Definición de curn phin.11 Una curva plana es un conJunto C de pares ordenados (/(1). g(t)). donde/y g son 
funciones definidas en un mlcn alo / . 

Parn mayor sencillez.. nos rtfcrimo~ a una curva plana como una curva. 
La grjOca de C en la definición precedente está rormada por todos los puntos 
PC,1) - (/1:t). g(t)) en un plano Xl'• parn ten/. Usaremos el térmmo rnn·a ind1s1m­
t.1.mente con gráfica de u,ia C:'111'\'0. A \'CCCS cons1dcr.unos el punto P(t) como que 
traw la curva Ca medida que, varia en el mu.·rvalo l. 

Las gráficas de vanas cur\as están muadas en la figura 1. donde/ es un mter­
valo cerrado [a, h); es decir. as t s b. En la parte a) de la figura. Pe.a) + P(b). 
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FIGURA1 

•1 Cur.111 

/ 111 

lz, 
p 

Dtfinldón de ecuadone,s 
paramf trka:s 

Cur,."111ccrnda <) Cuni:a cernida ••mpk 

'cf 
Pt,,1 Ph 

D 
/'111 

y P(a) y P(,b) se denominan punto!! u:tremo!I de C. La curvn en a) se interseca 
11 si nusma; esto cs. dos valores diferentes de I producen el nusmo punto. S, 
P(a) • P(b), como en 13 figura I b), entonces Ces una cun ·a cerrad.a. Si P(a) • 
Pf.b)y C no se interscca a si misma en nmgún otro punto. como en la figura le). 
entonces Ces un!!. cun •a cerrada simple. 

Una fonna pr!ict1ca de representar curvas se da en la siguiente definición. 

Sea C la curva formada por todos los pares ordenados (At).A,.'(I)). donde/y g están 
definidas en un mte:n·alo /. Las ecuaciones 

para , en l. son ecuaciones pan1mt 1ritu para C con pa rámel ro t. 

La curva C en esta definición se conoce corno una cun·a p.aramcl rizada y las 
ecuaciones paramétricas son una p ar.a mtlrlución de C. Con frecuencia usamos 
la no1ación 

x • j(t).y • s;(t): ten I 

para 1ndienr el domm10 / de/y g. Podemos rdenmos a es1as ecuaciones como lo 
ecuación x y la ec uación J'· 

A \CCCS es posible eluninar el ¡xui.mctro y obtener uru ecuación conocida con 
:e y r p:1ra C. En casos scnc1llos podemos 1mz:1r una gráfica de una cun·a pararnc• 
trizada al locahzar pun10s y unirlos en orden crcc,entc de,. como se ilustra en el 
CJCmplo s1gu1ente. 

IJIWWW Trazo de la grJfica de una curva parametritada 

Trace la gráfica de la cuna C que tiene la paramctrización 

:r - 21,_1•- f--1: - 1 s t S 2 



f1GURA2 

t • 2'.)•l: - l;-ISl:S2 
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SOLUCIÓN Usamos las ccuacionc~ paramétncas para tabular coordenadas de 
puntos P(1".J) en C. como sigue 

-1 

X -2 -1 

1 -, -1 

La local11..aci6n de pun1os llc\a al trazo de la figura 2. Las punias de flecha en 
la gráfica indican la d1rccci6n en 13 que P(x,y) traza la cuna cuando, u,ml('n!O de 
- 1 a 2. 

Podemos obtener una descripción más conocida de la gráfica al eliminar el pará­
metro. S1 de la ecuación en x dc:.pcjamos ,. obtenemos, - ¼x. Sust11uycndo CSl:l 
expresión por I en 13 ecuación y nos da -

·'' - (½,)' - 1 

La gráfica de esta ecuación en :e y y es una parábola simétrica con respecto al 
CJC y con ,Cnicc (O, -1) No obstante. como r • 21 y -1 s t :s 2. \CtnOS que 
-2 s 1" s 4 para los puntos (x. y) en C y. por lo 1anto. Ces la panc de la parábola 
entre los puntos ( - 2. O) y (4, 3) que se muestra en la figura 2. 

Como indican las pun1as de flecha de la figura 2. el punto P(..x. ,•) 1ra1.a la curva 
C de l::quierda a tkf't!t. ha cuando aumenta 1. L3s ecuaciones paramélncas 

1" --21.,· - fl l; - 2 :S t :S I 

nos dan la misma gráfica: pero. a medida que aumenta/, P(,:r. _I') traza la curva de 
dert."Cho" i:q111en/a. Para otras paramctrizacioncs. el punto P(i-, y) puede oscilar 
h3cia adelante y hacia atnis cuando aumenta,. 

UI orknlació n de una cuna paramctrimda Ces la dirección dclenninoda al 
amnf.'lllllr los valores del parámetro. Con frccucncta indicamos una orientación 
mediante la colocae1ón de pun1as de flecha en C. corno en la figura 2. S1 P(x.y) se 
mue"e hacia adelante y hacia au"as cuando aumen1a l. podemos colocar flechas al 
ludo de C. 

Como hemos observado. uno curva puede tener difercn1cs oricnt:tcionc:s. depcn• 
du~ndo de la parame1ri1..aci6n. Para 1lus1rar. la cun·a C del eJcmplo I cs1á dada en 
forma paramélnca por cualquiera de las s1gu1entcs: 

x - 21. ,,.r- 1: -1 s /:Si 2 

1" - ,. ,. - ¼r- 1. -2 :S t s 4 

t a -/. y• ¡/: -1: -4 s Is 2 
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h t abtKt:r f:fl modo 
paramttrico. 

~ Trazo de grjficas en modo paraim~trlco 

Trace la gráfica de la cun'a C que uenc la parametrízac1ón 

x • r - 3. )' • 3t; - 4 s t :S 4 

SOLUCIÓN 

( IIOOE ) ( 1713 ""')) ~ ( ENTER ) 

(El i.ubíndice I T en X y Y mdica que X 11 y Y ir representan d pnmer por de ecuaciones 
para.métricas.) 

Cuando graficamos ecuaciones pa.ramétncas. neccs11amos asignar valores minimos 
(Tnun) y máxunos (Tmax} al parámetro ,. además de duncns1ones de panta11a. También 
neoesttamos seleccionar un 1ncremen10. o ,ator de paso (T!i1cp). para,. Un valor típico de 
Ti.tcp e~ O l. Si se sclccci003 un ,·alor más peque"º de Tstcp, la prccis16n del trazo aumenla. 
pero 1amb1én aumenta el tiempo necesario para trazar la gráfica 

A•pmk•.,d,nntw. ( WINOOW ) -• @ < @ 1 @ 
-• @ 15 @5@ -15 @15@5 

Gn1fiur LI cu,va. { GRAPH ) 

Obscn.·c la oncntación de la curva 

Ahora pulse{ TRACE) y use las 1eclas de 1i:quierda y derecha del cursor paro truar C 
Obscn.·e los valores citados 1>ara T. X y Y Note la forma en que los ,afores de T corresponden 

a la selección de Ts1ep. Trate de grnfic-ar C con Ti.1cp • I, 2. 4 y 8 



FIGURA) 

.1 • u cos t, l' • u scnr; 1 cnR 

Valores de seno 
y coseno 

' 

en circunferencia 
unitaria 
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El sigui~1te eJemplo demuestra que a ,eccs es úul ehnunar el parámetro antes 
de graficar los puntos. 

llil'JJU#I Descripción del movimiento de un punto 

Un punto se mueve en un plano tal que su posición P(x.y) en el tiempo testá dada por 

x • acost. y•ascnt; ,cnR. 

donde a > O. Describa el movimiento del punto. 

SOlUCION Cuandox y y conuencn funciones tngonomémcas de,. a veces pode­
mos eliminar el parámetro , al aislar las funciones 1ngonométricas. elevamos al 
cuadrado ambos lados de las ecuaciones y luego usamos una de las idcnlidadcs de 
P1tágoras. como sigue: 

t • acos,. \ • t1scn1 

' ,, -•cos,. - • sen, 
" a 

) "1 

_.1 \'2 j • cos1 r. ~ - sen~, 

~+~=-= I • 1 
,r a· 

Es10 muestra que el pumo P(x. y) se mueve en la c1rcunferenc1a C de radio a con 
ccn1ro en el origen (\·ea la figura 3). El pun10 es1á en A(a. O) cuando, • O, en (O. a) 
cuando, • rr ·2. en ( - a. 0) cuando, • "IT. en (0. - a) cuando t • 3rrt2. y de nuevo 
en A(a. O) cuando t • 2'11'. Así, P se muc\e alrededor de C en dm:cc1ón contraria al 
giro de las aguJas del rcloJ. haciendo un., revolución cada 2"1T unidades de 11empo. 
La oncntac1ón de C es1á md1cada por pun10s de flecha en la figura 3. 

Tenga en euenla que en cs1e eJemplo podemos in1erprc1ar , geométricamen1e 
como la medida en radianes del ángulo generado por el segme1110 de recta OP. ■ 

Para completar el Ulluno ejen1plo, se pueden usar ecuaciones p3romé1ricas como ayuda 
p3rn conocer y recordar valores de la:,, funciones seno y coseno. AJuste la calculadora en los 
sigu1en1cs modos; Dcgrec (grados). Par(amémco) y Do1 (punto). llaga las asignaciones de 
función cos(T) a X

11 
y scn(T) a Y

1
r A contmuación, asigne O a Tmin. 360 a Tmax y 15 a 

Ts1cp. Gr.lfiquc en 13 vcn1nna de (-3. 3) por [ - 2. 2]. El uso del comondo troce {!razar) y las 
1eclas del cursor deJa \.Cr numerosos valores conocidos acerca de la circunferencia umtana. 
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DWJ!:&i Truo de la gr.tfica de una curva parametrizada 

Trace la gráfica de la cut'\ a C que tiene la paramc1ri1.aCión 

x = -2 + f,y = 1 +2~:,en R. 

e indique la oricntac16n 

SOLUCtÓN Para eliminar el parámetro, u5amos la ecuación x para obtener 
,: - x + 2 y luego susttluimos por P. en la ecuación _1·. Entonces, 

_1· = 1 + 2(.r + 2) 

La gráfica de la última ecuación es la recia de pendiente 2 que pasa por el pun10 
( - 2. 1 ). como lo md1ca la linea disconunua de la figura 4a) en la pigma siguiente. 
Sin embargo. como tl ii:!!: O. ,cmos por las ecuaciones paramétricas para Cque 

x --l+f~-2 y , - l + U ·~ I 

Entonces. la gráfica de Ces la pane de la n.--cta a la derecha de (- 2. 1) (el pun10 
correspond1cn1e a t - 0). como se muestra en la figura 4b). La oncntación cs1:\ 
indicada por las flechas al lado de C. A medida que t aumcn1a en el inter.alo 
( - oo, O), P{.'t. _1) baJa la cuna hocia el ponlo (- 2, 1). Cuando aumenta ten [O, ac), 
P(x. 1·) sube la curva alcJ:indola de ( - 2. 1). 

r ,u••• 

, ' , 

1- 2. 11 

' - -2+ ,! 
\ - 1 + 2,: 

Si una curva Ces descrita por una ecuación J • /(x) para alguna función f. 
entonces una fom,a Beil de obtener ccuac1oncs paramétricas para Ces s, 

x - , . . 1•-/(1). 

donde , cs1:\ en el donun10 de/ Por eJcmplo. s1 , - xi. entonces las ccuac1oncs 
paramélnc:'IS son 

1: - t , 1•- t':tcnR. 

Podemos usar muchas sus111uc1oncs diferentes por r. siempre que cuando t varíe 
en algún m1enalo. x tome iodo valor en el dominio de/ Entonces. lo gráfica de 
,. - r está dada también por 

x - l •.y - 1;1cn R. 



Sm embargo. obSCf\ e que las ccuac1oncs paramétncas 

t - scn,,y - senl ,: ,en R 

dan sólo la parte de la gráfica de y - xJ entre los puntos (- 1. - 1) y ( 1. 1) 

IIH '1\41•0 Encontrar ecuaciones param~trlcas para una recta 

Encuenlrc tres para.metrizaciones p.1.ra la recta de pendiente m que pasa por el punto 
(.r,.,) 

SOLUCIÓN Por la fom13 de punto-pcnd1cntc. una ccu3c1ón para la reeta es 

y- y, - m(x - l'¡) () 

S1 .t - ,. en1once~ 1 - y 1 • m(r - x1) y obtenemos la parametrización 

x • t. ,, • -"• + m(t - x
1
); ten R 

Obtenemos otra paramc1rizac1ón para la recta s1 :r - x1 - ten ( ). En este caso 

.v - v 1 - "''· y 1cnemos 

x - x, + 1,.1 - y 1 + mt: 1 en R 

Como tercera 1lus1ración. si x - x - tan ten ( •).entonces 

x • x , + tan,._, • y1 + mtant; - I <t<j 
l lay muchas otras p.1.ramctrizaciones para la recta. 

En el s1gu1cn1e eJemplo usamos ccuac1oncs paramétricas para modelar la lm)'<.'C-
1oria de un proyeclil (objeto). Estas ecuaciones se desarrollan por medio de méto­
dos de lisica y cálculo. Suponemos que el cuerpo se mue\;e cerca de la superficie 
de la Tierra ba.Jo la influencia sólo de la gra\edad: esto es. la resistencia del aire 
y otras fuerzas que pud1er:m afectar la aceleración son ms1gn1ficantes. También 
suponemos que el sucio está nt\ ciado y que la cuí\ aturo de la Tícm no es un factor 
para detenmnar la 1rayec1ona del cuerpo. 

blilLii:ki Trayectoria de un proyectil 

La tra)'ectoria de un proyectil en el 1iempo, se puede modelar usando las ecuacio­
nes paramétricas 

((t) - (s cos a)l, y(t) • -~,: + (t sen a)t + h; t ~ O, (1) 

donde. en , • O •. , es la \Cloc1d3d del proyectil en p1cS1s. a es el ángulo que la 
lra)'ecloria forma con la hontontal y Ir está en pies La aceleración debida a la gra­
\ ·edad es g - 32 pies.,s?. Suponga que el proyectil es disparado a una \-eloc1dad de 
1,024 p1cs,s a un ángulo de 300 de la horizontal desde una altura de 2.304 pies ( \ea 
la figura Sen la página s1gu1ente). 

a) Encuentre ecuaciones paramétricas para el pro)cctil. 

b) De1emune el alcance rdcl proyectil. es dcctr. la d1s1anda horizontal que recorre 
anlcs de llegar al suelo. 

e) Encuentre una ecuación con .t y y para el proyeclll. 

d) Dctcm1ine el punto y el 11empo en los que el proyectil alcanza su mdx1mn 
altitud. 
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FIGURA. 

LJ(r.01 " 

SOLUCIÓN 

a) SuSIIIU)'Cndo 1024 por s. 300 por o:. 32 por g y 2304 por Ji en las CCU3C1oncs 
paramé1ricas en ( 1 ). 1cndrcmos 

.t - (1024 cos 30º)1, y - - ¡{32)r + (1024 sen 30º)1 + 2304; t ~ O 

La simplificación dará 

" - s12VJ,. ,. - - 16r' + s12, + 2304., ~ o. (2) 

b) Para dc1emtinar el alcance r del pr0)'CCl1l. dcbcm0$ cncon1rar el punto D de la 
figura 5 en el que el proyectil cae al suelo. Como la coordenada r de Des O. sea 
\ - o en la CCU.'\Ción y de (2) y despcJamos ,: 

)' - - 161! + 5l2t + 230-i 

o- -16,! + 512, + 2~ 

O• r! - 321 - 144 

o - (1 - 36)(1 + 4) 

""" o 
mn, • 

Como , ~ O. debemos lem.-r t - 36 segundos. Ahora podemos usar la ecuación l" de 
(2) para ob1cncr el alcance: 

.,- 512VJ1 - 512V3(36) - ,s.432VJ -31.925 n 

e) Para chm1nar el p:irimciro ,. dcspeJamos, de la ecuación .r en (2) y sust11u1mos 
esta expresión por t en la ecu::ición y en (2): 

- - 512v'3t implica t -
512

\/'j J.: b(\; 1......,,c 

J - - 16,! + 512, + 2304 ion~ (') 

> - - 16( '. ,,,) ' + s 12( '. ,,,) + 2304 
512v3 512v3 SI, 

l' - --
1
-x! + _!_.r + 23()4 

· 49.152 V3 (J) 

La última ccuacíón csdc la fomlay - a.rl + b'< + e.que mucs1raquc la trayectoria 
del pro)eclil es parabólica, 



f1GURA6 

[ -l~. l ~)po,[- 1.1) 

10.4 Cums pliruis y Ku.KlooeS pair~rku 7S7 

d) La coordenada J ' del punto E en la figura 5 es 2304. de modo que podemos 
cneonlrar el \'3lor de/ en E al resolver la ecuación)' - 2304: 

" • - 1612 + 5121 + 2304 

230-I • - 16,' + 5121 + 230-I 

o- - 1612 + 512, 

o- -16'(1 - 32) 

Entonces. s1 1• - 2304. , - O o t - 32. Como la traycc1ona es parabóhca. la coor• 
dcroda :e de V es la m11ad de la coordenada p en x de E. También. el valor de , en 
J' es la m11ad del ,alordc, en E. así, • ½<32) • 16 en V. POW.,'fl1os encontrar los 
valoresx y y en J' al sustituir 16 por I en (2): 

., • 512V31 • 512V3(16) • 8192V3 • 14.189 p,e, 

, • - 16,' + 512, + 230-I • -16(16)' + 512(16) + 2JO.l • 6400p,es 

Asf. el proyec1il alcanza su máxima al111ud cuando, - 16 a aproximadamen1c 
(14.189.6400). 

Una fomu altcma1iva de calcular la máxima ahi1ud es usar el 1oorcma para loca• 
li1..ar el ,ért1cc de uro par.\bola para ob1ener el valor de t (x • -b'(2a)) del punlo 
más alto en la gráfica de la ecuación ()) y luego usar las ecuaciones en (2) para 
encontrar, y .l'· 

Vea en los c1crc1c1os de anáhs1s 7 y 8. al final del capíiulo. problemas relaciona­
dos que se refieren al c1emplo 6 

Ecuaciones paramé1ricas de la fonna 

x • asen w/. ,, • hcosw:1: 1 ~ O. 

donde a, b. w
1 
y w

1
son constantes. se presentan en lcorfa eléclrica. Las \'an:iblcsx y 

y por lo general rcprcscn1:in ,ollaJes o comen1cs en el 11cmpo, La curva resullan1c 
es a ,cccs dificil de trazar: pero. usando un osc1loscop10 y aplicando vollaJCS o 
comentes en las 1enn111.alcs de entrada.. podemos represcnlar la gráfica, una figura 
d ~ Lissajo u,. en la pantalla del osciloscopio. Las calculadoras grnficadoras son 
muy Ut1lcs p.ara obtener estas complicadas gráficas. 

l!ii 'IAl•Q Griftca de una figura de Uss.ajous 

Trace la gráfica de la figura de Lissajous que 1icnc la paramctrización 

x - sen 2t, y - cos t: O s I s 21T 

Dc1cnnme los valores de, que correspondan a la curva en cada cuadrante. 

SOLUCION Pnmero necesitamos fiJar en modo paramétrico la calculadora grafi­
cadora A continuación. hacemos las asigna<:ioncs 

Xu-sen21 y Y
1
, • cos1 

Para este CJcmplo. usamos Tmín - O. Tmáx • 2rr y Tstcp - 0 .1. Como x y.,. 
es1án cn1rc - \ y 1. asignaremos - 1 a Ymin y I a Ymix Para conscn ar nuestra 
proporción de pantalla en 3:2, seleccionamos - 1.5 para Xmin y 1.5 para Xmáx y 
cn1onces graficamos X

11 
y Y" para obtener la figura de LissaJous de la figura 6 . 
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FIGUUI 

K 

Al consultar las ecuaciones paramé1ricas ,cmos que cuando , aumenta de O a 
1T'2. el punto P(:c, y) comienza en (0. 1) y 1razo lo pane de la con.a en el pnmer 
cuadrame (por lo general en la d1rccc1ón de giro de las aguJOS del relOJ). Cuando t 
aumenta de 'ff'n o 'ff'. P{.r. r) tra7.3 la parte en el tercer cuadrante (en dirección con­
traria al giro de las aguJas del reloJ). Para 'ff' < , < 31Tl2. ob1enemos la parte en el 
cuarto cuadranle: y 31T '2 < , < 21T nos da la parte en el segundo cuadrante. ■ 

01™ Encontrar ecuaclone-s param~tricu para una cicloide 

Lo cun.'a traLOOa por un pun10 fijo P en la c1rcunfcrencia de un circulo. cuando el 
circulo gira a lo largo de una recta en un plano, se denomina cicloide. Encuentre 
ecuaciones paramétricas para una cicloide. 

SOLUCIÓN Suponga que el circulo llene radio" y que gira a lo largo (y arriba) del 
eJe r en la dirección posttwa. S1 una pos1c1ón de Pes el origen. entonces la figura 
7 descnbc parte di: la cun.·a y una posición posible del círculo. La p..'lrte de la curva 
en fonna de V en x - 2wo se llama cú.spide. 

FIGURA 7 

o T 

Denotemos con K el cemro del circulo y sea T el pumo de tangencia con el eJe 
-r. Introducirnos. como parámetro,. la medida en radianes del ángulo TKP. La d1s~ 
rancia que el circulo ha girado es ,(O. n - al (fónnula de la long11ud de un arco 
circular). En consecuencia. las coordenadas de K son (.'C. y) - (a,. o). S1 conside­
ramos un sistema de coordcnadas.x)•'con origen en K(at, a) y si P(x', y 1 denota el 
pulllo P respecto a este sistema. entonces, al sumar x' y y' a las coordenadas x y-' 
de K. obtenemos 

x - ar + .r'.y - o+ 1 1 

S1. como en la figura 8. 8 denota un ángulo en posición cs1ándar en el plano -r)-'. 
entonces O + t - 3w'2 o bien. lo que es cqu1valente, 8 - (lw'2) - t En con.se• 
cucncia. 

t' • acos8 • ocos(*-,) • -11sen1 

.r' • ascn6 • t1scn(T -,) - -11cos1. 

y In susrnución en x - ot + .x'. ,, - o + ,,• nos da ccu.'\C1oncs paramétncas para la 
cicloide: 

r - o(t - sen,).)•- o(I - cos t): ,en R 



FIGVll:A9 

lbil Ejercicios 

Si a< O. en1onccs la gráfica dex - a(l - sen 1), r - a( 1 -cos 1) es la cicloide 
mvcrt1da que resuha si el circulo del CJcmplo 8 gira por ,kbu¡o del CJC x. Esta 
curva 1icnc ..,arias propiedades fisicas importantes. Para ilus1rar. suponga que un 
alambre delgado pasa por dos puntos fiJos A y 8, como se ,e en la figura 9. y que 
la forma del alambre se puede cambiar al doblarlo en cualquier fom1a. Suponga. 
además, que se permite que un.a cuenta pequcí\a se dcsl 1cc por el alambre y que la 
úmca fuerza que actúa sobre ella es la gra..,edad. Ahora prcgun1amos cuál de todas 
las traycctonas posibles permitirá que 13 cuenta se deslice de A a Ben el mímmo 
11empo, Es natural pensar que la trJ)'CCloria deseada es el segmento de recta de 
A a B. pero cs1a no es la respuesta correcta. La trayectoria que requiere el menor 
11cmpo coincide con la gráfica de una cicloide inHrt1da con A en el origen. Como 
la ,eloc1d3d de la cucntccill3 aumenta con mis rapidez a lo largo de la c1clo1dc 
que de la recta que pasa por A y B, la cuen1cc1lla llega a B con m.:is rapidez. aun 
cuando la dmancía sea ma)'or 

Hay otra propitdud mlcresante de esta cuna de ndnlmo descenso. Suponga 
que A es el origen y B es el punto con coordenada x de ,ria • es decir. el pun1O más 
baJO en la cicloide en el primer arco a la derecha de A. S1 la cuenta se suelta en 
cualqmer punto entre A y B. se puede demostrar que el t1em¡JQ ncces.ario para que 
llegue a B es siempre el nusmo. 

Ocurren , :triacioncs de la cicloide en aphcaciones. Por ejemplo, si la rueda de 
una mo1oc1clcta g,ra en un canuno recto. entonces la curva 1mzada por un punto 
fiJo en uno de los rayos es una curva scmejan1e a una ciclo1dc. En este caso 13 curva 
no tiene cúspides m se cruLa con el camino (el CJe x) corno lo cruza la gráfica de 
una cicloide. S1 la rueda de un 1rcn gira en una ..,¡a de Í('fTO('aml. entonces la curva 
1raz3dtJ. por un punto fiJO en la circunrerencia de la rueda (que se prolonga bajo la 
vía) con1 icne laLOS a mterYalos n::gulares. Otras c1clo1dcs se definen en los CJcrci­
cios 53 y 54. 

Eju. 1- 30: t:ncuutrt' la ecuacMn t'n x y y tU)■ gráfica con­
lH!nr los puntos sobtt la t'urn C. Tra<-c 11 gr,nn de C t' ind.­
qur b or~nlad6n. 

10 t - 2scn,, \ • leos,: O:s,s2w 

11 r • 2-3scnt, \ • -l-3CO!it; 0StS21t 
1 f • t - 2. \' • 2, + 3: O :s, :s S 

2 t - 1 - 21, 

6 t • l -9rl. 

7 r •,. - S, 

)' - 1 + ,: 

l • ,1 - l. 

\' • 2, + 3: 

\' • 3, + 1: 

a t - vi. \' - J, + 4: 

9 t • 4cost+ l. ,· • J)tnt; 

-1 s,s4 

-2 s, s 2 

-2 s Is 2 

tcnR 

,cnR 

OSI S 2w 

12 t • CO!i I - 2. \ • -.CRI + :t O :s, :s 21t 

13 r • ~ ,. _\ • tan t; - ,r/2 < t < .,,¡2 

14 1: • nct. \ • CO(t; - 1r <t<0 

- ,rStS 1r 

16 t • cost. - .,, s,:s " 

11 , • cO!i1 
,, \' • scn't; Os, s 2,r 
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19 l • sen,. O<, s -,,/2 

20 .r • t''. tenR 

21 r • t, 

22 .r • -.✓,-r-=--i", \' • I; 

24 .r • tV2S - r. y•,: 

2S .r • '· 

26 .1 • 2,. 

y•~;0s,s4 

-I StS I 

27 l • (r + I)', )' • (r + 2):; o:s,s2 

28 .r - ,,. tenR 

29 r - r. tcnR 

30 l'•lan,. y• 1: --,,/2 < 1 < 1r/2 

31 a} Describa la (tlifica de una cun11 C que llene la paramctn• 
zaciói, 

x = 3 + 2scn,.y = -2 + 2cost:0 s , s 21r. 

b} Cambie la paramctrizac1ón a 

x = 3 - lscnt, 1 = - 2 + 2 cosr.O :s t :S 2,r 

y dcscnba córno cambia la gr.ifica del UKISO a). 

e} Cambie la pararnctnzac:tÓn 

. r = 3 - 2scn,. , = - 2 - 2cos ,;O :S , s 2n 

y dCSC'nb3 cómo cambia 13 gráfica del 1nc1so a). 

32 a) Dcscnb31a~f1C111dcw"1:1eurvaCquc11cnclap;mmctn• 
z.món 

r = - 2 + Jscn,.1 =J + Jcosr:Os,s2fl' 

b) Cambie la paR11\Cln1".ac1ón a 

:r = - 2 - 3 sen,. v = J + J cos t; O :s , s 211' 

y d~nba cómo cambia fa gráfiu del 1nc1so 2~ 

e) Cambie l:1 paramctnuctón a 

.r = -2 + 35ent.y = 3 + J cost:O :S t :s 2,r 

y dcscnba cómo cambia ta gnifica del 11K1so a). 

EJer. JJ-34: La, eun·u C.- Cr CJ y C, n 1án dadH pararni--
1rlomen1t. para , en R. Trace- sus Jráfios C' Indique orltn• 
ladonn. 

33 C1:x - , : . v-t 
C:: .r - ,•. y-r 
C,:.t • §Cn!t. v - Knt 
C.:x • ~- y- -r 

34 C,:,r• t. > • l -1 

C::.r- 1 -,1• 1 • , l 

C,: x • co,,1 
,. > - sc:n1

, 

c .: .r - ln, -r. , • I +1- lnr: 1>0 

Ejer. J S-36: LH ttuadontJ paramf'1rica, npttifion la posl-­
clén de u11 punto en movlmlenlo P'(r.y) en el 1.lt mpo l. Trac:e 11 
gráfica r Indique t i mo,·lmlento dr P cuando aumenta,. 

3S a) f - cos,. ) • scnr: 

) - cos ,: b) f - sen,. 

e) f - ,. 

36 a) r - ,:. 

) • v'í"=",l: -1 s,s 1 

Os, s 1 

b) .r - 1 - In t, ) - In ,; l StSt' 

e) f - oos1
,. .) - ~rrr: Os t s 2,r 

37 Demuestre que 

:r = acost + h, \ = bk"n t + k:OS I S 21r 

son ccux,oncs paramémcu de un:a d1psc con centro (h. I:) y 
CJC:S de longuudcs 2o y lb. 

38 Ocmues1rc que 

.t •a~ 1 + h. -~ • b tan t + A: 
-1r/2 < I < 3,r/2 y f tlll ,r/2 

son c:c:ux-,oncs paramétric.a5 de una hipérbola con centro 
(h. k), CJC tranS\'Cl'Sal de long11od Ü, y CJC COOJUgado de Ion· 
g,tud 2b. Dctcnmnc los nlores de I para cada r.un:t. 

[ j er. 3~0: a) l'.ncut ntrr ITN parametrlz.uionn que d en 11 
misma griflu que la Muad én dada. b) t:nt-ut:nll'C' 1ns para­
metrl7.acionn que den sélo una parte dr la ¡;rifica dr la rcua• 
d én dada • 

40 y• In X 

Ejer. 41-44: Consulte lasttuadonc-s en ( l )d el c-jc:mplo 6, Oc:1u­
mint rl akanc:e y 11 altilud mhim a para los ,·alof"C's dados. 

41 s • 256V3. 0 • 6(,-, h • 400 

42 $ • 512V2. o • 45•, h • 1088 

43 s - 704. o • 45•_ h • O 

44 s • 2448, o • JO-. h - O 

45 Consulte el CJCRlplo 7 

11) Dcscnb.a l:t figura de L1.S~JOUS dada por/(t) = asen W/ )' 

g(I) = b cos WI para,~ O y a t- h. 

b) Suponga que )11) = a sen w¡1 y g(t) = b sen "'l· donde 
w

1 
y w: son números rac1onalC1i po,111,·os, y cscnb3 w/w, 

como,,, n par.a enteros pos1111,os m y n Demuestre quc s, 
p = 21rn '"'r cn1onccs/{1 + p) = ,At) y g(t + p) = g(t). 
Concluya que la curva 5e lrv.a de nuc,o a si mi,ma cada 
p umdadc:s de t iempo. 



46 A con11nU3C1ón se obscru, l:a figura de L1ssaJOUJ d:wb por 

x = 2 sen J,. i = 3 sen I Sr.,~ O 

Encuentre el pmodo de la figura. es dcc-1r. la duración del 
intenalo de, m.b pcqucl\o que 1race la CW'\.3 

f:JElfCICI046 

Ejer, 47- 50: l.u figurH dr Unajous sr uH n r n d ntudto dr 
drcullo1 rlk trko1 para drlrrminar la difen-ncia de Íll.U , 
C'nln- un ,oltajr conocido 1'1(1) = Asen (t>.JI) )' un ,oltajr dn­
conocido •' ,(I) = B sr-n (w/ +,) que tlc-nc- la n1ism• frtcuc-nda. 
Los ,oltajrs ,e 1traflc1n parami-trlumr nlc- l"omo x = V

1
(t)) 

J' = 1'1(1) . Si , es agudo, r ntoncn 

,t, =.w.n-•..l!!!. . ,_, 
dondC'J'.,. rs rl punto d r lnlrrsttc:ión con el eje y no nrgath·o y 
, ,_ rs r l ,aktr J' m6,:Jmo 1obr r la curva. 

1) Grafaqur la turv1 parami 1rin x = 111(() )' J' = Vp) para rl 
lnlenalo f"Sp«lfkado dr /. 

b) Ust la grifka pan (akular , rn grados. 

47 V1(t) • 3 sen (24(hrr). V:(1) • 4 sen (2-IOwr); 
os,so.01 

41 V1(r) • 6 sen(l20,rr), V?(,) • 5 ros (120m); 
os,so.02 

49 V1(1)""' 80 scn(60,rt), V!(,) - 70 ros (60,rt - ,r/J); 
Os, s0.0J5 

SO V1(t) • 163 sen (120,rr). V:(t) • 163 sen{l20,rr + ,r/4); 
os,so.02 

Ejtr. 5 1- 52: GraRqur 11 figura dt Un1jous rn t i ,isor rtttan• 
«ulardr 1- 1. 11 por 1- 1, 11 parad intr n ·alo up«lficado dr,. 

Sl f(t) • sen (6,rt), y(t) • ros (5,rt); os, :5i 2 

S2 , (r) - sen (41). _,·(t) - Kn (Jr + ,r/6): O S. , S 6..S 
S3 Un drculo C de radio b gira en el cx1cnor de la c1rcunfcren­

cui :r +,.:=ti-y b <" Sea Pun punlo ÍIJOCn Cysca la 

10., curvas pl,Nis y ttu«k>nei p1r.1mttrkH 761 

posición mteial de P A(o, O). como se ,·e m U figun S1 el 
p,sráme1ro t es d ,n&ulo drsdc d CJC .x pos111vo al segmcn10 
de recta que , a de O al centro de C, demuestre que las ecua­
ciones pan1mé1ncas paro la cun,a trv.ada por P (una q,icl­
cloi<k} son 

(
a+ b) 

.1 - (o+ b)cost- be-Olí - b- t . 

(
a+ b) l'•(o+b)scnr-bscn -.-,: Os ,s 2fl' 

EJER□CIOSJ 

S4 S1 el circulo Cdcl CJcrcic10 53 gira en el 1n1cnordcl segundo 
círculo (\"Ca 1:,. figur:1). (ntonce, !:acuna trv...ada por Pes uru 
h,poc-kloick 

a) Demuestre que las ccuoc1one:s panimt'lncas pani csu 
CUl'\3. son 

(
a - b) 

f • (u - b) cm , + b cos -.-, . 

(
a - b) r - (a - b) sen, - b sen -b-t , O s. t s 2,r 

b) S1b=¼u.dcmUC"Strequcf=ucos1 1., =oscn',ytracc 
la gráfica 

EJERCICIOS-4 
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SS S1 lt :::: ½u en d cJcrc1cK> 53. cncucn1re ccuacwnn paramétn­
cas para la quc,cloidc y trace la gráfica 

.56 El nid,o del circulo 8 n un letelO del que lltnc el c:lrculo A 
t,Cuán1as l'C\ohlc1ones hari el círeulo B cuando ruede 11lrc­
dedor dcl elrculoA lw12 llegar 2 su punto de JW1,<b., (Sug,­

rrnelo USC el CJCr'CICIO SS.) 

t:Jc-r. 57-60: Craflqut la cun·a. 

O SI S2tt 

58 .r • 8 ~ , - 2 ros 4,. 
v • 8.scn,-2 ,en 4t; Os, slw 

59 .x • 31 - 2 sen,. , • 3 - 2 CM,. -8 s, s 8 

60 .r • 2J - 3 sen,. \ • 2 - _1 cos ,, -8 s, s 8 

Ejer. 6 1-64: Gnfiqut las tunas dadas t n el mbn10 plano dt 
C'OOrdf'HdH y dntribl 11 forma df' 11 figura rn ulllnlf. 

61 C1: x • 2,;cn31. )· • Jcoslr. - n/2s,s .,,/2 

C::x • }cos, +t l' • ¾scnt + !: 
CJ: :r•¾c<»1 - ;, \ •¾!>ent+ ;: 

C~:x•icos,. 

C,:,r • ¼ cos ,. 

J • ¼ !1,Cft l ; 

\· • ~§tnt+t 

Os, s2w 

Os,s2,r 

OSI S 2tr 

tr StS2tr 

62 C1:t• ros,+ l. \·•K"nt-1: 

63 e,: , • tan t. l ª 1 lan I; 

C:: .r• l +tant, J • 3-3tanr. 

-.,,¡2s,s .,,.¡2 

- .,,/2s,s.,,¡2 

- w/ 4 SIS w/ 4 

Os t s w/ 4 

Os Is .,,.¡4 

OS, S w/4 

64 e,:, • 1 + cos /, J • 1 + M:nr. w/3 s, s 2w 

Os Is tr/ 4 

Coordenadas polares 
En un sistema de coordenadas rccumgularcs, el par ordenado (u, b) denota el pumo 
cuyas disiancias dingidas desde los CJCS x y _11 son b y u. respcc1wamcntc. 01ro 
método paro representar puntos es usar coordt•nadt,s polares. ComcnLamos con un 
punto fiJo O (el o rigen, o polo) y una semirrecta dirigida (el tje polar) con punto 
extremo O. A continuación, consideramos cualquier punto P en el plano difercn1c 
de O. s,. como se ilustra en la figura 1. r • ~O. P)y 8 denota la medida de cual­
quier ángulo detemunado por el CJe polar y OP, en1onces r y 8 son coordenadas 
polares de P y los símbolos (r. 8) o Pf,r. 9) se usan para denotar P. Como de cos­
tumbre, 8 se considera pos1t1\o s1 el angulo es generado por una rotación del CJC 
polar en senlido contrario a l giro de las agujas de un reloj y negatho s i la roioción 
es en el sentido de las manecillas del reloj. Se pueden usar medidas en radianes o 
en grados para 8. 

FIGURA1 

/ 

o-----------
Polo E,c polar 
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LM coordenadas polares de un punio no son úmcas. Por ejemplo, (3. 1r14). (3. 
9rr 4) y (3. - 7rr 4) representan tcxlas el mismo punto (,ea In figura 2). También 
consideramos que res negativa En este caso. en lugar de medir rrl unidades a 
lo largo del lado tennmal del ángulo 6. medimos a lo largo de In semirrecta con 
punto cx1rcmo O que tiene dirección o¡me.sw a la del lado tcnninal Los punios 
corrcspondtcntcs a los pares ( - 3. 5rr '4) y ( - 3. - 3rr 4) se locahz.an también en 
la figura 2. 

r, • ,., p \ I' \ . 
,( 

y! 
o ' o o 

Acordamos que el polo O tiene coordenadas polares (O. 8) para e11alq11ier 8 Una 
asignación de pares ordenados de la fonna (r. 6) a punlos en un plano es un slslcma 
de coordenadas polart-s y el plano es un plano ,6. 

A continuación, sup<.-rponcmos un plano tJ sobre un plano r6 de modo que el eje 
x pos11ivo coincida Cón el CJC polar. A cualquier punto P en el plal)o se le pueden 
as1gnnr entonces coordenadas rccumgularcs (x.y) o coordenadas polares (r. O}. Si 
r > O.tenemos una situación scmcJan1c a la que se ilustra en la figura 3a): sir < O, 
tenemos la que se muestra en el ulC1SO b) de la figura En la figura Jb). para fines 
postcrion.-s. también hemos localizado el punto P'. que tiene coordenadas polares 
(1'1. 6) y coordenadas rectangulares (-x. -y) 

flGl A 

1} r > O 

o 

'". Pt 

b) r < O 

Pt,. 
1, 1 

o 
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El s1gu1en1c rcsuhado especifica rclac1oncs en1rc (x. , ·) y (r. O). donde se supone 
que el CJe '"pos1l1\o comc,dc con el CJe polar. 

RelacionH entre coordenadas Las coordenadas rectangulares (.x, y) y bs coordenadas polares (r. O) de un punto 
rec:bngulares y poh1rH P se relacionan como sigue: 

flGUU. 4 

DEMOSTRACIONES 

1) t • rco!lo8. )'• rscn8 

l) , i• x 2 +y:. tan(J - 1- six,'O 

" 

1) Aun cuando hemos rcprcscn1ado 8 como un :i.ngulo agudo en la figura 3. el 
análisis que sigue es váhdo para todos los 3ngulos, 

S1 r > O.como en la figura 3a), entonces cos O - xlr "I sen O - r r y. por lo 
l::mto, 

x - rcos9. y - rscnO 

S1 r < O. e1uonccs lr1 - -r. y en la figura 3b) vemos que 

cos9•~-~-.:!. sen8•~-=1.L lrl -r r . lrl -r r 

La mult1pllcación por r nos da la relación J y, por lo tanto. estas fónnulas se 
cumplen sir es pos1tl\'3 o negativa. 

S1 r - O, entonces el punto es el polo y otra ,cz \.CnlOS que las fónnulas en 
1) son 1,erdaderas. 

l ) Las fónnulas de la relación 2 se obtienen fic1lmente de la figura 3a). Por el 
teorema de P1tágoras. r + ,.: = r. Oc la definición de las funciones tngir 
nométricas de cualquier ángulo. tan O - y x (si x 1- O). Si x • O. entonces 
8 • (ff'2) + Trn para algún entero n, • 

Podemos usar el resultado prcccden1c para cambiar de un sistema a otro de coor• 
denadas. 

IJWlii:ii Cambio de coordenadu polarH 
a coordenadas rectangulares 

S1 (r. 9) - (4. 7fl''6) son coordenadas polares de un punto P. encuentre las eoordc• 
nWs rectangulares de P. 

SOLUCIÓN El punto Pcst:i trazado en l:i figuro 4 Sustiluycndor - 4 y 9 - 7fl' 6 

, en la relación I del resollado anterior, obtenemos lo siguien1c· 

x - reos O - 4 cos(7,./6) - 4(-VJ/2) - -2V3 
) - r sen O - 4 scn(7,./6) - 4(- 1/2) - - 2 

En consccucncia. lascoordcnad.1s tce1"llii,'Ularcs de P son (r,y) • (-2 V3. -2}, • 
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Confirmemos los resultados del CJetnplo I en una calculadorn graficadora. 

Usamos el comando ··dada polar e1ecu1a x·•. 

•-0•□ 1 

••GJ•ffi (EHTER ) 
La segunda en1rada, -2Víl). confirma 
que el \.alor x es correcto. Ahora us.amos el 
comando ""dada polar-ejecuta y·· 

•-0•□1 
•• GJ 6 ffi ( ENTER) 

IJlmii:al Cambio de coordenadas rectan1ulares a coordenadas polares 

S1 (x, J) - { - 1, \IJ) son coordenadas rectangulares de un punto P, encuentre tres 
pares diferentes de coordenadas polares (r. 0) paro P. 

b) <) 

/ 1 p, 1 

SOLUCIÓN En la figura Sa)--c) se ilustran tres pos1b1hdadcs para O. S1 usamos.r -
- 1 y .l' - V3 en la relación 2 entre coordenadas rectangulares y polares. obtenemos 

, , • , , + .,, • (-1)' + (v3)' • 4. 

y como res pos1l1\0 en la figura Sa). r - 2. Usando 

tan o • L • y'j • - v3. 
' -1 

\ 'COK>S que el ángulo de referencia para 8 es 8._ • -,,/3, y entonces 

" 2,, 0• 1r-3 • 3 

(com,mía) 
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Conversión 
rectangular a polar 

FIGURA6 

FIGURA7 

• I 

/,. 
/ 

o 

/ 

A.si. (2. 21'1' 3) es un par de coordenadas polares para P. 
Al consultar la figura 5b) y los valores obtenidos para P en la figura 5a). obte• 

nemos 

r • 2 

En consecuencia, (2, 81'1'/3) es 01ro par de coordenadas polares para P. 
En la figura Se). O - - 1'1''3. En este ca.so usamos r - - 2 para obtener 

( -2. -1'1'/3) como 1crccr par de coordenadas polares para P. • 

Confinnamos el pnmcr rcsullado del CJcmplo 2 en una calculadora graficadora. 

Usamos el comando ··dada rectangular-cJccular r". 

A conttnuaci6n. usamos el comando 
"ºdada rcctangular---cjccutar O" 

a CD -1 0 
--3Q)(D(ENTER) 

rara "crcl Ultimo resullado en grados. cambiamos 
el modo de radianes a modo de grados. 

(~)0@0(ENTER ) 

--- (ENTER) 

modo 
de radianes 

modo 
de grado, 

Una ecuación polar es una ecuación con r y 9. Una solución de una ecuación 
polar es un par ordenado (a, b) que lle\'a a una igualdad s i a es susrnuida por r y b 
por 9. La grAfica de una ecuación polar es el conJunto de todos los puntos (en un 
plano r6) que corresponden a las soluciones. 

Las ecuaciones polares más sencillas son r • a y (J • a. donde a es un nUmero 
real difcrcnle de cero. Como las soluciones de la ecuación polar r - a son de la 
fonna (a, O) para cuc,lqmer angulo O, se deduce que la gráfica es una circunferencia 
de radio al con centro en el polo. Una grifica para o > O cs1a trazada en la figura 
6. La misma gráfica se obtiene parar • -a. 

Las soluciones de la ecuación polar O - a son de la forma (r, a) para cualquier 
nUmero real r. Como la coordenada a (el angulo) es constante. la gráfica de O - a es 
una recta que pasa por el ongen. como se "c en la figura 7 para un ángulo agudo"· 

Podemos usar las relaciones entre coordenadas rcc1angulares y polares para 
1ra11sfonnar una ecuación polar en una ecuación con 1' y y, y viceversa. Esle procc­
d1mien10 se ilustra en los tres eJemplos siguientes. 

iJ™ Encontrar una ecuación polar de una recta 

Encuentre un3 ecuación polar de una recta arbitraria. 

SOLUCIÓN Toda recia en un plano de coordenadas xy es la gráfica de una 
ecuación lineal que se puede escribir en la fonna ax + by - c. Usando las ÍÓr• 
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mulas x - r cos 8 y \ - ,.. sen 8 tendremos las s1guien1es ecu:icioncs polares 
eqm\ialentes: 

t1reo<; O+ brscnO • e 

r(t1ccx 8 + bsen(J) - e 

$1 a cos 6 + h sen O + O, la tillmu ecuación se puede escnb1r como sigue 

llCOS (J + bsen(J 

DWW:D Cambio de unaecuacióncon.1ty1•a ecuación polar 

Encuen1re una ecuación polar para la hipérbola r - .l,:, - 16 

SOLUCIOH Usando las íónnulasx - reos O y_,. - rscn 9.obtcnemos las sigu1C11• 
tes ecuaciones polares: 

(reos (J)? - (rsenW - 16 

r ! CO'-! (J - r? !>efr(J = 16 

r2(cos? (J - sen! i1) - 16 

r 2 cos28• 16 

,..1= ~ 
cos 29 

1 k Joblc 

La d1v1sión entrecos 28 es pennis1ble porquecos28 + O (Note que si cos 28 - O, 
entonces r cos 20 + 16.) También podemos cscnbir la ecuación polar como 
r - 16scc26 

Pil'iat•O Cambio de una ecuación polaraun,1 ecuación COR.!fYJ' 

Encucnlre una ecuación conx y y que lenga la m1snu gr.ifica que la ecuación p0lar 
r - a sen O. con a + O. Trace la gráfica, 

SOLUCIÓN Una fórmula que relaciona sen O y) está dada por r ... r sen O Para 
mtroduc1r la expresión r sen O en la ccuac16n r - a sen O. multiplicamos ambos 
lados por r y 1cndrcmos 

r 2 arsen8 

A con1muaci6n, s1 sust1tu1mos r + J.l por r y _r por r sen 8. 13 úh1rna ecuación se 
com1ene en 

r+,,J - m,. 
r+,l.:- -«r - o 

$1 completamos el cuadrado en y 1cndrcmos 

En el plano xr. la gráfica de la úh1ma ecuación es una circunferencia con ccnlro 
(O. a"2) y radio " '2, como se ilustra en la figura 8 para el caso a > O (la c1rcunfc­
rcncia de linea continua) y,, < O (la c1rcunfcrcncia de linea discon1111ua) 
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flGU\.lAt 

flG.UUlO 

Grafica de una 
Kuaclón pola r 

r • 111.:l~ H 

u > O 

(2V2, i 

[2.¡; 

Usando el nusmo método que en e l ejemplo prcccdcnte. podemos demostrar 
que la gráfica de r - a cos O, con a + O. es un circulo de r.Kho a 1 del tipo 1lus• 
trado en la figura 9 

En los siguientes ejemplos obtenemos las grificas de ecuaciones polares 
mediante la localiuieión de puntos y el examen de la relación entre mtef'\alos 8 e 
mtef'\•alos r. A medida que usted a\'ancc en esta sección. debe tratar de reconocer 
fonnas de las ecuaciones polares para que pueda trazar sus gráficas con sólo loca• 
hzar algunos puntos. s1 acaso. 

Qli'liJl•f·I Truo de la grjfica d~ una ecuación polar 

Trace la gclfica de la ecuación polar r - 4 sen O. 

SOLUCIÓN La demos1rac1ón de que la gráfica de r - 4 sen 8 es una circuníercncia 
se dio en el CJemplo S. La s1guien1c tabla muestra algunas soluciones de la CCU3· 

c16n. Hemos incluido una tercera fila en la tabla que contiene aprox1mac1oncs ar 
de una posición decimal. 

• o " " " " 2,, J,, 5,, 

6 4 J 2 3 4 6 " 
r o 2 2V2 2VJ 4 2VJ 2V2 2 o 

r(apro,:.) o 2 2.8 3.5 4 J.5 2.8 2 o 

Como ayuda para localizar puntos en el plnno r6 que :,e mu~tra en la figura 
10. hemos prolongado e l eJe polar en la d irección negativa e introducido una recta 
,cnical que pasa por el polo {esta recta es la gráfica de la ecuación 8 - 1r/2). Otros 
punlos ad1cion3les que se obtienen al \.llriar 8 de 1t a 21r se encucn1ran en el nusmo 
círculo. Por CJCmplo. la solución (- 2. 7-rr 6) nos da el mismo punto que (2. -rr,6); 
el punio correspondiente a (-2Vi. 5-rr 4) es el nusmo que se obtuvo a partir de 
(2VÍ, 1t 4): etcétera. Sí 8 aumen1a a través de todos los números reales, ob1cncmos 
los nusmos puntos una y otra \.C-.t debido a ta pcnod1c1dad de la fonción seno. ■ 

Ahora examinaremos algunas funciones de coordenada~ polares en una calculadora grafi• 
cadora. usando,. - 4 sen 9 del CJCmplo 6 

c..mbl.l, a modo~•-
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Hac:uuMHi¡n~d6nr. ®-1@!l(xr,11:)CO P14'tl P'l+'::2: , .. u 
, ,.. , B4sin(6) 
, r2:= 
'f')S 
, ,.. .. = 
, rs= 
, r,= 

rijarn loresch!ttnt,ana. Usaremos Omín - O a Omix - 1T porque es10 nos da el círculo. Para Os1ep, usaremos O.OS. 

Graficu la función. 

Trazar la 1r.1fic1 
(modo rectana:ular). 

[ulu,u la func:ión ¡Mnl 

1=2. 

Cambiar• coorch!nadas 
poi. .... 

Un , ·alor más pcque:iio. como 0.01. hace más lcn10 el proceso de graficac1ón. y un ,alor más 
grande. como O.S, produce una figura más burda. 

(WlNOOW) o0aa0 
.. 0 _., 0" 0 1 0 
- 1 0•0 1 

Ahora introducimos el modo trace (trazar) y usamos ledas del cursor para mO\ cmos alrcde4 

dor del círculo. Note que la calculadora muestra los 'valores O, X y Y . 

• l3!!IID [D 2 ( ENTTR) 

--0(ENTER) 

(rontm1iu) 
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Tnzwlllv41fK.a 
(modo polw). 

Cru, una tabla. 

Ahora gr:ificamos y Ir.izamos el circulo otra .,cz. Note que la calcul3.dora muestra los valores 
de R y9 

(GRAPH) (TRACE) (0 y G)) 

A con1muaci6n examm:lmos la tabla de ,alorcs. poniendo TolSw.n en O yATbl en TT 12 

--o@aaGJ ,2 

Ahora comparamos los valores de las tablas con los obu~n1dos en el CJemplo 6. 

B ,~, 
0
u 11 

. 
l •n> 

!UJI ' .7H'I 2121'1 
U'l72 !•;:~J ll" t1í! )11)7 

l"'"' 
' 

IH'I 

~ 1.tJU • 
:s~. 141 

l)jj•tai•U Trazo de la grjficade una ecuación polar 

Trace la gráfica de la ecuación polar r - 2 + 2 cos 8. 

SOLUCIOH Como la función coseno d1sminu)'e de I a -1 cuando (J varia de O 
a TT, se deduce que r d1smmu)'·e de 4 a O en esle inlervalo de (J. La siguiente tabla 
prescma algunas soluciones de r - 2 + 2 cos 6,Jun10 con aproximaciones ar con 
un lugar decimal. 

• o " " " " 2,, 3 ,, 5,, 
6 4 3 2 3 4 6 " 

' 4 2 + V3 2 + V2 3 2 1 2- V2 2- V3 o 
r(apro,i:.) 4 3.7 3.4 3 2 1 06 03 o 

Tnuar puntos en un plano r6 llevu a la m113d superior de la gclfica lra7.ada en la 
figura 11. (Hemos empicado ~pc-1 milimétrico para gralicar coordenadas polares. 
que muestra lineas que pasan por O a vanos :.\ngulos y c1rcunfcrcnc1as concénlncas 
con centros en el polo.) 
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Si 6 aumenta de 7f a 27f, cmonccs cos 6 aumenta de - 1 a I y en consecuencia 
r aumenta de O a 4. Locali1..ar puntos para 7f s O s 27f nos da la m11ad mícrior de 
la gráfica. 

Puede obtenerse la misma gr.ifica si se toman otros mlcrvalos de longitud 21r 
para 6. 

Ul gráfica en íonna de corazón del eJemplo 7 es un cardioidc. En general, la 
gráfica de cualquiera de las ecuaciones polares de la figura 12, con a ., O, es un 
card1oide. 

(1 ♦ Ífl 

(a.O) 

(U,'1'1') 

Si a y b no son cero. entonces las gráficas de las siguientes ccuac,oncs polares 
son lima~onrs (caracoles) 

r - a + bcos6 r - a + bscn6 

Note que los hm~ons especiales en los que a - lb! son card101des. 
Usar el mlcnalo 6 (O. l11) {o {-'ff, 'ffj) suele scrsufie,cntc para graficarecuac10-

ncs pollllcs, Para ecuaciones con gráficas mis complcJas. a menudo es útil graficar 
con submtcrvalos de [O. 21f) que cs1án dc1cmunados por los valores de 6 que hacen 
que r - O: es decir. los valortt polarrs, Dcmoslrarcmos esta técnica en el s1gu1cntc 
ejemplo. 
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FIGU A U.llt.LU:1i Tr•zo de la grJifiu de una ec.uaclón polar 

Trace la gráfica de la ecuación polar r - 2 + 4 cos 8. 

SOLUCION Primero encon1rnmos los valon..--s polares rcsoh 1cndo la CCU3C1ón r - O: 

2+4cos8 "" 0 

rose • -! 
2,r 4,r 

B • 3·3 
""'' 

A con1muación creamos una tabla de valores (J de: O a 21r usando subin1ervalos 
de1enmnados por los ángulos cuadranl!lles y los valores polares. Los números de 
fila en el lado izquierdo corresponden a los nUmcros en la figura 13, 

• '°'. , ro, • r=1 +4cMB 

1) o •w/2 1 •O •-o 6 •2 

l l ff/2 •2w/3 o •-1/2 o •-2 2 •O 

3) 2w/3 ' ff -1/2 •-1 -2--4 o •-2 ,, ff •.tw/3 -1 •-1/2 - 4 •-2 -2 •O 

5) 4,r/J ,1,r/2 -1/2 •O -2 •O o •2 

6) 3,r/2-2,r 0-1 o-• 2-6 

Usted debe verificar las cn1radas de la 1abla con la figura. en especial In de las 
filas 3 y 4 (en las que el valor de res ncga1ivo), La gráfica se llama hma~n con un 
lazo mlenor. 

La s1gu1en1c tabla resume las cuatro categorías de hma~ones. con base en la 
relación entre o y b en las ecuaciones generales citadas. 

llm~onu • :1: bcos B.• :t:bHnt(a >O,l>OJ 

L1m~ i.,._. i.,._. 
Nombn- con un lazo m1cn0f" Canhotde con un rizo corwcxo 

CondK'tml 
a 
b < t 

a 
¡; ª 1 

a 
1 <-¡;<2 

a 
b 2! 2 

c...u; ... 

ir -13- & e ••p•dfino 

•::Cuación ....,,fin, r•2+4ros8 r • 4+4ros8 r•6+4ros8 r • 8+4ros8 
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10.1 Coofótnadn pcurr1, n 3 

IJii!Di:l;i Trazo de la grifica de una ecuación polar 

Trace la gráfica de la ecuación polar r - a sen 29 para" > O 

SOLUCIÓN La tabla s1gu1cntc contiene mtervalos de 8 )' los correspondientes 
valores der. Los nümcros de fila en el lado i1qu1erdo corTC"Spondcn a los nümcros 
de la figura 14. 

8 28 se-ale r • OSll'nle 

1) 0-11/-' 0-.. ¡2 0 -1 o-u 
2) Tr/ 4 - .,,-/2 .,,,¡2-Tf 1- 0 a-o 
J ) .,¡2-3.,¡ 4 -rr-311/2 0- -1 o--u 
~) 3Tf/4-1r 3.,,-¡2_.,_2.,,. -1-0 -a •O 

S) " •5w/4 2 .. .5.,,¡2 o •I o •a 

6) 5w/4-3w/2 511/2-Jw 1-0 a-o 
7) J11/2-7w/4 3w-7w/2 0--1 o--u 
8) 7w/4-2w 711/2---4Tr - 1-0 -u-o 

U1ted debe \-enficar las entradas de la tabla con la figura. en especial las de las 
filas J. 4. 7 y 8 (en las que el \"alor de res negali\o), 

La gr.lfica del eJcmplo 9 es una rosa de cuatro hoj u . En general. una ecuación 
polar de ha forma 

r - ascn118 r - acos11fJ 

para cualquier cnu:ro posili.,.o" mayor que I y cualquier nümcro real a d1feren1c de 
cero tiene una gráfica que cs1á formada por vanas espiras que pasan por el origen. 
S1 n es par, hay 2n csp1ros. y si" es impar, hay n espiras. 

La gráfica de la ecuación polar r - a(J para cualquier número real a dtfc• 
rente de cero es una tsplral de A rq ufm edes. El caso a - 1 se considera en el 
s iguiente ejemplo. 

PO 1Ql•ilfi Trazo de la grifica de una espiral de Arquímedes 

Trace la gráfica de la ecuación polar r - 8 para 8 ~ O. 

SOLUCIÓN La gr:ifica cstd formada por todos los puntos que l1l'Tlen coordenadas 
polares de la fonna (c. e) para iodo número real e ~ O.Así, la gráfica con11cne los 
puntos (0. O). (1t'2. 11"'2). (1t. 1r). ctcc!1cra Cuando aumenta 8. r aume111a con la 
m isma rapidez. y la espiral se enrolla alrededor del origen en direcc ión con1r.1na al 
giro de las aguJas de un reloj. enuando el eje polar en O. 21r. 4,r-, .... corno se ilustro 
en la figura 1 S. 

S1 se pcrm11e que 9 sea ncga11, o. cn1onces cuando 9 d1sminu)'C a tra,és de los 
\"alorcs ncga11,os. la espiral resuhan1e se enrolla alrededor del ongen y es la ima• 
gen s1mé1r1ca, respt-ct<> al eJe , er11cal. de 13 cun-a trazada en la figura 15. 

S1 superponemos un plano ,rr sobre un plano rfJ. entonces la gráfica de una ecua­
ción polar puede ser s1métnca con respecto al CJC x (el eje polar). el CJC y ( la recta 
(J - 1t'2) o el origen {el polo). A lgunas s1metria.s típicas se ilustran en la figura 16. 
El siguiente resullado resume estas sunetrias. 
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flt,URA ~ Simctrl:n de grificas de CCUX'IOl1CS pol:tre<; 

a) Eje polar 

' " 

Pru~bas de simetría 

flGUltA17 

1,) Recta 8 • Tr/2 ,) Polo 

l) La gr:Hica de r • /(O) es s,méuica res.pecto al eje polar si 13 susutución de - 6 
por 8 lleva a una ecuación equivalente. 

2) La gráfica de r - /(8) es s1métr1ca respt.-cto a In recta \ert1cal O - 11/2 s1 la sus• 
lllución ya sea de a) TT - 6 por 6 o b) - rpor ry - O por O lleva a una ecuación 
cqu1\alcn1c. 

J) La gráfica de r - /(8) es simétnca ~pecio al polo si la susrnución ya sea de 
a).,,. + 8 por 8 o b) - r por r produce una ccuacíón cqu1valcn1c. 

Para 1lus1rar. como cos (- 8) - cos O. la gráfica de la ecuoción polar 
r - 2 + 4 cos (J en el ejemplo 8 es sunétrica respecto al eJe polar, por la prueba 1. 
Como sen (w - 6) - sen O. la gráfica del CJCmplo 6 es simétrica con respecto a la 
recia (J - 17''2. por la prueba 2. La gráfica de la rosa de cuatro hojas en el CJemplo 9 
es s1métnca respecto al CJC polar. la recta (J - 17'/2 y el polo. Pueden establecerse 
o tras pruebas de simetría. pero las que hemos mencionado es1án entre las más 
fáciles de aplicar 

A d1forencia de la gráfica de una ecuación con ..r y, .• la gráfica de una ecuación 
polar r - /(8) puede ser s1mé1t1ca respecto al CJC polar. 13 recta (J - --n/2 o el polo 
sin que sa1isíaga una de las pruebas precedentes de s1metria. Es10 es cierto debido 
a las numerosas fom,as d1ícrcntcs de especificar un punto en coor&..."nadas polares 

Otra d1fcrenc1a entre sistemas de coordenadas rectangulares y polan.-s es que los 
puntos de intersección de dos gráficas no siempre pueden cocon1rarsc resol\ iendo 
snnultáneamcntc ecuaciones polares. Para 1lus1rar. del CJCmplo 6. la gráfica de 
r - 4 sen (J es una circunferencia de diámetro 4 con centro en (2 . .,,. 2) (\Ca la 
figura 17.) Del mismo modo. la gráfica de r - 4 cos 8 es una circunfcrcnc1a de d,:í. 
metro 4 con cen1ro en (2. O) en el CJC polar. Al consul1ar la figura 17. "cmos que las 
coordenadas del punto de in1crsccción Pt,2\IÍ. 7T 4) en el pnmcrcuadrnnte sntisía• 
ccn ambas ecuaciones; no obstante. el origen O, que está en cada circunferencia. 
no .fe puede de1crnunar rcsoh 1cndo s1muh:íncamen1e las ecuac1oncs. Entonces. al 
buscar puntos de intersección de gráficas polares. a \.CCCS es nC(csano consultar 
las gráficas mismas. mlemás de rcsol,cr simultáncamcn1c las dos ecuaciones. 

Un método altemo consiste en usar ecuaciones diferentes (equ1valcntes) para las 
gn\ficns. Vea el eJcrcicio de análisis 12 al final del capitulo 



illiD Ejercicios 

1 t.Cuáles coordenadas polares representan el mismo pumo 
que (3, lTrJ)? 

• ) (3. 7• /3) b) (3. - • /3) e) (-3. ••/3) 

d) (3. -2• /3) e) (-3. -2• /3) f) (-3. - • /3) 

2 ¿Cuáles coordenadas polares represcman el mismo pumo 

25 2y • -.1. 

27 ,.: _ .-: .4 

29 ')' • -3 

31 (x - I )' + ,' • 1 

l0.1 CoordeM<ils polar~ ns 

26 y• 6.t· 

28 .cy • 8 

30 x:-y:.g 

32 (t+2f+\,:. 4 

que(4. - 1rl2)? 33 r+(v+W • 9 34 r+(J<- 1):• 1 

~) (4, 5.,,/2) b) (4 . 7Tr/2) e) (-4, -w/2) 35 (.x + 2): + (\' - ))! • 13 

d) (4, -5• /2) e) (-4. -3• /2) f) (-4. • /2) 36 (, - 3)' +(y+ 4)' • 25 

Ejtr. 3-8: Ca mblt IH coordtnadH poJarei • coordtnadH rtt-

langularn. 

3 •> (3. •/4) b) (-1.2w/3) 

4 •) (5, 5• /6) b) (- 6, 7w/3) 

5 •) (8, -2• /3) b) (-3. 5w/3) 

6 •) (4, -w/4) b) (-2. 7w/6) 

7 (6.arctanU 8 ( 10, =<OS (-})) 

[jtr. 9- 12: Camblt IH roordt'nadas r tttan1tulart'S • coordt-­
nad11 polaTH con r> O yo s 8 s 2•. 

9 ,) (- 1. 1) b) (-2\/'í. -2) 

10 a) (3\13. 3) 

11 ,) (7. -7V3) 

12 •> (- 2V2. - 2V2) 

b) (2. -2) 

b) (5. 5) 

b) (- 4,4V3) 

Ejtr. 13-36: t ncut'nlrc una K uad6n polarqut' l t'nga II miima 
grjflu qut la ttual'l6n ron x y J, 

1J X • -3 

15 \' • - 4 

17 X 1 + )': • 16 

19 v1 • 6.t 

14 J • 2 

16 .t • 5 

24 2v - -.\ + 4 

tjc-r. 37-60: Encut'nlrT una «u1clón ron :r y y qut' lt'ng_a la 
misma g,, r~ qut la tcu1d6n polar. Úsela para ayudar a tra­
zar la gríifiu rn un plano rf. 
37 rco~9•5 31 rsen8 •-2 

39 r • -Jcsc-6 

41 r • -5 

4l r -6sc-n8 • 0 

4S 8 • 1r/4 

44 r -6 ros 8 • 0 

46 8 • 2.,,¡3 

47 ,:(4 sen: 8 - 9 oosJ (/J • 36 

48 ,:(oos: (J + 4 sen:8) • 16 

49 rl scn1iJ• 4 

53 r(scn 8 -2oos8) • 6 

S4 r(3 cm 8 - 4 ~n 8) • 12 

SS r(scn8+ rCO!l1 8) • 1 

S6 r(rliCnZ(J - ros 8) • 3 

S7 r•8sc.n8 -2ros 8 

SS r • 2C0§ 8 - 4SC:n8 

S9 r • tan8 

60 r • 6COI(; 

SO , ' sen 28 • - 10 

Ejtr. 61-94: Trau la grif1u d, la N'u•rlón pol•r. 

61 r-=5 62 r=-2 

63 8 • - Tr/ 6 

6S r•Jros 8 

67 r• 4 ros 8 +2sen 8 

69 r .,, 4(1 - SC:n 6) 

n , - -6(1 + cos s) 

64 8 • Tr/4 

66 r•-2sc-n9 

63 r•6cos8-2scn9 

70 r=3(1 +eCKB'} 

72 r • 2(1 +.scn9) 
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75 , - v'3-2.sen8 

81 r • 8 cos 38 

8J r•3sen'18 

85 , : • 4 cos 28 
(lcmm..c:w.a) 

u , -2•.1.i:.o 
(espiral) 

89 r • 28.8.t.0 

93 r•2+2s«8 
(ronooodc) 

74 r• I +leos 8 

76 r • 2v'3-4ros8 

78 r•5+3scn8 

80 r•-3scc8 

12 r • 2scn 4 8 

84 r • 8 00§ 58 

86 rJ•-16,;cn28 

u , - r•.e.i:.o 
(cs-pm•.1 k)g.uitm,ca) 

90 ,e- 1.8>0 
(up,nil) 

92 r • -.i cos: (8/2) 

94 r• l -nc8 

9S S1 P1(r1, 8,) y P1(rr 81) son puntos en un pl.ino riJ, use .la ley 
de los clKCI\OS pan. dcmostr:ar que 

(d(P1, P?)f • rf + r! - 2r1r: ros (B.! - 81} 

96 Demuestre que la ¡váfica de cada ccU3ctón es una c1rcunfc. 
rcnc1a, y cncucmrc su cen1ro y radio 

a) r=uscn8,a*O b) r =bcos8.b,1,0 

e) ,= a$Cn8 + h.a :t.Oyh ,:/;.O 

Ejtr. 97- 98: Consullt ti tjtrddo 85 dt I• tt«ión 6.6. Supong• 
que una Hlad6n de radio lltne dos lorrn de lra1mnlsi611 ubl­
udas I lo largo dt una reda nortt'-sur) qut lu lorrn ndn 
u-paradas por una dislanc-111 dt ½,\. donde J. H la lon1t11ud de 
onda dt la sdal de transmisión de la n 1acl0a. t:nconcts la 
intensidad/ de la sc-ñal en la dirttdón 8 puedt txprnarse con 
la ecuación dada. dondt I , n la mblma Intensidad de la R ftal. 

a) Gnnqur / usando C'oordtnadlll.!i polares ron t, = 5 pua 8 
e 10.2/J,J. 

b) Dtlrrminr Ju dirtl'clon(jl en lu que la stftal de radio lirne 
intensidad mbfma y mlnima. 

91 I • Ílo(l + cos (1r ~n 8)] 

98 I • !t0 (l + ros (wi.cn 18)) 

Ejrr. 99-100: Gnifique la ttuadón polar para los ,alom lndl• 
udos dt 8 y u.w la gr,nu para dttc-rmlnar slmttrlas. 

99 r • 2scn19tan1 ft. -•/3::si8::si1t/3 

4 
100 r • 

1 
+ sen: 

8
• O s 6 s 2 w 

Ejtr. 10 1- 102: Gnfü¡ut IH«uaclonn polam1obretl mismo 
plano dt coordenadu y estime los puntos dt lnlenttd6n de 
l:11 grificu. 

101 r • 8 ('(» 36. r • 4 - 2.5 CO!l 9 

102 r - 2 scnllJ, r • ~(8 + cosl 8) 

.. 
Ecuaciones polares 

de cónicas 

El siguiente teorema combina las definiciones de parábola, ehpsc e hipérbola en 
una descnpción unificada de las secciom.-s cónicas. La constante e en el enunciado 
del teore ma es la ncen lrlcldad de la cÓtuca, El punto Fes el foco de la cónica y 
la recia I es una direclriz. Las posibles posiciones de F y I están ilumadas en la 
figura l. 

PIGURA1 

~ (! 

l
p ---------

' ' • 
oro 



TiH>rema sobre: c6nius 

FIGURA2 

F 

, _ J_,_ 
l + rcM9 

10.6 ECuK!onesj)WrMdeconlcaS nJ 

Sea Fun punto ÍIJO y/ una recta ÍIJll en un plano. El conJUnto de todos los puntos P 
en el plano mies que la razón tX,P. f)l~P. Q) es una constan1c pos1h\a e con 
tk_P. Q) la dtStanc1a de P a /, es una sección cómca. La cónica es una parábola si 
r - l, una chpsc si O < t' < 1 y una hipérbola sir > l 

PRUEBA S1 e - l. cn1onces ,/(P. F) - ,/f,P. Q) y. por dclimc16n. la cómca resul­
tanle es una parábola con foco F y d1rcctnz l . 

Suponga a continuación que O < ,: < 1. Es con\cnicnte introducir un sis1ema 
de coordenadas polares en el plano con F como el polo y / perpendicular al eje 
polar en el punto J:X,d, O). con d > O, como se 1lus1ra en la figura 2. S1 P(r. 8) es 
un punto en el plano tal que d(P. f)ld(P. Q) - e < l. entonces P se encucnira a la 
1.iqu1crda de l. Sea C la pro)'ccción de P sobre el eje polar, Como 

,J(P, 1-) - r dl,P. Q). - ti - rcos8. 

se deduce que P sa11sfacc la condición del teorema si y sólo s1 lo siguiente es \Cr­
dadcro: , ----, 

ti - reos O 

r • dc--ucos9 

r(I +l'cosO) - dc-

r s --'1-' -
1 +t"COS8 

Las nusmas ecuaciones se obtienen s1 e - 1. pero no hay punto (r. 8) sobre la grñ­
lica s1 1 + cos8 - o. 

Una ecuación con x y y correspond1cn1c ar - de - er cos (Je~ 

~ • dt'-l':r. 

Elc\iar al c::uadrado ambos lados y reacomodar 1ém11nos IIC\ia a 

() - r,_r + ldc!x + _l ,2 - J!e! 

Al completar el cu3drado y s1mphficar, obtenemos 

( ~ + 1 ~,) ) : + 1 ~el = (J ~~! ) l 

Por último. dividiendo ambos lados entre ü-t?.'(I - éf nos da una ecu3c1ón de la 
forma 

~ - h)' , , 
--+-- 1 ,,: bl 

con h • - # '( 1 - e1). En consecuencia. la gráfica es una chpse con centro en el 
pun10 (h, O) sobre el CJe x y con 

Como 

ob!enemos r - d4? ·( 1 - r') y. por lo tan 10. ¡,,¡ = , .. Es10 demucslra que Fes un foco 
de la ehpsc. También se t1CT1c que~ - c:a. Una dcmos1ración similar se puede dar 
para el caso e > 1. • 
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FIGURA,. 

(_l ►---------r-/: Pf.r. 11 ) 
, ' , ' 

Df,d. 1f).----- _ __,,_,'\_._• ~ :..._ ___ 

F C 

-"'--1 - t l •ó ... U 

Teorema sobre ecuaciones 
poi.ares de cónicas 

También podemos dcmoslrar que toda cónica que no sea degenerada puede dcs­
cnb,rse por medio del enunciado del 1corema sobre cónicas. Es10 nos da una fonnu­
lación de secciones cónicas que es equl\alente a la empleada previamenle Como 
el teorema mcluye los tres tipos de cónicas. a veces se considera corno dcfin1c16n 
de las secciones cónicas. 

S1 hubiéramos escogido el foco Fa la tlerFCha de la dutttnz. como se , e en la 
figura 3 (con d > 0). entonces hubiera resultado la ecuación r • tk-( 1 - ecos U). 
(Note el signo menos 1..·n lugar di!! signo más.) Ocurren 01ros cambios de signo si 
e/ es ncgmiva. 

S1 hubiérnmos 1omado f JNJrafei,, al eje polar a lra'-'és uno de los puntos (d. 1r/2) 
o (d. 31r/2), como se ilustra en la figura 4. entonces las ecuaciones correspondientes 
habrian contenido sen 8 en lugar de cos 8 

FIGVRA4 

•> 

El siguiente teorema resume nuestra exposición. 

Una ecuación polar que 11cne una de las cuatro fonnas 

"' d, 
r=---

1 :: t'COS 6 
o ,----

1 :: t'SCn8 

es una sección cónica La cónica es una parábola si t' • 1, una elipse si O< e < 1 
o una h1pécbola s1 ~ > 1. 

l!O'jij#•II Tr.zo de la gr.fifica de una ecuación polar de una elipse 

Trace la gráfica de la ccu:1ción polar 

10 ,----. 
3+2cos6 

SOLUCtÓN Primero di\ 1dimos entre 3 el numerador y el dcnonunador de la frac­
c,ón paro ob1cncr el ténmno constanle I del dcnommador: 

'º T 
r - 1 +icosO 

, 
Esto. ecuación tiene una de las fonnas del teorema precedente. con e - 1. Entonces. 
la ¡;ráfica es una elipse con foco F en el polo y CJC mayor a lo largo del CJe polar. 
Encon1mmos lospun1oscxtrcmos del eje ffill)'Orcon O - O y 8 - 7T. Es10 nos da los 
puntos 1'(2, 0) y V\10, 7T). Por lo tanto. 

2a - ~v·.v» - 12.oa • 6 
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2 + hent, 

)().6 Ec~pohrescltcon1co1~ 779 

El cen1ro de la ehpsc es el pun10 medio (4, 1r) del segmento V'V. Usando el hecho 
de que" - ciu. ob1cncmos 

e - a, - 6(t) - 4. 
Por lo tan10. Ir - tr - ~ - 6? - 41 

- 36 - 16 - 20. 

Uii!Li.1:11 Tr.u:ode la grfifica de una ecuación polar de una hl~rbola 

Troce la gní.fica de la ecuación polar 

, ___ 1_0 __ 

2+3sen8 

SOLUCIÓN Para expresar la ecuación en la forma apropiada. d1v1d1mos entre 2 el 
numerador y el denominador de la fracción. 

5 
r - 1+ { sen8 

Así. t! • ¾ y, por el teorema sobre ecuaciones polares de cónicas. la gráfica es una 
hipérbola-con un foco en el polo. La expresión sen 8 nos dice que el CJC 1.r:ulS\cr• 
sal de l:1 hipérbola es perpendicular al CJC polar. Para encontrar los véniccs. sea 
O - Trl2 y fJ - J7rf2 en la ecuación dada. F..sto nos da los puntos 1'(2. 1tl2) y 
l"(- 10. 3-:r 2). F..n consccuenc1a, 

2" .,.'~V. V')- 8oa - 4 

Los puntos (5. O) y (5. Tr) sobre la gr.ifica se pueden usarparn 1razar la rama infcnor 
de 13 hipérbola. La rama supcnor se obtiene por snnctria. como se , e en la figura 6. 
Si deseamos m3S precisión o más infonnación. calculamos 

e- a, - -'(f) - 6 

Ir - e' - a' - 6' - 4' - 36 - 16 - 20 

Las asíntotas se pueden constnm cn1onccs como de costumbre. 

Uli:Jii:D Truode la grfifiu de una ecuación polar de una p1rjbola 

Trace la gráfica de la ecuación poi.ar 

15 , ----
4 - 4cos8 

SOLUCIÓN Para ob1cner la fonna apropiada. d1v1dimos el numerador y el dcno­
mnudor entre 4: 

" r • __l__ 
l - cos9 

(co111i111ia) 
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FIGURA7 En consecuencia. e - 1 y. por el teorema sobre ecuaciones polares de cónicas. la 
gráfica es una parábola con foco en el polo. Podemos trazar la gráfica localizando 
los puntos que corresponden a los Angulos cuadrantales indicados en la s1gu1cnte 
tabla. 

no definido 

" 2 

" .-

3,. 

T 

Tenga en cuenta que no hay punto sobre la gráfica que corresponda a 8 - O. por~ 
que el denominador 1 - cos (J es O para ese valor. Localizando los tres puntos y 
usando el hecho de que la gráfica es una parábola con foco en el polo. ob1enemos 
el trazo de la figura 7. 

S1 deseamos sólo un trazo aproximado de una cónica. en1onccs se recomienda la 
técnica empicada en el ejemplo 3. Para usar este método. localizamos (si es posible) 
puntos correspondientes a (J - O. 11/2. 1t y 31r'2. Estos puntos. Junto con el tipo de 
cónica (obtenido del \alor de la excentricidad('), producen fácilmen1e el trazo. 

QHtii4UCI Cómo upre~r un• e<uKlón polu de un• cónica 
en t frminosdexyy 

Encuentre una ecuación con :r y y que tenga la misma gráfica que la ecuación polar 

15 
r • ---

4-4cos8 

SOLUCIÓN 

r(4 - 4 cos 8) - IS mu11pl ltkKpor I i 

4r - 4r COS 8 • 15 d1 lnbuunos 

1(:tVx! + y!)- 4x - IS •ru Tlll!lporryrcni,l:I 

4(:tVx1 +y2
)• 15+4.1' osc-1:bnuno .al 

16(x: + y1) • 225 + 120.1' + 16.11 1 ambos aJ,. r.Jdo 

16f • 225 + 120.1' 

Podemos escnbir la última ecuación como x - ~ >.i - ffi o. s implificada. 

x = ~y? - i- Reconocemos esta ecuación como la de una parábola con \ ét1icc 

V(-T- O) y abertura a la derecha. Su gráfica sobre un sistema de coordenadas xy 

seria igual que la gráfica de la figura 7. 

IJml1i:D Encontrar una Muación polar de una cónica 
que satisface condiciones prescritas 

Encuentre una ecuación polar de la cónica con un foco en el polo. cxccntrícidad 
r - ½ydlfectri.tr - -3sec6. 
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SOLUCIÓN La ecuación r - -3 sec 8 de la directriz se puede cscrtbtr r eos 
8 - -3, que es equivalente a :r - -3 en un sistema de coordenadas rectangu lares. 
Esto nos da la situación que se ilus1ra en la figura 3. con ti.., 3. En consecuencia. 
una ecuación polar tiene la fonna 

d, 
r • ---. 

1 - rcos 8 

Ahora sust11u1mos d • 3 y e - ½: 

-2fiL_ 
r • ' o bien , lo que es cqui,alcn1e, 

3 ,----
l -!cos 8 2-cos 8 

1W Ejercicios 
Eju. 1- ll: Entutnlrt la UC'('nfriddad ) C'lailflqut la tónica. 29 ,. • 1, r w-n B • -2 30 "• 4, r • - 3 ese B 
TratC' la grifka ) marqut los , ·fr1lns . 

l , _ __ 12_ l , _ __ 12_ 

6 + 2 sen 8 b - 2 sen 9 31 " • ¾. r • 4 c-sc 9 32 ,. • ¾. ,scnfl • 5 

3 , _ __ ,_2_ 
2-6cos 9 

3 
5 ,----

2+2ros9 

7 ,---·­co,fl-2 

9 r -~ 
2c~9+3 

4 ese 6 
11 , - ---

1 + ese 9 

4 , _ __ ,_2_ 
2+6cos6 

3 
6 ,----

2 - 2~n 9 

10 r -~ 2csc6-5 

12 r • Ck 9(csc 8 - cot 8) 

Eju. 13- 24: Entutntrt ttuadonH ron x} y para IH ttuado­
nn polam di!" lo§ tjc-rclcios 1-12. 

f.jtr. 2S-J2: Entui:nlrt un. tcuaclón polar dt la c-ónlca con 
foto tn el polo qut tient la t .\C'tntrieldad ) la ttuati6n dt 
dirtttrb: d adH. 

2S ,. • ¼. r • 2 ~ 9 26 r• l. rCOS9•5 

27 r • j. r ros e• -3 28 r • 3, r • -J scc 6 

1-:Jt r. J.l-.34: Encut ntrt una «uadón polar dt" la pari bola C'Olt 
fMo l'R f' I polo)' el ,iErtkr dados. 

34 115. 0) 

1-:jtr. JS-36: U1ta flipst citnt u1t f0<0 tn ti polo con ti C'tntro 
C) , i rtict V dados. Enc:uenlrc a) la u.c:en1r iC'ld1d) b) una 
ttuad6n polar para la cllpK. 

36 (12. w). V(I. O) 

37 PI i~ -,,a lrw-y d1 K~•r La pnmcra ley de Keplcr escablecc 
que los planetas se muC\ en en órbitas dipt1eas c:on c:I Sol en 
un foc:o Piva encontrar una ecuación de una órt111a. coloque 
c:I polo O m c:I tn1tro dc:I Sol y d C:JC: polar a lo largo dC"I CJC' 
m3yor de la ch~(, ca la figura) 

a) Demuestre que W\3. ecuación de la órb1111 es 

(1 - ,')u 
, - , -,.cose· 

donde,- c:s la C';{Ccninci<bd y 2a la longitud del CJC' ll\.lyor 

b) ~1~~1

1:/ Y !t1::~rorc:~,1\~:::,~: ~~s :1:~:~ 
dc§dc: el Sol Danucstrc que 

r,.=a(I l')yr.,=u(l+r) 
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EJERCICIO J7 

38 ,,,,._...a.,. dt N.e,.et Consulte el ejffl'.'te10 37. El planct.1 
enano Plu1ón se dcspla7.a en una órtuta elípoca de e,;ccntn• 
m iad 0.249 Si la d1Jtanclll dd perihelio e, de 29 62 UA. 
encuentre un3 «-uac1ón polar p:¡ra la órb1t3 y C31cuk el afe­
ho 

Ejer. 39-42: Se pueden uur ttu■donn polares d t cónlcu 
para dtscribir c-1 mo,lmlc-1110 de com«-tH. [SIH lr■)nlorlu 

Jt ,:nfiun uHndo 1■ ttu■dón pol11r 

HHFi••HH EJERCICIOS DE REPASO 

dondr- e ts la r-xcr-ntrkldad dr-1■ cónk■ y r.,. a 1■ diJland■ del 
ptrlht lio mtdld11 t n UA. 

a) Pa.r■ c-■d■ comela. dr-lermin, ii JU 1.r■)t'C'toria n c-liplica. 
puabóliu o bl~rbólka. 

b) l..a órbita de Salurno tic-ne , .,. = 9.006 y e = 0.056. Gn­
flqu r- c-1 mo,imlc-nto dr-1 coml't■ )' la órhlt11 dr- S111urno t n I■ 
puialla espteifin da. 

39 COf'I ta Halley r,.=0.5871,,=09673. 

[- 36.363Jpo,(- 2U4, 3] 

40 COC"ldl Enckt r,. = 0.)317, e= 0.8499. 

(- 18, 18.3]po,( - 12, 12.3] 

41 Co,o1eta19S9 111 r..,= 12S1, ,= 100), 

(- 18, 18.3)po,l - 12, 12.3] 

42 COl'Mta l97l.99 r,. = 0.142. , = 1.000. 

¡ - 1s.1s.JJpo,l- 12.12.3J 

43 Or\ita di ta TI•rr• Lo rrm que se acttC■ la Tierra al Sol 
es alrededor de 91.40S.950 m1llu. y lo n\is que se akJ■ del 
mmno es 11.pro,;11n.:ub.mcn1c 94,SOS.420 millas. Con rcspcc:t.o 
■ Lu fórmulas dd CJCrcic10 )7, encuentre fónnulti para u y r 
en 1émunos de r,. y r _. 

Ejcr. 1- 16: Encu,nl~ los ,·f rllcH) ÍO<'OS d, 1■ c6nln y tn<'it f.ju. 17- 18: En<'U<"nlr<' la ttuadón ndndar d, una pa ribola 
JU ¡rAfica. <'On un r-jc- urdc■l qu<' HIÍ"IÍ.ga 111 <'ondlclonn dad u. 

1 yl • 64.l" 2 y• 8.1 l ♦ 12.1 ♦ )) 

7 25_\ • 100 - rl 

8 3x1 + -h1 
- 18., + 8v + 19 • O 

13 ,.:_sx+8,,+32 • 0 

14 4.r' + ,-: - 24 r + 4\ + 36 • O 

17 Puntos de m1crsecct6n con CJC r: - 10 y - 4. con el CJC \ 80 

18 Puntos de mtcrsccción con CJC r -11 y J. que pasa por 
(2, 39) 

f.j<'r, 19-18: [ncu, nt~ una ,cuael6n p11ra la cónica qur- ulb­
íaga IH rondiclonn d■dH. 

19 lhpétbola con \ln1cn 1'(0, !:7) y puntos cx1rcmos de CJC 
CODJUgado (!:). 0) 

20 Paníbobconfocofl - 4,0)yd1rcctm,=4 

21 Parábol:a con foro F(O. -10) y d1rcc1n2 J' = 1 O 

22 P:u-ábola. con ,ért,cc en el ongcn, sunétnca con el CJC r y 
que pase por el pum o (5. - 1) 

23 l::.hpsc con ,·crt,ccs 110. = 10) y focos F(0. !:5) 

24 ll1p6bob. <"on focos F(!: 10. 0) y ,én1ce1 ll!:5. O) 



25 lllpérbola c:oo ,ér11c:cs llO. !:6) y asm1otas J : ;::9-.-

26 l:.hpsc con focos F( !:2. O) y que pasa por el punto (2, v'i) 

17 l:.hpsc con c,ccn1nc1dad j y pumo, cxln:ITIO!I de CJC menor 
(~S.Oi 

21 Elipse, con c:xc:cnlncidad j y foc05 Ft !: 12. O) 

[jer. 29-J.t: Dc-termlnc- la ttu■d6n par■ la u-ttlón dc- lit 
cOnk■. 

29 M11ad de:rttha de,,. - 2f • 4(\· + 3) 

., ,, 
31 Mitad 11.quic:nb de is+ &i" • 1 

32 M1t:ldsupcnordcx2+.ir1 • 16 

33 Rama derecha de 9..,: - 4,.: • 6-1 

\ .z ,.: 
34 Rama 1nft'nor de ....._ - - • 1 

16 100 

35 a) lx1errn1nc A p;ira que el pun10 (2, 3) estC sobre 13 
cónica A.t1 + 2,.z = .i 

b) c,LII eónw:3 es WUI c:hp~ o una hipérbola? 

36 S1 w1 cu.:Kl.radoc:oo bdos paralelos a lQSC:JCS de coordenadas 
csli mscnto en la d 1psc (r·tr) + l,.:.,,::) = l. c,;pr~ el in:a 
A del cuadrado en 1ém11nos de u y h 

37 Encuentre la ccuaclOO c:slAncbr de la c1rcunfcrcncu1 qtJC ltenc 
centro en el foco de la parábola 1· = j r y pasa por c:1 ongc:n. 

38 Lena1twd Í«ill y fttoctdad •n¡ular Un rtt1p1cntc: c11in­
drico. pan:ialmc:ntc lleno de mcn::uno. se hatt girar alre­
dedor <le su C:JC: de modo que la ,·c:locldad angular de cada 
~ión transversal sea w rad1ancs.sc¡undo Sc¡ún la fis,ca, 
b func:t6n f. t"U)'3 grific:a gcncn la superficie: 1n1crKW del 
mcn:uno (,ca la figura). at! dada por 

/(.r) • ?;;.;,:i + t, 

donde A. es una conslanlc: Dcicmunc la , c:locKbd angullll'" to1 

que n:sulwi en una long11Ud focal de: 2 p,c:s. 

lJUCICIOJli 
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t \ 
~ 
j 
' 
' ' ' ' 

39 Una c:J1pse ucnc un ,énicc en el ong1..-n y ÍOCO$ F_(p, 0) y 
f~(p + 2L, O), como se ,e en la figura. S1 c:I foco en F c:s ÍIJO 
y (f. 1) rsti sobre la elipse. demuestre que,.: se apro,uma a 
4¡u cuando t · ..... <x:, (Asl, eU3nclo l ' -. 1111, la c:li~ tonu la 
fomu de un.a paribola ) 

JUCtCIO 9 

40 Parfüula1 •lf• En 1911. el fisu:o l:mcsc Ruthcrfo,d (1871• 
1937) lk.-scubnó que:, SI St' d1sp:1ran partKulM alfa hacia el 
núcleo de un í1omo. finalmente son rechazadas del nuclc:o 
• lo largo de tra)'CC10J1as h1pcrbóhc:as L• figur,a 1lus1111 la 

::~:r:: ~~ ~i~;l~j: a~: ::á:J :'i: ~~I~ 
d3dc5 del núcleo. l:.ncOCntre wu «uactón de la tn.)"C:Ctom. 

EJfJtrlCI04'0 

Eju. 41-45: Encuc:ntrc una c:cuad6n con :r) y cu,·• zriOca 
con1ic-nc- los pun101 en 1.a cuna C. Tracc-1.a arinu d e Cc- lndl• 
que la orltntul6n. 

41 r •] +41, \ • t- I ; -2 5 t :S 2 
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\' • ,i - 4; t s O 

43 .t •cM!r - 2. , •a,cnr+ 1: O s ,s2,,. 

45 ,.. . 7+ l. 0 < t S 4 

Ejtr. 5 1- 54: Entutatrt unattuadón polarqut tenga I• mlsm■ 
gr8flr■ qut la ttuadc\n con :r y J'• 

52 .rJ + ,.: -3.r+ •h • O 

S3 21 - 31 - 8 

Ejl'r. 55-60: t~ncutnlrr un• «u■dc\n con x y J' qut lenga 1■ 
mism■ gr, nn qut 1■ ttu■r16n polar. 

56 r•2cc:,s8+3stn8 

46 Lucunuc •. c!.CI)' c.cstánda<.bsparamélricamentcpan S7 ,i • 4 sen 28 

47 

.. 
49 

so 

ten A. Trace sus gdf.cu y cxphquc sus S('mcJ#nns y d1fc• 

C1: t • , • J • v'i6-=-? 
C:: .r • - v"i'6=t. r • -VI 
C,:x • 4 cos ,. 
C1:r•r. 

Consulte las l'CU:teKtneS en 1) del c,emplo 6 de la sección 
104 Encuentre t i aka.nce y mb,ma al111ud para 8 = 1024. 
«=)()'>y.Ir = 5120 

Mencione dos puntos de coordcnsdu polares que represen• 
len d mismo pun10 que (2,114) 

C11mb1c (S. 7,,. 4 ) 11, coocdcnadM rec1angulues 

Cambtc (2\fi. -2) a OOQrdcnadas polarc-, con r > O)' Os 
0 < 2-tr 

59 , - s~e+Jrscc e 

60 r 1 scn8 • 6csc8+rcoc.6 

Ejt r. 61- 72: Tr■tt 1■ gr8fi('I dt 1■ «uad6n polar. 

61 r • - 4 scn8 62 r • 8sec(J 

63 r •3 scn58 64 r • 6 -3cos 0 

6S , - 3-Jscnfl 66 , - 2 + 4cos8 

67 r 2 - 9Kn28 68 2r•8 

69 , _ __ 8_ 
1 - J scn 9 

70 r • 6-rcO!i8 

6 n - 6c~ 8 n , - --- ,----
3+2ros6 l - 2csc8 

Htm•il-•H EJERCICIOS PARA ANÁLISIS 

1 En una p.inlbola. el scgmcn10 de recta que pas.■ por d foco. 
pcrpcnd1cular al CJe e intmccado por la parábola. recibe 
el nomb~ de C'IH'rt"1 focal o /oJo r«/Q. La longitud de 1■ 
tucnta focal se conoce como mu ho fowl Encuentre una 
fórmula para el ancho focal " en ténn1no1 de la longnud 
focal 1P 

2 l:n 13 gnlifica de una hipérbola con centro en el ongen O, 
trace IJflll c1rcunfercnc1a con ccnlro en el ongcn y ra(ho 
r = ~O. f). donde F dcno1a un foco de 13 hipérbola ;,Qué 
rcl■áón ilC obscrv11? 

3 Un punto P(.r •• ,) e.si, sobre una elipse s1 y sólo 11 

,l,.P,fl + <I..P, F1=2o 

S1 Ji= tr - r, dcdUl.Ca I■ ttux16n gencr.tl de unachpsc. es 
dccu. 

4 Un punlo P(.'f •. 1) bli sobre una hipérbola s.a)' sólo 11 

,J,.P. fl + J(P. F1, = 2o 

S1 el tr + hl, deduzca la ccuacaón gencral de una h1pér• 
bola, n dci:11, 



5 Un pun10 P(:r, 1) ~1! l'I 13 nu.'!;111.3 d1.~lflnc1adc (4, 0) que de ll'I 
c1rcunfcrmc1a r + _,.: - 4.comoK \Ccn la ligura. Oemuc:s• 
tre que el rortJunto de lodos esos puntos fonm una rama de 
un.a hipérbola y trxc M.J gnUica 

fJU! JCIO~ 

p 

6 D1 4" 4M lt .opto COMultc d e1cn:1c10 78 de l:11 
sección 10.3. Suponga que la rama supcnor de la hipérbola 

(mos1rad:l)11cncccuacl0n \ -T ~ yunaccuac100 

de b. p.1ribola es 1 = d'r. lncucn1re den ténmnos de u y b. 

EJE CICto 

l tJ. 
,: 

7 Mu1miiac.ión MI alcM1c.e de w, piroy. til Al igw.l que en 
el CJ(,nplo 6 de la scc:c16n 10.4. suponga que un proyccul 5t' 

disparará a una \eloctdad de 1.024 p1CS.-1 desde una ahun1 de 
2.304 pies Cak-uk el án¡ulo que nwunuce el alcance 
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8 Grn.r.aliudOMs de la tny«tona d• un pn,pcti Si 
h - O, W ccuaemncs en 1) del CJrnlplo 6 de la ~16n I O 4 
se convierten en 

r(t)•{lcosa)I. 1(1)•-½g11 +(.s~na)r. t.t:O 

Demuestre que cada uno de los enunciados es -..crdadcro 

a) 1:1 pro)ttlil cae al wclo cuando 
2s sen a ,---• b) Él alc:incc r del proyectil es 

, _rscn2« 

• 
e) 1:1 Angulo que max1m1za el alcance rrs de 45°. 

d) La tfU)e<:1on.a del pro)CCl1I en coocdcnadas nx:1angularcs 

y• -irc!s: 
0

x: + (1an ai, 

e) El 11cmpo en el que se alcanza l.3 má.uma altura es 
sscna ,---

R 
f) La m,b1ma ahura alcanzada es 

, • s'scn: o 
2, 

9 IIT'A t!ll(1 "1 ch titnl figura ch li IJ',)lK 1:i.ncucn1rc W\3 

ccuac1ón con.,· y J para la CUJ\11 del eJcmplo 7 en 1.1 sccc-t6n 
10.4d:\tbpor 

x = sen 2,. • = cos ,. O :S , :S 211' 

10 Trace las grificas de las cruac1oncs r: /(9) = 2 + 4 cos 9. 
r = /(9 -a) y r = ft,.(J + a) para a= 11' .i Intente con tantos 
u lOff'! dc a como sea ncccsano para ¡cncrnhur resultados 
rcspeclO a Las gráficas de r = ft.9 - o:) y r: /(9 + o:), donde 
a>O 

11 RaiM ~•lltad,111 l:Jcamme b grlifia de r : sen n6 para 
,.,,lorc-s impares )' p:1rcs de n DcdU7.ca una exr,rcsWn para 
el tmg11/o dr hoju (el nómcru de grados cnlrc ,·11lor-cs consc­
CUII\-OS de polo). t,Qoc otras gcnerah1..ac100CS se obscnan'~ 
t,Cómo cambian las grificas s1 sen se susmuyc con cos'> 

12 La figura 17 de la sección 10 5 muestra las c1rcunfcrcnc1as 
r = 4 sen O y r = 4 cos 6 Encuentre soluc1oncJ: para (r. 9) 
de C'lilC s1s1cma de ecuactancs. Ahora encucnln: ecuac1onct 
con , y_,. que tengan las mismas gr6ficas que las ccu.:mo­
ncs pol.Jrc.!I l ncucntrc soluciones ( r. y) con cs1e ,.,stcm,, 
conuCn.Jlas en soluc1oncs (r, 9) y c:<phquc por qué su res~ 
puesta al pnmcr sistema no dcJ.3 , er la solución en el polo 
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1 Trace la gráfica de la paribola h + JY ::::; -6(,- - 2) Scftalc sus, érticcs. focos y d1rec­
tnz 

2 Dctcrmmc una ccux16n pan la pari,bola que Je muestra en la figura. 

EJERCIC102 

3 DC1crmmc wui ecuación para la parábol3 que: tiene ,é-rt1cc 11-2. 1) y el c,c x es su 
d1rcctri:z. 

4 Dctrnnmc la ecuación pani la m11ad míenor de b parábola (J - 4f = r + 2 

5 Dctcrmmc una ccuación para 1a parábola que tiene un CJC hoozontal y pasa pot" los 
puntos/1{4. l),Q(5,2)yR(8, - 1) 

6 El hu. de luz de un reflector llene la forma de un par.1bolo1dc con la fuente luminosa 
en el ongcn. S1 el rdlcctor tiene 40 pulgadas de ancho y 7 de profunchdad. ¿dónde está 
localizado el foco? 

cf - 1>1 r 
7 Trace la gráfica de la elipse ~ + 9 • 1 Sd\alc sus , én1ccs, focos y pun1os 

extremos de su CJC nlCfKW. 

1 Dctcnmnc la cctl3Ci6n para la chpsc que tu:nc su centro en d ongcn, ,én1cc-s l l:!:9, 0) 
y foco fl_:!:3. O) 

9 Una elipse llene ,éniccs J.l :!:7, 0) y cJC menor con longuud 8 Dc-tcmunc su cxccntri­

"dad. 

10 Dctcrmmc la ecuación para el conJunlo de puntw: en un planox_l' tales que la suma de 
las d1stanc1as desde F(S. O) y f1 - 5. O) es k-= 20 

.r ,.: 
11 Octcrm1nc la ecuación para la m11ad 1zqu,crda: de la chpse 64 + 16 • 1 

12 Un arco de un puente ci: i:ctmeliphoo, con qc mayor honzon1.1l La base del arco mide 
40 pies de ancho y la panc mis aha del arco es de 12 pies por encuna de la calzada 
hon7ontal. Apro-.:1mc la altura, con un lugar dc(,mal. del arco a 8 pies desde el centro 
de la base 
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13 Trace L1 gráfica de la hipérbola 9i.l - 4.1"'1 =- 36. Sc:llalc sus \émccs. foco y asin1ous 

14 Dado que un:1 hipérbola 1,cnc ,én1ccs Jl~4, 0) y foco F(~9, 0), dc1em11nc IH cc:uac,o.. 
ncs de las asíntotas de la h1pcrbola 

15 1>c1crm1nc una ecuación de la hipérbola que tiene: su ct.-ntro en el ongen. foco F{~7. 0) 
y CJC tonJUgado de- longitud 6 

,, ,, 
16 Dc1crm1nc b CC:\13C16n pan la ranu izquierda de b hipérbola 121 - 49 • 1 . 

17 Dctcnmne la ocuac16n con t y ,. cuya gráfica contiene los puntos de la cuna de C. 
donde C llene la p:1ramctnzac16n t = 2 ros t + 3, 1 = S Kn t; O :S t :S 2Tr DcscnM la 
grific3 de C. 1nclu1da su 0t1cniac1ón 

11 Dctcrmmc la ccu.:.c16n ron x y 1· cuya gráfica contiene los puntos de la cuí'\3 de C, 
donde C 11enc la pararncinzac1ón r = 9r! + J, 1 = J, + S: ten R. D1bu,c la gráfica de 
C, 1ndu1da su Of1cn1.1Ción 

19 Escnba una paramctnnción para la rama 1nfenor de,.: - .r = 4. 

20 l)c,cnba la gráfica()' 0t1cntación p,ua incrementar los wlorcs de t)dc una cuna Cquc 
ucnc la paramctn2:1ci6n t - 4 + 3 sen ,.y - -1 + 3 oos ,: O~,~ "'f'J. 

21 Suponga que~ laiv.a un pro)cct1I a una \Clocwbd de S44 p1cs;s a w, lngulo de 30'" 
rcspc<"loa la horuonul dcsdci una 1ltun.dc 960 pu:s. Dctcnmnc d alcance del proytt11I. 

22 Cambie las coordenadas rectangulares (2 V3. -2) • coordmada.s polares con r < O y 
osos 211' 

23 Dctcnmnc una ecuación polar que lcnga la misma gráfica que r - 1.l = 7. 

24 Dctcnmne una ecuación con t' y I que.- tenga 13 m,sma gnUica que: r - 4 sen 8 = O. 

25 Traccbgráficadc r • V3-2co18 

26 Trace la g,ifica de r = 5 sen 26 

27 Dctcnmnc la c,i:ccntncubd de r • __ S_ Cl;mfiquc la cómca, 1111cc su ¡r.Uio 
yseftAlek)s\Crt1ces 4 -ócosS 

21!1 l>ctcrm1nc una ccux1ón con 'C' y 1· para , • 
4 

_ : ros 
8 

. 

29 Dctcnn1ne la ecuación polar de la cónica con foco en el polo que 11enc excentncid:td ¼ 
yd1rc<:1nzr=4scc8 • 
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Rcaa hori,..ontal: función constan1c 

Función de \alorabsoluto 

Parábol:l con e je vertical; 
función cuadráhca 

APP2 

APÉNDICE 1 

Gráficas comunes y sus ecuaciones 

(Las gráficas cónicas aparecen al final del libro.} 

Rooa ,enical 

Circunferencia con centro (O. O) 
y rodio r 

Paclbol:1 eon eje hori.wntal 

Función identi<bd 

Scmicirruníereocias 

Función rnú cuadrnda 



Función r.ií:t cúbica 

..: 
Función cn1ero máximo 

Función de crecimiento exponencial 
(inclu)C función exponencial 
nawral) 

Gráfica con una cúspide 
en el origen 

Función recíproca 

Función de decaimiento cxpooencial 

Función cúbica 

Función racional 

Función logarí1m1ca (inclu)e 
funcion~ logarítmicas 
común y na1ural) 

APP3 



APÉNDICE 11 

Resumen de transformaciones de gráficas 

La gráfica dey J{x) aparece en color negro en 1ocbs las figuras. El domm10 de/es [-1. 3J y su rango (-4. 3). 

La gráfica de/se dcspl01.a vcrt1calmcn1c hacia amba 
3 umd3dcs. 
Dominio de g:( - 1. 3] Rango deg:(- 1, 6) 

La gr4fica de/se dcspl!l7JI wnicalmcntc hacia abaJO 
4 unidades. 
Donumodeh (- 1,3) Rango de Ir. (-8, -1) 

La gnUica de/se dcspla7.a horizontalmente a la derecha 
3 unidades. 
Donuniodcg: 12,6) Rangodeg:f- 4,3] 

La gráfica de/se dcspla7.a horizonuilmen1c a la izquierda 
6 unidades. 
Donumodch: (- 7. -31 R:mgodch·l-4,3] 

12 > 1] 

La gráfica de/ se prolonga ,crt1calmcn1c un faclor de 2. 
Domm,o dcg: 1- 1. 3] Rango de g: 1- 8. 6] 

1½ < 11 

La gráfica de/se compnmc honLonmlmcntc un factor de 2\ 
Dom1mo de Ir: (- 1. 3] Rango de h: (-2. 2) 

APP4 

) - /(.t) 



[2 > 1] 

La gráfica de /se cornpnmc hont.ontalmcnte un factor de 2. 

Dom1mo de g:. [-½, ½) R.angodcg:( - 4,3} 

La gráfica de/se expande horizontaln\Ctllc un fac1or de 2. 
Domm,o de h: [-2.6] Rango de h: [- 4, 3] 

La gráfica de/se rcOcJa paS3ndo por el eje x. 
Dom1modcg:(-1.3) Rangode g:[-3,4) 

La gráfica de/se reflcJa pasando por el cjCJ'· 
Dominio de h: [ - ). 1) Rango de h: (-4.3] 

Refleja los puntos en/con ,alores y ncgati"os pasando 
por el CJC x. 
Dommio dcg: [- J. 3] Rango dcg: (O. 4) 

Refleja los puntos en/con ,aloresx pos1t1'vOS pasando 
por el cjcJ·-
Domm10 de h: (-J. 3] Rango de h: [- 4. 3) 

como mi.,imo. En este 
caso, el rango es un 
subconjur110 de [ - 4. JJ. 

\ •/(.r) 

APl'5 



APÉNDICE 111 

Gráficas de funciones trigonométricas y sus inversas 

)' - i;cn x 

Dominio: A 

Rango: [-1.1] 

Dominio: , " m, 

Rango: (-:x,, - 1 U (J,oo) 

APP6 

)'- cos:r: 

Dominio: R 

Rango: (- 1. I] 

Dominio; , .,,. f + 11'n 

Rango: {-s. - 1 U [1.oc,) 

y• 1an.r 

Dominio: .1 " f + "" 

Rango: R 

y- cot.r 

Dominio: _. " m, 

Rango: A 



-1 

Dominio: [-1.l] 

Rang" H--f] 

. 
;: 

-1 1 

__.) - ~~--------

Dominio: (-ao,- 1 U[l.oc) 

Rang" (-... -f] u (o.f] 

. 
;: 

- 1 

Dominio: [-1.1] 

Rango: [O. w] 

_,___,__._,_-+-+-~-,-,-,► 

-1 ' 

Dominio: (-oo. - 1 u [l.oc) 

Rang<> [o.f u [ "·T) 

Dominio: A 

Rango: (-f.f) 

-1 

y• cor'x 

Dominio: A 

Rango: (O. w) 



APP8 

APÉNDICE IV 

Valores de las funciones trigonométricas de ángulos especiales 

en una circunferencia unitaria 

11-'(1,\·) - 1"1.t'O!ro 

( ½ '1),__ __ .. _'·-"-(,½ 4) 
(-11) (44) 

(1 ½) (--"t' ½) 

f-1.0) 

( VJ ') -T -~ 

(-1-4) 
H-1) 10.-n 

, t• ti.O) 

('(l.-{) 

(1-4) 
( .!. - "') 2 2 

Par.t encontr.u' los valores del res10 de las funciones trigonomé1ricas. uulice las siguiemes definiciones: 

wi , •°7(s1\ "º' 
s«l•+(s11,'-0) 

coc, -f. (§l l'" O) 

1 
eser• - (~1 ~·"O) 

1 



11a1p.-..daeJerclclaaNl1cdonados 

USIH'll'II 
EJUCICIOS 1 

1 a) Ncgamo b) Pos1tl\O e) Ncgall\O 
d) POSlll\O 

3 a) < b) > e) = 

•) > b) > <) > 

a) 1' < 0 b) ) i?: O c)q ~ • 

d} 2 < d < 4 e) ,~ 5 fJ ,,. 3 

g) !! ~ 7 h>¼ ~9 IH,j > 7 

•) 1 b)3 e) 11 

11 a) - 15 bJ - l e) 11 

13 a) 4 - TT b)4 - • <) IS - ,r, 
lS •J• b) 12 e) 12 d) 8 

17 .a) 10 b) 9 <) 9 d) 19 

19 ¡7-:c' < 2 21 -3-:f';?:8 

n ;e - 4 ::!!. J 25 x-3 27 2 -:r 

29 b - o 31 r' + 4 33 " 3S = 
37 • 39 = 4h) 81736 b) 14 1428 

43 a) 6.S57 X 10 1 b) 6708 X 10 

4S Corutnur un tnángulo rcctingulo ron longitudes de bdo ..fi. 
y 1 La h1po1cnus.a mcd,tá •/3. Después constf\1)'11 un tn6n• 
guk> rectángulo con lados de ,JJ y .Ji. La hipotenusa mcdmi 
,r, 

47 ~I ~tángulo grande llene un atU de ul,h + e ). La suma de 
las án:3s de los dos rcc:1angulos pcquCMS es uh + "" 

49 a) 4 27 X I01 b) 9 3 X 10 • C) 8 1 X 10" 

S1 .a) 830.000 b) 0.000 000 000 002 9 

<) 564,000,000 

53 1 .7 X 10 14 S5 S 87 X 1011 

57 l 678 x 10 1◄g 5941472 x !C,cuadrm 

61 .a) 201.6 lb b) 32.256 ion 

EJERCICIOS 1.2 

l .!2_ 3! -47 1 ~ 9 ~ s -
81 8 3 1 2S 

11 s...• 1l ! lS -2o1◄ 11 ! ., 2 
12u11 4 9)·· 81 

19 7 21 - 23 7 2S 64 ,. 
n 

27 .!_ .,. 2, ~ ,, 31 9., .. ,,I◄ 33 -10a1 

3S 2,b'1 
1 

37 ;¡;;; 

43 .t~..i 4S J 47 (-ti+ .Y)u 49 (a+ b):, 1 

S1 (_,: + \·:)' : S3 ;a) 4t Vf b) 8x\h 
SS •) 8 - ,r, b) ,)l's--=-; 57 9 

59 -2\Yl 61 + \f.i" 63 ¿, 65 '!!f-

67 bv"fu'.; 69 ~\Y6r n f ~ 
11 T\YÍfuV 1s ~ n7~ 
79 -Jtr' 11 l, ' I)·: S3 r1J - J I' 
as •:(a'f - ~" d''1 
17 ,..: (ab)' • u· b" " u'b' 

89 •: JI• (~)" • .'.'..'. • .;,. '/7 e , .. vr 
91 a) 1.5518 b) 13.3905 
93 a) 2D351 b) 4D7l7 9S $232.82.S.78 
97 282 m 99 Eldc\iadordc 12CH.g 

lOI E.s1atun1 Peso •::siatun Peso 

64 137 n 168 

65 141 73 172 

66 145 74 176 

67 148 75 180 

68 152 76 184 

69 156 77 188 

70 160 78 192 

71 164 79 196 

EJUCICIO\ 1.J 
1 6u: - nu - 12 3 4J: - 11 S -hl - 49,.l 
7 9.r: + 12n• + 4, 1 9 ., - \ 

11 ~ - 6.r!v + 12.o,: - 8,·1 13 (ib + 7)(.r - 3) 

15 lrreducublc 17 (C'u - 5)l 19 r(r + 2)(x - 2) 
21 (2r - ,~)(4:c1 + lo,l + _v1

) 

23 (7x + , ·')(49,.: - 7n' + ,·•) 
25 3(,· + J)(, - J)(,l" + 1) 
27 (u + b)(u - b)(ul - ub + lr)(u: + ub + Ir) 
29 h + 2 + 3_v)(, + 2 - 3,-) 

11 ~ n -'-,1 + s,, + 25 ~ - 1 
l7 s..-: + 2 39 4(21 + 5) 

x' t + 2 

3S 12s - 7 
(Ji+ lf 

41 2(2, + 3) 
J..- - 4 



Al RKPüHlH de e~rckm w!Kclonados 

,+s 
47 --­

(x + 2)l 

49 a+ b " S3 r:-r SS 2..:+h-3 

57 s 
(f- l)(ll- 1) 

61 1 + 10.✓, + 25 

I - 25 

lf1 + 1th + h: 
59 

- r'(f + h)' 

63 v'a'+ '/(ai,+@ 
a-b 

6S 1 
(a+ b){v"a + v"b) 

69 31""'1 - f 11 + 7x-!i 1 

67 
2 

v'2(.t+h)+1+V2.i.+1 

73 I ~1--· 75 I ~Jt;: n (J.I' + 2t(36.r? - 37.r + 6) 

79 
(2x + 1)1(8.rt + r - 2.&) 

81 
(lr + 1)1(39l - 89) 

(xi - 4)': (lr - 5)1 : 

I] 27.t: - 2·h + 2 8S 4.l(I - t~ 

(6.t + 1)' (A 1 + ?t 
87 ~ 89 6(3-Zx) 

(,rl + 4)'-1 (4rl + 9rJ ., 
X Y, Y, 

1 -0.6923 -0.6923 

2 -2612 -26 12 

3 8.D392 8.0392 

4 5~794 5.879.& 

s 5.3268 SJ268 

Pucdcser1¡:ual 

93 1:.1 área de I es (x-,·h, d área de II es (x-1 h y 
A= r ,.,1 =(r -r)l+(r-,·h• 

= (r-,Xr+y) 
9S ~) ISlS.7; 1454 7 

b) A medida que lu personas crncJ«:cn. n:quu:ren l'nC'nos 
ealonas. Los cocfic1cntcs de " y h son pos1t1\•0S porque 
las personas e01"J>1,1lcn1u requieren núi calorlu 

EJERCICIO$ 1.4 
04 

1 1 3 -"i9 
7 Todos son nümcros reales. 

con exccpctón de :!:2 

2 1 2 3 
11 --,,5 13 -~ 1S ::5 
19 -3 :!: V6 21 (x + 6)(x - 5) 

23 (2x - 3)(6.r + 1) 2S -f. 2 

29 ::f.2 31 0,25 
51 

33 -­s 

17 3:Vl7 

27 S m solución 

3S 9 

11 ::~ \/10:: 1ovi'9 39 ::2. ::J 
8 

41 27,-8 

43 il) 8 b) :!:8 e) Sin solución real d) 625 
e} Sin solución real 

4S a) l :!: ~ 

b) \ • -2.r :!: v's.r= + 1 
47 a) O; ~.500.000 b) 2 13 X 10·1 

D - L I A-P 
49 K •E+J' Sl Q•Ñ::-j S3 r•---¡;, 

p(l - .\) /p fu 
SS q • S(I _ p) S1 q • rl 59 1 · • -y-;;; 
61 r• - ffll+ ~ 63 c-2~ 

2~ 
65 120 mes.es (o 10 w\os) 

67 ll) Des~~dc64scgundos b} 96my IUm.~pc-cu..-amente 
69 12J1.s pte~ n 1 pies 
73 ll} 40 96 ªF b) 6900 pn~s 75 37 •f 
77 a} 2062.'i ~ b) 40 millas/hora 
79 a) d • 100 20,! + 4t + 1 b) 3:.30 l".M 

11 $175 13 a) 1 cm b} icm1 

SS h•91'kdcl 
87 ~,s1cn ~ rucas posibles que C'OrTC5pooden a 

x • O 6743 m1lla.s y 1" • 2.2887 millas 
89 (4) 91 a) (2) b) 860 m,n 

EJERCICIOS 1.5 
1 2 + 41 3 12 - 51 S 41 - 1 l1 

7 29 + 22, 9 21 - 201 11 -2.& - 7; 
13 25 15 a) -J b) 1 17 a) , b} -1 

19 ~-¾j 21 +-• 23 ~+ii, 

2 4 
25 7•7• 27 -142 - 65, 29 -2 - ),&¡ 

19 JO 
31 -- +-, 

13 13 
33 !.!.; 

2 
37 .---3 •. , - - 4 39 1 :t: 21 41 - 6 ::: ; 

43 f :::½ vss. 45 -¾ =¾ v'TJ; 

,1 - 4. 2 :- 2 V'J, 
49 ~- -* :* VJ, 

Sl :5. ::si S3 :2,. :::f 1 

SS 0.-f:::i y';, 

S1 ~ - r¡"-.~,;;~¡~+~c('~.-a=;) 
-~+rj+~+¿-~+rj-~+~ 
- (a - In)+ (1· - d,) • :' + ii' 

59 ~-(u+b.j-(c'+d,j 
- (a" - bdj + (uJ + &-)l 
•(tk -bd)-{ud+hf.-), 
•uc-ad, -bd-bc, 
• u{t· - d1) - b,(c- - d,) 
• (u - b,) • (e- - d,) • ': , -;;' 

61 S1':•:.entonccsa - bi •u + biyporcUo -b, • b,, 

o 2bl - o PorlolMIO, b - Oy: - lle$ real 
Por d con1rano, s.1 : es t't'al. en1onccs b • O. y por ello. 
:' • a'+"m • a - Oi • a + Oi • :. 



EJERCICIOS 1.6 

1 (-,c. -2) 1 I1 1 1 

3 [-2. 5) 1 11 1 1 1 1 
-? o 

S -5<rS4 7 p2,s\ 
11 (-f.~) 13 ~+·°') 

' 9 [12, 22) 

15 Todossonnúmcrosrcaks,oonuapciónde 1 

11 c-J.01. -2 99) 19 (-ix,.+) u l"· "") 

21 ( ,e oc) 23 (-,e, 3) U (3, ix,) 2S (-4.4) 

21 (,' 1) 29 (-2,3) 11 ( - s.-½]u[1,s) 

33 (:¡:¡) 35 (-s,-2)U(-2,-l)U{O) 

37 (-2, O) U (O, I J 39 (-2. 2] U (5, e) 

41 (-s ,-)) U(0,3) 41 (f.f) 
45 (-s.-1)u(2.f] 47 (1 .f)u[2.5] 
49 (- 1,0) U ( l , ,x.) 
Sl ill) - 8. - 2 b) - 8 < x < -2 

e) (-e, -8)U(-2.c) 

S3 lll-14ll~2 5S 4~p<6 S7 4años 
S9 +s 61 0s1 <JO 

63 ill} 5 p,c,¡ 8 puli;:.la~ b) 65.52 s h :S 66.48 
65 [-2, - l)U(l,2)U(3,B] 

CAPITULO 1 EJERCICIOS DE 111:EPASO b
1 

1 - ( - 3 2 - (f - 2)(., - 3) 3 -¡j 

4 - ~ 5 ~ 6 :~--: 7 ~ 8 _V ~/I 
9 3.n"':~ 10 'hlby;;¡ 11 I - •✓, 12 cld~ 

1 

1J ~ 14 l + 6 V( + 9 15 .14 + .l 1 - .(! + .1 - 1 
r 1 9 - r 

16 - rJ + 2fu - 3 17 12tr + ,,b - J~IT 
18 16r4 

- 24,J.f + 9.r? 19 169.-1 - 25lr 
20 Su'+ 12.trb + 6ab: + tr 
21 s1,• - 12.,:_,.: + 16,• 
22 tr+lr+,-l+d:+2(ab+ac +1uJ+bC'+bd+n/J 
23 l<h. (fu + 5) 24 (4tl + Jlr)1 
25 8(, + 2_1")(.r1 - 2n + 4\·:) 
26 1,-1r(1· - u)(1.l + 111· + u-') 
21 (p' + q'Xp' + q'Xp + qXp - q) 28 ,'t, - 6Y 
29 (, - 7 + JJ)(t - 7 - 7_\·) 
30 (,1 - 2)(., + 2)!(_, : - 2t + 4) 

31 
81 

32
sf:- 6.r-.20 

(4, - 5)(1Qr + 1) r(, + 2)-

33 ::: : 34 u~h nrh 
2(5r: + .r + 4) 

37 
_ _! 

38 
_

5 
2_. 

36 
(6.r + 1f1(4 - r~! 6 • ., 

39 -+,c+v'io 40 ,c½,,CV] 
41 =+ v'il.-¼ 42 -½,2 43 -4, J 

44 _!_ _..!.. 45 2 46 5 47 (~.ix,) 
4 9 :t 

48 {-~.f) 49 (-ix,.-i) so (-1.f) 
S1 (-e, 1) U (5. e ) 52 (-s, ~] U (7, e) 

53 (-s, --½) U (f.s) 54 [-3,6] 

SS (-s,-2)U{O)U[3.c) S6 (-3,-l)U(-1.2] 

S7 (-s, -½) U (2, 9) 58 (-s, -5) U [-2, S) 

S9 (1. e) 60 (O, 1) U (2. 3) 
2 C81 

61 C - p + N _ I 62 D - (A + E )' 

63 R•~ 

-tdiR + Vl2..líV - J,..-.Jílkl 
64 ' - ----2~ ... ----

65 -39 + 801 

68 -2 - 6, 

9 2 
66 85 + 85' 

69 IID55'l-
71 6 ooz.a.~ de ,crduras y 4 onza..~ de carne 
n 80 galoflcs de soluc:lÓII 111 2()li{, y 40 galones de soluc:,ón l.l soq 
73 260 lg 74 1 hor.a 40 m1nu1os 

1s a) J • V2'XX>l1 - 200, + 4 

b) , -
5 + 2 ~ - 1.97. o aproximadamcn1c 145 

11:58 A.M. 

76 Ex1Slcn dos am-gloi:40 pies >< 25 pies y 
50pidX2'0p1CS 

77 a) 2 V2 pie~ b) 2 ptes 78 4 s p s 8 
79 M:bdcSI00.000 80 T >279.57K 
81 Oc 36a38árl,olcsporac:rc 82 S990a$10.&0 83 (3) 

CAPITULO 1 EJERCICIOS PAftA ANALISIS 

O 1', 
Pucdcscra = 0ob = 0 
Swnar y restar Jfü; , + 5 :: \/'iQ:; son los ÍKIOf'CS 

4 La pnmcni. cx¡>fc-.sión $C puede C\ alu:v en.\" -= 1 

S Se attrean a l:11 rnzón de los c:ocfic:,cntcs pnnc1palcs • 
m..-dlda que res mayOf 

7 S1 I' c.s la edad y I la cstatUB, mUl.'Slr:I que el , alor fiul es 
100.r+ I ' 



A4 R~t.u dt e~tclcloi sdecclonados 

a v_. jv_ 9 No 10 i 
11 a):::~+~:~, b) Sí 

e) u y bnopucdc'n S<-rOl:u;dot.. 

13 u>O.D:SO rER; 
u >O.o >0 (-""· 1 1] U[ti,""): 
a <O.O <O:{}: 

-b 
u< O, D • 0 r • ~ 

u < O. D > O [.,., t1] 
14 a) 11 JX)6 pies 

b) h • ¾(2497D - 497G - 64.(XX)) 

16 1/10-; cr - 2/c no debe ser ncgat1\0 
17 a) 109- 45 b) L88 
18 1 ,alón• 0.13368 p,cs1; 586.85 pies1 

EXAMEN DEL CAPiTULO 1 

l Pos111,·o 2 !. :S 5 3 r + 3 4 492 ~gundos 

' s ~ 6 {,x 1j6 
8 x'-:r? - .r + 10 9 32.r" 10 (lr - 3)(.r + 5) 
11 3.,:(.r + 3)fr - 3L 121_4 , + UQ6.r - 4.c + 1) 
1l ( \Y, - \l'5)( \\';' + \\'s.+ 'll'25) 
14 (lr - 3)){r + 2) 15 (r1 

- I}~ + r'' + 1) 

16 :U: ll 17 ,-_l' 18 2x+h+7 

19 6h( \h+b + Vx) 20 ~' + 2):(, - 3)'(7, - 1) 

2.1(-3 -.r!) 22 5A 
21 ~ 22 ~--5 ll 8 •2A-J 

-vis, 
24 S2CXX> 2S r • -,-· 26 :t•J-:!:3 

27 Dc~Jide9y 11 segundos 28 a •O.b • -1 

29 4.-2!:2v.Ji 30 , • !:i~ 

31 O, - 2,5. !:8 32 7.7'l 33 440 mes.es 

34 [-T-~] 1s (-oc.-f]u1L 00
) 

36 {-l}U(4,7)U(7.~) 37 (-1,3) 
38 5sanchos9 

lii4ii1H•U 
EJE"CICIOS 2.1 

• D F • C '4 ,: ______ 
• B • A ' 

3 +L, lfn<0qucd;•"" lo,euodran1<s I y 111 

e 

• 
' • 

S A(3, 3), H(-3, 3), C(-3, -3), 1)(3, -3), •{l. 0).F(0, 3) 

7 a) La linea paralela al CJC J' que mtcrscca al CJC .r en (-2, O) 

b) La linea paralela al CJC .r que m1crseca al CJC ,r en O, 5) 

e) Todos los puntos a la derecha y sobn:: el CJC J 

d) Todos los puntos en los cuadrantes I y 111 

e) Todos los puntos por deb3JO del CJC ., 

f) Todos los punlos sobre el CJC ,, 

9 ,) V29 b) (s.-+) 
11 ,) V41 b) (-f.-2) 
1l •) 4 b) {5. -3) 
1S d(A. q: = d(A. B)! + d(,8, C)1; :lrca = 20 
17 d(A, H) • d(B, C) • d(C. D) • d(D, A) y 

d(A. C)l • d(A. B)l + d(B. C)l 
19 (13, - 28) 21 d(,I, C) • d(B, C) • V58 
23 5.r + 2,, • 3 
2S ~ • 5; un drcuk, de 5 de racho ron ctntro 

en el origen 
21 (o. 3 + voi').(o. 3 - voi') 29 c-2. -1> 
31 u< fo"> 4 

33 Sc:a M C'I pun10 mcdM'> de 1.a hipotenusa. M~1r:1 que 

d(A. MJ • d(H. M) - d(O. M) • ½ Va!+ IT. 



EED _" º_·º~ ·--, T1S 2:-8' ' 

[-10, 10)""' [ -10, 10) [1982 .. 2012)""' ' 
(80 X 101. 120 X !01, 10 X IO'] 

EJERCICIOS l.2 b) El ndmc:roaumc:nta 

l~Jcr-c1c1os 1-20. La(s) mtcrscc,ción(cs) de x 1 17 O O 

;•,77~····' "' ~ ·--· + 4= 
+ '{ ' "'" ,.,. '"'" ~ 21 •) 2 b) 1 e) 4 d) ~ • ) -~ 

+++~ 
+~~+ 



A6 R~tu de e)erclcloi sdecclonados 

33 35 17 ~ 

~+ ~ 
' ' [O. 4)po,[O. 4) 

37 (X - 2)l + (,\ + 3)1 • 25 39 (, - ¾ )l + )'l • 5 

41 (x + 4)1 + () - 6)1 • 74 
43 (x + 3)? + (J - 6)! • 9 
4S (x+2)1 +(J - 2)? • 4 
47 (x - I)' + () - 2)' • 34 49 C(2. -J)c, • 7 

Sl C(O, -2); , • VÍÍ SJ C(J, -1);, • + v9ii 
SS C(-2.1):r • O(unpunto) 
f7 No es un círculo, debido a qut: r no puede ser igual a - 4 

S9 J • \12.S - x 1 ;)' • -\/25 - _,i; \" • \/25 - _rl: 

r = -V25 -,-i 
61 ,--1 + v'•9 - Cx-2l': 

y•-1-\149 -(r-2):; 

.- - 2+ ~:.-- 2-V~~<y¡ 1): 
63 (x + 3f + (J - 2)1 • 41 65 ,. • - 4· - .r 
67 a) Dentro b) Sobre e) Fuera 
69 a) 2 b) J : VS 
n (x + 21' + <, - J)' - 25 11 vs 
75 (-~. -3) u (2. ~) n (- 1. O) u (O. 1) 79 (2) "5E=] _,,.,,. 
ºEi= ,.,.,,_ .. ~, 

[-J.J]po,(-2.2) 
as~ (0.999.0.968). 

~ (0.251.0032) 

[-J. J)po,( -2. 2) 

89 a) 1126 pie!/s b) - 42 •e 

rn 
(-50. 50. IO)po,(900. 1200. 100) 

EJERCICIOS 2.3 

1 '" - _i 4 

~~' 
·--~-~ 
7 l.a5 pcnd1"Cntcs de los lado!. opueslOi 1on iguales 
9 Las pend1"Cntcs de k)s lados opuestos 1on iguales. y las pcnd1cn1cs 

de los dos lados adyacentes wn recíprocos ncgat1ms. 
11 (-12.0) 
13 15 



21 a)x •J b) y• - 1 23 4.l + ,. • 17 
25 x + h•7 
29 s...-2,,-11 

27 11.1 + 7, • 9 

31 Sr+ 2.,· • 1.9 

33 , • f x - 3 

37 5.1 - 7J • -15 

41 "' • -+.b • 5 

35 , • -+., + ~ 
39 ,- • -.l 

43 m•1",b•-J 

45 a) v • 3 b) , • -+, e) J' • -t .t + 1 

d) •+2 • -(x-3) 

47 Vi + ~- 1 49 (x - 3)1 + () + 2)! • 49 

S1 Apro!1;11nadamen1e 23 semanas 
53 a) 2S.2 tonclad.as b) Tanto romo 3 4 tonelada.~ 

SS a) ,. • T4.r b) 58 

S7 a) w • ~, + 10 b) SO hbras e) 9 arios 

d) 

59 11 - -.!.T+~ 
3 3 

61 a) r - o.on, + 13.5 b) 16.u•c 
63 a) f -O..'i5R +J600 b} P -045R -3600 

e) $8000 

RnpuntndttjffclclOS ~tc:clc>Ndos A7 

65 a) Sí. la creada en x • J b) No 
fi1 3495m11la.\lhora 69 t1• 0.J2 l ;b• -0.9"25 

"El:I 
[-10. 3. 2]po,[ -2. 20. 2] 

"~'·"'" __ _ 
[-15, IS]po,[- 10, 10] 

·0 
[O. 5]po,[O, 10] ··v 

[ 1900. 2010, 20Jpo,[15, 20] 
e} 17.96 m 
d} La d1scancia récord se ha 1ncrtmrn1!1Jo 

apro~unadamcntc 0.033 mc:tro/ai\o. 

EJERCICIOS2., 

1 -6.-4,-24 3 10,20.36 
5 ill) 5o - 2 b) -Su - 2 e) - So+ 2 

d) 5o + 5h - 2 e) 5a + 5h - -' f) 5 
7 ill) -u1 + J b) -,r + J e) tr - 3 

d) - tr - 2t1h - h) + J e) - tr - h! + 6 
f) -2" -h 

9 a) u1-a+J b) ,i+a+ .1 e) -a'-+o-3 
d) tr+Zah+h! - u -h +J 
e) u1+,i-a-h+6 f) 2u+h- l 

11 ;a) ;: b) ~ e) 4u d) 2u 

13 ill) tr ~ 1 b) u1 ~ 1 
e) :~ 

v'm•+ 2t, 
d) 7+'"t" 



AS 

15 La gráfica corres 
de la linea ,c:n pondc • u.na función 17 o • [ 4 ,c,I porque pasa I• prueba 

- . IJ U (2 4) R 
19 •l ¡-, J · ' • [-3. 3) 

. ) ( 

., 41) b) [-2.2] e) O 1 d) - 1.-21 .2 

- '2 U(2,4) 

21 [ -f.s) 23 [-4 4] 
25 Todos . 

[ 

los n llmcros son rt.il 
27 5 ) es,conuec: JÓl'I 2·

4 
U (4,s) 

29 
(
2 

pe d< -3,0 y3 

33 a) 0 • [-5 - .s) 31 [-J.3] 
R •{ ' J)U(-1 I] b)Asc -3) U [-1,4]. U (2,4]: 

mdentc en [ --1 
dcsccndtntc:Hn [~ - 3) U [J,-4), . ~•'''"''' 

37 a} 

.. + 
* 
+ 

41 a} 

b) O • (- s , s). 

R • (-s.4] 

e) Asundc-ntecn 
(-s.0J. 

~ndcn1ccn 

[0.s) 

43 a) 

~ 
45 •l 

~ 
47 Ji_ 2 

b) O•<-~. s), 

• - {-4) 
e) Constante en 

(-<:ie.<X') 

b) O • [ -•. 6). 

) R • [-6,0) 
e Oesandcntc en 

[-6,0J. 
:is.cendcntc en 
[0,6) 

49 lr+lt S1 1 

53 /(x) _ 1 3.../:"'=1 + v:=J 
61 N 6'+2 55 S! 57 o 63 No 

65
. No 59 51 

67 a) \{r) • ~ V(A) - ·b(IS - ,)(IO _ ,) 

69 S(h) s x b) Ct,) • JOOx + 100.000 
n M-50 - 600 

a) t1t) • 2.s, + 33 

b) ' 

e) 58 pulgada,, 

lncrcmcn10 anual 
en esiatur::& 

73 d(,) • 2 ~ 
75 ,1) ,{Ji) _ 2500 n di,,) • 90\lh' + u,, b) 

79 ,11) ~ ..; .400 +,' i280:¡•;•~:75.o.1s¡ 
e) Ocsccnden1c en 

c-2. -0.55)) 
en [055, 2! 

[-2.2]por(-2.2] ascendente en [-0.55. 0.55] 



R~Ht.ndC'ejN dcJos seiKdoNdo!. A 9 

···5~~!~ ++ 
13 ,) 

8 

luc;;,.., ... ~, 25 , 

15 a) 5985 3485 6.827.508 e) Sinso b) Akl~umo95 + 
• ., P?.;. ,_,._, • e.-~ ""' •~••"-

¡1990.20io.101po,¡1!,,,~.n,1precoop•s""' 27 (-2 4) d pl=2un,d4deu 

b) El1ncttm1conmóm~,lnuc,o 33 Lagnlf~•dc/,c es d lua4um-

po< un au ' dadc, haco, ""'!' reíle¡, ..,¡,,., d c¡co y ,e esp 

35 La gnlfica de/ fac10, de 2 y 
<) 

2009 

dadcJ hac" "":""''"'de fonna ""'"
1 
u, IOS 2 5 37 La gnlfica de/ 1 uo facto, de 

EJERCIC . 21 • 6 11 lmpa, ,cn,Oc¡uol,,/cclcc,¡cpa,ndcdcfomuhon7~12:ayscn:flcJa 1 /(-21 • 

7

-~- 7 Nmguno 
9 

p., r, de ,c I facu,,~ 

3 lmpa, 5 p,, 15 39 La gnl ~• de'°'"""""' un 

~* ++ 
+r ~-~~ 



•l fJ 51 

-t+7fv 
g) h) 53 •l b) 

++·++ 1) J) e) d) 

++ +,+ 
k) 1) •l 

+ + ------ ------
43 a) ) • /(:e + 9) + 1 b) J' • -J,,) 55 a) O b) 2 e) 1 d) 4 e) -$ 

e) y - -/(.r + 7) - 1 57 Si.,> O. dos punt~ diferentes sobre lll gráf,ca 1cndrán 
45 a) y•/(r+ -1) b) ,••/(,r)+ 1 e} ,-•/(-A) coordcn:wlu sobn:.r. 
~ ü w ~ 

~~++ 



63 

65 a) D • [-2,6). R • [-16.8) 
b) D • [-4. 12]. R • [ -4. 8] 
<) D • [l.9]. R •[-3.9] 
d) D • [-4,4). R • [-7.5] 
•) D • [ -6, 2], R • [ -4, 8) 
f) D•[-2.6]. R •[-8, 4) 
g) D • [ - 6, 6). R • [ -4. 8) 
h) D • [-2. 6]. R • [O. 8] 

67 r • {º 15..r s1 OS r S 20.000 
T( ) 0.2(h - ){n) 5 1 X > 20.000 

{

l.20x siOS\'SI0.000 
69 R(x) • 1.50.r - 3000 sil0.000 < r s IS.000 

1.80.r - 7500 SI x > IS!XX> 
n (-1.12. 22¡ 

7. EifE '"'" 

"Ef= 
·BE 

[-12.12]po<[-8.8) 
81 a) $300, S360 

{
180 

b) C1(t) • 180 + 040(., - 200) 

C!{r) • 235 + 0 .25r para .t ~ O 

~, osrs200 
lil .f > 20() 

<) , Y, Y, 

100 180 260 

200 180 285 

300 220 3IO 

400 260 335 

500 300 360 
600 340 385 

700 380 "º 
800 420 rn 
900 460 460 

1000 500 485 

1100 540 "º 
1200 580 m 

d) l suE[0.900), ll s1t">900 

EJERCICIOS 2.6 

1 \ • u(.t + 3)1 + 1 3 :r • a.r1 
- 2 

S /M - -(r + 2)! - 1 7 /(x) - 2(.r - -'Y+ J 
9 /(.1) • -J(t + 1)1 - 2 

11 /f.x) • -¾ (, -6Y - 1 

13 a) O. 6 e) 

b) Mm•/(3)• - 9 it 
.... , ' 

' ' " ,, -,., ,, i (HJ 

•><~,{H) -~i L 



A12 

4 
17 a) -1 19 a) Ninguno 

SS a) R(t) • 200.r(90R- r) 

b) S4S "°llOO 

( • ) = o 

& il-~· 
' ., =,.,·• J =·-~·.....:;-

21c a)) .. ~if c•.·•2¡21 -~ (-.l.J]po,[-2.2 dcugc=:;:,::,,.,' 

b) M,o /(- 2) = S 

=-::=· =is grandes 
generan una parábola 
mis cstrectu 

' [- 8,4]po,[-1 ,(7] 7Y+o.n 

.. T\7·--º·"_. - • • 1 

25 J - -¾(.r + 2)' + 5 n ~--¾Cx -4Y- 1 

1 + 2)(r - 4) 

21 , - -,e, . - -'-,,· _ 
3
), + , 

0)'-2 31 ) • 9 

29 1 • 3(, - 3S 6 125 37 24.72 km 
33 

' • _..!._4 ,, - I)' + 4 = 20 

b IOOptcs 43 ~u)-

39 10~ lo J b) A(<) - ' 250 - 4' 
bms 41 a) 424 pies ) ( J ) 

45 a) .,{r) • 250-71 

e) l~ p,es pot 1,25 pacs 

47 J•-;,(x-f) +J 

49 ¡} .,- • "'ixix1 + 10 b) 

S3 .500 patts 

282 pics S1 2 pic~ 

[O. ll]po,[O. 8] 

e) 2.3 p<>lg¡od as 800 s '< -SOO 
-=---- + 80 51 -

25 .x s 500 __!__.I: + 4() !ol -500 :S 

63 , ) /(x) - - ~250 ~ SOO < ., s 800 
--,A+ 80 

2S b)!Tl 
~ 200.100] [ -800. 800. IOO] po,[ -100. 



(O. 600. SO]po,(O. 400. SO] 
El ,.:liordc k afecta 1anto la ahura romo la d1stt1oc1a, 

desplazado un factor de +. 
E)UCICIOS2.7 

1 .a) 15 b) _, e) S4 

3 a) J rl+ 1;3-.1·1:2r◄ +3, 1 -2;i:~2

1 

31 .a) ~: todos kb núnK":ros d1fcrtn1cs de ttro sora real~ 

b) f.: lodos los nllmr:ros d1fctt:n1es de cero son rc:i.lC§ 

33 •l ~: todos son números ruks. ron uccp..·tón de 4 y 5 

b) =!:' : ~; todos soo números rcaks. con uccpc;ón de 2 y f 
35 -3 ~ V2 
37 .i) 5 b) 6 e) 6 d) 5 e) Noe<i posible 

39 20\/?""'+'J 41 Impar 43 J(U6 
4S A{t) • 25 ,rr1 47 r(t) • 9\Yr 

49 h(r)•5'\l'i1""+Tt 
Sl d(I} • v'"""ijo~ ... -00~+-(soo=-+-l=j(.~), 

E1crcic1os 53-60. Las rcspucscas no son únicas 

S3 u •xl + S.t.) • 111'' 55 11 •.1-J,, • 1, .... 
57 u• x◄ - 2.r1 + 5, ,- •,; 

S9 u • v7"+4. )' • : ~ ~ 61 5 X rn-11 

63 a) Y, • ,, gráfica Y,• -2v~ 

b) R c)Todossoonúmcro<;rtalcs,conuccpctÓndc:fV2 

S a) 2v'i+s:O:, + 5: 1 (b)[-5.~) (c) (-5.~) 

Em 
(-12. 12. 2Jpo<(-!6. 8. 2] 

b) v;-o.s.,.grifica~ 
J .a)~ .f

1
+l•h . 2r

1
• 

e, - "Xr + 5) Cr - 4)(r + 5) (.r - 4)(r + 5) 
2(x + 5) 
,-4 

b) Toc.lo5 son números rcaks. con excepción de - 5 y 4 
e) Todossonnúmcrosn:alc§,coocxcepcióndc - 5,0 y4 

9 a) -2'-z - 1 b) - 4 r1 + 4x - 1 e) 4r - 3 
d) -,• 

11 a)6.t·+J b)ñ, - 11 c) - 9 d) 7 
13 a) 7S.,l + 4 b) J.SX? + 20 e) 304 d) IS5 
15 a) tu 1 - b - S b) 4 .1? + 6.t - 9 e) 3 1 

el) 45 
17 a) &, 1 - 20x b) 12s.c1 -20.\ e) -24 

el) 3396 
19 a) 7 b) -7 e) 7 d) -7 
21 a) x+ 2-J\h+2;{-2,m) 

b) \f_,: - lr + 2; (-oc. 1) U [2, oc) 
23 a) 3, - 4.(0,oc:) 

b) 'V!r1 - 12; (-~. -2) U {2. s) 

25 •) \!v.TI - 2:(- 1.~) 
b) ~:[2.~) 

27 a) \!3 - v'i'""=l6. (-5. -4] U (4. l] 
b) ~: (-~. -13] 

29 a) .r. R b) r. R 

Eu 
(-12. 12. 2]po,(-16. s. 2] 

e) Y1 - A - 3. v,1.fica Y, - '1J + 1 

~ 
[-12. 12. 2]por[-6. 10. 2] 

d) Y1 • r + 2. gr:l.fka Y1 • Y: - 3 

~ 
(-12. 12. 2]po<[-6. 10. 2] 



A14 R~tudetjerc1cmst1tcclonados 

e) Y • -r. gráfica Y1 ea 
[- 12. I?. 2]po,[-8. 8. 2] 

f) Y,• 'f,gr.lficaY1 - -Y1 

EE 
(- 12. 12. 2]po,( - 8. 8. 2] 

g) Y, • abs "· gnlfica Y! 

EE 
[- 12.12.?]po,[-8. 8.2] 

h) Y1 • 'f,grifK'a Y, - abs Y! 

LI 
[-2. 6Jpo,[O. 8] 

CAPITULO 2 EJERCICIOS DE REPASO 

1 Los puntos en los cu:1dran1cs II y IV 

1 d(A. •Y + J(A. C)' • d(B. Q': •= • 10 

3 ,) VÍ65 b) (-J.1) c)(-11.-23) 

4 (0.J).(0.13) 5 -2 < o< 1 
6 µ- - 7)1 + b + 4f - 162 
7 {.l. - W + h + 2)1 - 169 

a x - -2 -~ 9 -~ 

2 
10 La pcn,hcnte de A.D y BC tt3. 
11 a) IR"+ 6_,. • 7 b) 2.r - 6,- • J 

12 , • -f .1.· + s u (x + s): +e_,.+ 1Y - s1 

14 .t + ,, • -J tS 4.t - .Y • 19 
16 2,-JJ • S 17 C(0.6);r • V5 

11 CC-J. 2);, - + VII 

19 a) ½ b) --di e) O d) -~ 

r' g) -
..-+ 3 

,, 
t)· v.:¼1 f) v::+3 

20 Pos1100 11 Nc¡atoo 

22 •> [+-~):ro.~¡ 
b} Todos son números reales, con cxccpctOO de - 4. (O . ..,) 

1 
23 -Zu - h + 1 24 (u+ h + 4)(a + 4) 

5 4 
25 /(r) • -x+-

J J 

26 a) Impar b) Ninguno e) Par 
EJCl'CK'IOS 27-40 Se hm(nl 13(1) 1n1crsecc1ón(cs) de, scgu1d3(s) 
de la(s) mlcrsccc1ón(n:) de) 
21 -5. nmguno 28Nmguno; 3.5 

tt-·+ 29 1 6; .¡ 30 .t; - 1 

++ 31 o.o 32 o.o 

k+ 



b) D • A: 
R • (1000) 

e) Constante en 

<-~.~> 

b) I) • A· 
R •[o:~) 

AlS 

e) lxsa:ndc:ntc en 
(-~. -3). 
a.c;cendcntc en 
[-3.~) 

b) D • (-v'iii. v'iii) 
R • (-V!0.0) . 

e) lk.sccndc:ntc en 

[-v'iii. o].""'""'"· 
icen [o. v'iii] 

b) D • (-1.s); 
R • (-oo. l] 

e) Dcscendemc en 
[ - 1.~) 

b) D • (-s . 21 

R • (O.~) 

e) Drsccndemc en 

<-~.21 



A16 R~tndct)trctclc»~clOnados 

49 • ) 4 :: :se:~:;:], +<) > Ld) > 
(-~.oJ. 
dcsccndcmc en 

X [O.~> X X 

50 a) -1 :: ~:~:,m +•) y X+() y X 
(-~. -3). 
Asccndcnlc en 

[-J.~) 

X 

54 , ) b) 

51 •>~ :: i~~~:."" +, + , (-~.OJ. 

Asc-cndcntc en 
x [O. 2). 

cons1an1c en 

[2.~) 

···+ ++ 
b) o • R, R • { ...• -3. -1. 1.3 •... ) e) () 

.. ::1:·.•:;-+~ ++ 



g) 

+ SS 2x - S) • 10 56 (x + 2)! + (\ - lf • 25 

S7 , • '"i"(.r- 2Y-4 S8 ) • -lx-2l- 1 
59 M1n;/(4) • -2 60 M:u./(-3} • 6 
61 Mu:/(- 4) • 20 62 Mm:/(4) • - 108 

63 fe,)• -2(< - JP + 4 64 ) • -¾ (, -3)' - 2 
6S a) [0.3] b) (0.3] 66 •)-3 b) Vil 
67 a) 18x1 + 9.r - J b) fu: - 15.r + 5 

61 a) H- b) 3_,~ 2 

69 ,) y¡¡-::-;, [3. 28] 

b) v'\/3-=-:i' - 3,(-4, 4] 

70 ;a) -
1 

-.\' iodos I&.. numc~ M>n R'.'alcs. 
x+ . concxttpctón dc -3y 0 

b) ~: todos kd números~ reales. 
" con cxccpctón de _ .=.. y O 

n "•X1 -5J:,)• v'ü 
72 Entre 36 1 p.cs y 60 1 p10 
73 a) 253 42 pies b) 2028 

3 

74 a) V• 600)1 + 179.(XX) (b) 2+ 

7S a) F • f C + 32 b) 1.8 ·F 

76 ¡) C1(x) • 4-r b) C:(x) • iit + 120 e) 8800 

n a ) ,'(.,) • f x b) C(r) • 180.r 

78 d(1) - \/rn' + t20 + 221~ 

79 a) ,'(x) • -3"x + 20 b) V{., ) • 4.,(-¾x + 20) 
3w(,' + 16) 

80 C(r) • --
1
0,--

81 a) V • 10, 
b) V • 2001rlpani0shs6: 

V• 7200 + J200(h - 6)para 6 < h s 9 

Í, , -720 
e} lt • '/20 p:,.ra Os , s 720; Ir • 6 + 

320 
pan 

720<rs 1680 

82 ,1) r• +J. b) ,,.¡;-~"-' 
&3 a) ,(h) • 

11 
~ b b} V(lt) • + ffll(lr + ub + b~ 

e) ~-91ptcs 
7,, 

¡000361, 
l4 B(,) • O.oo.&1 7x - 2.8 

s10StSS(XX) 

Si t > 5000 

SS , - -
44

~
5
l(r - 4.475)'+ 1 

86 a) \ • 12 - .t b) A • 1112 - t) 

87 ~ horn~ des~ de la 1 :00 P.M .• o alrededor de hu 

2'.2) P.M 

88 El radio del scm1C'lrculo es 1 8a nulla La loognud del rec• 
lángulo es 1 8 m,11:i 

89 a) 1 segundo b) 4 pies 
e) Sobre la Luna. 6 segundos y 24 pies 

90 a)(87.5, 17.5) b)30625 um<bdcs 

CAPlTULO l EJUCICIOS llAIU ANÁLISIS 

2 (a) g(t) • -½ t + 3 (b) g(t') • ---½x - 3 

(e) _t{.t) - -+x + 1 (d) R{x) - -f, 
4 '21u+ah+b 
S mf'fi. la pcnd1cnlc de la linea tangente a P 

6 R(<,.,,) • ((1 - -;)•• + -;•,. (1 --;)•• +-;•,) 
7 h • -ad' 8 /µ) • -IO - 20(-,/15( 

04996 + \i(-04996)' - 4(0.0833)(35491 /J) 
9 \ • 2(0.0833) 

{
o 132{1 - 1}1 + o.7 si I s., :S 6 

lO b) /M • -O.S l7x + 7 .102 si 6 < ., s 12 

IS 
U:AMEN OEL CAPITULO 2 

l A • 37,) - -16 2 a<Ooa>6 
3 (..- - 4f + l' - 5Y • -11 

4 in1crsesción de r• 10; ml~ción der. 8 

S " • - 5 x 6 , • 2 x + 14 

7 T(.l) • 0.8&t + 9.9 8 (-=,o, -2) U (-2,01 
9 '2u+h+5;2',+h-1 

10 S(V) • V+ 8 -VWÍ.o v+ ..i\lÍV 11 (6.3) 

{
l.2fü s10:Sxs 1000 

12 C(x) • 1.80.r - 600 su> 1000 
13 r • a (,+2)1 +1;a>O 14 - 27 

1S 
8
8

1 
16 250: 100 17 13. oc:) 

18 Ctt(I)) - 2sr - 10, + 10: s9000 



A18 RKPUHtasde~~rckmwtecclonados 

li·i4ii10•11 23 /(, ) > O si - 2 < ., < 3 25 /(x) > O s1 1: > 2. ",".~·~·~· · + ;;17. :':.,~-• . 
3 a) b} 27 /(A)>Osilxl>2o 29 /(r)>Osil.d>2. 

++ ~~r-.~ 
S /(3)• -2<0./(4)• 10 >0 
7 /(2) • S >0,/(3) • -s < 0 
9 /(-2) • -33 < 0,/(-1) • 2 > O 
n,) C b) D c)B d) A 31 
13 a) A mcd,da quex - oo.}..f) - oo_ A mcdtda quex - -00./f.1) - -oo 

b) A mcchdaquex - oo,ft_f) - -oo.A n-acd.daqucx - -oo.ftx) - oo. 
e) A mcthda que X - ::!:"",/f.X) - ,,.,_ 

d) A n>Nhda que x - :!:oo,}..i) - -oo. 
15 /{i:)>Osu:>2. 17 /(t)>O"lxl<2. 

/(.1)<0s1f<2 /(f)<Os1l1:l>2 

"" \rr . 
~ 

b} - ub<- e) (-00,a) U (b,c) d) [u,b] U [c,oo) 

35 S111csp:u,en1onccs(-.t"r= l'",yporcllo.1(-.t)= 
ft.t). Pcw lo 1an10,/cs una ÍW'ICIÓn par. 

4 
37 39 :!:4 

3 



' 
-60 
-40 

-20 

20 

'° 60 

41 P(r) > Ocn 

H \/i3.o)r G V13.~) . 
P(.r) < Ocn 

(-~. -i v'T3), (o. l v'T3) +
3) 4) 

. EEEE 
[-9.9),o<[-6.6) [-9.9]po,[-b.6) 

43 b) V(x) > Ocn (0. 10) 4S ~) T > O para O< 1 < 12; 
y (15.~); T <Opara 12 <1<24 
bv:a!or-csd1,pon1blc,; b) 

pa;'"'""""'"'"'"'"(O. 10) .. V\ 
- . tv 

e) T(6) - 32.4 > 32, 
T(7) • 29.75 < 32 

47 a) N(1) >O para O< 1 < S b) La poblaclOO 

A 
49 ~) 

/ (z) 1(x) 

2'.920000 25,902001 

S.120000 5,112001 

320000 318.001 

320000 318001 
5,120.()00 5,112.001 

25.920.000 25,902.001 

;;,e ci.:11ngue después 
dc53i\o!I. 

h(z) k(z) 

25.937.999 26,135.880 

5.127.999 5,183,920 

32 1.999 327.9'60 

321.999 312.0.W 

5.127.999 SDS6D80 

25.937.999 25,704.120 

b)l) A rtk'.'(hd3 que l" se aproiuma a oc.ftr) se aproxm\3 a '.ll'.; 

a llle(hda que r se apro"<1ma 11 -x,Ar) se aprox1111a a 

2) A medida que .t se aproxima a -x,At) se aproxim., a -:e; 
a mcdKlaquc rseaprm:m\311 -x.),_r)scaproximaa x.·. 

3} A mcdKb que r sc apro.'<111l3 II x,Ar) se aproxima ax; 
• medida quc.r se apu."<1ff1.la - '.ll'.,.,{r) 11Capro."<1ma a-~-

4) A medida quc.rseaproxuna a x,At) se aproxuna a - x: 
a medida que x se aproxima a -x,A.rl se a.proxuna a ix. 

e) Par.1 la funct6n cubica ,A:., )-ar+ b.rl + e.r + d con a > O. 
_Ar) se aprox1nu ax a mcd1cb que r se aprox1n\ól a - x 
Con"< O.Jt,) se aproxima a - x II medida qucx se 
aproxm1.a a ".lt y ft:c) se aproxuna. ax a medida que 'f se 
aproxm\3a - ".lt 

- 1.89.049.1.20 

- 1.88.0.35, 1.53 

b) Se nlt'hcn smulares. e) 2.1" [-4.5, 4.S]por[ - 3, 3] ...... .. ·m EE rn ,_.,,,,..,_ .. , (-,s:, -214) U (214,"") 

[-9. 9Jpo,(-6.6] [ -9. 9Jpo,[-6. 6] 



(-4~. •~Jpo,( -2,4) 
63 a) Ha :aun~n1ado 

(-1.29,-0n), 
(0Jl85, 2 66), 
(1.36, -0.42) 

[1970, 2010, IO]po,[20,45, 5) 
b) \· • 0.59r + 23.5, hncal 

EJERCltlOS 3.2 
3 1 

1 2..tl - r+3;4r - 3 l 2r.zr-4 

S O: 7.t + 2 7 5, 29 9 16 11 7 
13 /(-3) • O 15 /(-2) • O 17 /(3) • O 
19 X\ - ;.h1 - 10, 21 r' - r1 - 9, + 9 
2) ~ - 2.1"J - 9,1 + 2.l + 8 2S 2.r + X + 6. 7 
27 rl-3.r+ 1:-8 
29 J~ - 6:r' + 12.r' - l&x + 36: -65 
31 4., 1 +2x'-•b-2;0 33 73 

3S -0Jl824 37 ¡ 39 8 + 7VJ 41/(-2) • O 

43 /(+) • O ,s J,5 47 /(e)>O .t9 -14 
51 S1/,r) • r• - _,.- ) n es par,cn1onccs/(-,·) • O 
S3 ;a) V • ,ni(6 - r) 

b) (f(s + V45),f(1 - V45)) 
SS a) A • &.r - 2x1 b) \ii3 - 1 • 2.61 
S7 -9~5 
S9 -0.75. 1.96 

EJERCICIOS 3.1 

1 - •h' + 16.r1 - ·b - 24 3 Jx' + 3.r1 
- 36., 

5 -2.r1 + 6.r~ - 8.r + 24 
7 J., ' +,, 
9 .1.'+2f' -2Jx1 -24r+ 144 

11 Jx• - 27.r 1 + 81.r1 
- 81:r1 

13 /(<) • f (, + 1>(, - ¾ }, - 3) 
1S /(.,) • -1(, - I)' (., - 3) 

17 -f (muluphcKbd I); O (mult,phcidad 2); 

½ (mul11phcid3d 3) 

19 -¾ (muluphcidad 2); O (muluphcidad '\) 

21 :: V3 (c3d:J. uno lk muh1phctdad 3) 
23 -4 (muluphctdad 3}: -3 (mulophc1dad 2): J (muh,phcidad S) 
2S :t:41, :3 (cada uno de muluphcidad 1) 
27 /{t) • (.r + 3)1(.r + 2)(.r - 1) 
29 /(,) - (, + 2)'(, - 1) 
31 f(,) • (., - I)'(, + 1) 

Epcte1os 33-40: Los tipos de soluciones posibles se l1stAn en el 
orden de pos11l\o. ncgal1\0 y complcJldad no real 
33 3.0,0 o 1.0,2 350.1.2 
37 2.2.0.2,0.2:0,2.2;0.0,4 
39 2.3.0.2.l;0.3.2.0.l,4 
41 Su¡x-nor, S; mfrnor. -2 43 Supcnor.2. 1nftt1or. -2 
45 Supcnor. 3; infrnor. - 3 

47 /(t) • -+(.r + lf(.r - I}(,· - 2)1 

,9 a} /(.r) • '* + 3)'(.r + l)(l - 2)l b) 108 
S1 /(t) • (, + 4)(.r + 2)(( - 1.5)i(., - 3) 
53 No SS SI 1.S(.r - 2)(., - 5.2)(, - JO 1) 

S7 /(,) • 
3
:

28 
,(, - S)(• - 19)(• - 24) 

"EE A nM:d ida que u·1ttt~m.:1 
la mulI1phcldad. fa gr:ifica 
K: \'uch c mis honzon1al 
en (0.5.0) 

61 ~ -l.2(mult,pl~óda<ldc2), LLL l.l(mulo,ph,wddcl) 

[-3, 3)po,[ -3, 1] 



61 2023 (cu.:mdo 1 • 43.2) 
6S , ) 3) 

~ 
[0.5. 12..S]pot[-J0.50.5] 

b) 4 s t :5 5 y IO s x :5 11 

1 •> 

e) 4.Q2, 10.53 +
[J[RCICIOS?.S b) 

e) 

' 

/) - todo\ los númcrm d1fcrcntci 
a ttro son ~akt; R - O 
IJcJcc.':ndcn1c c:n 
(-!!e>.O)ycn 
(0.~) 

67 7.64 cm 69 12 cm l a) -2 b) - 2 e) <xi d) -oo •> o 
EJUCICfOS l ... 

1 r- 6.r + 13 ) (,r- 2)(..-:+ 4.r + 29} 

S •> AmcJtd.iquc ., - ::!:GD._A,) - O 
b) Amcdldaquc ,- :!:.m.ft.,)-2. 

7 VA· r - J: HA \· - -2: br-ccha (6, - :¡) 
S -<V+ l)(x' - 6x + IO) 9 

L~:,~;:~:.::::~rn:q:
5

~oog,~~1., rn,mrnc,o~I~ --~=~-- t \__ 
/ 

2(t' + J)(,\" + 2) ,,,----­
(.f - 1)(, + 2) 

posiblc.J hs1adu umfacc 13 ccmc-1ón ...:;:¡,,,.- 3°""..¡.;.' ----
11 :l. :2. :3. :t:6 1l :l. :f. :5 (-2. -{) 

15 :!:l. ::!:2 

17 a) _ 1. _ ~. _ !- _2. _J, -! · _ ! . _6 

c)}.2.-f 

[-6.b]po,[-1.1] 

19 -2. -1.4 21 -1.2.f 

n -7.:V2.4 2S l(mult1plw:Kbddc2).-+.J 

27 - J. -f ,O (mul11phcidad de 2). + 
29 -¾--¾: }V7; 
11 /(x) • (', + 2)(2.< - l)(x - 1)' (, - 2) 
ll /(r) - 2(, + 0.9)(.r - 1 l)(r - 12.5) 

lS No. S1 J es una ralt.. cn1onccs - J tamb1é-n lo es Por ello, 

11 

el pohnonuo lCfldni fac-1orcs.r- l, T + l.x-1 •. , + 1 y. por lo 
tamo. será de grado superior a 3 

37 Dado que n n impar y los ceros complcJOS oo rc:tlcs se 
presentan en pares COOJugados p.:,,r.r, l<h. pohnonuO!l roa 
cocfic1cntcs reales. debe cx1s11r por lo menos un ett0 real. 

39 a) Los dos cuadros con-cspondcn 
ar= 5 y 
, • 5(2 - v'2) 

b) El cmdro corresponde a l'= S 
41 e) En p.ts; 5. 12. y JJ 43 b) 4 plti 

' 1 v:i 
45 Ninguno ◄7 -1.2.0.8, -2 ::!: T' ◄9 10.200 m 

. _, 



A22 R~tu de tjerc1cm stltcclonados 

2l 

27 

31 

49 /(r) • .tx: ~ JW3.r" -2 47 /(r.) • J - 1 para," -2 

(-2.-H 

_. 6.t' _ 6.r - 12 
Sl /M•!=; S3 j(,)- .t'-7.r+6 

16 _ I (b) V(,) • m-1h 
SS a) h • (, + 0 • .5)' 

e) Exclu>c r :5i O Y '~ J.S , 
37 '" x - 2 57 a) V(,)• SO+ s,.A(,) • o.s, b) ¡o,+ 100 

~

lS , (,)- O llb do,lpo,gnlón 
e) A n1Ct.hdr.quc , -,x,.c e) 2000 

S9 a) O< S < 4000 b) 4500 ucc sólo 12.S't qUt: aumenta 
d) Un 12541 que aumenta en S prod 

cnR 63 r. 0.999 ' ~Ea 
LJLJ [0.7. ,;,O ;)po,(0~.1.2.0.1) [-9. Jjpo,(-9. Jj 



6S a) La ¡nífica de ges la hnca honzon~l •·= 1 con brechas en 

r = O. !:l. :!:2. !:l. de con brcthascn r = O, 
b) La &rifica de hes ta gr:'ifica p 

!:l. :!:2. ::J. 
132 - 48.t 

67 a) -~--~ 

¡2_4),o,[O. 1000, 100) 

=2. 8 

d) : • 4 '''"''"' un GPA ocumul,do <k 4 O"' rn 
t) :;~numero de créd11os ad1c1onalcs obtenidos 

40 

EJERCICIOS l,6 
2 

1 u•,h-:k •5 
4 

3 V•kr-1.k•3w 

7 y•.i:-?:.t--27 

11 ;•.t--G:::.t-2 

13 q • . , : J. J. • 168 

17 a) P • MI b) 59 

y'; 40 
15 \ • k--:¡--:k • 3 

e) 295 ~lb/picsl 

d) P(lb.ptet~I 

P• 59d 

"' 

1 1 
19 • ) R • *;¡¡ b) 40.000 

e) H {ohmi) d) ~ohrm 

~ 
25 

6.25 

OJ)J 0.02 d{pul&adait 

Rnpuntn dt tjffClclOS ~t<CIONdos A23 

v'i b) 2,4 v1 e) 1..4 vflj , 21 a)P •.t/ 

365 e) 2232 días 23 a) T "" id'' b) (93)\! 

25 a) V•kvi. b) f-v2 e) 63 nu/hr 

27 a) W • ll.h1 b) ii e) 154 lb 

-kPr" b} Alredcdordc2.05\ccc:smáJ 
29 a) F - O" 33 d se muh1pl1ca por 9 31 Incrementa 25 • JO.I 

: ~-;~M:":,-tz: 

[O. 75. I0]po,[0. 600, 100] 

CAPITULO 3 EJERCICIOS DE REPASO -~ 

2 /(t) > 0 \1 r < - V 32 1 /(.,) >Os1.r> -2, 
0

·.r> ~./(.t) <0 

l.~ 
4 /(t)>Osi-l<.r<O ] /(.t) > 0 SI - 2 < X < 1 O O < .X < 2. 

o 1 < t < 3./(r) < O /(r) <os.ar< -1 
SJ r < -2 O f >) 

*-+ 



S /(x) > Os1 -4 <x < O 
o x> 2,/(..-) <0s1 
x < -4o0<x <2 

6 /(t) >Os,-4 <x< -2. 
0<x<2,o x>4. 
/(x) < 0s1, < - 4. 

+
' -2 <,< 0,~2< « 4 

·* 7 ftO)= -9 < 100 yft.10)= S61 > 100. Con base en el 1comna 
del nlor 1n1crtned10 p:1ra lu funclOl'IO polinómicas.f1oma 
lodos los valores en~ - 9 y 561 Por dio. c,ustc J)Of lo 
m~ unnümcrorcal ucn (O.IO)dc forma quc,A:a)= 100 

8 Scaft:c)= .-'- l'C"- 2.r- t + l .ftO)= 1> 0 y/(l)=- 4< 0 
Con base en el 1corcma del valor m1crmcd,o para bs fun. 
c1oncspohnómias,/toma todos 1M nlorescntrc - 4 y J. 
Por ello. cx1Slc por lo menos un número rc•I "en (0.1) de 
modo que fta)= O. 

9 lt1 + 2: -21x1 + Sx-9 10 4.,-1 ;2.l- l 
11 - 32 12 /(3) • 0 
13 6.l~ - 12x1 +2-t., 1 -Slr+ IIH:-200 
14 2.,i+ 11.c+Jl:9..J 

15 ir,,1 + 6.\ + 34)lr + 1) 

16 },(,' - 2x + 2)(< - 3) 

11 x' +6.,' +9x' ~ 

'V¡ ·. 
18 (., - 2)'(, + 3)(< - 1) 

19 1 (ntuh1pliddaddcS):-l(mul1iplic1daddc 1) 
20 O. ~, (lodos con mult1phcidad de 2) 
21 a) 3 pos11,.,·o o ncg:atn ·o o I pos111rn. 1 ncgatn'O y 2 com­

plcJO no real. 
b) Llm11c supmor. J. lim11c mfcnor, - 1 

22 a) 2 pos111.,o y 3 negativos, 2 posm,o, 1 ncga11,o y 2 com­
plejo no real: o I negall\'O y 4 compleJO no real. 

b) Lmulc supcnor, 2: lim1lc mícnor, - J 
23 Com0Mlloex1stenpmcnc1a~parcs..-.+21"+lrl+l ~ 1 

¡>3111 cada número real de x. 

24 -J. - 2. - 2::: / 25 -+-¾-¾ 26 - 3. 2. :!;) 

27 /(:e)• -~(.f + 2)'(.t - lr(t - 3) 

28 /(,f) • ~(.t + 3)l.r1..- - 3)1 

29 VA: r - 5: HA: \' - ;. 1nlct"5ttCióndc .d 

1ntcrsecc-ión de yT5: brecha: ( -2. i) 
30 31 

32 

34 



39 ![( 
7r 

3(.t - 5)(., - 2) 3.r: - 21.x + 30 
40 /(t) • 2(.t + J)(.t - 2) o/(.r) • 21-; + 2.-r - 12 

41 27 42 

" 

" 
43 a) IS~ 

b) \ .. 0.97~ < 1 SI -r • 6 1. y _l' - 1.0006 > 1 
SI .I • 6.2 

44 a) V..- -:J;.1(1: - x 1) 

b) Su>0.V>0cmmdo0<.,·<I 
4S , • 4 (1000 A~\t.)y, • 16 - .iV6- 6.2020 

(12:12 P.M.) 
46 v'5'<,<4 
47 a) R • I: 

b) l. es l.l tas.a máiuma a la que el hígado puede chm1nar­
cl :alcohol del IOITCntc sanguíneo 

41 a) C(IOO) - $30 m11'4>ncs y C(90) - S2..S millones 
b) e (millones de dóbrn) 

"' 
lt) 

10 

10 100 
f(port"N.'fllO) 

49 375 SO l0.125 w::ms 

CA'ITULO 3 EJERCICIOS PAIA A"1ALISIS 

(.r1 + l)tr-1) 
2 Si 4 No S n + 1 7 /t,) - µ: + l)(t _ 2) 

Respunt.u de ejNcklos selecck>Ndo!. A25 

8 a) No 

b) Sí.cu.ando .t - :: = z. M1pomendoqucd 
denonunador no es ett0 

9 a) Sl476 
b) NoH, \{hdo para \al0tts de coofi:tnza ahos 

10 E1 segundo entero 

11 a) R(I) - P : SI b) R se apro,unu a S. 

e) Las penonas pagan más impuC!>ICK conforme 
uK"ttmtnta su 1ngrtSO. pero~ 1nlp0r1cs fi,os de 
1mpucs1os Jutpn un papel menor para ck1emuna.r su 1.15a 
1mpos11ff3 gencr:il 

12 a) 1211 b) 47 e) 36 )ardas 

EXAMEN DEL CAPITULO 1 

2 /('r;) - -r1 ( t - l}1(,t - 2) 

J /(0) • -1 <O> /{2) • 11 >O.por k)quc cx1~1cun 
numero, de fornu que O < , < 2 y /(r) • O. 

4 (a.b) U Ch.el 
S l)cspué~ de StCIC lli\os 

6 Lu¡r.ificasde/yg,;e,erf:ancai.1.dén11cas 
7 ,.A2) • O 8 a• b/6 9 -2. 3 

10 /(t) - 3(r - 3)(, + l)l 11 9 
12 Sí; /(.f)•.rfx-1)(,-i) 
13 S es un factor de bS4S y 2 es un fxlor de 702. 

6 ' (' ') 14 - '-T• "f lS (2. 3) 16 J· -¡-
17 

-3(x - 4)(x + 1) 
18 /(.t) • ( , -2)(1 + 1) 19 4 



A26 RHPUHtH de ~~rcklcK wl«clonados 

ffl'jlii::71:D SS a) Como fes uno a uno, a is1c un mvcno. 

EJERCICIOS 4.1 ¡-1(,) • t: b 

1 a) 4 b) Noespos,bk b) No,nocsunoauno 
3 a) Sí b) No e) No es una fuocaón S7 e) La grlifica de/es s,métnca sobre la linea 1 • " Por k> 
S Sí 7 No 9 SI 11 No 13 No UUlt0.,,1:\') / 1(\') 

1s sr 59 Si 
17 •) - 1 b) -2 e) -2 d) -~ e) ~ 61 ~ ,) (-027, 122) 
Ejercicios 19-22: Muestran quc.A!,'(f)) x g(l(x)). b) (-0.20. 3.31); 

( --0.27, 1 .22) 

'.:E.: .. :+ -~ , ....... 
2S (-~.j)u (j.~),(-~.l)u(\.~) 

31 ¡ · •M- ~: ~ 

1s ¡-1(.f) • ff 11 r'M • 3 - _1::.x ~ o 

39 ¡-'(;<) • (, - 1)' 41 ¡-'(;<) • '// ,r,_ + 6 
43 ¡-•M • , 45 ¡-'(,f) • -~.-J s, so 
47 ¡-'(,) • 3 + '11<+9 49 •) 3 b) - 1 e) 5 
S1 , ) > b) D • (-1,2), 

53 • ) 

· -[+.·] 
~c.....=w..,..-- , e) o, - [ I' • l 

Ri • [- 1. 2] 

b) D • (-3, 3), 
R • [-2.2] 

e) o,• (-2, 2} 
. , • (-3. 3] 

(- 12, 12Jpo,(- 8.8) 

65 a) SOS pies' mm 

b) ,,__ 'h) i5.r Dada una c,rculac,ón de aire" de.\' pies eúb1• 

cos por m1nu10, I' '(\') cakula t'I númt'ro mix1mo dc pcr• 
sonas que deben t'.slar en un n:staunnte al mismo tiem po 

e) 67 

EJERCICIOS 4.1 



31 1c,> - ,m· -3 
33 /(,) = 8(½)' 3S /(,) • ISO(UJ-' + 32 
37 a) 59 b) IO'l> 
39 a) I039: J 118: 5400 

b) 
/(t){bK1fflo1) 

41 a) 50 m¡: 25 m¡: 

~V2 .. 17.7mg 

'"" 

43 _ _!_ 
1600 

1(horu) ,. 

b) 

IO 1(díasJ 

4S a) $ 1005.83 b) $1035..S I e) Sl072.29 
d) $4038.74 

47 a) $ 19.SOO b) S 11.975 e) S735-I 
49 S2JI .D89.639.204.l 1 
Sl a) Examine d p.ill'Ón formado por el ,·al«) 

cncl ai\o,r. 

b) Rcsol\l•r s • (1 - a)'y. para a. 
S3 a) S l83-lAI b) $-110.387.<iO 
55 SI S.495.62 
S7 a) 180.1206 b) 7.3639 



"[2] 
[O. fiO. 5Jpo,(O. 40. 5) 

61 -1.02.214162 

"t:fj 
-~ 

[-4. l}po,[-2.1) 

a) 2613 b) 8'>0 

a) NoHunoauno 
b) O 

a) Asccndcn1c [-337. - 1 19] U (0.52. 1]. 
dr:K"Cndcnt<(-4. - 3.37]U(-1 19.0.32] 

b) (-179.1 .. ) 
67 6.58alk» .. ~ ... "'""''"'"'"'"""' 
~ ---·· 

.. r,, ...... / - --~-
~ . 128""" 

(0.40. IO]po,[O, 200Jl00. 50Jl00) 
73 a) 

(-10, 100. IO[po,[- 200.2200. 1000) 
b) FW1ttóllfc, poncna.al e) 1989 

7S l •0JM(IJM8lr;7.-, 
n ai) $7J6.6484l;$1,l92,971 b) 1244'1 

e) c, poncnctal, polmónuca 

EJERCICIOS ,.1 

S $1100 18 7 $54.226~3 

11 ,,,. 1s -1 11 - f. o 

21 27 4 l ¡ 23 l48 8 m1llonci 

9 711 11 3,4 
4 

19 (r' + ,-•)l 

25 a) 25-t b) n.2 horas 17 1 Btt 29 41 
31 a) 10.-16 pulpdao (b) H4 pul1""' 
33 1, 77 cm. 15.98 cm/allo 
3S $ 1854 porhcn 37 a) 7.19'1 b) 7.25~ 
39 a) 5.o<i'l b) l 11'> ., ,., .. ~J 
4 , "[2] .... "'" 
[O. fiO. 5)po,[O. 40. 5) 



4S•) b) 
1 

S9g; As«ndcnte en [-1. oo): CJ[J + de.sccndcntecn (-oo.- 1] 

~ ' [-55,S]po,[-2,5] 
(-7.5. 7.5]por[ -5 5] 61 a) A mcdid:I que aumenta h, d1.sm1nu}c e 

b) Amc=dida4ueaumcnu y,d1smmu)c C 
63 a) j(,) • J .225, ... ---. 

CQ b) +---- : 5 ~ _______ , [- 1000,10.000,IOOO]po,[O,U,05] 

[-45,45Jpo,[-3, 3] b) 0.!lll5, 0.461 

IJIAtlCIOS 4 4 ••az - J.0...2.11.8.51 t a) log,6-'•3 b) log. ~ •-3 
e) k>g, I • r d) lo&, (4 - 1) • t 

e) '°11 ª : b • 1t f) lor,., (5.J) • , 

3 a) 21 • 31 b) 3-1 • i¡j e) , , • r 

Sl L[-3. ll]por[-10.80.10] /MH1inW«rc:1de d) l'•(ts+2) e) 2l .. (•~,,,) f) bv:•512 

r' !,I "• O. S t • 3 log..,2 7 t • k,g. I ~ K 

.((,f ) C)IA nW «rea de ( 
l''S1.t- l . 9 t•ilog. A~D) 

11 •) log 100.000 • 5 b) log0.001 • -3 
e) log h' - 3) • t d) lnp • 7 

S3 ~[0,45Jpo,[0,3] t) lo(J-,) •21 
0.11 ,0.79, 1.13 13 a) 10• • r b) lo»'• r e) ,.,.1 • t 

d) ,..." •" e) t>'• •:: - 2 
15 a) O b) 1 e) Nocspos1b~ d) 2 e) 8 

f) 3 g) -2 
17 •) 3 b) 5 e) 2 d) -J (e) 30 
19 •) 2 b) -3 e) 3r 

SS g(-2.2.5)por(-1.2) '-2.71 •(' 21 ~I 23 St)()hxión 2S - 1. -2 27 13 
29 27 31 ~-; 33 3 35 3 

37 a) O b) 1 e) ., d) -• 

[O. 200, 50Jpo,[O. 8] 
57 0.567 



A30 R~tu de tjerc1cm stltcclonados 

+"++·+ 
+' d)+• H" , 43+ i ! , - - 10 

' ' 
.1 .\ t ,I 

' + · -rr * •N•••" 

~.,+ 
+ ··=fi-, 

49 /(,)- -Fe,-) Sl /(,) • F(x- 2) 
S3 /(:r) • F(t) + 1 
SS •) 4240 b) US e) 0.0251 d) 9 97 

e) IJJ5 f) 0.202 
S7 /(t) • IO(Xw•• 11"\ 4.88'l- S9 /(r) • :zot.••• .. : -3.05ff 

61 t • -l~logl (!) 63 t •-¼In(~) 
65 •l 2 b) 4 e) 5 
67 a) 10 b) 30 e) 40 69 En el a1'o 20-iJ 
n a) w . 2.4"'... b) 37 92 .,& 
73 a) 10.007 ptes b) 18.()()4 p,c,s 
75 a) 30S 9 kg b) (1) 20 al\o5 (2) 19.8 aoos 
n 101 milla~ 79 2''' .. 109 
11 a) LM pcaloncs canunan a \dOC1d3".k.s promcdK> 

más alta\ c:n ciudades más grandci 
b) 570000 

13 a) 8.4877 b) - 0.0601 
85 1 763 87 (0. 14 90] 

~ 
(-2. 16]¡,o,[-4. 8] 



89 a) 304 b) 385 

EJERCICIOS 4.5 
1 a) Jor., .r + log1 :: 

e) +log,: 
3 J log • . r + log... • - 2 log.J - 4 log...:: 

5 ½log.:-log.r - +log.l 

7 f1n.r-¾ 1nv-f1n .: 

Rnpuntn dt CjffClclOS ~t<CIONdos A31 

a,-~ ·+ 
61 a) O b) R(2r) - R(.r) + o log 2 63 029 cm 

9 , ) loo,(5,y) b) log,~ e) 1og,\1', 65 ~ (O.l.02]U(2.40,~) 

11 log,. \Yi"=-1~2.t + J)' 13 log )~~~ 
15 In~ 17 f 19 5 V5 21 Sin soluclOO 

23 -7 2S 1 27 -2 29 -2 31 -I + Y65 [0.6]po,{-l.3] 
250 2 67 141 ,6.59 . " . _,. ,,,., . ,. ,,,. . Ea 

~ 71 694 73 115m 

EJERCICIOS 4 6 

a) Ascendente en 10.2.0.631 
yj6.87. 16l;&s«ndcntc 
en (0.63. 6.871 

b) 4.61: -3.31 

+. ' , ·+ (02. 16.2Jpo,(-477,577] 

+' ' '·+ · :~;.~~·:~.~~:::" 
19 5 21 t y -¡¡--2.o2 23 2.5 25 1.2 

27 loi(4 + Vl9) .. 1.53 29 1 o 100 31 10'"" 
log4 

+
7 , ., 49 + • 33 10/100 3S 1"3 37 7 39 X • log (1 ,C ,¡;:,=-¡) 

41 .r • ..!.. ioi (..!....:!:.!.) 43 x • In t, + v7+1) 
2 1 - )" 1,; 

45 r • 2-in (.!..!..!..) 
2 J - 1 

S1 /(1) • log:.r: S3 /~r) • k>J:(8., ) SS Alrededor +7 



A32 R~tu OC c)trckk» ~clOnados 

•1 1ntfflCCC1ón de.)'• logl 3 U mtc~ciónde .~· • log, 3 CAPÍTULO 4 EJERCICIOS DE REPASO 
- 1.5850 - 0.7925 1 Sf 

**'+ 51 a) 22 b) 5 e) 83 
SJ Bascs1 pH >1 :kldosipH <7 
SS l l.58alk>s - 11 allos7mcscs S7 864m 
S9 a) Am.¡cnclcomntc b) 6.58mm 

.u¡uinco) 

60 

'º 
l(mmUIOI) 

61 1) , • 1°1 (F/F. ) b) Después de 13.863 generaciones 
Jos{I - m) 

63 i) 4.28 ptes b) 24.8 ailos 65 1~~:~!!) • 0.82 

67 La sospcchi es COffCCti. 

69 La sospecha es mcorrccca 71 -0.5764 73 Nmguno "'~··[!: 
[-l.17]po,[- I. II] "LE_ , __ ..,,,,.,.~,., 

[-5. IO]po,(-8.2] 
79 (4) 

10 - X 

3 •> ¡-'(,,) - - ,s-
b) 

S 1) 2 b} 4 e) 2 d) 2 e) x > 2 
6 a) 5 b) 7 e) 4 

d) No s,c da suficiente 1nfonnación 

L+ 
++ 



11 r +~-----: n ¡J-- ~ ¡ 
-4-- -~7T + .. . :.~ :r, ' + .. , " .,. '' .... ,. 

26,) 3 b) O c)I d) S •)I +
' , ~6 ' ~t 

• () 21 ~ + 
27 O 28 ---¾ 29 9 30 -2 31 ~ 12 1 

X 

33 - 1 + v'J 34 IOJ 3S 5-log6 
log2 

++ 
++ 

36 + ¡¡;;;, 37 log (J/S) 38 1 39 I 1 -1 -v.;, log (32/9) 4. . 
40 Sm soloctón 41 VS 42 2 43 O.~, 
44 ln2 45 a) -3.2 b) 2 
46 a) 8 b) : 4 

2 1 
47 4 1og.1.+3log, -3 log: 

48 -log ("~ 49 /t•) - •(;)' 
so , 

(' ~ v'í=,;:>) Sl .r•log --
2
-
1

-

(
1 - "' + .. ,,,) 52 S1y<O.cn1ooc«.( • log -~~ . 2,, 



A34 RHPUHtH de ~~rcklcK wl«clonados 

(
1 + v'I +-ly!) 

S1\>0.cntoo«sx • log --
2
,-. - . 

Sl a) 1.89 b) 78.) e) 0-ln d) 1.72 
S4 a) 0.92-l b) 0.00375 (e) 6D5 d) -0.223 
SS a) D~(- 1.~).R~R 

b) l - 21
- I.D - R.R-(-l.-,i,) 

56 a) D - R, R - (-2.oo) 
b) y• 3 - los,(-<+ 2).D • (-2.~).R • R 

57 a) 2000 
b) 2000(JI•) • 240L 2000(31 '!) • 346-1: 6000 

58 $1032.90 
59 a) /•• (nnt,J,d rnl.anle) b) 8 días 

'º 
1 1fdíu) 

60 N • uxx>(f )'1 

61 a) Después 19.3 aJ\os b) 14.6 anos 62 3,16',l 

63 1 • (In 10())1 • 46¼ 
64 a) I • 11)10---

b) Examinar /(o+ l},dondc/(n)C'i la 1n1cnsKlad 

que com:spondc: a " dt."Cibc~ 

65 I •-..!..In(~) 66 t\ • l()'l•HJ'!l _ 30(X) > ub 
A. . 10"'··••1• - 3(X)() 

61 ¡ - ll)••nn, _ 34.000 68 26.615.9 m1
1 

69 h • In (29/p) 70 ,, • a In (m· + ml) 
0.000034 1111 

n a) n • 1on◄t11t b) 12.589; 1585; 200 
n a) E • 10 11 ~-, .. b) 7.9x HPcr¡;s 73 IJOdlili 

L (V - RI) 74 86.8cm;9715cm/ af'to 7S , • - ,¡In - V -

76 a) 26.749ai'aos b) JOCl n Jl.5:u\os 
78 3196 al'ios 

CAPITULO 4 EJERCICIOS PARA ANÁLISIS 
1 a) r•cT:1 • ~ + 1 

, . 

*
·,,, 
J( ,1 Ct n'+ 1 

'=F 
La b3sc u debe ~r pos1t1\a p;ira quc la func'6n}..tl ª " 
este! definida por lodo§ los \alor-cs de t 

3 a) U gntfica st :iplam. 

b) v • T (, ... + ,- i.l) - 71 

4 7 16a.i\os 
S ai) Pu.tu Pnmcro obtenga de ambos 13dos el logar,1mo natural 

b) 2.50 > 2 97 

e) Obscncquc/(r) •"7 Cu.. .. lqutcrlíllC'a hor11.on1al y• k.coo 

O < l. < ~. mlcr..ttari lb gntficas en los punlo~ 

( 1 1• '::') )' (x:. 1: ::). cbkk 1 < X¡ < t' y 

X1>t', 

6 a) l.a d,fercncua se cncoenlrJ en el compoesio 
b) Mi\ cerca de la gráfica de l.t i,cgunda función. 
e) 29y8.2:2961 y818 

7 l',stu: Rc,..1sc J.as rcs1noc1oncs pan l.ts: leyes de logantmos. 

( , )u, 12M[(l + r/12)111 
- I] 

Sa) U • Pl+ii - , 

"U 
(0,JU)po,(0.100.000. 10.000] 

e) S84.076.SO; 24 425 :&ilos 
9 (-0.9999011.0.00999001).(-00001.0DI). 

(100.0.01105111) y (36,102.844.46928 X 1011) 

Los valor-es de las funciooes C~j)OI\Cnc1alcs (con base > 1) 
son Hpcn0tti a los , akns de las funciones pohnónucas (con 
1lm11no,; po!jlll\O'I pnnc1paks) para ,akms mu) grandes de .t' 



v

10 {l",X} con l"•0.442JC).i4).41770774) 550]6647. 
Los ,olon.-s de , para 1 • .l' scrin más ¡r.tndcs que los 
u lores de .1' par3 1 (In x)" 

11 8.447177~: SI »25.156.25 
12 .a} 3.S 1etttm0tos • 1 bomba. 425 bombas • 1 crupcKln 

b)9.22:sl 
11 IS de cnc:rodc 2011. alrededor del 7.6•• 
14 ,I' - 681(1.00035)}' 

"''0 
[-10, l 10, I0}x,r[0. 10", 1()9] 

b) Logf.,,tK".a 

e) 1 - 1 :·•::!7~,.~:..:vc.a l.1gr.1fk-acncl1ncisoa) 

d) I.IS42 X 10• 

16 ,.-.con b• ll l~n\~ln7 

17 ¡-1
(,) • ~ Las asíntotas \CrtK"!llcs son 

, • !:9. La) Míntocas hon:ron1alcs de /son~· • !:9 

UAMEN DEL CAPllULO 4 

1 ,-•c.,>. 2
1
1'~ :: ,-~. o u (L.,>; <-a..-21 u ,-2 ... ) 

2 ¡-1(r) • -v'7'"='r.(-a.,7J;(-a..0I 3 16 

' 4 mtc~c,ón dc:c: 2: mlc~ción de,·: -9 
S /(•) • 280(2)-· + 70 

6 -iij 7 a) $1796.32 

8 y• 2(1D551)' 9 495.303 

11 47(\ 12 ] 13 ..- > ~ 
15 Cerca dr .$6.2 aAos 16 -2 
18 23 .78:ú'los 19 ln2.log.3 
21 2.3219 n 22.11 :mm 

if·iilii1H•U 
EJERCICIOS S.1 

b) S376.675.20 

10 $67,032.00 
C+F 

14 t • Elog..---¡;-

17 l +V26 

EJCfClCIOS 1-4 Las f'Cq>UCSIJ.S no son Unlca.$ 

t a) 4S0-,8'W. -240". - f:J'H 
b) 495' , 8,,., -22.1•. -51!5' 
e) 330'.690'.-390".-750' 

1 a) 260'",980•.-100-.-.uu 

b) I:•, ~•.-?f. - ':" 

e) 7:f.'~•.-7.-1:1r 

5 a) 7r22'36"' b) 46.13• 
7 a) 54•4y3r b) 12193• 

9 a) ~ b) -f e) 7 
11 a)~ 

13 a) 120" 
15 a) -630"' 
17 g9•57'16-
23 262.2586· 
29 2.S cm 

b) ~ e)~ 

b) 330' e) 135' 
b) 1200- e) 20-

19 J60'"s1•4g• 21 120.266r 
is 6J• 1o·s· 21 310•31•1r 

31 a) 2w • 628cm b) 8,r • 25.13cm: 

33 a) 175. ~- 100.2r b) 14 cml 

35 •l ~• .. 6.98 m b) ~•.,. 27.93 m! 

37 A• 32/9 
39 Enm1llas· a) 4189 b) J1,12 e) 2094 

d) 698 e) 70 

41 f rad1in • r10· 

45 7.29 X 10-t radfs 

4l 37 14k 

47 a) 80wrad/n11n b) 
1
~" • 10472 p1es/m1n 

49 a) 400vrad/min b) 38•rm/s e) 380 rpm 

d) S(r} • 
1 1

,
40

; 1n,·erso 

51 a) 
2

~1r -8.2.~f)IC's b) fd 
53 Grande SS 192.1)8 ~v/m1n 

EJERCICIOS S.2 

1 •l B b) D e) A d) C •> E 

No1u: Las respu1:sus se prcscn111n en el orden de sen. cos. tan, coi, 
scc. ese para cualqu1cr eJCíet<:IO que rcqu1Cra los , ·alorcs de las 
seis funcione, 1ngonométr1cas 

434355 
3 5·5·3·4·3·4 
, 2V212V2155 

s · s · vii '2 · vii• 2 
u b o b ~ ~ 1 \/ir+,.;· Vtr + 1r·T;·-;;·--b- .--. -

b w=-i?- b ~ ,_. r 
• -;:,--,--~---•-·w-1r·• 
11 r • 8:,)' • 4V3 13 x• 7V2:_,. • 7 
ts " - 4V3; ,. - 4 

3 4 3 4 5 S 5 12 S 12 13 13 
17 5·5·4·3·4·3 19 IJ·l3·1?·T·l2·T 



V115V11566 
21 6"6"""T•vii•,·vii 
23 200Vl•346-lpK$ 25 192pics 27 1.02m 
29 a) O 9563 b) 0.4848 e) 1.0353 d} -1 2208 
31 a) 4.0572 b) LOJ23 e) - 0.6335 d) - 3.1852 
33 ,) o~ b) -0.9880 e) 0!1985 d) -1 
3S •l -1 b) -4 37 a) 5 b) 5 

39 1 - scn8cos 8 41 
3 + Lan 8 43 sen8 
2-1an8 

v'I -\Cnl8 J 
4S rot 8 •----;;;-¡- 47 scc 8 .. Ji _ sen' 

8 

49 scn8 • Vs,:c!t1-I 
"'9 

EJCrrK:'IOS 51-74 Se prcscman las ,cnficx-ioncs usualo. 
51 ros 8sec 8 • cos 8(1/cos 9) • 1 
53 "<A8'« 8 • sen8(1/ros, 8) • '-'tn8/co-,. fl • tan 8 

SS ~.1/~n8.c01,8 • cot8 
s« 8 1/ros. 8 stn8 

S7 (1 + ros 28){1 - ros 29) • 1 - ros: 28 • ~nz 28 
59 cos1 8(scc' 8- 1) • cos1 8(1an: 9) 

scn'9 • ~8--- • sen:8 
cos:1 8 

61 
"'"(9/2) + ro, (8/2) • s,n(8/2) + ros (8/2) 
ese (8/2) s,cc (8/2) l/scn(B/2) 1/cos (B/2) 

• s,r,(8/2) + ros' (9/2) • 1 
63 (1 +sen8)(1-sct18)• l-sclT8•cos1 8 

1 
- scr' 8 

1 1 - ros: 6 scn:8 
6S scc8-cos8 • --00!ó8 • ---• -

cos8 cm8 cos8 

• scnB • M:n9 • 1an 8.scn8 
'°' e 

67 "Cn8 + ros 8 . ~n8 + cos 9 . 1 + coc 8 
scn8 scn8 KnfJ 

69 (roe 8 + e~ B)(tan 8 - ~n8) 
• coc Bum 8 - tot 8scn8 + C'SC' 8Ian 8 

-csc8s.cn9 
1 ros fl I scn8 1 

• -t:.in8--Kn8+----st:nB 
tan 8 scn8 sen8ro,; (I sen8 

1 
• 1 - CO<; 8 + - - 1 • -ros 8 + ~ 8 ro,.. 

•KC8 - cm8 
71 ,¡ccl 38c~ 38 • (1 + tan1 38)(1 + coci 38) 

• 1 + tan!38+l'Or36+ 1 
• i.cc1 38+csc-238 

73 Jogc.sc 6 • log (--'--) • loi; I - loe stn8 ... , 
• O - log 5C'n9 • -log M"n8 

75 
5 12 5 12 13 13 
13·11· 12· 5 ·,2· S 

5 252V29V29 
n -7,g--7,g·T·s·-2·-, 

, 1 1 vio 
79 viii'-viii'-3.-,.-vio., 

J -1 J -1 5 5 
s·s· .i · 3·4· 3 

81 

7 212\/TivTI 
83 -'vsj--'vsj·2·,·-2·-, 
/\'()la: U s1gn1tica 11<1 dtfimdlJ (en inglés, 1mdl'jintt/) 
as a} 1.0.u.o.u.1 b} 0.1.0.u.1.u 

e) -1.0,U.O,U.-I d) 0.-1.0.U.-l.U 
87 a) IV b) 111 e) 11 d) 111 

19 :.-:.-!.-~.-!,~ 
91 l~l.:~. t2• 

1
s
2·:!, ~ 

\/8 1 1 3 
93 -T· -,. vi.vs·-3· -vs 

vi5 1 1 4 
9S •.•. v'is,v7is·4·v7is 
97 -tan 8 99 scc 8 101 -senf 

EJERCICIOS U 

1 ,s1.-:~.-,ss.-1:.-:;.; 
72.J 7 242.S 2.S 
25·25• 2-1· 7 ·2.i· 7 

5 a) (-f. -i) b) (-f. -1) 
e)(¾--+) d) (++) 

7 a) (H-i) b) (H-TJ) 
e) (-H-ii) d) Gt-~) 

NmtJ. U sign1tic.111KJ dl'jimdo (en mglés,1,1w/t.fi11n/'t 
9 a) (1.0):0. t.O.U, I.U 

b) (-1,0):0.-1.0,U,-1.U 
11 a) (0,-1);-I.O.U,0.U,-1 

b) (O. 1): 1.0. U.O. U. 1 

(V, V,) V2 V2 
13 a) T·T ·2·2·1.1.vi.vi 

( 
V2 V,) V2 V2 

b) -T·T ·2·-2·-I.-I.-V2,V2 



15 •l (-4.-4): ';.---;.11.-v'i.-ví 
b) (';.-4):-';. ';.-1. -1. v'i.-VÍ 

ví 
17 a) -1 b) - 2 e) 1 

19•)1 b) VÍ c)I 

EjcrCK.' K>S 21-26: Se pn:q:ntlln las \'CnÍICIK'tonCS U$U3ks 
21 !ICn(-x)~(-.t') • (-sc-n.r).scc ,r 

• (-scn.r){l/cosx) 
• -1:in \ 

23 (.'Ol(-..-) . ~ _ cos .1./w:n.x • cos.r 
csc(-x) -ese..- 1/s,:,n.x 

25 ros;- ,) - tan ( -,)5en(-x) 

1 
• ~ - (-1an .1)(-scn.r) 

1 scn.r 
- ~-~\Cn1 

1 - scni .1 casi., 
• ---• - • cost: 

COi 1' COIIX 

27 .1) o b) -~ 29 .1) V2 
2 2 

31 •) o b) - a 33 •l V3 
3S .1) oo b) 1 37 a) -00 

b) o 

b) a 

b) VÍ 

39 T-T 41 f.~. 1!"· 1:" 43 0. 2fl' ,4ff' 

4S f.~.f. 1!" 47 f .~ 49 0.tr 

Sl a) - ':".-7i.f.~ 
1hr 7• 1r .Sw 

b) -7<.1. <-6 y 6<x<6 

e) - l 'l!' S.1<-
1
:"'.-!.¡- < ..r < f.y 

~< .rS2ff' 

S3 .1) -~.-~.~-~ 

b) - 2,rS..r < -~. - ~ < .r < ~ . y 

4w 
]<x.:!.2ff' 

e) -~< x<-~ y ~<r<~ 

R~tas~ejNctcl05~ck>nado!. A37 

+
SS , S7+ > 

' . ' 

S9 61 

63 a) [-2w.-T)·(-~.--l[o.f).(f.•] 
b) [-•.-f).(-f.ol[ "•T).(~.2-] 

6S a) La fwidón langc:ntc mcrcmc:nta en todos los intcn,alos 

: .. :~::::: r:.~~). (-T· -f ). 
(-f.f ).(f.\!} (T· 2·] 

b) La funct6n t.tngcntc nunc• d1snunuyc en nmgún 1ntcr-
,-.ak> pan los que está definido 

69 a) -o., b) -0.9 e) o~. 2.6 
71 ¡ ) -0.7 b) 0.4 e) 2.2,•U 
73 •) 

Tiempo T JI Tiempo T 

12 A-\1, 60 60 12P.M. 60 

JA_\I, S2 74 3 P.M. 68 

ÓA.M. 48 80 6P.M. 72 

9 "-"· 52 74 9P . .M. 68 

b) Mu. 72 ºFa las 6001''4, 80'. a las 600A.\I.; 
M1n: 48 "Fa las 600 AM , 40'. a IH 6 00 , .M 

JI 

60 

46 

40 

46 



A38 R~tu de tjerc1cm sdtcclonados 

EJERCICIOS S.S " 

~ •0:v + • •>•.>• • •+ ••.'·T,,' ' 

(-2 2]po,(-l.33, u 3J (-519,319] 

79 0 11 1 13 1 

EjE~~l~SS~)~ c) W d) OO- +c)~.2r, + d)lh ' 
• " e)..!. d) f 

3 ,) 4 (b) 3 b) : - 2 • 65A' 

5 ,) w-3 • 81' d) 32r - 100•304' 1 ' 
e) 2r -55•4J9" V3 1 1 ,. , • 

V3 Vi 9 ,) ---¡- b) 
2 7 •l T b) 2 • V3 

V3 b) -VJ 1l •l -3 b) V3 
11 •l -3 2 2 b) 2 1 " 

fü~ •:¡~ª:"i':i~t ~ .. ~~ +•l2.8w , + fJT : • 
31 •) I' 04' :: ;~~;. • • ' 33 .a) 7638• b) 23•1 I ' 

35 ;a) 23 18• b) -O.I09? e) -O 1425 
37 a) 0.9899 ~> _

11 2491 
f} 1 :\677 

d) 07907 b) 415 ' .3185' 
39 •) 2l4.3',J2

5
·; d) 133.8'.31H' r 

e) 70.3', 250.3 f) 423, 1377" h) 1 -

•) 153.6',206.4' 

69

¡
59 

e) 1.87.5DI +g)4,2•,' +·2 

1

, '•' 

4
1 ,) 043,271 b)) ~·.,;5_32 fJ 3.35,6.07 

d) 016,3.50 • . ' 

:: ~f8 ~m.buno ocurre cuando el sol sale en 
el CSIC 

Vi 
b) "'f • 35'< 

47 (•.•0) 





A40 R~tudt't)trclCMstlecclc:Wdos 



S7 ¡) /{t) • IOi,cn[~{t - 9)] + 20.ron a• 10. 

b•ü.c•-~.d•20 

b) /(<l 

[OS. 245. 5]po,[ - 1. 8] 

b) P(t) • 2.95 sen ( f, + f) + :U5 

""~ 
(OS. 245. 5)po,(O. 20. 2] 

b) D(t) • 6.42\Cn{ f, -T) + 12J 

63 Amed1daqucx-0 .oq~1'-0 ,)'OSCII.Hnlrc -1 y I y 
no se 1pro,1m:11 a un ,·alor úmco 

~ 
[-2.2.0S]po.-(-111. UJ.OSJ " [ili~.,-• , __ ., 
(-2. 2.0S]po,[ -0.33. 233.0.33] 

rn 
[ -20. 20. 2]po,[- ,. 5) 

EJERCICIOS S.6 

1 w 

S 2 w 

9 w 

[O. w)>o<[- 1 .05. 1 05] 

3 w 

~ 
11 ...!. 

2 

• 





R~Ht.ndC'ejN dcJos selecdon,do,!, A43 



Sl 126 m11hr 
S3 a) 45•, 

b)Ca<b sa1é\11c 11cnc un rango de §Ci\al supcnor 1 120', 

SS h • dscno +" S7 h • __ d __ 
OOf.o - COf./J 

S9 h=ú{lan/3 - iano-) 
61 N70"E; 1'-10 O; S15'0. S15' E 

63 ;a) 55 millas b) S63' E 6S 324 millas 

67 Ampluud. 10 cm; penodo, +. fn."CUC"nc1.1. 3 osc1bc1ones,s. 

EJ ponlo se cncucntr.1 en el ongcn en, - O Se muc,c de 

forma a.sccndcme con ,cloc1dad decrec1cn1c. ak:.annndo 

el punto con coordcr\3das I O en , • ~- Después re, 1cnc su 

d1rccc:1ón y se muc,c h3c:12. ab3JO, ganando \C:loc:1d~ has1.1 
alunLar el ongm en t • ¼, ConunWI u al\L3ndo haca.11 ab3JO 

con ... e1oc1dad decrec1cntc y alcanza el punto de coordc• 

nadas - 1 O en t ¼ Postcnormcntc re, 1crc su d1recc1ón y 

se muf:'-c hacla .amba con ,doctdad crcc1tn1c y regresa al 
ongcncnt- ,¼ 

69 Amphlud, 4 c:n1; pcnodo. J s; frccucnc1a., ¾ osc1lac1ón.s 

1:.1 n10,mucnto tS snmlar al del c:jcre1ct0 67, S,n embargo. 

el punto comienza 4 un1d:idcs por dcbaJO del ongcn y se 

muc,-e hx1a llb3JO alcanzando el ongcn en, ½ y el punto 

con coordcnad.u - 4 en t j l>cspués ~,,me su d1rccc1ón 

) st muc,c llac:1.1 amba para alcanzar el ongcn en t • 1 y su 

ponlo IIIICIIII en, 4 
2w 71 d•5cos 1 , 

n ¡) -~'• 25cos"'ij, 

b) 324.000 pies 

CAPITULO ! EJERCICIOS DE REPASO 

1 ,~,,·~--~·~·f 
2 810-,-1204',315•.900"'.36· 
3 a) O I b) 0.2 m7 

4 a) 
3
~; cm b) 

1~!" cm? 

S ~".90,r 6 
1
~". 

1º:" 
7 1• 6VJ;v • JVJ S .1.·• f\12;,· • fv'i 

9 tan 8 • V~ 8 - 1 10 coc 8 • Vcsc:1- 8 - 1 

EJCfCK:KK 11.20 Se prescnlan ''" comprobaciones USWIC'1 
11 scnB(csc: 9- sen8) • scn8cK: 8- scn: 8 

• 1 - M:n16 • cos! 8 

12 cos8(tan 8+ c0l8) •cos 8 :: + cos 8 · :: 

cos: 9 
• M':n(l+--.,,9 

r.cff8+cos1 8 -~ 
1 

•-•nc 9 .,,9 
13 (l'Ol! 8 - l)(lnn! 8 + 1) • (oos! 8 - l)(scc! 8) 

•cos1 8i«18-scc18 
• l-scc1 8 

1 1 - cm: 8 s,c.n' 8 
--cose --- -

14 scc8 -ros8 . ~ - ~ - cos8 
lan 8 'iCR8 '-Cn8 scn8 

ro--8 cos8 cos8 

.,,9 
COS 8 llll'I 8 

-¡-5«- 8 
""9 

1S 1 :~~!"•,~!6+:::::•coc'B+ 1 •c~!8 
....!....+....!.... scn8+c0!>8 

16 
scc 8 + ese 8 . ~ _ ~ 
~8-cscB 1 1 scn8-cos8 

cos 8 - r.cn8 cos 8scn8 

~n8+cos9 
• ,;en8 - cos8 

cm8 cw8-Men8 
- -1 ---

17 cot8-I - ~ - ~ 
l-l:ln8 

1 
_scn8 ros8-scn8 

cos8 cose 

• ~=:= :;,:~~:-:: • coc 8 

J +....!.... cos8+1 

18 ~ - rose • C058 
1an8+scn8 '-Cn8 +scn8cos8 scn8(1 +cose) 

c:os 8 cos 9 oos 8 
1 

•-•cK" 6 
«•9 

19 1an(-8)+c01(-9) -1.an8-coc8 tan8 rot8 
t:m8 • -----¡;:;¡;--- •-,an8 - tan8 

• - 1 - COIJ 8 • -(1 + cot: 8) 
• -c~: 8 



R~tas~ejNctcl05~ck>nado!. A4S 

20 - --' __ cot (-9) 1 
C$C'(-f) .\CC(-9)•--csc8-~'::n

8 
1 2 ....... i:, 3S J -~ 1 

::,:::~f9 +3 f +36 2

,ow) 

• Kri8+cosl 8 

~·• 
• Vll • Vll • •-••~• • • • • 

7 
.-.- 7 7 

7 4 ·v'jj·,·v'jj 
22 a) -~.!._.:_ _2_ s 

33
5 

b / 5 /' 4 'J' -, 37 3 4 

,: ~::~.)--¾,-v;3.';3 + · ff 
1 

.384, ff 
1 

23 •) 11 4 b) 111 e) IV 

24 a) --)-.-~ _]_ s 5 
5 5 3. 4 ·J· --

b) 2 - 3 2 3 4. = vil'' vil'·-,·-,·-~ VÍ3 , 3 . 2 , 

25 (~0)¡)-1):(0. l): ( -~.-~:(l ,0): 39 2,2 

26 (+-i){~-~),(-~ ~)-(-' 4) + ~404.4 • 

27 a) .!é ..!, ~ 5 5 
• 

5 
• 5'5 

4 . 6 'g b) 65°,43º,8º 

28 a) 1.0.u.o.u. 1 

b) ~ - V2 2. ,.- 1. - I. -V2,V2 ' 

e) 0.1.0, U. l . U 
d) _.!__ \/3 __ \/3 .r. 2 41 o) 1.43,2 b) ,- 143 

2 2 
3 

,- v 3,.,..,,.,-2 -29 V2 VJ 42 o) 327.Jw b) . . ,enm 2 

•) -, b) - V3 e) 1 '• -3.27.,n- , 
3 -, d) -2 43 a) 3 4ff 3. 

e) - 1 f) -2 '3 b) ) • -3=¾ • 

30 3105" 

31 12

~

436

,, 44 o) 2,4 b) y•>eo<.!é 

33 5. 2w . •• 2 32 52.44": 307 56" 45 2 , 

+ -.++·+ 



A46 R~tn de tjt'rclcloi sdt<:clonados 

49 so 

S6 

) 
n ·r . t 

' 

57 o - :Mr.u - 23,c - 46 

SI /J • 3S'"20'.a - 310. r - 380 
S9 a • 68 •. {J • 2r.r•67 
60 a - 1r. p -77'.b• 40 

61 a) 
1
~ "" b) 440.2 62 lfM8 p.Cs 

63 0.()93 millas.ti. U .SJ-
6S Apmx1nud1mcn1c 67.900.{0) millas 
66 762.1 p1CS 

67 a) 6.76 p~ b) 0.61 pies .. 
68 5rad1ancs•2J6• 69 250 pies 

70 a) 2311) plCS (b) 434..S n b) 2 m1lla.s 
72 a) T • h + d(cos o 1.ui f- i.cna) b) 22.54 pir!ó 

73 a) ~ V3 - 14.43 picli por \·cla b) 37.4J-

74 b) 4.69 75 a) 74.05 pulg~ b) 24,75 pulgadas 

76 a) S • W.scnB b) v - fa' sc.ffBros8 

n a} h• R s«'"i-R b) 1r-16SOp1cs 

"L' 
I 1 10 J 

79 ) • 98.6 + (0.3) sc.n(!!..., - .!.!..!!:) 
12 12 

b) 20.s•ccl I dcJUho 

•o •) r>\ 
~ "''t""~"""-

12 a) EJ corcho M' cocucnlfll. en moum~n10 hbrt y :mnómco. 
b) 1 s, :s 2 



CAPITUlO HJERCICIOS ARA AHALISIS 

3 Ninguno 
S Los valon:s dcJ·1,J. y _,-, est3n muy pró><1mos cn1rc si cerca 

dex O 
6 a} x -0.4161,)" 0.9093 

b) r == - o 8838. \ ;o:- - o 4678 
7 a) x .:: 1.8415, p :: - 0.5403 

b)_r -1 2624,\ 09650 

8 a) ~ ,,. nd/s b) D(t) • 5ros (~" ,) + 18 

e) 10 rc,oluc,oncs 

EXAMEN DEL CAPITULO S 
1 22 92 centímetros 

6 pies cU3dnldos 

2 18 03 pulgadas cuadmbs 

4 128'55º 

a) 2400arad,nun b) IJOOapu:. nun 

SVJ95VJ988 
• s·T·v'39·s·v'39·s 
J l"Ol B • Vt - SCft 9 .,.9 
8 (csc9-l)(csc9+l) • csc1

8•-I •I- 1 _ 
uc9 c~9 csr8 csc-18 

1 - M:.ri'tJ • CCh1 9 • ~fl 

5 12 S 12 13 13 
13. 11 ' 12 ' 5 • 12 ' 5 
3 .4 3455 

lO -5--5·4·3•-4·-1 

11 -cos 9 12 (~ .!.) 
17' 17 

13 scn( - x) scc: (-t) • -sen" scc:, • 
1 .SCR\ ) 

- senr -- • ---• - lant"~t 
cO"i1 r cos .rcos 1'. 

7,,,. 11,r 
14 ,r :S \ < 6 y 6 < 1' :S 2,r 

15 60-19ff' - 17.r 16 -+, 
17 30..S•: 309.5• 11 2.o7; 5.21 19 75 ctclm 

20 Cualqu1cr pwno de la fonn3 (o, 2). donde a { + 6 ,r" y n 
es un enu.•ro 

21 

22 , • 3 sen½ t + 2 (Olr.li respuestas son pos1bks) 

23 x•-'-(1-.!:.) y ,•-'-(1+.!:.) J 2 . 3 2 
«otras respuestas wn posibles) 

24 2w (otru rcspOl:$1:lS son posibles) 

2S (-f. 2) (omu respuestas 'W>n posibles) 

26 (-~.-,]U[I.~) 27 ' -1=(, -f)I 
28 et • 4S• .a • b • 10\/I 
29 o - J6•46';u• 247.4.,· •857.5 30 u - bwa. 
31 105.8 pulgada.<i 32 7-l 1 mttros 

lt·i311111!1·1 
EJERCICIOS 6.1 

LJcn'tt1os 1.50 Se prcscnl3n 1M oomprobac10ncs usu:i.lcs p:,.m 
los CJCl'CICIOS 1,5,9, ... -l9 

1 1-sen:9 ros: 8 
1 C)('8 - sen8• - - )tn8 • --- • --

scn8 scn8 scn9 
ro, 9 

• - cos 9 • cr,c 8C:OStJ .,.9 
S ~ - ~8 - l/w.r/8 • et»ltJ 

1 + un1 8 ~8 l/co\1 8 s.elTtJ 

-('°' 9)' - '"'' 9 ..,,9 
9 --'-+--'- • I +cosy+ 1 - cosy 

1- cosy 1 +ros y ., 1 -cosly 

- --=,- - 2<><', 
"'"' 13 ese', - cot'1 • (cscl1 + roc1,)(c~, - C0111) 

• (csc:l t + C(M
1 t}(I) 

- ~•+coc~, 
17 ~ - ~.l - 1 _ (St'C .I' + l)(stc.f - 1) 

MX".,· + 1 scc , + 1 ~-,+ 1 
1 1 - co,;x 

• soc:r- l • --1 • --
cos., cosx 

21 st-n~, - cos~ r • (seni, - cos1 r) (sclTr + cos~ r) 
- (serlr - cos!r)(I) 

25 (s«, + tan ,)l : M:(rr; -+«::;, )' • ( 1 + sen,)' 
COSI CO!i/ COS/ 

(1 + scn,)l (1 + sen,)' 
- ~ • 1 - scrr, 

(1 + \C:nt)l 1 + iCnl 

(1 + sen,) (1 - sen,) • 1 - sen, 

1 + __!_ w.np + 1 

29 ~ • ~ • M:-n/} 

rot./J +cosp :: + ros/} rosp +sccc;//senp 



A48 R~mdt'c)trclCMstlecclc:Wdos 

_ scn/J+I - ~ • scc/J 
ros /J(I + w:n/J) ros /J 

33 RS • tana+l.lfl/3 
K'no + ,;,c.n/j 
coso cos /J 

l-t2na·tan{J 
1 

_ sena. scn/J 
C<K a ros /J 

suo cos/J +cosoM:n/J 

ros oC:OS/J 
COSaOO\/J - i,cnoscnfJ 

ro<, aCOS/J 
scnocm/J + cosascnp 
rosa~/J - scno.M.'n/J 

- LS 
1 1 1 

37 
bn/J + cocp • scn/J + cm/J- scril/J + cos'{J 

cos/J ic:n/J cos/hcnp 
• scn/Jros /J 

41 RS • iC'C' ♦ - -11:anl tt, • (i,ccl ♦)l - 41anl ♦ 
• (J + tan: ♦)' - 4 w ~ ♦ 
• 1 + 21-:lfll 1/, + tffl1 ♦ - 4 tan1 ♦ 
• l-2tan1 ♦ +t:in' cf, 
• (1 - t:an1 ♦>1 • LS 

45 lo¡ u:,-•• loa:• 11:, ... , • wi ,.dado que log.,tr' • r 

49 lnlscc fl + w.n fl l • In l('i«" (I + t.n fl}(stt 9 - 1:an 9)1 
scc9-un9 

_ 10 1sccl9- 1an:91 
s«6-t:an8 -,.¡ __ 1 __ , =•- ·~• 

• In 11 1 - In I SCC' 8 - un 81 
• -In js« 6 - tan 91 

bJCft'icios 51-60 Se propon't00a d ulor dptc"o dC' to fJ 
y su no igualdad resultante 

51 ,r. -1,' 1 53 T,t ,' -1 SS f.2,' 1 

~ ,r,-1,'I s9 f.cosvi"'1 

61 No es una Jdcnt1cbd 63 Identidad 

65 1ani 8 67 ~rot 8NC 8 69 ~n•s 
71 a,;cn(ltan(J 73 a'sclr91an1 9 75 senil 
n Lagráfkadc/parccc:sc:r1¡ualay•gM• - 1 

senlx-~n1,x \t'nlt{l -iCnl,) 
(1 - .-.ccl r}ro!i' x - 1~1 , . ccx• r 

ic:lr fCOS1 f 

-(!ICIY t/cW,~., 
sclrtcos:, 

• -sclr.1cos: t - -I 

79 La gr.iftca de/ parece M:r igual :q • g(;r) • cos x 
~ .1(sen, cosx· + cos! r) - sen, 

• scc x C'OS ,(sen.r + C05 .r) - sen r 
• (stn r + ros .t) - scnr • cosx 

EJERCICIOS 6.2 

Ejcft'tcÍO!i l-12• n sc refiere a cualquier entero 

1 7"+2.,,.,.,7+2,,.,, 1 f+ 1f11 

S f + 2wn.~ + 2,rn 

7 S1nsoluc1ón,dadoqucf > 1 

9 Todos los 6. ron cxttpc1ón de 6 • f + 1rn 

,, ri + ,,.,,. ','2" + .,,,. u T + J.,,n 

15 _ .,!. + 2,rn I.!!. + 2,rn 
12 ' 12 

17 f + 1ftt.~ + trn 19 ~ + 2w11.~ + 2wn 

4,r s. 
21 3 + 2trn,3 + 21r11 2J "'" 

25 f + f n 27 f + .,,.,., ~ + nn 

29 f + n n, ~ + nn 31 ?.¡.- + 2nn, 
1
: 1r + 21tn 

33 j + 21fn, ~ + 2vn, • + 2mt 

1s 'fi'+1rn.TT+ff,. n f+•n.~+ "',. 

39 ,,. ~,..,. 41 2nn 43 ~f, ?f. 1 t . 1!"' 
.,, 2tr -1,r Str ,r 1,r ,r 5,r 

4s J·J·J·J 41 2·T·4·4 

49 f·~·T s1 º·"'·T}f.~.~ 
11' Jw .,, 3• 2• 411' 

53 ¡ •-¡- SS 2•2·)•J ~ S1nsoloct6n 

59 
1:•.f 61 o.f 63 f·T . ,. 

65 Todos IO'o en (0.2 1r),con excepción dcO.T. •· )' T 

67 f·T·It· l~n 69 ~-7 
n 1s•30•, 16-S•J0• 11 1Js•.J1s•. 116•J0•.296•JO· 
1s 41•so·. 13s•10·. 19-1•30•,:iu•30• n 10 

11 . 25, 51 po< 10. 100, 10) 
b) Julio: 83 •F; Oct .. 56.5 •F e) De m3)0 • §Cpurmbre 

81 , • 3.50 > , • 8.50 83 a) 3.29 b) 4 



as .a) 

1000 

[0,J]¡x.-(-15, IS.05] 

10 ' 

b)O :!ot<}>' 

~<t:S 10 

a) O 6366 b) Se apro1un\a a \· • 1 
e) Un:i cantKbd mfin11:a de ceros 

97 5.400 99 3.619 101 -1.48. L08 103 :!:l.00 
10S !:064.!:2.-12 107 a) 37.6• b) 52.5• 

EJERCICIOS 6.3 

1 a) cos 74•40• b) sen t6•48' 
d) csc:12.12• 

3 a) sen~ b) ros (2" 
4
-

1
) 

(
ff - ') e) "" -,-

d) =(f-os,) 
S •l \IÍ + v'i b) V6 - \IÍ 

2 4 

7 •l v'i + 1 b) -2 - v'i 
9 •l \IÍ-I b) "'6-\/1 

2 4 
11 cos 17• 13 ~ n 21• lS scn(-5) 

12V3-5 \/1-4 
17 - ,-6- 19 - 6- 21 VJ 

23 •l ii b) ii e) 1 

25 a) -ii b) -~ e} IV 

21 a) JV2i - s.o.23 
25 

e) 1 

b) 
4

~ + 
6 

• 0.97 

29 scn(8 + w) • !oen8cos • + cos 8SCnff 
• )('ne(- 1) + cos 9(0) • -scn8 

31 stn (, - T) • scru ros~ - cos ,. scnT 
• -c<x.r 

33 C0$(8- • }•cos8cosff+scn8scn1r•-cm8 

3S cos(.r+!!!)•c051ros~-sen.r~n~ 
2 2 2 

• sen.,· 

" " sen.xcos - - cos.rw=n-
2 2 

" ff oos,ros 2 +)('n.rsen2 

-rou 
·-;;;-- -cot.1" 

41 scn(6+ f) • scn8cosf + cos8scnf 

V2 V2 
• 7scn8 + Tros 6 

V2 • 2 (scn8 + cos 8) 

43 llln (• + -,") • lan u+ lan ~ • I + laO • 
1 - tan u 

1 - tan u tan-¡-

4S cos(u + ,) + cos(u - ,) 
- (cmucm1· - scnusen1·) + 

(cos u ros r + sen11 sen") 

47 scn(u + 1-) • scn(u - 1') 
• (§Cnu 00\ ,. + cos u scnr} • 

(~nu cm,. - cos u sen,) 
• sclTu cos1 ,, - cos: u Sc.'n'1• 

• scn'u(I - s.en!v} - ( l - sen=u) sclrv 
• sclru - '(rruscn-11· - selr1· + scrr-userr, 
- scrr'u - scrr,-

49 --
1
-- • --

1
-­

COl o - cot/J cos.a CMfJ 
-;;;-;- scnfJ 

1 

coso sen/j - cos fJ sena 

seno-senJJ 
• S<n(jJ - a} 



ASO RHPUHtH de ~~rcklcK wt«clonados 

S1 scnucos,•cos" +cosuscn,cos" + 
cosucos1sen" - scn11scnrsen" 

53 L-ot(u + I') • ~~;:: :.·: 

(cos u cos .- - sen u M:ni-) (l/!i,,tn11 sen,·) 
(,¡cn11 cos ,, + cos u scn1·)(l/scn11 ~n•·} 
COIUCQl 1 - 1 

• cot1·+c01u 
55 scn(u - 1·) • St"n(u + ( -1·)] 

• senuC"OJii(-1·) + cosustn(-1') 

• )Cnu cos •· - co-s u sen, 

57 /(r + h1 - /(1) • ros (.r + :) - C'ffi .r 

ros .r CO!i h - scn,r scnh - cos ~ 

cos .t cos h - cos r scn.r scnli 

h ---.-

• ,ou ('°':-')-,en,(":') 
59 ~) Cada lacto- 0.0523 b) a • 60• 

e) o- • f:l.r. fJ • J• 

61 o.f.!f 63 f·f·7 
65 ""fi·fi":~ttc\trai\o . ::"I ... ,.ª 

n \' • 1ov"ií cos ( 60,,-, - uu,-• ¾) 
- 10v'4f cos (60wt - 0.8961) 

73 a) 1•vi'Jcos(, - Cjcon 1an C•f:\/iJ.2,, 

b) , • e+ f + 1N1 - 2.55 + 1r11 p:aracadacn1cro 

no ncgato·o" 

75 a) p{_1) • Ascn...,+BM!n("11+1") 
• Ascnw1 + B(scnuc~-r + cosOJ/scn-r) 
• (Bsenr)cos w, +(A + B cos-r)~nf,/1 
• aros w, + bM.'nwl 

rona • BsenT) b • A+BcosT 
b) C1 • (B ~n1)1 +(A+ B cos ,Y 

• /JJselrT + A1 + 2J\Bcos T+ 81cotl -r 
• ,,tz + 8 :(selr T + cosz -r) + 2A8cos" 
• A: + 8 ' + 2A8 cos-r 

n a) e! • A:+ B! + 2AB cos -r .s A1 + 8 1 + 2AB, 
C'OIOOCOCOS T.S 1 )'A> 0 8 > 0 Asf, 
e: .s (A+ B):.ypodOWIIO e .s "' + B. 

b) O, 2,r e) cos " > -B/(2A) . ~ ~,, ' ..... ,,,,, '"' 

[ -3.14.3.14. w/4Jpo,[ -5. 5] 

EJERCICIOS 6.4 
24 7 2-l 

1 25· -25· --=, 
7 1 ) ~ 

viü•viit, 

3 - ~.!..!! -~ 
169°169' 119 

g 3 2 J 
yjj. yjj · 2 

11-f'v'2+V2.+V2-V2.- vi - 1 

15 ,) I V2-V2 b) I \/2-V'i 

.. 
13 --

5 

e) V2 + 1 

17 sen 108 • scn(2 • 58) • 2 sen 58cos 58 

19 4§(n.!.cos-'- • 2 2scn!.cos~ • 2scn(2,!:.) 
2 2 2 2 2 

• :?sen, 

21 
scir.!.. . 1 -cosr . <1-MS.r)( I +cos,·) 

2 2 2(J+ros ,·) 
1 -oos1x scWr 

• 2(1 + COS.f) • 2(1 + COS.t) 

23 (sen,+ cos1)' • sclr, + 2scn,cos, + co~, 

• l +1en2' 
2S su3u•St":n(2u+u) 

- sc.n l, cos u + cos lu K"nu 

• (2senucosu)rosu + (1 - Zsc.rr'u)knu 
• l~nu cos~u + S<'nu - 2scn1 u 
• 2 scnu(I - scW11) + scn11 - 2scn' u 
• 2senu - lsen' u + M"nu - 2 'iC'n1 N 
• 3scnu - 4scn1 u •st"nu(3 - -1 .sclru) 



27 ros:49 • cos(2 29) • 2co!/28- 1 
• 2(2cos1 8- l)?- I 
• 2(4 cos• 8 - 4 ros:1 f + 1) - 1 
• Scos:"9 - 8ros:9+ 1 

29 scn•, - (sclr,)! • C -~21y 
• +(I -2CM2J + ro5!2J) 

._!_ _ _!_C()) 2t+ _!_(l +cos4t) 
4 2 .a 2 
1 J 1 1 - 4 - 2 cos2r +¡-+gros 4, 

3 l l 
- ---cos2t+-CO!>-'' 

8 2 8 

31 s« 28 • -
1

- • --'-- • --
1
--

cos 28 2cos1 8- 1 ( 1 ) 

1 ~9 
•2-scc: 8 •2-sc,cl 8 

,.,, 8 

2 ~, -1 

33 2St"rr'2J + COS"'I • 2M:lr2J + cos(2 · 21) 
•2-.cnl2J+(l-2srri2t)• I 

35 tan '" • WI (2u + 11) • /1: :: :¡t:nuu 
2wnu 
~ + lan 11 

2 t.lJl u 
1 - 1 _ l:m:u • u,nu 

2 tan u+ tan u - tan1
" 

1 - 1.an1u 

l -w1 u-2tan1 u 

1 -t:m1 u 

3tanu - tan1u. tanu(3 -1an:1t} 

1-Jtan!u 

37 1an! • l-cosB . _!__ro,;8 •CY: 8-001.8 
2 scn8 5en9 ~n8 

39 f +½rosa+¾ros28 

41 ¾-+ro,,4_,. + ~ooi.8x 

45 f-~·" 47 o .• 

S1 º·f·T 
SS a} 1.20, 5.09 

b) P(!f.-,s).Q(•.-1).R(~--u) 
S7 a) f.~ b) O.w,21r,f.~.~.?¡ 

59 b) Si. el pumo B se cncucnln't a 25 millas de A 

61 a) V• f scn8 b) 53_13• 63 b) 12.43 mm 

65 La gnllica dc/parc<:c ser igual a, = g<.r)-=- 111n r 
,.cn2x+ scn.r 2sc.RAcmx + M!nJ: 

cmlr +e<»,.+ 1 (2ros1 .r - 1) + eo:s.r + 1 

67 -3.55.522 

• scnr(2co, r + 1) - ~ - ,anx 
co~.1(2rosr+ 1) rosr 

69 -2.0J. -0.12.058. 2.62 n -2.59 

EJERCICIOS 6.S 

1 1 1 1 
1 2cos6r-2cosS, 3 2cosiu+ 2 cosl011 

S ,;en88+-.en28 1 f-.cn3x+fsenr 

9 2scn38c<D8 11 -25en4.,sc-n.r 

13 - 2COS6''iCnJt 15 2cosfrco,;+r 

17 ~ . 2 sen 51 ros 1 • cm, 
o» .lt - cos 6' 2 sen Sr sen, 

2 ,;en-
2

1 
(u + v) ros -

2

1 
(u - \-) 

19 Knu + M'OI' • 

COli u+ CM i 2cosf{" + \·)cosf(11 - v) 

• tanf(11 + 1) 

1 1 

21 
><_•_•_-_><_•_\· • 2 ros 2 cu + \') scn2 (u - 1·) 

o¡cnu + sen, 2scn½(u + l')cos½(u - r) 

• COl½(u + 1•)1:r.n½(11 - 1-) 

1anf(u - v) 

---,--
lan 2(u + 1·) 

23 4 ros ., ros 2xscn 1' • leos 2J: C2 sen 1, ros.r) 
• 2 cm 2 ,· ~n4, + 'Cn l r) 
• (2 cos 2.r:ien .l r) + (2 cos 2.t.s.cn lr) 
• [s.tn 6.\" - scn(-2-l)] + {\en 4.r - sen l) 
• ¡¡cn2r+sen4r+scn6r 

2S ½ scn[(u + b}l'l + ½sen[(a - b).r] 27 -¡-,. 
29 fn 31 f + ,m.~ + Í"·IT + fn 
3] ; + 2,.,,. "· 2t n 3S ; • 34,,,.· 54-rr. 74,,,.. ; • 3; 

37 0 .•. 2 •. f.7-~-7 
1 "" 1 ,,,. 

39 /(r) • 
2 

scn-,(.r + J.t) + 2 ,;enT(r - .l.1) 



A52 R~t.udte~rckloisdecclonados 

41 a) o. ::J.05. ::1.57. ::2.o9. ::3.14 

b) O.::f.::f.::3i.:1r 

En 
[ - 3.14 , 3.14, n/4]¡,o,[- 2.09, 2.09] 

43 La glifica de/parece 5CI' ,¡uaJ a y • g(l) • 1aa 2.r. 
Knx + scn2f + sen$ sen2r+ (sen$+ senx) 
ros , + ros 2.- + ros 3.r • cos 2.r + (cos 3.r + ros r) 

scnlr+ 2scn2rcos:r 
cos2.r + 2cos2.rcos r 
sen lr(I + 2 ros r) 
cos 2 r( l + 2 cos x) 
,co2x 

•-- • lan2.r 
cos 2.r 

EJERCICIOS 6.6 

1 a) -f b) T e) -T 
) a) f b) f c)i 

5 a) No es1á dcfimdo b) No esiá ddimdo e) f 
7 a) -~ b) ,½ e) 14 

9 a) f 
11 a) -f 
13 ,) ~ 

2 

lS a)~ 
2 

17 •) ~ 
2 
336 

19 a) -ru 
21 a) -j'ij'Vl 

c)-i 

e) -f 
e) No ('Slá definido 

e) ~ 

b) O e) -~ 

b) -~ e)~ 

b) ~v"fi e) "f 
25 ~ 27 V'7'+'4 

3 2 

1, 2v?""=1 33 (i-;-;2' 
2 - r y--, 

35 a) -f b) O e) f 

3+7 j' 39 ~' 

''T¡' 
4::h1 ~' 43+·' 

l -1 1 .t 

1 ' 

4~±: 47 t:_'----~ 

T -~ 
49 

+ 
51a)2 :Sr:S4 

b) -f:s\·:sf 

e) .r • scn2\+3 

53 a) - f s .rsf 

c) x•fcosf,-
b) 0:sy:s4,.,. 

SS r • scrr1 
(-, - 3) S7 r - cos-1 

[ ½(15 - y)] 

S9 , • '•o,•,,, - x •. donde ' • • scrr1 (¾seny) 61 ro,-• (-1 + \12)- 1.1437, 
21t- CO!i-1 (-1 + V'2)- 51395 



63 1:an-
1 {(-9 + \157) • -03478 • 

....,-, ¾ (-9 - v37) • - 13337 

6S ~'O!i-•f viJ •0.6847.cos-• (-fvTI) • 24569, 

co,.-1 + v'1 • 09553.ros-1 (-+ V3)- 2.1863 

67 sclf" (:¾v'Jo)•:I.ISOJ 
69 cos-• (-f) • 22143.ros-*+ • 1.2310. 

2,r - 005-I (-+) • 4.()689, 2ff' - ('()S-I + • 5.0522 

n cos-•f-o.~11.2.-ros-•f-5.4421. 

f • 1 IM72. ~ • 523<i0 

73 a) 165m b) 0.92 m e) 043m 

n a) a-• 8 - sclf"1f b) 4()8 

79 Sca tr •scn-1 t y {J •ran-• ~ron 

-f<tr·<f y -f<P<f Ai,J,scno-•.t 

y scnJ] • r. Como 13 función de Knocs uno a uno en 

(-f.f).tc~mosa •{J 

81 Scaa- • arcst:n(-.r} y {J • ~nxcon 

-f sa-sf) -fsJJsf Por101anto. 

\Cna • - .randscnJ] • r PodolllnlO. 
~ntr • -scn{J • sin (-/J) Cocno l:i. función seno 

csunoaunocn [-f-f].1cncmosquco • - {J. 

83 Sntr • an:llUU ) J3 • an-tan (1/.-). EnlooccH > o. 
tchemosO < a<f y 0</J<f:porlot.:i.nto. 

O<o+/3<•.AsI. 
tan (a+ /Jl • tan a+ 1~ /J • .t + 0/r) • 

1 - 1an & 1:11n {J 1 - ,r • (1/.1.) 

x + ~I/,,). Como el dcnomtnadorC) O. 1ain (a + /J) es1á 

mdcíimda y poreno a+ /J • f 

SS Domuuo:(0.2]:rongo: [-f. ,r] 

~ 
[-J.6]pc,[- 2.•J 

87 0.29 
89 IJ• l.25•7r 

□ [O. 1.57. "/8]pc,[0. 1.05.0.2) 

91 1an-• 1 - .&5• 93 1an-• +-26 6' 

CAPiTULO 6 EJERCICIOS DE REPASO 

1 (eo11 ,r + 1)(1 -eo11 x) • (csc1 r){scnl .r) • 1 

2 oos8+st-n/JIW18•cos8+.sen8 <ienB '°'. cos:8+~n'IJ 1 
-------•)CCIJ 

COiB 0018 

(~ 8 - l)COI IJ (tant B)cot 8 
1an8scn8+cos8• scn8 

--scn8+~8 

"". 
tan 8 «n8/cos 9 

•sen:8+cos1 8 - 1/ro<.8 

~ 

4 (1a11.t+coc r)!• (~ +~)' 
CQSA' scn,r 

. (sen: r + cos1 x)' 
costscn.r 

• scn8 

• --
1

- • scc!x~x 
rosl.rsclT.r 

S _I_ . 1 - wnt l - se-nt 1 - i;cnt 
1 +sen, 1 -sen, • 1 -~n', -~ 

• 1 - sen, . ....!_ 
CO!,t COSI 

- (~SI -::) . 5«1 

• (.-.cct - 1ant}scc, 

6 
scn(a -/J) _ (~n«cosp- ros « scn/J)/rosacosf3 
ros(o + {J} (tmooosJ]- scnoSA:n/J)/cosacos/j 

1.an« - 1.an/j 
1 - tan atan/J 



A54 R~tn de tjt'rclcloi sdt<:clonados 

2,_:_ _!_ 

7 tan2u - 1 ~l:n~u - ~ - coc~:~ 1 

J-COl!u ~ 
2cotu 2cotu 2coc.1,1 

• coc! u - 1 - (c:scl u - 1) - 1 - CllC'1 u - 1 

1 SCC\' + 1 1+ - --
S cosl f - 1 +.;os•·- 2K:.CV • ~•• 

1 + S(!C , , 

- 2~,, 
w 1 f/,-coc3

• 
9 

1an!,t,+~,t, 
(tan 1/t - cot 4,)(t.an1 ,t, + tan ,t,cot ♦ + coc1 •> 

• [1an1 ♦ + (1 + c0l1 ,t,)] 
• tan4,-coc• 

l0 l.S • St"nu+scn,, - ~ - ~ 
ese u+ ese v 1 1 M":n1 + .scnu 

;;;:+;;;; ~ 

RS _ 1 - sc:nuscn1 _ 1 - scn11scnv 
-1 +cscucsc,, 1 

-1+---
sen11 sen,· 

1 - senuM"n•• 
• 1 - scnuscnv 

• scnu scnv 
Dado que LS y RS son iguales a la nmma c~prcs16n 
y k,s pasos son reversibles. se rorrobor.1 la ,dcnlidad. 

11 (:,J:)'(~:Y-(;:~:~)(:::) -cC:~':;;: 
-gr.,- 1 

12 ~ + ~ • ~. ~ 
1 - tany 1 - cocy ~ ~ 

cos y sen y 

-~ + ~ 
cosy-i.cny St"ny-cosy 

_rosl y--.e_fr'y 

cos y - sen y 
(cos y + sc.n y)(ros y - sen y} 

•cosy+seny 

cos, cos1, 1 - sclr, 
- l - scnt - J - 5€:nt - 1 - scnt 

""'' • (1 - scn,)(I +sen,) . 1 + sen, 
1 - scnt 

COS/ ) 
- +-

14 COl(-1)+C:K" (-1) . ~ - ~ 
scn(-1) -i.cn, sc:n, 

cost+I cos,+1 
- ~ - 1 -cos: , 

COSI + 1 1 

(1-cosr)(I +cos1) • 1 -ros, 

15 .J§,- (1 - cosi) (1 - ros,) 

(1 +cost) . (1 - CO!,I) 

(1 - costY 
• 1 -cos:, 

. ✓º -C<Kt):. 11 -cos,j . 1 -ros, 
scrr', lscntl l§C:nt l ' 

<bdo que (1 - ros ,) 2: O. 

16 ~ ~(,---~-. ,-9-) -(-, -+-.,-.9-) 

\J~ • (1 + scnB) · (1 + scn8) 

1 - scri 8 
• (1 + scn8)1 

CO!I: 8 
• (1 +scn8)? 

1,os • I 100, • I 
• l 1 + scn81 • 1 + scnlf 

<bdoque (1 + sienB}.?: O. 

17 cos (" - ~)- cos reos~+ ~n\ sen~• ~n.r 
2 2 2 ,~ 

/ J ) l.tR.l' + tan--¡- l :ut.1' - 1 
18 un \.r + f • J1r • 1 + tanx 

1-1an.11anT 

1 1 1 
19 -¡-stn~ • -¡-scn(2 • 2/j) • ¡-(2sc:n1f3~2/J} 

• i(2scnfJcos{J)(ros:{J- §t':n!/J) 

• scn{Jcos-'{J - c~{Jscn1 fJ 

20 un..!..9 . l - cosfJ • ....!__cosB . c-K8-cot8 
2 sen8 scn fJ st:n8 

21 sen 88 • 2 sen -!8 cos 49 
•2(2scn2Boos28)(1 - hin: 28) 
• 8 scn8cos 8(1 - 2 se.Ir 8)(1 - 2(2 scn8cos B)?] 
• 8sc-nBcos8(1-2SoefrB)(l -8scri8cos1 8) 

22 Sc:a n • arctan r y fJ • arelan 
1 
:\.: . lkbKlo a que 

-1 <.r < l. -f <o< f . Entonces.1an o - .r y 

2.r 21.tn o 
w.n /J - ¡-:-:;; • 1 _ tan: 

0 
• t<1n 2o. Como b fuoctón 1anxcn1c 



es uno a uno en (-f .f ). 1cncmos qucf) - 2o o. lo 

1 
que C)cqu1\;1lcntc, a - 2 /J. 

1t 31t ,r 7ft J1r 5ft 7,,,. 1 J,,,-
23 2·2·4·4·4·4 24 6·6 2S 0,1t 

26 7-~-~-T 2, º···T-T 
28 ;.3;.;.s;.J4n•J4,, 29 76•.I:"'.; 

30 ~-~, ft 31 f-~·f·~ 
32 Todas las: xcn[O, 2-n-),ron cxcqx-i6ndef -~. ~ .?.¡--

33 f·T 14 0·T·T-1f-T-T 
35 f.f.~-~-~-~ 36 o. ft.f.~ 

37 f ~ 38 f-~-?f- I ~-

39 º·Í·~-T-T-•·T· l~ft- l:ft. I!" 
-,, 3 .,,. 7 .,, 9 Tr \16 - \12 

40 s·s·"'·s·s 41 
--.-

• 2 -2 - V3 43 V'2 - V6 44 2 
4 V2-Vi 

47 -~ 48 -~ 
13 77 

nii 52 H 53 ~ 

S6 ~vio 57 1 5a ~V34 

S9 a) Tros31-½ros11, 
b) +~ii,,++cmfiu 

e) Jscnlk- 3scnh d) 2scn 108- 2scn 48 

60 a) 2stn.i,ros3u b) 2scn~9scnfs 

e) 2cos~1scn~, d) 6cos4,cos2.r 

61 ..!. 62 ,.!. 63 ..!!. 64 " 65 _..!!. 
6 4 3 4 
1. 1 

66 4 67 z 68 2 69 No está de fin.do 

n No está definido 

Respuntn de tjtftldo$ ~cc:ck>Nldos ASS 

nl·· ·+-· - 1 .t 

J X 

79~, IO+ y 
¡ l _i­

-1 • 

81 cos (a+ /J + -y) • C<K ((a + /j) + y] 
• ros (o+ (J)cos y- scn(o + '3) sen y 
• (co.SO"COS'3 - scnascn,B)ros -y ­

(scna CO!o /j + 00) a scn/j) scn-y 
• ~ o (.'()) /jcos y - sena ~n/jros., -

seno cos /jscny - cos ai.cn/jscn-y 

82 b) t - O.:!:;¡¡ e) f v'iA 

1r 311 5,,,. 7,r 1r 5,r 
83 4 ·4·4·7·)·] 
u a) r • 2Jtan½s b) Js.JOOOp.e,: 

8S a) d•r(s«-+6- 1) b) 43• 

86 a) 78.7• (b) 6 1.4• 

CAPITULO 6 EJERCICIOS PARA ANALISIS 

1 P,st¡,1 Híac1orscn'" - cos1.rcomo bd1ícrcnc,adclo.scubos. 

2 ~ 

• {ªros 8 s10S Bs w/2or3w/2 s 9<2,r 
-uoos 8 s1 1r/2 < 8 < 3•/2 

3 45; aprmmnad:imcmc 6 164 

4 El coc1c:n1c: d1fcrmcl3l p:1r2 la (unción seno p:1rccc ser la 
función coseno 

S P,sw Escr1b3 l.1 rcux16n en la forma¾+ o = 48 y 
oblcnga la langcnlc de ambos bdos 

6 a) La ítmeión m\crsa de d1cn1c de s1crn., ron noll'IC1ón 
!ilcrn. • se define por y = !ilCITlli SI r = SICffll ) pan 
- 2 ~ ., ~ 2y - l s ,·~ 1 

b) 085; - 04 



e) s,crn (slCffll-1 .,) • 1· s, - 2 s r s 2: 
s1emri~1 fs1cmri v) • \" - 1 s ,, s 1 

d) 

CAPITULO 6 EJERCICIOS PARA ANA.LISIS 

1 (....!_ - __!__)-~ (ese\ - ro1 r)-' • --
1
- -

scnJ. tanx csc.r-cocr 
1 c~.r+coc.r csc.r+cotr 

-~·~•csclr-coc!, 
~,+cotx 

• ---• cscx+ro1J.· 
1 

2 
l:lnf 1 +cmr oos'7 J +CO!o.r 
--+--•--+--
! +S('('.t scn.t I St:n r 

I+-
'°'' 

CO'il l+co,;r scn.r l+cosr 
---+--•--+--

cosx+ 1 scnx 1 +cos,· SC"nt 

..clr.r + (1 + C()j r)~ 

(1 + 005 .,·)scm 

~rr.r+ l +?cosr +cosi ., 2+2oo,;.l' 
(1 +cost}SCnt ( 1 +1,.-0--r)scnr 

2(1 + ros.r) 2 
• --•2CU',t 

(1 + COS r)SCIU SCIU 

3 r • '!¡.. -1 '#- 1 4 7ro1 tJcsc 8 

5 _\ + &, o5 + &n,doodcncsunen1cm 

6 f c2111, - J).dondcnc-1uncmcro 

7 -f + '"' o m1,dondc n es uncn1ero 

8 ~ + 2,m.~ + 2m1.21m 9 f cvi + \16) 

10 f.-<s - 12v'J1 11 ~ 

( s.) s. s. 12 CO\'. ,+ 2 "'co:.rcos2 -~nx~T 

• (cm r)(O) - (M"nx)(I) • -ien.r 

13 1.5.9 1• -~-~--m 
1S -~-~--+ 

16 M"n 1r • stn(2..l' + r} • sen 21· cos , + cos 2.r sen 1 

•(25en rros.1.)cost+ (2cml ,r- l)scnr 
• scu(2cos1 r + (2c~l, - ll) 
• scnt(4ros!x - 1) 

17 !f-.~. tr 18 2cos&l + 2cosfu: 

19 2scn4ocn3r 
8.r + 4t 8.r -4, 

2 ro, --roo --
20 cos &, + ~ 4, _ 2 2 

scn8.1- scn4x &.r + 4 r lb- 41 
2roo-

2
-«o-

2
-

cos~ 

•--
2 

-~•roclr 
4r St'n 2.t 

scn2 
21 r•~no ,.!!+ ~ n 

4 6 3 
22 - ~ 

, /,(:-)'- 1 23 -f<B<f 24 -ffi 
• 5 ' 26 6 27 .r - 2 cos3 _,. 

28 cos-1 (-2 + v'l) • 1.84. 
2w - cos- 1 (-2 + v'l) • 4.44 

,, ,a111■u11 
EJERCICIOS 7.1 

1 /J • 63• .b - 26.8.c • 27.3 
3 t • IOO-IO',b•55. l ,c•68.7 
5 /J • 76•30'.u - 13.6.c - 17.8 
7 No C'U:).(C ningún mángukl. 
9 o •77"30',JJ • 49-10',b • 108; 

a• 102"30'.{J•24• I0',h•59 
11 o •82.,S4•, p • 49,72•,b• 100.85; 

o - 97.46• . /J - 34.80•.b - 15 .45 
13 fJ - 4 1• '()'. y• 91•10•.c • 117 l 
1S a-2S.99J-. y-32.J8J•.a -0.146 17 219yardas 
19 ;a) l .b millas b) 0.6 millas 21 2.7 milla~ 2l 628 m 
2S 3.7 m1llu deA y S 4 millas de 8 27 350 pies 
29 a) 18.7 b) 8 14 31 (3949.9.2994.2) 

EJERCICIOS 7.2 

•) 8 b) F e) D d) E • ) A f) C 
;a) n. k)' de .w::nos b) u. ley de cosenos 
e) Cu.1lqutcr Angulo. ley de coscnm 
d} No SC' propol'C'K;Kl:l suficicnu: mformactón 
e) t, o+ /J + t • ISO-
f) c,leydc-scnos:oo.o+/J+-,•IS0-

5 u-26,fJ- 41•. -,-79-
7 b- 180. a-25•.,. -s• 
9 c•2.75, a •21• 10'.J3•4J•40• 

11 No e:u~c ningún tri.inguló 
13 a •'J.9". /J -·:'7•, -,•104• 
IS o - 12" '\0'. /J • t36•JO•, y -Jl•OO• 



l7 o - fJ - SIY<X>'. y- roo· 19 I96plC's 
21 :U m1IIH 23 39 nllll31 25 2.3 millas 27 N55•J l 'E 
29 63.7 pie\ dcwk la pnmera )' ten.'fflli base; 66.8 plC'S desde 

la segunda~ 

31 37 JJ39 pie\ - 7 millas 

9 ~ 
33 Pistu.Usodtl3fdr'mula~2• y~-

2
-. 

3S a) 72'". 1os• • . l6• b) 062 e) 0.59,0.36 

EJC(CICIOS 37-44 Lb~~~'" s.e prc-.en1:ua en untdaidcs 

~ ... -37 260 391 1.21 41 1'1 43 517.0 
45 40.0:K-ttS 47 12.\.4 pies: 

EJERCICIOH.J 
1 (-J.-4).(J.-l).(-17.-17).(33.-7). vTI 
3 (-7. - 4).(-7,8). (-2&. -22),(-28.38). vJJ 
S 4l -'J.-21 +7j.19i-17j ,-J ll + ·n J,v'3 
7 Los punlOlo temurulc.1; iOn 9 Lo~ pun1os ienmnaki son 

(3. 2). (-1.S). (2. 7). (-4.6). (-2. 3). 
(6, 4),(3.-15). (-6.9).(-8.12). 

·t··· +(:;:). 2• • 
~ • h l 

8 t 8 .1 

-•· -·• 
1 

11 - h 13 r 15 -2«-
17 • + (b + l") • (u1,a:) + ((b1,b:) + (t"1,c-:)) 

• (a .. aJ + (b1 + chb: + t::) 
• (u,+ b1 + <1-a~ + b') + <:) 
• (u1 + h1,a: + b:} + (c1.,J 
• ((u1.u:) + (b1,b:)) + (ir1,l'J 
• (a + b)+ e 

19 • + (-•) • (ai,u:) + (-(a,,aJ) 
• (a,,u:) + (-a,, -a:) 
• (u1 -01.a,-a:) 
•(O.O)• O 

21 (mn)a • (11111)(0 .• a:.) 
• ((n,,r)a,,(,,m)ui) 
• (,,111U1o1'IIM'l.i) 

• m{nu,.na:) o n(,,,o,,ma:) 
• m{n(u,.a;:)) o n(m(a,.u:)) 
• m(11a) o ,i(ma) 

23 0 11 • O(u,.uJ • ~,.Oa:) • (O.O)• O 
Tan\blén.n,O • m{O.O) • (mO,mO) •(O.O)• 0 

2S -(111 + b) • -((a.,aJ + (b1ob:)) 
• -((ui + b,,t11 + bJ) 
• (-(u1 + b,}, -(u1 + h?)) 
• (-u, - b,. -a: - b-j 
• (-u,, -uJ + (-b1, -b:) 
• - • + ( -b) • -• - h 

n 12•1 • 12<•-•>1 • 1c2a.2b>I • ~ 
• v'4a'+4P . 2Y7+/i • 21<•-•>I . , ... 

29 5;~ 31 Jv'i;?.¡- 3l \/4T; ,an- (-{) + ,.. 

3S V61.wi-•(-¾) +2• 37 102 hbr-li 19 72 hbnui 

41 89 hbni~. S66•W 43 S.S librti, 129" 
45 40.96: 28.68 47 -6.18; 19.02 

49 a) -~ i +*j b) *i-Hj 
51 a) (~.-~) b) (-~-~) 

5) a) (-16.4) b) (-4. I) 

24 ·12 
55 -\/651 + w l 

SI a) I' • (7.2) b) G • - •· • (-7. -2) 
59 a) P •(-586.1 13) 

b) C • - f • (S.86. -1.13) 
61 seer' (0.4) • 2.16• 61 ~•: 2.12 m1ll:w'h 
6S 420 m,11:ulh. 2"'-'• 67 Nn•w 
69 , ,•4ll - 7.l0j . , 1 • 098i- l.67j 
TI a) (24.51. 20.57) b) (-24.57.18.10) 
73 2K.l l1br.l.vp..--r.on.1 

EJERCICIOS 7.• 

1 a) 24 b) ('(b- ( ~vn) • 48~2' 

1 a) -14 b} ros-•(~)- IIW21' 

s a)4.'i b) ro-.-1 (~)-Js•.w• 
7 a) -JO b) '°'-• ( ÁiVio) ~ 180' 

9 (4. -1) (2.8) • O 11 (-4J) (-71) • O 

11 Opuesto 15 lgwl 
6 J 

17 5 19 :::g 
21 a) - 23 b) - 23 23 - 13 
2S 17/VYJ - JJJ 27 2.2 29 7 
31 2S 33 12 
]S a • • (111.uJ · (u1,u:) •u~+~ 

• (VaiTulr • U• f 
37 (,na)· b • (m(ui.u:)) (b1.b:) 

• (,,u,,,,ua!} • (b1.bJ 
• mu,b, + """1'>1 
• m(u,b, + tt:.b:) • m{a h) 

39 O• a • (O.O) (u,.u:) • O(u1) + O(al) 
•0+ 0 •0 

41 100) vJ - 1732 p10i-hbras 



AS8 RKPUHlH de ~~rcklol wl«clonados 

43 a) , • (91 X ICf)I + (0-02 X IO")j, 
• • (93 X 10")1 - (0.432 X IO")j 

b) 0.13º 

45 (-i--f) 47 2.6 49 24.33 

Sl 16 v1 - 27 .7 cab.&Uos de f~rza 

EJERCICIOS H 
1 5 3 V85 s o 7 8 9 1 

Nota: El punto Pes d pun10 que com.-spontr 
a la n:~mac,ón gcomé1nca 
11 /~4.2) 13 P(J.-5) 1S P(-3.6) 
17 P(-4, -6) 19 P(0. 2) 

21 vlc1.s7i-

l::.,crtal 

[i})•l-1i 

23 8c1.s~ 

27 -l'lllcis~ 29 20cis~ 

33 7 cis ,r ff 
35 6m2 

43 ~clS(1an-•¾ + ,r) 
4S h1s [1an-1 (-¾) + 2w] 

2S 4clii 

31 12 cisO 

47 2v'l + 2\l"li 49 -3 + Jv'JI S1 -5 
53 S+Ji 55 2-1 57 -4 +71 
59 -7-Ji 6'1 -2.í 

61 1ov'J - 10r. - fv1+}; 65 40.f 

67 8 _ 4,.f. ¾, 69 -1."i. '°'· -H- ~, 
73 17.21 + 2-1.571 7S 11.01 + 9.2-11 
n v.J6J ohms 79 70-13 rnlts 

EJERCICIOS 7.6 
1 -972 - 972¡ 3 -32, S -8 

7 -½v1-fv11 9 -+-½v'J, 

11 -64V'1-64, 13 =(fV6++v12,) 
1S +(-,Y,+ ffi,) +(ffi - ,;r;.,) 

- 2 2 ·- 2 2 

17 3i.::f V1 -f, 
19 =1.+:: +v'Ji. 

-+:½v'J; 
21 fic1s 8con 8 • 9': 

81•. l."iJ•. 225•. 29r 

23 :t2. :t2J 2S :2i. v'J :t l. - v'J !: i 
27 2,.:..✓.J-1 

29 3c,s8ron e -cr. 12•.1..u•, 216• .. 2ss-
11 2cis 8c:on 8 • 15~ ios·. ¡95•.2ss· 
33 [r(cos 8 +, ~ntl))' • [r(t"'))' 

- ,·ero/ 

CAPITULO 7 EJERCICIOS PARA "NÁLl!IS 

, •• v-il. 11 .""-•(~vn).,-, .. -,(~\/.il) 
2 a •<:IY'. {J •90°'.b • 4.a • 120"'.{J • W.b • 2 

J y • 15".a • 50\16.c • 50(1 + v'.l) 

••. , .. -•(f).11 -~-·rn)., -«><-• (-+) 
S o • JS•,u-8.0,r..,l3 
6 y-19"'10•.p .. nr20·.b-2ss 
7 a-24•, y -41•,b- IOI 
a a-42•.p-s1•.y-s1• 9 290 

11 Los puntos 1cmun:ik:!li ~ 
(-2.-3).(-6.13). 
(-8. 10).(-1.4) 

10 14.5 

12 a) 121 + 19J b) -81 + 13J e) v4l'i•6.J2 
d) v'l'1 - v'T7 • 126 



U (J4cos40"'.-14scn40•) l4 109hbr.u;S7S•E 
lS -IOi - 14j 

16 (-~-~) 

17 Ctrculo con centro (u_. aJ) y radio(' 

18 Los \CClores • · b y • - b fomian un 1ningulo con el \CCIOr 
• - b opucs10 al ángulo 8 La conclw;ión es una aphcac~ 
dttt"Cla de la ley de cosenos con lados I • , ,b y a - b ]. 

19 183•: 70 m1Jlas¡'h 

20 , ) JO b) ,,,.-' (✓,1✓,"7)•47"44' c)7,j 

21 •) 1:14 b) ros-' ( ✓,¡¡✓,'j)-• 32"28' e) ¾o 
22 56 

23 10v!c1)~ 24 4cuT 2S l7c1s1r 

26 lh1sT 27 IOcJS?.¡.-

28 v'4T CIS (u.n-1 7) 
29 ylsc,+•-'(-½).,,] 
30 17c1s [w-1 (-i) + 21r] 

31 IOv'J - IOi 32 12 + S, 33 -12 - 12v'Ji. -f 
34 -..iv!,. -2\/! 3S -5121 36 , 
37 - 972 + 9n, 38 - 21

• - 2" v:Jí 

39 -3.f: ¾\/j; 
40 a) 22A b) v'ic1)8C011 6 • 100~22()-,340" 
41 2c1sflcon8•54•, 126•.198•.2w-.342• 
42 47 6• 43 197 .4 )2f'd..-il 44 2JS 8 millas 
4S 53,000.000 millas 
46 a) 449p1es b)434pic.s 
47 a) J)nullH, 41 nullu b))Om1llas 48 204 
49 1 hora y 16 mmutos SO e) 1.ss• 
Sl a) 47 b) 20 
S2 a)72 b) l8l6p1cs1 c) J7.6p1cs 

CAl'llUlO J EJERCICIOS l'AltA ANALISIS 

4 b)Pino Lcydecostn<X 
5 •) (Ob l «><o+ l•l«»P)I+ 

(llb l ""º - l•I ><•PlJ 
6 a} 1 b) ,rr:f1 e) "; + ".¡i:,-~r: -0.2079 

7 LadtdataC'iónCS\crdadcm 

Respunt.u ck *rcldos ~Kck>Ndo!, AS9 

tx•MEH DEL CAPITUlO 7 

1 a) 2 b) O e) 1 2 2.15m1llas 3 5J9m1IIM 
4 CUJ.lquier 4ngulo, lc)' de los cosenos S 337 pies 6 75.5• 
7 390 ptcs1 8 vis 9 25 hbr.&., 

10 ~ I - ~ j 11 "63 mdlas/h: 242• 

5 47 
12 57.53• 13 :t¡ 14 -172 15 \l'ñ - s.s 
16 3564 pi«-hbr.l 17 13 

11 vTim[,,,,-,(-f)+,.] 19 7v1+2v'l:i 

20 28\/1 - 28í. -~vJ: + *' 
21 -++ ';', U 41,:2v'J-2, 

23 'v'Jc,sfJconfJ• IS•,goe,16?-,2.J.1°.306• 

lf·tili1H•i 1 
EJERCICIOS & 1 

1 (3,5),(-1.-3) 3 (J.0),(-3,2) 

S (O.O). (f. "iii) 7 ('.'. -2) 9 S1n!-Oluc.OO 

11 (-4. -2). (2.4) 13 (-4. 3), (5,0) 15 (-2. 2) 

17 (-¾ +To V86. ½+~vi<,). 
(-¾ -~ y¡¡_ ~ - ~ vif>) 19 S,n \Oluceón 

21 (O. 1).(4, -3) 23 (-6.-1).(-1.4) 

25 (:2. 5), (:\!J. 4) 
27 (v'l:.:2\/J).(-v'l:.:2\/J) 29 S,osoluc,ón 

31 (2v'l:, :2). (-2 v'l:. :2) 33 (J. -1.2) 
35 (1.- 1.2).(-1,3,-2) 
37 a) b - 4: tangcme 

b) b < 4; m1ct'St"CC1óa dos ,ec,e\ 

e) b > 4: sin 1n1erscccióa 
39 Sf. ocum: una soluctón entre O y 1 

* 41 ±: 1an~n1e 43 /(t) • 2(3)' + 1 45 12) 4 

47 12 X 8 pulgadas 
49 a) u • 120.000. h • .Wro> b) 11.143 



S1 (O.O). (0.100). (SO.O). la cuana solución (-100.ISO) no es 
s1gn1fica11\a 

53 Si. l ptc ,e 1 pu:,. 2 p1eso 

\ITT - 1 \ITT -1 8 
- 2-p,esx-2-paX(viJ- ifpKs 

• 1.30 p1cXI.JO pieXl.18 p,c 
SS Los puntr5 se cncucntr.in sobre la parábola a) ,, ½ r- ½ 

:t\'. '!.:~ ~ 1 
4 

S7 a) (312.1. -50) 

b) (-½ viT. -+) .. (-.i 975. -0.5) 

59 (+OJl?,:!:1.8?);(½: v;.++ V:) .. EE•.~··"·" " .. 
[-6. 6]po.-[-4. 4] 

63 (-1.44, ~I.0-1).(-0.12. ~1.50).(0.10, ~1..50). 

(122.,cll9) ~ 

~ 
[-3.J]po.-(-2. 2) 

65 t1 - 1.2012.b •0.4004 67 o - 2.8019.b-0,9002 

EjERCICIOS 1.2 ( ) 
1 (4,-2) 3 (-75,90) S -1.f 

(SI 96) . - -
13. 13 

15 Sm soluc-1ón 

1 (~ ~) 53. 53 

(
220 137) 13 - . -
13 13 

22 11 
17 Todos son parr-o,r:m(m, ,1) de ÍOffl\3 que 3'"-4" = 2 

19 (O.O) 21 - 7 . - 5 23 12. - 1) 

25 (0.2) 27 313c~uJ1anlb.137nocstud1an1cs 

29 f • ~- 4 • S.55cmd • 12 - ~- 2.45cm 

31 / • 10 plN," •~pies 33 2400 :l(lultoi-, 3600 1;a111os 

35 40 Kfl,fflO!l dt aleación al Js• •. 60 ¡ramos de aleación al 60'. 

l7 540 m,llas'hora. 60 nu\las,'hor.\ 39 ,,, • 10, u • 3 

41 20 sofás, 30 rcchnab!Clll 

43 ¡¡) (,·.fr)pan,un r:>0arbnr:mo b) S28porhona 

45 1928: IS.SºC 47 LP: 4 horu: SLP'. 2 horas 

fJERCICIOS U 
1 

I 

/ 
I 

I 
I 

I • 
/ .ll - ?1 •ti 

I 
I 

I 

1 1 
\ I 
\ I 
\ I 
1 1 

f 1 . 

. 

1l 
1,-,•-19 

51 u • cosx - scc f,b • !.tnf 

11 ' f-J • -2 

I 
I 

' ' I 
I 

' I 

' ' I 

/ ' 
I 

I ' ' I ' ' ' 1 + 1 • -? 

" 
1 -!t• 1 



f 
17 

, ,.,,., * 19 , 

39 

-~•+>s

9

·•:::· •,~~ 

, - 3 --- ---
_. • 4 1 

1 

___ ___ r+i - 9 

, 

23 ' ( • nt=m "" mtem, " 

21 

.¡ 

i 
1 
1 

. Í7". 
~ 
27 os ( < J. w < -x + 4.1 e! t' - 4 
29 r + i s: 9 ,. > -2, + .i 
31 y<x,J:!." .:..X + -4,(l - 2)l + (\- 2)'1 S8 

3J )'>¾A+ y,)· S.t +4,) S ---¡f+J 

35 Si .r )' 1 -.e: re.íxttn ::r, L1 cantw:bd 1 .1 • 

20 de COl'IJUnlOS de la marca A y de 
13 marca B. n:spcct1\·amcntc. 
cntollC'C'S un sistema CJX e! 20, 
y.t: I0.x.t:2J. 
r + l S 100 

37 Si r y I se n:ticrcn a la cantidad v 
coloc:a,::b. en m\Cr'SIOllC.!i 

dt alto nc~go y de baJO ritS~'O. 
rcspccu, iuncntc, cn1oncfi 
un so,tema es 

45 41 Silaplantascub1cacn .r,),,C ,J IOlr 
60' s.r + 1.l s I00' . 601 s l, - IOO)l + > s . 
} .e o 

1 
1:+ ,i. 100' 

1 / ll+\lati()l 

_, 

.1 •21 

(-J5 •Jpo,(-1.4) [-U. 15]po<(- 1.1) 

El[ ~ 
(-45. 45)po<(-3, J) 

(33, 80, 5Jpo<[0, SO, 5] 
e) La rcgtOO por encuna 

de la línea 

EJER~IC10~ ... • ;•, en (6.2)· m!nm)Odc 9 en (0,2) 1 ri.fax1lUOu,.;- ' 

t e: 2000 . . ,· e! '""· 
r + ,- :S 15Jl00 

x + 1 • IS1IOO 

200) , - ,000 

,000 



A62 Rr-s~tu óe tjerCkloi selt<:clonados 

3 Mb1modc21en (6.:\) S Mlmmodc21en (3.2) 

7 Cucnc w1 ,ator máximo de 24 par.1 cualquu:r punto en el 
segmento de hlK'a de (2. S) 11 (6. 3) 

9 (8.0) 
11 Cualqu1cr punto nure (2, 7) y (6. )), 1ncluSl\c 
13 Un CJttnplo es P = 50(b + 60(h 

15 50 ~tincbr y JO sobrcdm1ensl0flados 
17 3.5hbrasdcSylhbradeT 
19 EnHar25dcsdcW1 haciaAyOdcW. a B 

l:.n,1ar IO<k.-sdc W; bac.aA y60dc w , a B 
21 N:&da de alfalfa y 60 IICT\'S de n1alz. 
23 Costo mímmo: 16 onzas X. 4 007..35 de Y. O on7..U de 7...; 

costo mix1mo: O oozas de X. 8 onzas de Y. 12 oozas de Z 
2S 2 cannonctu y 4 :1u1obusc1 27 3000 truchas y 2000 róbalos 
29 60 umd3dcs pcquct\u y 60 u111dadcs de luJO 

ffERCICIOS I.S 
1 (2. J . -1) 3 (-2, 4. S) S Sm solución 

7 (f.*· ii) 9 (O.O. O) 

EJCfC1c,os l 1•18. l.Jus1cn Olras formas para rcspondcr.r es cual• 
quier numero real 
11 (2'. - e, e) 13 (O. -t·. r ) 

1s px - s.i. -&r + 13.,) 

17 (~". +-~" -½J) 19 (TI-Tr- TI) 
21 (-2. -3) 23 Sin ~oción 

2S 17 de I()• • • 11 de 30-, •. 22 de so-:. 
27 4 horas para A. 2 hom para D. 5 horos pan C 

29 38011brasdcGl.60hbr.u;dcG:. l60l1T5deGl 9 

31 a) /1 • 0,l: • 2, /,• 2 b) /1• ¡-,Ji • J, /1• 4 

33 ¾ hbn de Colombia.½ hbra de C~a Rica. j hbra de Kmia. 

3S a} A· .r1 + r~ - 15. 8 ; X1 + t: • ISO. 
C:.t: + , , • 225.D.xi +t. • ISO 

b) .r 1 • 25, Ji• 125.A, • 50 
e) r, • ISO - -.. ~ ISO; 

.. , • 225 - ' : • 225 - (150 - t,) • 75 + '"• ~ 75 
11 2134 19 ,. - 1r - ·" + 5 
41 l J + \' l - f + ~\' - 6 - 0 
4] /(x) • .r1 

- 2t1 
- 4.1. - 6 

4S u--¼,b-~.c- ~.,I•* 
EJERCICIOS 1 .6 

l [ 9 -IJ [I -3] [10 -4) [-12 -3] 
- 2 5 . 4 1 ' 2 6 ' 9 -6 

[9 º] [ 3 _,] [ 12 _,] [ -9 -3] 
1 5 . J -5 . 4 O . J -15 
J 4 -9 4 - 6 8 -18 O 

S (11 -3 -3).(-3 -3 7). 
(8 -6 -1). [-21 O 15) 

7 Nocspos1blc.noe~pos1bk 



[ 135 
-109 ., ] l1 [ 18 O -2] 41 -39 92 -33 

-40 IO -10 
45 95 

[ 76 -38 102] 43 -5 61 -13 
,, o 19 [~ ,. =]•-[,::¡ 400 450 

4S •> A • 300 SOO 
250 200 300 S12 99 

100 100 200 

r···1 $15.036.SO 
b) $15.986.00 

S 8342.50 

S 4596.00 

e) Los S,4,596.00 repn::srntan La nn1Kbd que la tienda n:c1-
b1ria SI SC \ cndcn todaJ las lorrtS aflW'lllas 

EJERCICIOS 1.7 
1 M ucs1ra que A B lly BA • I:. 

3 1 [ 3 
JO -1 ~] S Nocustc 

1 

[ 

2 ~] [-• -5 !] 7 - -2 9 ~ -4 -8 
8 o 3 1 

1 o o 
2 

11 o 1 
4 

o 13 NOCXl)IC 15 Nocx1~c 

o o 1 
6 

17 ub~o,[: ;] 
21 a) (*· -~) b) (f. t ) 
n a)(-~--~·+) b)(~·~·-+) 

[ 

0.111 0.259 -0630] 
2S -0.037 0.025 0.321 

0.074 -0.049 0.358 

27 [=~~~! ~::S ~:! ~~!] 
-0.372 0.002 0.141 0374 

0.160 -0.0.12 0.072 -0.210 

Rnpuntn <tt tjffClclOS ~t<CIONdos A63 

29 •) [;~ _:!][:]-[~!] 
b) [º 1391 0.2016] (e) " - 1.4472 . . - 0.0579 

00625 -0.1136 ) 

31 ,) [!: -:~ -:;][~] -[:~] 
06 1.1 -7.4 :.'. 3.9 

[

o 1474 0.1572 -01691] 
b) O 1197 -00696 -o 1426 

0.0297 00024 -O .1700 

e) .I' - -0.1081. ,. - -0.S227.: - -0.6135 
33 a) a- -1.9630,b - 26.2963,c - -25.7.&07 

"~ 

(1.12Jpo<(-15. 70.SJ 
e) Junio 61 •f; octubtt. 41 ºF 

EJERCICIOS U 

1 Mu • O • A11: Mu • 5; Au • -5: 
M :1 • -L A:1 • l. Mi: • 1 • An 

3 Mu• - 14 • A1,; M i:• 10; A1: • - 10; 
M11 • 15 • An: M : 1 • 7: A:1 • - 7: 
Mn • -5 • A.u: M:1 • 34. A:1 • -34. 
M,1 • 11 • A,1; A-1,: • 4; A,: • - 4 , 

5 5 1 -83 9 2 11 0 13 -125 15 48 
17 -216 19 abcd 21 ir-1..i D -1 
35 a) .r - ]\ - 4 b) -1. 4 
37 a) xl - lb - 5 b) 4 ~ \/11 
39 ¡) - x1 - 2.r2 +x+2 b) - 2. - 1. 1 
41 a) -x1 + 4x1 + 4r - 16 b) -2.2.4 
43 -3 1, - 20J + 7k 45 -6, - 8J + 18.t 
47 -255 49 - 359.284 
Sl a) -.1'+x!+6.r-7 b) -2.Sl.l.22.2.29 

otr: 
(-10. ll)po<(-12. 2] 

EJERCICIOS 1.9 

1 R:•➔ R1 3 C1 ••C10 R1••R, 
5 -R1 + R,-R, 
7 2 es un factor común de R

1 
y R

1
• 

9 R I y R1 son 1den11cos 
11 - 1 es un factor común de ~ . 



13 Cada número en C:csO. 1S 2C1 + c,-c, 
17 55 19 -IO 21 -142 23 -183 2S 4-4 

27 359 17 (4, -2) 39 (8. O) 
41 IDI • O,pork>qucnoscpucdcut1h1»l.1rc¡l.:adcCr.1mCr 
43 (2. 3. -1) 45(-2. 4, 5) 

47 l • q, - dfi + b/J 
c,ri - afi + bfh 

EJERCICIOSS.10 
3 5 5 -' 

1 --+-- 3 -----
,-2 ,+3 , - 6 ,+2 

S _2_._J ___ ,_ 
7 

2-+_2 ___ ,_ 
.,-1 ..1· +2 x-3 x .r-5 x+ 1 

Z S 7 S 40 
9 -;-=-¡+ (.t - J)l 11 --;-+-;:,+~ 

13 24/25 + -2!!_ _ 23/25 
t+2 (x+2f lt-1 
S 2 3 2 i, + -1 

15 ~--;-¡-¡- + tr + 1)1 17 -7"=!+ ~ 
4 Sr - 3 1 1 21' - J 

19 7+?""+'2" 21 7-;¡+7+3 

23 ~::+lr~:o: 2S 2.,·+~+r:~I 
27 J+.±.+ _ 8_ 29 2.,+3+ - 2 ___ 3 _ 

,1 ,1· --1 .r-1 lt+I 

CAPITULO I EJERCICIOS DE REPASO 

1 ( ~ _.!!) 2 S1nsoluctón 3 (-3.5).(1,-3) 
23' 23 

4 (4. -3). (3. -4) 5 (2v'3. :vi').(-2v'3. :vi') 

6 (-1,::1.-1).(0.~+\/6.-+) 7 (*· *) 
1 (k>&1T,log1~) 9 (Tj.-j1.1) 

10 (-~-i- -~) 
11 (-2r. -le. c-) par.11 ru:ilqu.crnúmem rc:ll e 12 (0, o. O) 

13 (x- l. -Ic- +½.,) p.u2cua.Lqu,ernún~realt· 

14 (5.-4) 1S (-1.+.+) 16 (3. - 1.-2.4) 

17 

* 

19 20 

21 {r+~~~ ~ 
L,f s 6 

23 [: -~~ !] 24 [ ~:] 25 [:~ 

26 [ O 

" 
-37] 
-6 

27 [ -12 4 -11] 
6 -11 5 

:] 29(2: ~ ] 10(~ :] 

31 [.~ ,:] 32 [i ! ~] 33 -+[~ :] 
34 ~ [ : ~ =!] 3S [~ ~ - ~] 

-1-1 1 9 0 -1 -1 

36 ..!.[-: -~ ~!] 37 (2. -5) 31 (-1.3.2) 
37 

9 8 -6 

19 c--1.J> 40 (-½.f).c-1. 16> 41 9 

42 48 43 -86 44 -8-1 4S O 46 120 
47 -76 48 -50 49 -1 !: 2v'J so 4, :\/1 
Sl 2 es un Í:IClorcornun de R,.2 es un íactorcomün dcC. y 3 

es un factor comun de C • 
S2 lntcroamb1c R1 con Rl y dcspué! R: con Rl para obtener el 

dctcmunantc de la derecha 1:.1 efoc10 consiste en muh1phcnr 

n:,-.'..d<K::,, ss GHn S6 (½-~-M 
S7 _8 ___ 3 __ -'- S8 2 + _3_ + -'-

" - 1 r + 5 , + 3 t + 1 (,t + lf 

S9 - .r ! S + ~-: ~ 60 ,i: 2 + ,'1 ~ ~ 
61 40\/'s p1esX 20\'5 pies 62 _l • :2V2.t + J 

63 Radto ullcmo = 90 plC!.. radio cx1cmo =- 100 pies 
64 Impuesto =- $750,000; bono = $ 12.5,000 
65 2 m1ll3s,'hor,a, 5 m1ll:u/hon 
66 25 l1brls de cacahuatcs y 30 hbr:u de paJM 



67 132S m1llas,'hora, 63 m1llas,'hon, 
68 Enpies' 'hora A,30;B.20;C,S0 
69 Ocradcnul 9S, onenul SS 
70 S1 t y J com:spondcn 

al largo y ancho. -~ fud1n) 
rcspccm·amcmc. entonces 
un sistema es 1':' 12. , - 12 
,- ~ 8.,· ~ lf2t 

n , + ,. :s; 18 . .r .!: 2,. 
r.!:0.1 .i:O 

72 80 po(bdorti y 30 segadoras de onllu 
73 S250,000 de allo nesgo; SS00.000 de baJO nc.sgo; bonos SO 

CAPITULO I EJERCICIOS PAJI.A ANA.LISIS 

1 a) b - 199. t - 204.,· - - 100; 
b - 1.999,, • 2004.)' • -1000 

b) t - ~=~O. 1 - h ~ 2 
e) Suprouma a (4. O} 

2 

•> :. : [[if ~.:r~~•].OOO]c 
0.05 0.00 095 

b)Los elementos de F (11,500 8400 IS,100) ttpn:smtan 
la poblxión de 13.. islas A.By C ~1umcn1e, dcs­
puCs dc un al',o 

e) La población se csub1h7..a con 10,000 nac1m1cnto, m A, 
S,000 m 8 y 20,000 en C 

d) Las poblac,ooes ocndcn • la d1.stnbuc1on dcscnta en el 
1nc1so e), srn 1mpor1ar la d1.stnbución in1c1al de 35.000 

"" 3 l'ist,1 asigne un tamaAo a A y cununc: la dcfintetón de- un 
111\CDO 

,l AD: 3S'l.DS: 13+%.SP: 31½"-" 

S <1 • - 15,b • 10.c • :?4:lacuanarafzcs -4 
6 ,- - o.ossJ,1 - 0.116.,: - 1 Ir + .i.2 
a a) Nocspos1ble b) ,! + 1·1 -1.8.:t-4.2,+0.8 - 0 

e) /(:,)•-iirJ+Tz..-+4 

d) /(.ti• a.1 1 + (-2a - ii) •' + (-3a + -k),· + 4, 

donde a es cualquier numero real diferente de cero 
e) No es posa ble 

IXAMiN OH CAPITULO 1 

1 ( - J, - 2),(2J) 2 (~7. -3),(~7.J) 

3 12 y 4 

Smsoloc1ón 

s(~ ~) 
47' 47 

Todos son p,m.-sordenados (1', \)de fomuquc lt - , = -S 
30 so fas. 45 rccuub~ 

10 { ,·> r+2 
.r +i!!i: 16 

11 t it: 3000. \ o!: 4.r, .r + \ :S 25ro) 

1 + \ •:B.000 

'º""' ,· - 10«> 
12 Mi.Jumo~c 12cn (6.0) 

.1 + 2\ •I 

10.4 ) / (4.2) 

1 + 1 •6 

(O.O> 

13 3 canuoncw. S autobuSt-s 14 (4. -3. 7) 15 (3c. - 2c, e) 

16 ¡.2) 18hbras 17 ft..,") • 3c1 
- S.rl + t - 7 

1& [ -6 -14 -1] 19 [-17 27] 20 - 19 
-10 S 5 -44 -7 



A66 RHPUHtH de ~~rcklcK wl«clonados 

21 Una pos1b1hdaJ es 

C•AB• rn :!][·:: :]• 
[:: !: 1 ~=], donde los nllmcros de l.111 d1agolW 

5710 462.S 1580 

pnnc1pal rcprcsc-ntan el , alor rotal de kt'i ron Junios dc hK'm>, 
los COIIJUntos de madera y los hlbndos. $2930. $3700 y $1580. 
rc~n·amcnte El mto de los ,alon:s no son s1gmfx:atl\·os 

22 A''•[-! -~J 
"[:J --M=: -m~~J -[_:J 
24 No; Wl3 fib de cero s1gn1fica IA, O. por lo um10, A no es 

mscrs1blc 
25 23 26 6 27 134 28 -3. 5 
29 R y Rl\00 idénticos 30 - In 31 (). - 4) 

32 -
3- - - 4 - 33 l_ +1-- - _3 _ 

x-2 I+I l ~ .x+3 

34 ~: ~ + ,_r ! •Y 

li·iilii111•1·1 
EJERC CIOS 9 1 

1 9.6.3,0; - 12 

S 9,9,9,9,9 
7 l .9,2Dl, l.999.2.CXX> l;2.00000J01 

9 4.----f.f.-T:-~ 11 2.0.2.0:0 

13 f.f.~-¼-~ 1S 1.2.3.4:8 

176•·. 19 ,0 

0.5 •• 

··········· ....---~--
'º ' 

21 2,1.-2,-11.-38 2] -J,3l,3',31,J1
• 

2S 5, 5, 10, ~. 12() 27 2, 2,4,-l\-411 

29 7.20.61 31 -8. 16, - 128 
7 IS 

33 2·2· 12. 17 

3S -1.-1+~.-l+~-~--f+~-~ 

37 - 5 39 10 41 25 43 _ _!2 4S 61 
15 

47 10.000 49 ~ Sl 2-tl 
3 2 

SJ !(u1 -b,) 

- (t11 - b1) + (u! - b1) + · · · + (a. - h.) 
-(a1 +al+···+ a.) + (-bi - b1 - , .. - h.) 
-(a1 +a~+ ... +a0)-(b1 + b! + ... +b.) 

-.t.··-i•· 
SS A mcdwb que aumcn1:1 l. los 1lm11nos se apro.1i1tn:1n :a 1 
S7 0.4. 0.7. 1. 1.6. 2.8 
S9 ;a) 1. l.2.J. S, 8. 13.21.34,SS 

b) l. 2. 1.5. 1.6. 1.6. 1.625. 1.6153846. 1619().176. 
1.6176471. 1.6181818 

61 a) "• • 0.8',.,_, b) El cuarto día 

{

899511 •.il SnS -l 
63 C(n)• 87.95n ,,,,S sns9 

85.9Sn sin ól!. 10 

e 

;? 4 t. 1 LO 12 11 

6S 2.236068 67 2 +193 
69 a) /(1) • - 1 < 0./(2) - 0.30 > O b) 1.76 
n a. )C apro:um:l 111' 73 ª• se aprouma .:1. 1 ... □ 
n ,. j""M"'"~ 

1 

[O, 20, S]po,[0,300, 50] 

79 i) D1sm1nU)'C de 250 11\SCCIOS a o 
b) Se C!ltab1hza en 333 1nsec1os 
e) Se cs1ab1h:,..a en 636 insectos 



EJERCICIOS 9.2 
1 Muestric¡uc uh, - u1 • 4 3 4n -1; llt38 
S -ln+ l9; 4.-11 7 3J-0.3n:l8;03 
9 l In - 10 I; 5 .4. 20.9 
11 -IQI: + 15 + n(2., - J);O; IQt - 15 
13 In 3"; In J': In 3• lS -8 17 -8.S 

19 -9.s 21 W n 3015 2S - 105 21 JO 

29 25 31 530 33 T n 93"¡ + 838.265 

37 .t. (7" - l)or ! (4 + 7n) 

39 .t (7n - 3)or i (4 + 7n) 

41 t 4/: 3 or .t~ :: 
43 I (I In - J) • 12.845.132 45 28 47 24 

49 12 0 18 Sl ~.~.6.~.~ S3 25. -2.-29 

SS a) 60 b) 12,780 S7 255 59 IS4vpcs 
61 Sl200 63 16,,1 

6S Mucswqucclpnrner1énninode (n + l)e.sma)'orcn 1 
que d n,<),mo 1énmno 

67 a) ~.~.~-- .~ b) d • -~. 1 

e) S722.2l 

EJERCICIOS 9.J 

1 Mucstraque~ • -+ 3 1i(+y-• •2•-•;+:T6 
s JOO(-o.1y-1;01>J;-000003 7 5":3125:390.625 
9 4(-1.St·•; 20.25; -6834375 
11 c-ir-•r--1: 1': -~· n 2"'-' ··•: 2" .. '; 2· .. , 

15 2 17 :?.v'J 19 ~ 21 ~ 23 36 

2S 
16 

27 1533 
16 

29 1093 31 88.572 

33 ,:2~ 3S 8188 + 55j 37 ± 2" 

39 .t (-1)"' +(+)-' 41 f 43 ~ 
4S Conl()l r 1 • \/l > 1 • la sunt1 no u1\lt' 

47 1024 49 ~ Sl ~ 53 
2391 

3-.( 99 990 

SS s; S7 
1
;:/ 59 24 

61 .&.20.100,SOO 63 ~~ • O l'l 
256 

65 a) N(t) • JOl)OO(l.2)' b) 61.917 67 300 pw:.s 
69 SJ.000.000 71 b) 375 mg 

73 ,1) u,., • f v'Ti:ia1 

R~nt.u de c~cldos selecck>Ncb A67 

EJERCICIOS 9.4 

E}t'f"CM:IOS 1-34 Se f)f"t':~nto una dclll0$tn1t1ón común para k)tJ. c,crclC'II)) 

1.5. 11 . 15.19.23.27 )' J I 
1 1) P.e-) \c.n:ladt"ro.dadoque 2(1) • 1(1 + 1) • 2 

2) BaJO c:I MlpuC'SlO de- que: P, es \Cfd:tdcro· 
2 + 4 +6 + · + 2k • k(.t + 1).Potdlo. 
2 + 4 + 6 + + 2k + 2(.1. + 1) 

• A(k + 1) + l(t + 1) 
• (4 + l)(l + 2) 
• (,t + 1)(4 + 1 + 1). 

Por lo UUIIO, ,:., C:S H•rdadcro )' la de~lr.K'IÓII ~,, rompk13. 

S 1) Rcs\c:rdadc-ro,d.adoquc5(1)-3•{(1)(5(1)- 1) • 2 

2) BaJO el supuesio de que P, es \·crcbdcro 

2 + 7 + 12 + + (5.t - 3) • +k(S.t - 1). 

Porcllo, 
2 + 7 + 12 + + (Sk - 3) + 5(.t + 1) - 3 

• {.t(S.t - 1) + 5(4 + 1) - 3 

-ft1 + f.t + 2 

• +(5tl + 9k + 4) 

• ½<.t + 1)(5.t + 4) 

•½(A+ 1)(5(.t + 1) - 1] 

Por lo UUIIO,P .. , C:) \Cnbderoy ladcmostntc:tón ~il,c:ornplc:1.a. 

11 1) Rc-s \crd:idcro.d.Jdoquc (l)' • 1(1 + 1~( 1) + 1] • l. 

2) BIIJO c:I ~,1',lh{O de- que P, C".S ,crdadC'ro 

1 · + 21 + 32 + + t' - .t(.t + 1)(2.t + 1) 
6 

PorcUo. 
1 + 21 + 3i + + ,· + (.t + 1)1 

• A:(k + 1:2.t + 1) + (.t + IY 

(k >['(21 + 1) 6(k + I)] • + I -6-+-6-



(! + l)(W + 7* + 6) 
6 

(* + I)(' + 2)(2" + 3) 

Po, IQ 120IO, P¡ • I ~"$ \crdadc,o )' la ~rx'6n esta complcu. 

1S l)P
1

cs,cnbdcro.dadoqOl:"31 ='i(31 -1)=-3 

2) OaJo el supuc:s1O de que P
1 

es "·crd:idcro 

3 +V+ ,, + ·· · + 3' • fw- 1). Por(!llo. 

J ♦ 3: ♦ Jl ♦ • • ♦ ] 1 ♦ 1'-1 

-¾ (31 
- 1) + Jl♦I 

-½ J•-½+3,3' 

-f ·3•-¾ 
• ½(3. 31 - 1) 

-¾ u•~• - 1). 

Por lo tan«>. P,.1 es, crd3dero y la dcmostr:te'6n csti completa. 

19 1) P.cs,crcbJcro,dxloqucl<½[2(1)+ l)l•¾ 

2) Bajo el SUptl(!stOdc que p, e~ \Cnbdeto; 

1 +2+3+· ·+l:<+(2.t+ 1)1 Port"IIO. 

1 + 2 + J + ·•· + k + (.t + 1) 

< ½(lk + 1): + (.t + 1) 

=½t1+f1+{ 
-¾(4!.:+ 12.i. +9) 

• +(2i. + J)J 

- ¾12ct + 1¡ + 1y 

Por lo tanto. P,. es ,erdadcro y la prueba csti completa. 
31 1) P

1 
es ,erd:&<kro.(b(Joqu,c 5 + lo&:8 s 8 

2) B.:a,o el supuesto de P, es \'cnbdcro 5 + logj s t Pcr ello. 

5+ IOJz(.t + 1) <5 + log:(A. +!) 
• 5 + log:2k 
• 5 + log12 + log~t 
•(5+log1l)+I 
s.t+ t 

Por lo tamo. P,. a ,erdadcro y la prueba ad completa. 

3S ,r : 5" 37 
111 + ~ + 20n 39 n~ + 2n' + 2,rl 

41 a) u + b + e • l. 8o + 4b + 2c • 5. 

27u+9b+lt-• 14.u•}.b•{.c•¾ 

b) l:I mélodo que se u11hza en el 1nc1so a) mucs1ra que la 
fómlUla es \ crd3dera sólo para ,, = 1. 2. 3 

43 l)Pal'lln=I. 
scn(8 +I ,r) 1en 9 cos :11: + cos 8 sen -rr 

-scn8 (-l)'scn8. 
2) BaJO d SUplM:SIO de que P, ~ ,crdadm>: sen (8 +J.: ... , 

•(-l)kscn8 

!.en[8 + (k + l)w] 
- sen[(6 + h·) + '11"] 
- scn(6+ kw)cos,..+ cm(8 + h')scn,.. 
- [(- IY "'n9] (-1) + ro, (9 + b) (O) 
- (- 1t• 1 sen 8. 

4S l)Pa.ran= l. 
[r(cos 8 + i sc:n8)]1 

• ,-l[cos (18) + l scn(I 8)] 
2) Ba,o el supu,es1O de que I\ es ,crdadcro 

[r(ros 8 + 1 sen8)1 = r'(rod8 + 1 ).CnA:-8) 
Porcllo. 
{r(cos 8 +, ¡en8)1•1 

- [r(cos 8 + iscnB)][r(cos 8 + /sene)] 
- ,1cos k8 +, scnU}r(cos 8 + 1 scn9)] 
- ,-i"[(rosA:Bros 8- scnA:8sc:n8) + 

i(scn.t8cos 8 + cosA:fscn9)] 
-r'·'[cos(k+ 1)8+lscn(k+ 1)8) 

P(,.. lo 1.uuo, P1., (!S \crdadcm y la dcnl0Sln1e1ón cSl:i compk1a 

23 i~P~raia:
1º·(•5~~ ~~:, ~:::=:~ C!ltá comrlcta. tJEltCICIOS 9.S 

2)Supomcndoquc4csunfüctordcS•-1 l:Jpnmcrlémuno 1 720 3 720 S 336 7 1 9 21 
dc(k+l)ci5-H- 1 = 5- 5• _ 1 11 2.598.960 13 ,i(n - 1) lS (2" + 2)(2n + 1) 
:;; 5- S' _ s + 4 17 (n + 1}1 19 6'h"' - 48.r:,. + 1ln·1 

- r 1 

- 5(5'-I) + 4 
Po, b tupótes1§ de inducción. 4 c:s un fxkll' de 51 - 1 y 4 es 
un fac10rdc 4. por lo~ 4 es un fac10rdcl ponla' 1érm1no de 
(k+ l l Por lo tanio. P,, es ,·crdadcro y b dcmosuac1ón csw 
oornpl<,a. 

27 1) Paran=L a-bNun fac1ordc(r-b1 . 

2) Suponiendo que a-hes un factOt""dc d-b', s1gu1cndo la 
p1s1a para el pnmcr térmmo de (k+ 1 ). 

t1•1-1;•1, d - a-b - d + b - d - b'-b 
=- u'(u-b) + (d-lJ')I, 

O.Ido que (u-h) es un f:1C10t de d(a-h), y dado que por la 
h1pólcsu: de 1nducc1ón u-bes un factor de (u' - l,I), lo que 
s,guc es que u-bes un factor del primer 1émuno de (.t+ 1) 

21 .1• + fü'_v + 15r',' + 20.r',' + l5x:,, + 6xr' + ,.• 
23 .1~ - 7t'v + 21.r~,.: - 3.h',·' + 35r\' - 21 r:11

1 

+ 1x,,., - r' 
n s,,~ - 540, 1

, + 1JSOt!sl - 1soo,.r1 + 625.t' 

I1 ~x' + ~--'•·' + ~ .. \·' + ~.1
11·" + ~n1 + I'" 

2-13 81 27 9 3 
29 ..,-u+ 18., .... + JJ5t ... + S40.c' + 1215 + I-IS8x1 

31 .,~z - 5r" + lfü'' - 10,-1·: + 5.,--u - ,-~, 
33 r- 16.r .. 
3S 3~•,•- + 25 • JN,-"''1 + J00 • 31',..,,._l 



43 70x\.l 

49-~ 
16 

(
•) n' SS •---• 11and 
1 (n - I)! 11 

S1 .t.8.619 

( 
n ) n' 

n - 1 • [n - (n - 1)]1 (n - I)• ___ •' __ ,, 
l'(n - I)! 

EJERCICIOS 9., 
l 17 3 60.480 5 120 7 720 9 311.875.200 

11 1 13 "' U a} 60 b) 125 17 64 
19 P(8. 3) • 336 21 24 
23 a) 2.340.000 b) 2.160.000 
2S 1) 151.200 b) 5760 27 1024 
29 />(8.8) • 40J20 31 1'(6.3) • 120 
33 1) 27.600 b) 35,152 35 9.tm.OOOlXX> 
37 P(4, -1) • 24 39 -156 hor.u 41 3' · 2' • 48 
43 (2'· - 1) , 17 
4S •) 900 

47 f,b).5--'""P"'· 9. Ul"'"~ """';>"~~- w•·"' 

~ ., ,.-~ 

10 20 .l 

EJERCICIOS 9.7 
1 17 3 8.i 5 1 7 6 9 2.598.960 

11 1 13 n 15 5~ 3

1
,
2;! 2! • 166.320 

IO' 
17 3'

2
,
2

, I• 
1
, I' • 151.200 19 C(I0,5) • 252 

21 C(8, 2) • 28 2J (51 • 4 1 • 8 1) JI • 696,729.(1()() 
2S 3, C(I0.2) · C(8.2) · C(4.2) · C(6.2) · 3 · 4 

• 4J)82,400 
27 C(l2.3) · C(8.2) • 0160 29 C(8.3) • 56 
31 ,) C(49.6) • 13.983.816 b) C(24.6) • 134396 
31 C(n, 2) • 45 y por ello n • 10 35 C(6, J) • 20 
37 AlcnconcmC(Jl.3) • 4-195 
39 a) C(lcn:>. JO) .. 2 43 X 10', 

b) 11UXlO. 30) • 6.44 X 10" 
41 C(4, 3) · C(-18. 2) • 4512 

43 1) l.2.-l,8, 16.32,6-1.128.256.512 
b) s.• 2~-1 

''"'[] b} 252; 5 

• •1•,.,-m-, 1 

b) 92J78, 9. 10 

(O. 19},o<(O. 10'. 10'] 
49 La sunu de los dos números ad~ntes es igual :al número 

~JO y cnlrc dios 

EJERCICIOS 9.1 

1 1) ii; 1 a 12 b) ii, 2 11 11 

31}¾-:la.5 b}¼:laS 

5a}Í5:1a2 b) T5;2aJ 

7 1) ~: 1 a 17 b) ~: 5 a 31 

9 ~ 11 f 13 5 10 2; 2 a S 

17 1 93 111 1 19 ~ .. 0.0002-1 
C(52.S) 

21 C(B. 4) . C(l3. I) • 000358 
C(SU) 

23 c~;:,>
5
; 
4 

- 000198 2s ¾ 
27 (0.674)4 .. 0206-I 

e} ~;J111 10 

e) ¾: 1 a 2 

e) *;3111 2 

e) ~:7111 29 

15 5 111 9:t 

29 ,) 0.45 b) O 10 e) 070 d) 095 

31 •> cc20}¡
60

_~~
40

-
0

> - 00028 

b) 1 - C(30::~~~'0. S) • O 9739 

,¡ cooi~~so. s¡ + coo;¡
60

~~so. •> _ 0_8096 

33 1) C(~; S) .. 0.00391 b) C(~; 7) • 0.03125 

e) q!; 6) - O 109375 

d) C(8. 6) + C(~; 7) + C(8. 8) • O. 14453 

35 1-C(4S.S)_0.3-1116 
C(S2.S) 



A70 R~tudietjtrckloistlt<:clonados 

37 a) Un res:uh!Mio rcprC5COtah\O es (nue\"e de los clu~s.3); 

312 20 72 156 36 192 
b) 20;292;312 e) No;sí. 312:312:312:)12 

d) Sí; no: O; *2 
39 1 - ~ • ~ 41 a) ii b} 1 - ii • ii 
43 a} cc::4) • ~ b) C(::2) • + 
45a) 0 b) ¾ 

47 a) :: • 0.688 

49 12.5% 51 a)~ 

b) :~:~ • 0.778 

b) C(~2) • j¡ 
53 lS.82;,IM falredcdof de Ul\l oponunid:,d en 13 millones) 

55 3~~ • 0.0495 

S7 •) ~ b) ~ e) ~- 0.4929 59 183 

61 IO 63 ~) 0.9639 b) 0.9S 6S b) 0.76 
67 SO 99 69 S0.20 

c.t.,ITULO 9 EJERCICIOS DE REPASO 

l 5.-2.-1.-~ : -~ 

2 09,-IJ)t.0.999,-1.0001;09999999 

3 2
· ~ · ! · ! ; : 4 

1~ • i's · 1
1
5 · 1!5 • 4

8
s 

5 10. ¼·*·*·~ 6 2.2. 2. 2.2 

7 9.3. V'J. \\'J. \YJ 8 1.+.f-¾-¾ 
9 75 10 -T(i" 11 940 12 - 10 13 204.r 

14 Tff"- 101V2 lS t 311 16 ± 21- • 

17 f_l_ 18 I. .. , 1 •• 1 

• • 1 n(n+ 1) _, n(n+ l)(n+2) 

19 
t3n ':_, 

20 t , Sn
1

~ l 

21 J
1 
<-1r•crns - sn> 22 L <-1)•· 1 ..!.. 

~ .,. -~• • " .r' 
21 ~ª·""' 24 La. f'° is 1 + .;<-t>'u .... . ... 
26 1 + ~,-¡ 27 14, :'3 

28 - S - 8\l'J. -S - 3S\l'J 29 S2 30 - 31. SO 
31 12 32 20. 14, 8, 2. --1, -10 33 64 
34 -0J)((M)J 35 1562.5 o -1562.5 36 4 \I! 

37 -
1
:

1
~ 38 259. 95iB 39 17: 3 

1 211 
40 ¡¡: 1296 41 570 42 32.5 43 2041 

44 -506 45 ~ 46 
6268 

7 999 

47 1) P, es \Crdadcro,dldoquc 3(1) - 1 - l(J(I~ + l] • 2. 

2) BaJO d SUJ)O<'stO de que P, es \C'.rd:kkro 

2 + 5 + 8 + . . · + (3.t - 1) • A:(11: / I) 

Porcllo, 
2 + 5 + 8 + ·· · + (3.l - 1) + J(k + 1) - J 

• l:(31: / I) + 3(.1. + 1) - 1 

3.t1+.t+6.t+4 
2 

JI,!+ 1k + -1 ---2--
(k+ 1)(3.t +4) 

2 
(' + 1~3(1 + l) + l] 

- 2 
Por lo tanto. P,., es , ctcbdero y la prucl)a t"St! compk1.11. 

48 1) P
1 
es ,crd3dero dado que 

[2(1)f • (2(1){2(1); 1¡1 + l) • 4 

2) 83JO d SU~IO de que pi es , mbd.C'l'O 

2: + 4' + 6: + .. + (2J.)l • (2.t)(2k \l)(k + 1) 

!>()("ello. 
2l + 4l + t/ + .. · + (2.A.)l + [2(.t + l)f 

• (2.1:)(2.t \ l)(.t + I) + [2(1: + l)j 

• (A.+ 1)(4k'; 2k + 12(*/ 1)) 

(k + 1)(4.l-' + 14.t + 12) 

3 
2(.1 + IX2' + 3)(' + 2) 

3 
Por lo 13nto, P

1
,
1 
n ,ctd3dcro y 13 prueba csli complet3 

49 1) P
1 
es ,crdadi..'1'0, dado que 

l I l 

c,c1¡ - 112(1¡ + 11 • 211¡ + 1 - T 

_J_ + _J_ + _!_ +· · + ----- - - · ­
' 3 3 S S 7 (2A. - 1)(21; + 1) 2k + 1 . 

!"'°ello . 
1 l 1 1 

'j"':""j' + 35 + r:-i' + . .. + (21: - 1)(2! + 1) 

l k 1 
+=~=-~ - --+=-,.:.._-~ 

(2.l + 1)(2.t: + 3) 2.t + l (2t + 1)(2.t: + 3) 
>(2'+3)+1 

(2.t + 1)(2.t + 3) 
2.r+Jk+ 1 

(2.t + l){li + J) 



(ll + l)(l + 1) 
(U:+ l)(lt + 3) 

k+I 

- 2(.l + 1) + 1 · 

Por lo i.amo. P1 • es ,crdadcm y la prueba está completa. 

SO 1) f\e1,cnbdcm.dadoqucl(l+l) -(l)(I + ?I + 2>.2, 
2) Ba_lO el !iUJ)UC!ilO de que Pi C5 V«:"rdadcro 

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · · + !(,t + 1) 
i(,t + l)(k + 2) 

Porcllo, 
) 

1 2 + 2 • 3 + 3 · .a + + t(k + 1) 
+ (k + l)(l + 2) 

- k(l + lt + 2) + (k + l)(k + 2) 

- (,t + l){.t + 2)( + + 1) 
(k + l)(k + 2)(.t + 3) 

Por lo tanto, P
1

. es , ·c«bdcro y l:1 dcmo$tmción prueba csUi 
completa 

51 l)Para11 l.n1+2n 3y3esunractordcl 
2) Suporncndo que 3 es un factor dc ,t) +- lt El pnrncr tCl'­

nuno dc (k • l} cs 
(k + l)J + 2(.t + 1) • t' + 3k' + 5.t + 3 

-w + 2k) + (3.1! + 3.l: + J) 
• (.t1 +:U-)+ 3(1~ + k + 1). 

Por la h1pó1cs1s de l:l 1nducc1ón, 3 es un fac1or de t' + 2.t 
y de 3(A~ + .t +-1 ). por lo que es un factor del pnmcr 1é:r­
m1no dc (.t + 1) 
P« lo tamo, P

1
. C:!I ,enbdcro y 1a demostr:K"iéa está romplm. 

S2 1) P.;cs,erdadcro.dadoqoc 5:+3<2~ 
2) ll:tpchupuc)IOdcquc P¡e),crdadcro Ir+ 3 < ?' 

Porcllo,(.l+ 1)!+3 - t!+2k+4 

- (r + l) + (1 + 1) 
<21 +(J.+ l) 
< 2• + 21 

•2. ?i • ?'•l 
P« lo tanto. P, es ,cnbdero y b demostración C5t3 completa. 

Sl 1) P4 es ,enbdcro, dado que 2• ~ 4' 
2) Ba,o el supues-to de que P, c:s ,crdadcro 21 ~ k' P« ello. 

?'•1 
• 2 ?' s 2 · .l' < (.t + 1) • .l1 • (.t + I)' 

Por lo unto. P,_ C:!I ,'Cf'd:ldcro y 13 den~ c.-st5 compkta. 
S4 1) P11cs,·erdcro.dadoquc 1o••s 101

• 

2) Ba,t0cl ,upuc)IO de que P, C) ,crdackro 10' :s; J:1 . Por cUo, 
1oh 1 - 10 io1 s 10 ,e < (.t + 1) . t.' 

< (k + 1) · (4 + I)'- • (.l + 1)' ♦1 

Por lo tanlO, P,_ C:!I \'Cf'<bdcro y la 0..."fflOISlr3Ctón csri compku. 
SS x': - 18.,19,• + 135.-C-,·: - 540.x'\·' + 121Sx'1i 

- 1458x',·s + 729\·• 
S6 16.r" + 32x1

,·
1 + 24.r11·• + 8.n·• + ,u 

S7 r' + 40r' + 760r• S8 -* ,·11
,·

19 

S9 21..504.t''\·l 60 52.500.000 

61 a) d • 1 -fa , b) En p,cs: 1~.2.2¾.3½ 

R~estndtc;trcld0$ ~ec;clc>nldos A71 

. 
62 24 ptd 63 

1 
~ / 64 P(IO. 10) • 3.628.800 

6S a) 1'(52, 13) - 3.954 X 10l1 

b) 1'(13.5) · 1'(13.3) /~13.J) · 1'(13.2) 
• 7 .09-1 X 10'' 

66 •l 1'(6.4) - 360 b) •• • 1296 
67 a) C(12.8) - 495 b) C(9.5) - 126 

68 61 5
1
,:, 

2
! • 85.765.680 69 5 a 8; ~ 

70 a)¾ b) ¾ 
71 a) ~:2~)4} 

2
•0.110-I 

72 a) 1~ b) 1~ 

n C(~l)•~.la3 

b) 261 . 25i • 01)65() 
1'(52, 4) 

e) 1:, 

74 a) C(6,4) + C(~S) + C(6.6) • ~ 

b) 1 - ~-~ 
7S a) ~ b) fü 76 0.44 n ~ 

78 71 79 5.8125 80 _!_ 
221 

CAPITULO 9 EJERCICIOS PARA ANÁLISIS 

1 "• • 211 + ~(n - l)(n - 2)(n - J)(n - 4)(a - 10) 

(La rcsputm1 no e.s la ún.c3.) 
2 i!:.;J-9-i 

l a) f n1 + ½ n4 + +n1 -in 
b) U11h1.ar la mducctón nutcmáoca 

4 a) 2,1' + 4n1 + 211~ 
b) Uuh:ar la 1nducct6n matcm5uca 

S Exanunar la cantidad de dlg11M en cl cxponcn1c 
del valor en notactón c1cn1ffica 

6 ElpnnJCf'cocfü:1c111cdc(.l + l)(i • 0.1,2, .,n)dcla 
cxpans,ón de (n• b)". llanucb (t} es igual al nllmcro de 
suboonJun1os de 4 C'lcmcn1os en un conJunto dc "dcmcmos 

7 -1.61 8 $5.33 
9 Can1Mbd dc ttnl3\'0S 

S2J7.J7 $215.63 Sl95.89 Sl77.95 $161.65 
S146.85 $133.$0 $ 121 18 S110.08 S100.00 
Cantidad de dK!z dólares ~ale) 
$240.00 $220.00 $200.00 SIS0.00 S160.00 
$140.00 $130.00 S120.00 $110.00 S100.00 

10 Hay 11 cub1er1a1 d1spon1bl("). 

11 a) 146.1~7.962 b) l~~~:.°~2 (alrcdcdordc I CR 36.61) 

e) 
1
~::

2
• 0.20 d}S117_'\07,9"2 



A72 R~tudt't)trclCMstlecclc:Wdos 

12 O 43 13 o• = 1 14 La suma es 1gu:d a 11 

1S ,1) can S, • 
5 
:~ '1; ,:/:: ~ ~a~n: x 

b) cos5-t • I cos•, l -+cos1 ,scn=,+scos.,scn•r. 

sen 5-c S cos• x sen x 10 co,: -c sen' -c + 1 scn1 x 

EXAMEN OU CAPitULO 9 

2 -JO. -46 3 48 4 18J-63 

S u.• -1n + 32 6 5173 

7 :~: (I In - 5); 29,476.895 1 6110. 7003. 7896 

9 2.87 y 3.33 pulga.Ju 10 ª• • 36( +) ,..., 
11 -8192 12 1230 13 13281 25 14 ~ 
1S 100 

16 " • (I.08r 1;despuésdccwtroaAosdcS-. dccr«1nm:nto. 
eu:ilqu1er cantidad in,cn,d.3 nldri alrededor de 2 94 \-CCes 
su impone ongmal 

17 l)PICS \'cn.ladcro,cbdoquc6(1)- 4 • 2y)(lf-1 • 2 
2) BaJO el supoes10 de que P1 es ,·cnbdcro 

2 + 8 + 1-1 + · + (6k - 4) - J,tl - k.. Por ello, 
2 + 8 + 14 + · · + (6k - 4) + 16(k. + 1) - 41 

-J.t1 - k+J6(.t+ 1)-4I 
•J,t! -!+6k+2 
• J,tl + 6.1: + 3 - (k + 1) 
• J(,tl + 2A: + 1) - (A.+ 1) 

• 3(k+ lf-(k+ 1) 
Por lo two. P,_

1 
es ,crdadcro y la dcmostractón esta conl(llc1a. 

18 8x' - 60.r'Y + 150.n,. - l251~ 19 -274.176x 1 

20 xY - 36.r'"' 21 l-'(150. SO) e~ 501 \~sC{ISO, 50). 

22 700 nulloocs 23 65.t)OO 24 -1.3 X HP 
2S 256 26 13! X 39! • 1.27 X JO"' 27 0.3483 

28 C(SOOO. 5) - 2 6 x 101
• 29 11 .7'l 30 ~ 

31 3 .:r, 8 32 1.701l 1 

3S S0.1125 

33 
625 
1296 

34 13 

S \'(-2. l)c F(-2. -l)c 

11 1/(1. -7); 1'10, - 7):A' • 2 

13 ,.z • 20(r - J) 1S (.f + 2)1 - -16(_v - 3) 

t7 Ct-W•6(-i) 19 (,-+:w-2(x+i) 
21 \'l • 8.f 23 (, - 6)1 

• 12(.1 - 1) 
2S ()o + 5f • 4(x - 3) 27 ('C + 2)1 • -8(_1· - 3) 
29 ,·1 • -12{l + 1) 31 (.,· - lf • 8(.\· + 2) 
33 3,: • - 41 3S (.I' - 5)1 • 2(1 + 3} 
37 f 1 • 16{ ,. - 1) 39 e, - ))? • -8(x + 4) 

41 ,. - - \/'.'i+J - 1 43 x - ~- 1 

,s ,--¼TI+s 47 .r•-~+2 
49 La nut:ld supcnor-dc (y+ 2)1 • f - 6 
Sl L.:r. muad supcnor izquierda de (.l + J)l - .1· + 7 

lfi:.lll'■l'IUI S3 \' • -.r' + lt + 5 SS X • )'1 - J_,. + 1 

EJERCICIOS 10.1 S7 4 pulgadas S9 ~ pie\ del cn1tro del parabolo,dc 

1 V(O. O}: F\º· 2): ,. • -2 3 V(O. O): F(-¾. O): 61 2v.iii :
1
43.82 pulgadas 

* 
, • 2. 63 a) p • - b) 10\11 P"'' 65 '7Jl00 po<s' 
. 8 4h 

.--J· m~~ 
~ [-11. 10.2]po,[-7. 7] [-2. 4]po,[-3.3] 



n V(-':: 3. 2): 

~f 
13 V(S.2~S), ) ~ f1S. 2 ~ v'fl 

. 
+ 2f b- 1>1 - 1 

17 ~+ 4 

4r! +L . , 
21 ~ ~ 

8.r + '- • 1 
2S 81 36 

{: + !:.. 1 
29 7 16 

r~ L.1 
43 ¡;¡ + 289 

+
. 

p 

1 . ' 

•• ··- ✓ 6V25 - r 
,1 f•-:s · x: L.

1 51 Muach;up«IOl'dc 49 + 1~,~ 

imfadc "'
1 +9"" 1 

51 M1tadi:r_qu (1 - Jf + () + :2)-l • 1 

55 M1t.:w:l derecha de .· - .- . ~ 2)J 

de (x+ 1~ +~• I 
i7 M1Ud1nfcnor 61 ~J81.tn);91~19.000 
59 

v'ii4 • 9.2 P'" ✓h' _ _l_k' 
~;J' - ;, + 4 63 ~) d • Ji - yrr - -¡-x-

b) 16rm,2cmdeV :ffit 
OO)po,( -200. 200. 100) [-300. 300.1 

A73 



A74 RHl)UHtH de ~~rcklcK wl«clonados 

ra: 
(-6.6)po<[-2,6] 

1 O 88 0.76), 
71 =o·.¡s,' - o.91). 92 0.59) 

~ 
[ -3. 3)po<[-2. 2] 

* 
. 

, 

. 

5 l'(:1,0): F(:S,0): 
J•:::vz::\ 

): 7 \'(O, :!::4; . -
,. • :::2.t 

11(-J "s. -2): 
13 F(-3: 13, -2), 

12(.1· + 3) (.t,+ 2) • :::5 

'~ S1 )' ª -¡ 

61 , -J~ 

S9 .1 • 7~ 

63 _\' • lv?""=1i 



6S Ram1ficac16ndcroch:ldc ~-l:.• I S (., -3Y•x+5 7 , - ,..1-5 
2.S 16 ½, , 

fil Ran11fHc.k'16nsupcnordc{-~-1 4 f 
69 Mitades mrcnorcs de la.\ rum1f1eac-1oncs de ~ - ~ . 1 

71 """""'4"~nbsdel><m,mfic,coon,,dc ~-~• 1 ' H -11 • 

73 Lu gr:fifl('"ai llenen 1~ mismas asínlot.b 

7S 60. 97 meum 
n S1 se mtroducc un !il!ilcma de coordenada.~ s1m1lar al 

del CJCmplo 6. cnlonttt: tu coordenada'.!! del barro $Crían 

(~ v'J:i. 100) • (155~. 100) 

~El= 
(- 15. 15]po,( -10. IOJ 
83 a) (6.63 X 10' . O) 

(- 15, 15]po,[- IO. 10] 
b) 1· > 103,600 m/s 

(r - 1~ ,.i 

'·• 
n .r- l.i_ , ts , - 1-2,..1 

~-, 
E\E~~~O:r J ,. , -i, +"••In,' 1+•••I/, > 

Lf · · 
*+ 



v

A76 R~t.u dt e~rckloi sdecclonados 

f ·,·~ .. ++ 
+
.,_,,,,' + 
31 a) Lt gráfict es un cll'\':ulo con centro en (3. -2) y rad10 

de 2. Se orienta en el scnhdo de las mancc1llas del rclo, y 
comienza y 1cnmna en el punto (3, O). 

b) l• oncntxión cambia en sc:n11do opuesto a las mancc:1-
llas del rdoJ 

e) El punto m1cial y final cambia a (3. -4) 

n e, e, 

39 Las rc-ipucsW no son lu únicas 
a) 1) r • ,. l ª r: 

2) r • 1an ,. 

3) 

b) ll 
( - ,'. 
( .,,, 

2) x • sen 1. 

l • t': 
J •r': 

t· •scrit: 

3) r • 1an-1 ,. 

41 3200 v'J: 2704 43 15,488: 3872 

,e R 
ff ff 

-2<,<2 
,e R 
1ER(sóloda 
x>O) 
,ER(sóloda 
-1 sxs 1) 

,eR(sóloda 

ff ff) -z<x<2 

45 a) La figura es una elipse con centro en (O, 0) y cJn de 2o y ···rn 
b) 

49 a) 

[ - 9. 9]po<[ - 6. 6] 
o-

~ 
[ -120. 120. IO]po,[ -80. 80. 10] 

b) 30" 



51 m 27 r - -4scc28 29 r • -6csc28 31 r - 2cos8 
33 r • -6scn9 3S r - 6scn8-4ros8 
J7 X - 5 39 l • -3 

[-1.1]!"'[-1.IJ ~ ~ '' ::::::::::::· ,,-:,\ 7T ~ 

57 59 

EE m •·-· .,,+ 
(-6.6)!"'[-4.4] [-30.l0.5Jpo,(-20.20.5] * / 
61 Una nti)cara con boca. 63 La k1ra A / 

nanzyo,os , ' 

¼· + o.-, ,,_,·~: 

EJERCICIOS 10.S 
l a).c-),c) 

3 •l (f v!.f v!) b) (+. -½ v'J) 
s •) (-•. -•v'l) b) ( ++ v'J) 
1 (~-~) 9 •l ( vi 7) b>(,.?f) 

11 •l (••T) b) (sv!.f) 
13 r • - 3 scc 8 15 r • - 4 ac 9 17 r • 4 
19 r • 6COC(JCSC8 2l r•5tan8~8 

23 ,---
3

- 2S 8•tan-•(-_!_) 
cosB+scn8 2 

+* 
if-~ 



A78 R~tu dt e~rclc.lM sdttclonados 

~ (,r + J)l + ()' - 4)? - 17 • .t' 

o,-= + 

+ · . tt 
e . 

+~ 



9S Sean P,(r,. 81) y P:<':· 8:) los puntos C'n un avión rll 
Scaa - r

1
h • r:'· • cA,P

1
,P!)yr8l -9

1
• 

Se obtiene la fórmula al SUSIIIUir coo L1 ley de OOSC'I\()$, 

~ a!+lr-2ohcosy 

[-9,9]po,[-6,6] 
b) M u d11ttc1ón CSIC-OC'§IC; nun. d1n:cción noftC•Sur 

con el CJC poi.ir 
99 Sunétnoom«l><,l,n EE 
101 Lu coonhnadas polan.-s 

aproumadas $00 

(1.75. :045). 
(U9, ,: 1.77). y 
(5.76, :235). 

EJERCICIOS 10.6 

l +.elipse 

[-12.12]po.-[-9,9] 

3 3. h1pérl,ol:a 

RnpuntndttjffclclOS ~tc:clc>Ndos A79 

5 1 , parábola 7 "f .chpsc 

9 ¾. hipérbola 11 1 , parábola 

(-•. 'f) (' ·) 
¡.¡ 

u 9.r+s,.:+ tl\· -36 - o 
1S 8.r'-.t.?+J6.r+36•0 
17 4,.: + 12x - 9 • 0 l9 Jrl + 4,.: + 8x - 16 • 0 
21 4.r - 5).? + 1tw - 36 - o . . , " ~, 

2 
23 r + 8_,, - 16 - º· .t " :!:4 25 r .., 3 + cos 9 

12 2 
27 ,---- 29 ,---

3-4~8 l-~n9 
8 8 

11 ,---- n ,---
5+2scn8 1 +scn8 

35 a) ¾ b) , • 
4 
_; M:n 

6 
39 .i) EJ!poca 41 a) 1-liperbóhca 

ffi~ 
[-16. -36. JJ po.­
[-24, "'· 3] 

[- 18. l8.3]po.­
[-l2. 12.3] 

43 l!•~.a- r4+2 ,_, 
T4 + r,-



ASO Resp.inm de t)trcktm sdecc~ 

CAPITULO 10 EJERCICIOS DE REPASO 9 l'(-4 : U)c 10 11-5, -2), 

~:~·~jr~ ¡ i 
3 qo, :4), f (O. :\/1) 4 1'(0. : 4)J(O. :5) 11 "l-3: 3. 2), 12 1\5. -4: 2). 

+ 
' ,_,,,..,, ,,._,,,., 
' +* 

15 ~-4~3.0); 16 \'(2.-3~2); ~+ •~;::,,º ?:::r. ••-x · 
' ' 11 , • 2(.,. + 1r - ,s 1a , - -3<..+ : : + ~~1 

19 ~ - ~ • 1 20 Y • - 16.t 21 ,rl • -,l()y 

22 t • 5}·1 nfi+~-, 24 ~-~- 1 



),l f: 
25 ---- 1 

36 4 
9 

\ : ,,: 
28 -+- - 1 

256 112 

,xi ,i 
27 -+-• I 

25 45 

29 x • 2+2\/j""+'J 

30 ,. -3-;~ 31 x • -}~ 

32 ·' -½~ 33 t -jv',r+76 
34 )' • -jv100 + .i-1 35 ¡¡¡) -l b) Hipérbola 

4'rlr 
36 A • ~ 37 ... : + () - 2)! = 4 

t•0.11',211' 

45 )' • 2r: ~-'/ l 

e, 



69 

n f .chpsc 

CAPITULO 10 (JERCICIOS PARA ANAllSIS 
1 ~ = 4IPI 
2 El drculo atra, 1csa tamo el CCfltro como los cuatro ,ért,ccs 

dd rcccingulo auxiliar. 

S (.1:~l)
1

-~• l .xoi!:3, 

o x • 2+ Q V' +3 

6 d•--
1

- 7 4J.l2• 
4\fiT+ir 

9 , .• = ✓ 
10 La grifica dcr = ft6 - olCJ la grificadcr :,,18) rotW 

en sentido contr.1.no a lu mancc11las del reloj a 1r.mk de un 

ángulo a , mientras que la Jµáficá de r = ft6 + a ) gm1 en el 
senudo de In manecillas del rcloJ 

11 (180/n)" 
12 \· • 2 .!: ~-.l • : ~ 

EXAMEN DEL CAPITULO 10 

2 (l· + 1)1 • ➔f - 5) 3 (x + 2)1 • .t{y - 1) 

4 .,-• - \li+1+4 S A•y1- 2,l·+5 
100 

6 7pulgadMdcsdedcentrodclparaboloide, 

8 ~+~ - 1 9 ~ 10 ~ +~- 1 

11 .,• -2~ UI I.Opte~ 
13 

14 1 • : V:· 15 ~ - ~- 1 

16 -' • -~ v.W"+"? 



17 (, - 3)' y 
-,- + 25 • l ;cstacs un;acl1 

CJC honzonllll menor de psc con cm1ro en (3 0) 

mayo«Jc loog>100 2 loog>1ud 2(2) = 4 , , 
d<0o2",(<, ) I (!)= 10. Enlom«l, yCJc,ttu<OI 

11 lm~ • b, m,;:..::.: !ti"< de(!, O)::: lo que 1 "'"' +~•-•o~-
19 .f - ,.y • _ 20 v?'"'TT:,cnR 

Ces la porción de , 
que 11cnc wu or I c1~ulo con «mro en 
"'

10
J ycooucnzo ':~~;.;,,'" el ,cn1o<lod<(~-l)y r.wHo3 

· 2) Y tenni/'13 cn (7 nuncc11las del 

21 S4-W\11 pll'S 22 (-4 5•) '-1) 

~ x' + {, - 2)' - 4 '6 2J ,., - 7.,. 

4 

A83 

28 l6y' • 20.r' + 96-1 + 6" 

29 r • 4 
l+cos8 



IDENTIDADES FUNDAMENTALES 

1 
csc, - ­scn r 

1 sec, • ­
cosr 

1 
cot1•­

tan t 

><n I 
lánt•­

cos, 

CU) t 
co1r • -

scn t 

sen:,+ cos21 • 1 

FÓRMULAS DE SUMA 

sen(u + 1•) • scn11 cos ,, + ros u scnv 

cos (u+ ,,)• cos II cos ,, - .scn11 scnv 

1an ,, + tan v 
tan (,, + ,,) - -, ---,-,n-.-,,-n-., 

FORMULAS DE RESTA 

scn(u - v) = sen,1 cos ,, - cos u scn1• 

cos (11 - ••)•cm II cos ,, + -.cnu sen•• 

1an11-1anv 
t:m (11 - 1•) • -

1 
-+-

13
-

0
- ,,- ,.- , - , 

FÓRMULAS PARA NEGATIVOS 

.sen (-1) = -sen 1 

cos ( -,) - ros , 

tan (-r) • - 1an, 

FÓRMULAS DE COFUNCIONES 

scn (f- •) -'°'" 

cos(f-•)•scnu 

tan(f-u) •cou, 

col ( -,) - -col' 

-'CC(-t)•i.ecl 

ese (-r) • -ese, 
c..-ot (f- u)• tan 1, 

FÓRMULAS DE DOBLE ÁNGULO scc ( f - 11
) • C'$(; 

11 

sen 211 • 2scn11cosu 

cos211 • cosJ 11 - scn1 u 

• 1 - 2scn:,, 

• 2et»:II - 1 

tan 211 • 1 ~':::: ,, 

IDENTIDADES DE MITAD 
DE ÁNGULO 

• l - cm.211 
5en·11•--

2
-

• l+cos211 
cos·11 • --

2
-

• l -cos211 tan·11 • --­
l +cos211 

FÓRMULAS DE MITAD 
DE ÁNGULO 

11 ~ 
scnz - =v~--2-

" ~ ros,: • ~v~--2-

FORMULAS DE PRODUCTOS 
ASUMA 

sen U COS ,, • fe sen (11 + ,·) + sen (11 - v)] 

cos u sen,• • ½[sen (u + 1•) - sen (u - ,,)] 

C.."OS u cos ,, • ½ [col> (u + v) + cos (1, - 1•)] 

...cn11...cn ,, • +[cm (u - ,,) - crn.(11 + 1·)] 

FÓRMULAS DE SUMA 
A PRODUCTO 

(11+•) (·-·) scn11 +sen,•• 2 sen -
2

- ,os -
2

-

( u + ••) (" - •) Scn11 - sen,, • 2 cos -
2

- scn -
2

-



FÓRMULA CUADRÁTICA FÓRMULAS DE LOS PRODUCTOS NOTABLES FÓRMULAS 

Si a ,;, O. las rafees de 
,u?+ b.r +e = O son 

- b±~ 
:z,, 

EXPONENTES V RADICALES 

(ti")"•,,... 

(t,b)" • tf'/t' 

(.r + y)t, - y) = .,' - y' 

(.r + yf • .r? + 2ry + _v1 

(.r- y)2 • xl- 21y+ yl 

(,r + )')1 
• .r 1 + 3:r1y + 3:ry? + y ' 

(:e - y)1 = :r1 - J.r?y + 3.ry: - y' 

TEOREMA DEL BINOMIO 

(r +y)"• :r• + ( ~ ) x•-1y + (;}\"'-?y: + 

,t;;jj • ,o';; efT, donde 

. + (:)x--lyl + ... + y•. 

( :) • k!(,1
11
~ k)! 

VALOR ABSOLUTO (d > O) 

W <dsiysólosi 

-d<x<tl 

~~>,/siysólosi 

x>d o x<-d 

MEDIAS 

Media ari1mética A de II nllmeros 

A • a, + ll? + ... + ª• 

" 
Media geomé1rica G de II números 

C =- (tl1llz•••aJ1• ,t11 >0 

SUCESIONES 

El ri.tsimo 1énnino de una sucesión aritmé1ica 
con primer témuno a, y diferencia coos1ame d 

,,. - a1+(n- l )d 

Suma S. de los primeros 11 1ém,inos de una 
sucesión ari1mé1ica 

S.• f (t11 + ll.,) 

S, • f[2a, + (n - l)dj 

El n•ésimo 1érmino de una sucesión geomélrica 
con primer término a1 y r.v.ón C."(muln r 

Suma S., de los pnmeros" 1énninos de una 
sucesión geométrica 

S. = ll¡(I - r•) 
1 -, 

DE FACTORIZACIONES NOTABLES 

•' - >" = (., + y)(.r - y) 

.r'+2.,y+y'=t,+y)' 

• '-2..;i•+y'-t,-y)' 

.rt - >'1 • (x - v)(x1 + xy + Y~ 

x' + y' • (.r + )1)(x2 
- -')' + yl) 

DESIGUALDADES 

Si" > by b > e. entonces" > e 

Si" > b. en1onces" + e > b + e 

Si a> by e> O.entonces lle> be 

Si" > by e< O.cntonccsuc < be 

EXPONENCIALES Y LOGARITMOS 

)' = log,,.r significa a' .,. x 

log..ry • log.x + lo&,.)' 

log....:,_ • log..r - log..)1 

)' 

log..r• • rlog...r 

log..u'.,. X 

log.l = O 

log.a • 1 

logx • logKlx 

lnx • log...r 

log.u • log.u 
log.b 



Hnnulasde .......... 

lire.aA perímetro P circunferencia C volumen V iru de surperficle curva S altitud J, nidio r 

TRIÁNGULO RECTÁNGULO 

L. 
• 

RECTÁNGULO 

CIRCULO -
G 

A - ,,,,.: C - 211r 

PARALELEPÍPEDO 

CONO RECTO 

¡ ··-----f 

~--- _ _¡ 
' ' ~ 

TRIÁNGULO -
~ 

b 

P•a+b+ c 

PARALELOGRAMO 

/} / 
b 

A • bh 

SECTOR CIRCULAR 

ESFERA -

V•jm1 S•-hrr1 

CONO TRUNCADO _,_ 
, '-----l 

• 
:··l 
~ 

TRIÁNGULO EQUILÁTERO 

V3 
h•2s A•V3s' 

4 

TRAPECIO 

A 
b 

A - l(c, + bV, 

ANILLO CIRCULAR 

CILINDRO RECTO 

PRISMA -
¡··1 

__ J__j 

V = 811 con 8 el ~ca de la base 



DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 

PENDIENTE m DE UNA RECTA 

1 .,·, - .,., m- --
t~ - -'"1 

X 

FORMA PUNTO-PENDIENTE DE UNA RECTA 

FORMA PENDIENTE-INTERSECCIÓN DE UNA RECTA 

FORMA DE INTERSECCIÓN DE UNA RECTA 

~+f • 1 (a,,.0.b9'0) 

ECUACIÓN DE UNA CIRCUNFERENCIA 

1 ( ., - h)' + (y - k)' - ,, 

-
' 

GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN CUADRÁTICA 

y•a.t!.ll>0 

CONSTANTES 

'" .. 3.14159 

, - 2.71828 

CONVERSIONES 

y•a.t1+b.x+c.a>0 

1 centímetro .. 0.3937 pt1lgada 

1 metro .. 3.2808 pies 

1 l1lómctro .. 0.6214 milla 

1 gramo .. 0.0353 onza 

1 kilogramo .. 2.2046 hbros 

1 litro - 0.2642 galón 

1 mililitro - 0.0381 onL.a fluida 

1 JOUie .. 0.7376 p1es-hbra 

1 newton .. 0.2248 librn 

! lumen • 0.0015 wan 

1 acre • 43.560 pies cuadrados 



HIPIRBOLA -X! \'! 

-¡;5-p - 1 

PARÁBOLA -
x' • 4py 

con r - ,i+lr 

TRIÁNGULOS SEMEJANTES 

AH AC 
"iii5 . cr 
AH AC 
AD . Af' 

Secdol•c6111cas 

1, 

ELIPSE -

ÁNGULOS ALTERNOS INTERNOS CONGRUENTES 



FUNCIONES TRIGONOMflRICAS 

DE ÁNGULOS AGUDOS 

~ne - ~ 
hop 

cose - ~ 
h,p 

tan e-~ 
ad¡ 

ese-e - ~ 
op 

scce - ~ 
ad) 

cote-~ 
op 

TRIÁNGULOS RECTOS ESPECIALES 

LEY DE LOS COSENOS 

Ir• Ir+ el - 2'1ccos{J 

c'- - tr+lr-2',bco~y 

VALORES ESPECIALES DE 
FUNCIONES TRIGONOMtlRICAS 

8 8 
(gndos) (radlaM:ll) wn8 ros 8 

O' o o 1 

30' ~ 1 v.j 

2 -
6 2 

" V2 V2 
45' - -

4 2 2 

" v.j l 
60' 

3 2 2 

" 90' 
2 

l o 

DE ÁNGULOS ARBITRARIOS DE NÚMEROS REALES 

~' 
X 

b 
sen e• ; r csce - b 

a 
CO!\e • -; 

r scce • -;¡ 
b 

tan e•-¡; " cote•-¡; 

TRIÁNGULO 
OBLICUÁNGULO 

[7 
LEY DE LOS SENOS 

sen a sen /J sen y - •---¡;-• -

tan 8 , .. 8 -· <><8 

o - l 

v.j 
v.j 2v.l 

2 - -
3 3 

l 1 V2 V2 

v.j 
v.j 2v.l 

3 
2 -

3 

- o 1 

~ ' 
1 

sen, • , eser • -,, 
cos, - .1 

1 scc, -- -
X 

,. 
' tant •"";' Cott•~ 

ÁREA -
1 

sf - i"cscn{J 

si - ~ab:.c.ny 

.d - \/.1(s - a)(s - b)(.t - r). 

1 
dondes -

2 
(e, + b + e) (Fónmda d~ lfemn) 

ALFABETO GRIEGO 

L,1,a NombrT .,.. .. NombrT 

A a alfa N • nu 

8 /1 beta :;;: { " r Y gamma o o ómicron 

~ 6 delta n " "' 
E • éps1k>n p p ,ho 

z ' "" ! u Sl~l1\a 

11 , , ... T ' ... 
O 9 thcta y u upi,1lon 

l ' 'º" <l> ♦ <•> ph, 

K • lappo X X ch, 
A; lambda "'~ ,,,, 
M µ. mu nw omega 



IDENTIDADES FUNDAMENTALES 

1 csc, - ­
scn r 

1 r;cc, -­cos, 
1 

cott•-
1an, 

"'"' tant •-cos, 
COSI 

cott•-
"'", 

Scn1 t+c0!/t • I 

1 + lanl t • !iCC: I 

FÓRMULAS DE LA ADICIÓN 

sen (11 + y) • sen r, cos v + cos II sen v 

cos (11 + v) = cosucos v -sen usen,, 

FÓRMULAS DE LA RESTA 

scn(u - 1•) • scnucosv - cosuscn,, 

cos (u - v) • cosu cos v + scn11 sen,, 

tan" - tan,, 
tan(II - v).,. 1 + 1anutan1• 

Trlp!ICIIMtrfa 

FORMULAS PARA NEGATIVOS 

sen(-,) • -sen, 

ros(-,) • cos, 

tan (-t) • - lan, 

COl (-1) • -Cot t 

scc(-,) • !oC'C t 

ese(- ,) • - cS1..· 1 

FÓRMULAS DE DOBLE ÁNGULO 

scn211 • 2.scnucosu 

• 1 - 2scn1 u 

• 2cos1 1t - 1 

2 lan 11 
tan211 • --­

l - tan=u 

IDENTIDADES 
DE SEMJÁNGULOS 

• 1-cos211 
scn·u •--

2
-

• 1 + C'OS 211 
cos·11•--

2
-

tan~ ll - l - cos 2u 
l+cos2u 

FÓRMULAS DE SEMIÁNGULOS 

11 ✓I - cosu sen2• "!; --2-

" ¡¡-:;:;;;;-;; cos7 - "!;v~--2-
11 1 -cosu SCflll 

ian-•-------
2 .scnu l +cosu 

FORMULAS DE COFUNCION 

lan ( f - 11) • cm u 

cot(f-u) •1an11 
=(f-•) •c,c u 

csc (f-•) •scc u 

FÓRMULAS DE PRODUCTO A SUMA 

SCO II C0S V • fcscn (11 + v) + SCO (11 - 1•)] 

C0S II SCO V• fe sen (11 + v) - SCO (u - 1•)] 

C0S II COS V• +[COS (11 + 1') + C0S (U - \•)] 

sen U sen V • {[cm. (u - v) - ros (u+\•)] 

FÓRMULAS DE SUMA A PRODUCTO 

("+") (" -") sen u+ sen,,• 2 sen -
2

- cos -
2

-

(u+ •) (•- •) sen 11 - sen,,• 2 cos -
2

- "'" -
2

-

(,, + •) ("- •) "'"'" + cos,• • 2cos -
2

- cos -
2

-

(,, + •) (·- ·) ('())11 - cos,• • - 2i,,cn -
2

- "'" -
2

-



FÓRMULA CUADRÁTRICA 

Si " 9' O. la raíz de 
ru:+b:c+c - Ocs 

-b : v,;r=-¡;;; 

"' 

EXPONENTES Y RADICALES 

a""tl' = tt•·· a•·•=~ 

(,t")"-,1"" a-• - fi 

<"hr - ,,.,,. ,,.. - ('1a)" 

(f)" -~ ,y;;¡; - '1a ,ti; 

,,. - -,r-,~ i '1a -\rb 
1 (1- • -

"' 
w-;; _ ví, 

VALOR ABSOLUTO (d > 0) 

~~<dsiysólosi 

-d <x < d 

1-'1 > d si y sólo ~¡ se cumple 
cualquiera de l:is dos 
condiciones 

X >d o X< -d 

Media .:aritmética A de II números 

''• + "• + ... + "• 
A• . " 

Media geométrica G de II números 

Alpbn 

FÓRMULAS DE PRODUCTO ESPECIAl 

(, + y)i, - )') - x' - y' 

(.r + YT - . .-2 + 2xy + y1 

(r - y)2 = x! - :Zxy + _\'1 

(r + y)1 
- x' + 3x:y + 3xy2 + y' 

(.r - y)'• .r1 
- 3.r:y + 3.r_v1 

- y 1 

TEOREMA BINOMIAL 

(., + YY - x" + (': ),-- ',- + (; )...--'>'' + 

···+ (;).'""-Al+ ···+y". 

(:) • k!(11
11
~ k)! 

donde 

SECUENCIAS -
El 11-biimo 1ém1ino de una secuencia 
aritmética, donde el primer tém1ino 
es a

1 
y la diferencia común es d 

a. • ll1 + (11 - l)d 

La suma s. de los primeros II ténninos 
de unn secuencia ari1mélica 

S.•f(ll1+t1J 

S. - f[2,,, + (n - l~/J 

El n-ésimo ténnino de una secuencia 
geométrica. donde el pnmer tém1ino es 
"

1 
y 1:i. rnzón común es r 

"· - c,,, ... -1 

Suma s. de los primeros II términos 
de una secuencia geométrica 

ll¡(I -r") 
s.-~ 

FÓRMULAS ESPECIALES 
DE FACTORIZACIÓN 

x 1 -y1 - (x+ y)(.r-y) 

x1 + 2.t_\' + )'l -(.r + )i)? 

.t 1 - 2Q• + y1 = (.r - )1)! 

x' - )'1 
- (r - y)(.r1 + .ry + y?) 

.r' +y'• (x + y)(.1'2 
- xy + y2

) 

INEQUIOAOES 

Sic,> by b > c.cn1onces c, > e 

Sic, > b. entonces a + e > b + e 

Sil,> by e> 0,en1onccs lle> be 

Si,, > by e <0.en1onccs c,c < br 

EXPONENTES Y LOGARITMOS 

y - log..r significa " ' "" ., 

log..ry = log,.x + log,,y 

X 
log.. - • log,..r - log.y 

,V 

log..r' • rlog,.x 

rl"--• - x 

log..<1' ""' r 

log.l •O 

log..o= 1 

log.r • log,. x 

lnx • log,.x 

log.11 s log,.11 
log..b 



Índice analítico 

A 

Agrupación. resolución de ccu:icioncs 
utahundo. 32 

Al:arg:mucnto o conlr:1CC1ón de gr.Uic:ll. 
140. 141. APN-APPS 

Algon1modcdl\'1Sión, 19-1 
Amphtud 

de un número complc,o, 525 
de una gr.tfia. 374 
de mov1m1cnto :umómco. 398 

de una función tngo~tnc.a. 374. 
375, 376, 377 

Ángulo central. 326. 329 
Ángulo ~tal. 324. 344 

Ángulo de mchnación, 326 
Ángulo de rcfcrcnc1a. 366,367.368 
Ániulo ncga11,o, 324 

Ániulo obtuso, U5 
Ángulo pos1t1~·0. 32-1 

Ángulo recto. 324 
Ángulo rrcto. 325 
Ángulo($), 32-1--333 

:agudo. 325. 334 
ccntn.l, 326 
compk~ntano. 325, 326 
ro1:cnrnn::1.I. 324. 325 
dc:fimaón de 32-1 
medición en gr.actos de, 324 

de depresión. 395, 396 
de dC'\-xtón. 395--396. 486 
lado mici:1.I de. 324 
mcdte1ón dt. 325--328 
ncg::it1m, 324 
obtuso. 325 
pos111\'0, 32-t 
cu:khntc. 324. W 
mcd.ctón c=n r:ad1:1ne5, 324 

rdcrr.nci:a. 366. 367. 368 
rectángulo. 32.S 
pos1Ct6n cstindar de. 32-1 
rmo. 324 
i Ubc.cnd1do, 325 

compkm<"nl:mo. 325 
bdo tcrmuul de, ]24 

AproumaclOflcs. 13 
Apro11:inuc1oncs succm·-as. 186 

Aprox1madamcn1e igual a(:.), 2 

Arco circular. 329. 330 
Arro de un drculo. 326 
Árc:1 

dt- un .scctot c1rculM, 329 
de un tn:in1;ulo. 84. -151. 495 

Argumcnlo 
de un nl1mcro complcJO. 525. 527 
de un:a función. 121 

Am-glos ,;;m rc¡xt1c1oncs. 682 
A,;;fntota 

cun·ilínca. 232 
homoolal. 223 
de una h1pirbol:i1. 740 
oblicua. 231-232 
inclm:Mb.231 
vcn,cal, 222. 358, 360. 386. 387 

82....c. 12. 16 
de una función cii:ponc.ncu1I. 261 
par.a nocac16n uponcnc1al. 16 
logarftm1ca. 283.285. 306 

81nom1os, 28. 672 
muh,phc:.c-ión de, 30 

81.scctnz pcrpc:ndtCUlar, 84. 85. 113 

Cakuladora. \~a 1an1biln gclfic:as con 
cakul:.dora 

apmurmci6n de nlOl'CS de fuoc1oocs, 
337. 369. 370. 371, 428-429 

forma c1cn1ífica y. 12 
Calcubdor.1 gr.alicador.l. opcrx.oncs en 

compmb:i,c,ón de CCUXIOOCS. 4748 
comprol»ción de factonución, 32 
comb1nac10AC$. 691 
opcrx1onc~ de números complcJOS, 60, 

61.526 
coo\·cn,ón de r~h:mcs a gr.ados. 328. 

329 
creación de una tabla. 35 
cst11nxi6n de puntm de mtcf'Ceción, 

99.101 
encontrar un dclcnnuunle. 610 
cncomr:a.r un producto punto. 514 
encontrar rafees. 533 

encootl'2J' el mcm. 34 
c:vsluación de cii:prcsioncs. -1 
cvaluxióo de potcnc1u de las 

func,oncs lngonométnc:u. 338 
noc.:u:1ón cii:poncnca.11. 16 

ÍXlonalcs, 674 
fomu cicndfica, 13 
g\Wd:lndo \'2.k>rts. 4 

sumando uru ~nc,a. 6-11 

lérmrnos de um sccuc1ic1:a de 1um:as 
p:trciala. 643, 6-16 

prucb:u: de dcs1gualdadcs. g.9 
gcncr:ll' una secucnc,a. 637,638.639 
rtprcSC'ntx,ón p:í.fica de una ccuxi6n. 

93 
rtprescn1x1ón grifica de una función. 

IJ0..131 
rcprcscntac,ón grific:i de .scm1ehps,cs. 

731-732 
,n,·cna de una m.:11n1.. cu:wtnd:a. 60-I 
fonc1on.cs tngOI\Ol'nflncas 1n\·crs.a.,. 

-H0-171 
re("t:tdcmcp11iJustc. ll4-ll6 
enumerar y graficar una secucnc-1a. 

645,646 

\'alormixuno(omímmo). ISó--157 
muluphcac16n de matnce<i. 
ncgatm,s. 6 
modop:nrn6rico. 751-752. 753 
pmnuucioncs. 685 
puntos de Ir.indo. 86-87 
ron,·crs1ón pobr a rcccangul:u-. 765 
r.úz pnnc1pal n-és1ma. 20 
c'(poncntcs rac1on:alcs, 2.J 
rcdpnxos.6 
ron,•ttSlOO rttlmgular a polar. 766 
s«ucnci:1 definid:! de forma re("W'Sl\"a, 

639.646 
forma c.scakmacb rtduc1d:a de la 

matnz. 585 
rtprescn1ación de una dc.s1g~. 

566-567 
rcprc'i-Cnlac16n gr:ífk:.i de una íunc16n 

definidaporpattc, t-12•144 
rcprescn1xión grific:1 de ecuaciones 

polares. 768. no 

A1 



Al Indice anahtlco 

tn\crsa de una functOO. 257-258 
\'2.lor absoluto, 10 

sunia de fractK>nes, 34 
fórmula,. de sunu. 441 

aprourmción de M>lucioncs de una 
ccux16n lngonomttnca, 429-430 

, ·cctOft:S. 506 

,cnficx16n de l:u 1den11dadcs 

tngonométncao.. 417 

mlcnco;'K)IIC.' de 'f. 93-94 

mtcncccioncs de\', 93 

Cambmdc la fórmula de base. 306 
Camb1ocspcaa1 de fórnmlasdc base. 306 
C~lación de fac1orcs comunc!li. 33 
C antldad ese alar. 500 
Capital 1nte1a.l. 43 

Card101dc. 771 
Ca.so ambiguo. 434,492 

Catenana.279 

Centro 
de un dn:ulo. 97 

de una elipse. 725 
de una hipérbola. 738 

Cero, el número. 5. 6. 7 
Ccro(s) 

de una función. 124. 185. 189. 280 
de un gr.Uico. 92 
de mult1phcidad m. 203 
de un pohno,mo. 201-213 

Ceros racionales de pol1nom1os, 215. 216 
Cando, ddin1e1ón de. 3 
Ciclo. 355 
Ciclrndc, 758, 759 

C1fr.as s1gmfica11,'a!i, 13 
Cín:ulo, 716 

radio y centro del, 97 
ccuctOO tslándar del. 96 
unuano. 96 

Cin:unferenc,a unilaria. 96. 350. 424 
Long11ud del :ll'CO, 461 

,-:alorcs de w:no y coseno del. 753 

Coctcnle. 244 
de números cornple)O:'I. 60, 521 
d,fcrcncia. 127 
en d proceso de d1v1.s16n, 244 
de factoriales. 673. 674 
de funciones. 165 
de números rea.les, 6. 7 

Cooemcs de d1fcrtncias. 127 
Coeficiente. 16 

bmormal. 674 
pnnc1pal. 28 

m1c1al. 28 
nutn~ de, 579 

Cofaclor. 608-609 
Cofunc1ón, 438 

Columna, de una nutri1- 579 
Combtnxión. 689 

Combtnxión lineal 

"" y J. 507 
de filas, 590 

Complemento. de un conJunlo. 698 

Completando cuadr.M:los. 46, 97 
Componcnlc(s) 

de a a lo largo de b,517. 518 

de un VCCIOI', 502 
Compor1:umento final. 90 
Compresión honrontal de gr:ific:u.. 141 
Com~tón ,·en1al de grificas, 140 
Coinún denominador, 34 
Cónca,a degencr.wb. 716. 726 

Conclusión. 9 
Cónicas. \ ~u s.cccioncs cómcas 

de un número compleJO, 59-60 
de una ex~1ón, 36 

COOJUOlo(S), 27 
complemento de. 698 

C01TCSpondcnc1a de. 12().121 
imersecctón de, 67 

MlbconJUOtOSde,691 
un16ndc. 67 

Cons1an1e(s). 27 
de proporcionalidad. 236 
wnudc.643 

de vanxión. 236 
Conlr.K"Ctón de gráfic:ai., APP4-APP5 
Con\'c,; h~on. 772 

Coordenada. 7 
Coordenadll polares. 762-776 

relación rcsp«to a las rectangulares. 
764,765 

Coordenadas rcctangulare~. 82-89 

relación con las coorden:ldas pol!lffli. 
764-766 

Coorckn:da "· 82 
Coorden:da ,. 82 

COfTopondencia uno a uno. 7. 502 
emrc C'OOJUnlos, 12().121 

Crcc1m1cnto bxtcn:mo, 265 
Cuadndos. completando. 46 
Cuxlramc{s). 82. 324. 344.345 

Curn. 749, 750 

cerrada. 750 

punlos füulcs de. 749 
de menor dcsm,·el. 759 

oricntactón de. 751 
CCUXIOOCS ¡»,r:tJnt:tricas pa.t:I, 750 
panmetriz:kb. 750. 751. 754 
plana, 749 

Cemdo simple. 750 

Curva ccrr.wb. 750 
Curu1 ccrr:Mb sunpk. 750 
Curva de cm;:1m1cnto de Gompct1z. 280 
Curn de prob.u,rhd3d normal, 265 
Cur,,--a logís!tca.311 

Cúspide. 131. 758 

o 
Dcc1mal. 2 
Dcc1mal de rcpct1c16n mlinua, 661 
Occrccmucnto cxponcocia.l. 262 

Definición 
de conJug:ldo de un número complejo. 

S9 
de detcnmnantc de una matn1... 607. 

609,611 

de d1s1anc1a cn1re pun1os en una recta 
de coonknada.s, 11 

de produclo punto. 514 
de cxccntnc1dad. 732 
de elipse. 725 
de igualdad y adición de nutrices, 592 
de ~ ·cnto. 695 
del valor espcr.ldo. 703 
de la función, 121, 130 

de secuencia gcornétric:a. 656 

de la grálica de un:a función. 124 
de la asímota ho01on1al, 223 

de funciones tngooomélncas de 

cualquier Angulo. 342 
de funciones tngooomélric,is de 

mhneros rellcs. 349 
de la asín1ota ,-enica.l. 222 

de lr.lb.ajO, 520 
de \"CCl()f CttO, 505 

de func-ión uwersa. 252 
de la m\·cna de una malnL. 602 
de la función 1n,·ma smuS01da.l, 461 
de la funct6n tangente m,·cn:a. 465 
de la h1pétboi:I, 738 
de i y j .506 

de 5CCUCnc1a mfimla. 636 
de la función m,·ersa del coseno, 463 

de la secuencia antmética. 649 
de combinación. 689 



dd log:u-1tmo oomún. 289 
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